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Zadania omawiane na ¢wiczeniach lub w w pracach domowych. Znakiem + staram sie oznaczy¢
zadania (lub ich czesci) juz omoéwione, przy czym + bezposrednio po numerze zadania oznacza, ze
zostalo ono rozwiazane w catosci, a np. po b) — ze rozwiazano czesé b).

Porcja dotyczaca twierdzenia Brouwera i definicji homotopii. (Oznaczenia jak w notatkach do
wyktadu.)
Przez Fr(X,) oznaczam brzeg podzbioru X, rozwazanej przestrzeni topologiczne;.

A. ¢ Przypomnieé¢ sobie wiadomosci dotyczace homotopii przeksztatceri, ujete w zadaniu na str. 1
notatek do wyktadu.

B. ¢ + a) Wlasnosé¢ punktu statego ma charakter topologiczny: jesli przystuguje ona pewnej przestrzeni
X, to przystuguje tez kazdej przestrzeni homeomorficznej z X.

b) Podobnie, jesli istnieje ciagta retrakcja przestrzeni X na jej podprzestrzen X, to istnieje tez
ciagla retrakcja X’ na X{, gdy para (X', X{)) jest homomorficzna z para (X, Xo) (tzn., gdy X = f(Xo)
dla pewnego homeomorfizmu f: X — X'.)

c) Retrakt przestrzeni, majacej wlasnosé punktu stalego, tez ma te whasnosé.

d) Retrakt przestrzeni Sciggalnej tez jest przestrzenia $ciggalna.

Definicja. Zbior I = {z = (z,)%%, : =, € I dla kazdego n} rozpatrujemy z topologia, wyznaczong

n=1

przez metryke d(z,y) = max, %|a:n—yn| (Ta przestrzen topologiczna nazywana jest kostka Hilberta.)
1. o + a) Niech (X, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna i niech dla kazdej liczby € > 0 istnieje
przeksztalcenie f. z X w podprzestrzenn X. C X majaca wlasnosé punktu statego, takie, ze d( f.(z), x) <
e dla x € X. Dowies¢, ze X ma wtasnos¢ punktu statego.

b) Wywnioskowaé, ze kostka Hilberta I°° ma wlasnos¢ punktu statego. (Wskazowka: zbadac
d(fn(x),z) dla x € I i f, bedacego naturalnym rzutowaniem na {(z;);2, : z; = 0 dla j > n}.
2. o + a) Dowies¢, ze gdy zbior X C R™ jest gwiazdzisty wzgledem pewnego punktu p € R”, to jest
Sciagalny. (,Gwiazdzisto$¢” ta oznacza, ze dla kazdego punktu x € X, odcinek [p, | jest zawarty w X.)

b) Retrakt przestrzeni Sciagalnej tez jest przestrzenia Sciagalna.

c¢) Niech X = [0,1] x {0} U U, enil/n} x [=1/n,1/n]. Dowiesé, ze X jest przestrzenia Sciggalng z
wlasnoscia punkt statego. (Wskazowka: skonstruowaé retrakcje trojkata conv(X) na X.)

d) Dowies¢ tez, ze powyzsza przestrzen X jest retraktem plaszezyzny R?. (Wskazowka: j.w.)

3. o + a) Dane jest przeksztalcenie f : B — R". Dowies¢ twierdzenia Bohla: istnieje punkt staty
dla f lub punkt x € S"7! taki, ze f(z) = tx dla pewnego t > 1. ( Wskazowka: zlozy¢ f z retrakcja
r:R® — B", dang wzorem 7(z) = z gdy ||z|| < 1ir(z) = z/||z|| gdy [|=|| > 1.)

b) Wywnioskowaé, ze gdy przeksztalcenie f : R" — R™ ma te wlasnosé, ze zbior {z € R" : f(z) €

(1,00)-x} jest ograniczony, to ma ono punkt staty. (Przez (1, 00)-x oznaczytem zbior {tx : ¢t € (1,00)}.)

c¢) Wywnioskowaé tez, ze gdy przeksztatcenie f : B® — R" spetnia warunek f(S"~') C B", to ma
ono punkt staty.
d) Ogolniej, jest tak i gdy (f(x),z) <1 dlaxz e S" L.

4. o + a) Oznaczmy przez C stozek [0,00)" \ {(0,...,0)}. Dowies¢, ze dla kazdego przeksztalcenia
f: C — C istnieje punkt « € C' i skalar ¢t > 0, dla ktorychf(z) = tx. (Wskazoéwka: rozwazy¢ obciecie
f do sympleksu A :={z € C': ) . x; = 1} i naturalng retrakcje r : C' — A.)

b) Uzyskaé¢ stad twierdzenie Frobeniusa: kazda n x n-macierz o wyrazach nieujemnych ma
pewng nieujemna wartos¢ wtasna.

5. o Niech f : B® — R" bedzie przeksztalceniem takim, ze 0 & f(B™).

a) Zauwazy¢, ze przeksztalcenie fign-1 jest nieistotne w R}, wiec nie jest w R} homotopijne z
wlozeniem S"~! — R™. (Wskazowka: w ,notatkach” wniosek 1 na str. 4 i czesci a), d) zadania ze str.1.)



b) Wywnioskowa¢, ze dla pewnego z € S"! zachodzi 0 € (z, f(x)) (inaczej: f(x) = tx, gdzie t < 0).

6. ¢ + E] Lamana L laczy lewy bok kwadratu J? z prawym, a tamana L' — dolny bok z gérnym. (Tu,
J =]—=1,1].) Dowies¢, ze tamane te przecinaja sie.

7. ¢ + Niech X bedzie zwartym zbiorem wypuklym w przestrzeni R" i niech p € int(X). Dowies¢, ze
istnieje taki homeomorfizm f : R" — R, ze f(X) = B"i f(p) = 0. (Wowczas tez f(Fr(X)) = 5""1)

8. ¢ + X i p sa jak w zadaniu poprzednim.

a) Niech f: X — R" bedzie przekszalceniem takim, ze p € f(Fr(X)) albo przeksztalcenie fim(x) :
Fr(X) — R"™\ {p} jest istotne w R™ \ {p}. Dowies¢, ze p € f(X). (Wskazowka: poréwnaj zad. 5a).)

b) Dowies¢, ze zatozenia w a) sa speknione, jesli dla kazdego punktu x € Fr(X), punkt p nie lezy
na odcinku otwartym (z, f(z)). Dowies¢ tez, ze ma to miejsce w kazdym z nastepujacych przypadkow:

i) ||z — f(x)|| < ||z — p|| dla kazdego punktu = € Fr(X);

ii) dla kazdego punktu x € Fr(X), kat pxf(z) jest niezerowy lub nieokreslony. (To ostatnie ma
miejsce, gdy x = f(z).)

i) X = [-1,1]", p = 0, za$ f ma te wlasnos¢, ze f({r € X 12, = —1}) C{y e R" : ¢, <0} i
fHr e X:iz=1}) c{yeR":y, >0}, dlai=1,...,n.

iv) X jest zwartym wieloscianem wypuktym, a f przeprowadza kazda jego (n — 1)—Sciane w jej pod-
zbior. (Nie definiuje, czym sa taki wielosScian i jego (n—1)—Sciany; wystarcza wiedzieé, ze Fr(X) jest skon-
czona suma tych $cian i ze X i one sa wypukle. Obejmuje to przypadki, gdy X to kostka lub sympleks.)

9. ¢ + (Poprzednio kolejnos¢ zadan 8 i 9 byla inna, lecz ta jest lepsza.) Oznaczmy przez J" kostke
[—1,1]", aprzez F ={x € J": a2, =1} 1 F;, ={z € J": 2y = —1} jej Sclany, dla k =1, ..., n.

a) Dowies¢ twierdzenia Poincaré’go—Mirandy: jesli przeksztatcenie f = (f1,...., fn) : J" = R”
jest takie, ze fx(F, ) C (—00,0] i fr(F;f) C [0,00) dla k =1,...,n, to f(x) =0 dla pewnego = € J".

b) Niech A5, beda takimi zwartymi podzbiorami kostki J", ze A7 D Fy dlak=1,..,nie=+,—.
Dowiesé, ze jesli Af N Ay =0 dlak =1,...n, to Up_, (47 UA4;) # [-1,1]". (Wskazowka: przyjaé
fi(z) = dist(x, A7) — dist(z, A)); zbada¢, czy moze by¢ x € Af U A7 jesli fi(x) = 0.)

c¢) Wywnioskowaé tez z a), ze gdy przeksztalcenie g : J* — R" jest takie, ze g(Ff) C Ff dla
k=1,..,nie= %, zas przeksztalcenie h : J* — J" jest dowolne, to g(x) = h(x) dla pewnego = € J".
W szczegolnosei, g(J™) O J". (Wskazowka: wzia¢ f = g — h.)

10. © Niech X,7T i Y beda przestrzeniami metryzowalnymi, przy czym przestrzenn X jest zwarta.
Na przestrzeni C'(X,Y’) rozpatrujemy metryke du,(f, 9) := sup,cx d(f(z), g(z)), gdzie d jest ustalona
metryka, zadajaca topologie przestrzeni Y.

a) Tozsamosé fi(x) = F(x,t) wiaze z kazda funkcja F' : X xT — Y rodzine funkcji {f; : X — Y her,
i vice versa. Dowies¢, ze funkcja F' jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje f; i funkcja
T>t— f € C(X,Y) sa ciagte.

b) Dowies¢, ze podbazg topologii C'(X,Y) jest rodzina zbioréw Nk = {f € C(X,Y) : f(K) C
U}, przy K iU przebiegajacych wszystkie zbiory zwarte K' C X i zbiory otwarte U C Y, odpowiednio.

c) Wywnioskowaé, ze gdy metryki p i d wyznaczaja na Y te sama topologie, to psyp 1 dsup Wyznaczaja
te sama topologie na C'(X,Y).
Uwaga 1. Dla kazdych przestrzeni topologicznych X,Y mozna w ten sposob zadaé¢ tzw. topologie

zwarto—otwarta w C'(X,Y’). By miala on dostatecznie dobre wlasnosci, naklada sie na X 1 Y pewne
warunki, stabsze jednak od poczynionych wyzej.

I Na éwiczeniach mieliémy pewien klopot z przyjetymi formutami. Prosze zamiast nich wyprébowaé nastepujace. Niech
a=(a1,a2) : J = Lia = (a},d}) : J — L' beda parametryzacjami tych lamanych. Przyjmijmy h(s,t) = ((a1(s) —
ay(t))/m(s,t), (az(s) — ah(t))/m(s,t)), gdzie m(s,t) = max(|ai(s) — a}(t)],|az(s) — ah(t)|) dla s,t € J. Przeksztalcenie h
ma zadane na éwiczenach wlasnosci, tzn. przeprowadza kwadrat J? i kazdy z jego bokow w siebie. (Por. tez zad. 9a).)
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11. o + a) Dowies¢, ze kazdy ze zbiorow Xj = ([1/k,1] x {0}) U ({1/n : n = 1,...,,k} x I) jest
retraktem kwadratu 2.
b) Dowies¢, ze zbior X = ({0} x I) UJ;—,; X ma wlasnosé¢ punktu statego. (Wskazowka: zad. 1.)
c) Dowiesé, ze zbior X nie jest retraktem kwadratu I2.

Definicja. Gdy Xy C X sa podzbiorami pewnej przestrzeni Y, to o homotopii H : X — Y powiemy, ze
jest ona homotopia relatywnie X, jesli H(x,t) = x dla x € X, i wszystkich t € I.

12. ¢ Niech B bedzie kulg domknieta w przestrzeni euklidesowej R™, a S bedzie jej brzegiem. Dowiesé,
ze istnieje retrakcja ,pelnego walca” X = B x [0, 1] na podprzestrzen X, := B x {0} U S x [0, 1], ktora
relatywnie Xy jest w X homotopijna z idy. (Wskazowka: wzia¢ wpierw n = 1.)

13. ¢ Na okregu S' obieramy ciag punktéw p, := (cos(1/n),sin(1/n)), zbiezny do po := (1,0). Przez
X oznaczmy zbior (J,[(0,0),p,] (inaczej: X := {tp, : n > 0,t € [0,1]}), traktowany jako podprze-
strzen plaszczyzny R?. Dowiesé, ze retrakcja X na {po} jest w X homotopijna z przeksztalceniem
identycznosciowym idy : X — X, ale nie jest z idx homotopijna relatywnie {po}.

14. o Piszmy X € ENR jesli przestrzenn X jest homeomorficzna z retraktem zbioru otwartego w

ktorejs z przestrzeni R”, n € N. Udowodni¢, ze:

a) Gdy X € ENR 1Y jest zbiorem otwartym w X, to Y € ENR.

b) Gdy Y jest retraktem przestrzeni X € ENR, to Y € ENR.

c) Dla X :=R" x {Og} U {Ogn} x R C R""! udowodni¢, ze X € ENR.

d) Niech X, bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni metryzowalnej X, zas f : Xy — Y bedzie
przeksztalceniem. Dowiesé, ze jesli Y € ENR, to f przedluza sie do przeksztatcenia okreslonego na
pewnym otoczeniu zbioru Xj.

15. + Kostke J" pokryto n zbiorami domknietymi. Dowies¢, ze ktorys z nich zawiera zbiér spojny,
przecinajacy dwie przeciwlegle Sciany kostki. (Wskazowka: zadanie 9b). Wolno korzystaé z tezy
ponizszego zadania.)

16. + (Z Topologii 1, ale dos¢ trudne. Wykorzystane bylo w zadaniu poprzednim.) A i B sa
domknietymi, roztacznymi i niepustymi podzbiorami przestrzeni zwartej X. Dowies¢, ze albo istnieje
zwarty zbiér spojny, przecinajacy A i B, albo tez X jest suma dwoch roztacznych zbioréw zwartych, z
ktorych kazdy przecina tylko jeden ze zbioréw A, B. (Wskazowka: zadanie ponizej.)

17. + Udowodni¢, ze sktadowa spdjnosci punktu w przestrzeni zwartej X jest zarazem przecieciem
wszystkich zbiorow domknieto—otwartych w X, do ktorych ten punkt nalezy.

18. + Niech W = {(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} € R™. Dla skoniczonego zbioru E C W oznaczmy przez
A(FE) jego powloke wypukta w R"™. Niech tez A := A(W).

a) Udowodni¢ zasade Knastera — Kuratowskiego — Mazurkiewicza: gdy rodzina {K.}.cp
zwartych zbiorow K. C A spelnia warunek A(E) C |J,.p K dla kazdego E C W, to (.o Ke # 0.
(Wskazowka: przy zaprzeczeniu tezy podporzadkowaé pokryciu {A\ K. : e € W} podzial jedynki [f)
(Ae)ecw 1 dowiesé, ze funkcja A 3z +— > _ A (x)e nie ma punktu statego.

b) Wywnioskowaé, ze gdy {K. : e € W} jest domknietym pokryciem sympleksu A, takim, ze
K.NAW\ {e}) =0 dla kazdego e € W, to ), K. # 0.

c¢) Dowies¢ dalej istnienia takiej liczby 6 > 0, ze kazde skoniczone pokrycie K sympleksu A, ztozone
ze zbiorow domknietych o érednicy < §, zawiera n zbioréw z niepustym przecieciem. (Wskazowka:
dowiesé, ze jesli liczba 0 jest dostatecznie mata, to K mozna podzieli¢ na takie podrodziny K.,e € W,
by przy K. := JK. spetnione byty zalozenia w b).)

2Mozna przyjaé¢ bez dowodu, ze gdy U jest pokryciem zwartej przestrzeni X, to istnieje podporzadkowany mu podziat
jedynki: taki uktad {A\y}uey funkcji ciagltych Ay : X = [0,1], ze Y, Adp = 11 Ap(X\U) ={0} dlaU € U.



Uwaga. i) Czesc c) jest podstawa do zdefiniowania wymiaru Lebesgue’a zwartej przestrzeni metry-
zowalnej X: przyjmuje sie dim X > n — 1, jesli zachodzi c) przy sympleksie A zastapionym przez X.
(Wybor metryki d jest nieistotny, ze wzgledu na zwartosé¢ X.)

19. * a) Odszuka¢ wiadomosci o grze Hex i dowie$é, ze nie moze sie ona zakoriczy¢ remisem. (Wska-
zowka: zad. 15 dla n = 2. Odmienny, elementarny dowod jest w artykule D. Gale’a w Amer. Math.
Monthly 86 (1979), str. 818-827; patrz
https://pdfs.semanticscholar.org/9282/284383aa9daf83f0616739a053fb06b26155.pdf)

b) Odszuka¢ w ksiazce H. Steinhausa , Kalejdoskop matematyczny” stwierdzenie o gonicu i wiezy na

szachownicy, i udowodnié¢ je. NIESTETY, SAM NIE UMIEM TEGO TERAZ ODSZUKAC.
20. Oznaczmy przez {5 przestrzen Hilberta {x = (2;)2, € R® : ||z|| < oo}, gdzie ||z|| = (32, 22)'/2.

Dowiesé, ze kula B = {x € fy : ||z|| < 1} nie ma wlasnosci punktu statego. (Wskazowka: niech
e, = (01)32, oznacza n-ty wersor w {y; zauwazy¢, ze wzor h(t) = e, + (t—n)(en1 —ey,) dlat € [n,n+1]
i n € N, okresla homeomorfizm poltprostej [0,00) na domkniety podzbior przestrzeni f5. Podzbiér ten

nie ma whasnosci punktu statego, a jest retraktem kuli B na podstawie tw. Tietzego.)

21. ¢ Niech A bedzie zbiorem zwartym w C,. Dowiesé, ze podniesienie wlozenia iy : A — C, istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy 0 nalezy do nieograniczonej sktadowej zbioru C\ A. (Wskazowka: patrz uwaga
3 i wniosek 1 w §3.1, oraz twierdzenia Borsuka.)

22. Niech zwarta przestrzen metryczna X bedzie suma dwoch swych domknietych podzbiorow A i B,
majacych spojne przeciecie AN B. Udowodnié¢, ze przeksztatcenie f : X — C,, ktérego oba obciecia f4
i fip sa nieistotne, samo jest nieistotne. (Jest to lemat Eilenberga. Wskazowka: wzia¢ podniesienia
funkcji fla i fip , i dodajac stata do jednego z nich uzyskaé zgodnosé¢ na AN B.)

23. a) Niech przestrzenn X bedzie zwarta. Dowiesé, ze przeksztalcenia f,g: X — C, sa homotopijne

w C, wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloraz f/g jest przeksztalceniem nieistotnym w C,.

b) Wywnioskowaé, ze zbior zwarty Z C C rozcina C miedzy p i ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
ksztalcenie f := (iz — p)/(iz — q) jest istotne (w C,).

¢) Udowodni¢ twierdzenie Janiszewskiego: gdy A, B C C sa zbiorami zwartymi o spéjnym
przecieciu A N B, przy czym ani A, ani B nie rozcina plaszczyzny C miedzy wskazanymi punktami
p,q € C\ (AUB), to AU B tez nie rozcina C miedzy p i q. (Wskazowka: w oparciu o lemat Eilenberga,
zastosowac b) przy Z = A, B, AU B.)

24. o Sciezki 7,7 : [a,b] — C réznia sie tylko na przedziale (t_,t,) C [a,b]. Dowiesé, ze A(y, z) —
AW 2) = Aty * (V)5 2) dla 2z € im(y) Uim(y').

25. o + Niech w(z) = 2" + ¢,_12" ' + ... + 12 + ¢y bedzie zespolonym wielomianem stopnia n > 1.
Dla R > 01z € S! przyjmimy vr(2) = w(R - 2).
a) Dowiesé, ze dla R dostatecznie duzych, petla v jest w C, homotopijna z petla S* 3 z — 2" € C,,
majaca indeks n wzgledem 0 (a wiec istotna w C,).
b) Uzyska¢ stad, ze w(z) = 0 dla pewnego z € C.

26. ¢ a) Przypomnie¢ sobie wiadomosci o stopniu przeksztalcenia okregu w okrag lub przeczytaé to,
co zapisatem w §3.5 notatek na str. 19.

W b), ¢) iwzad. 27, f: ST — S jest przeksztalceniem. Dowiesé, ze:

b) Jesli f(—=z) = f(z) dla wszystkich z € S', to deg(f) € 2Z. (Wskazoéwka: zachodzi f(z) = g(z?)
dla pewnego g : ST — S*; skorzysta¢ z wniosku 1b) w §3.5.)

c) Jesli f(—z) = —f(z) dla wszystkich z € S, to deg(f) € 2Z + 1. (Jest to przypadek n = 1
twierdzenia Borsuka. Wskazowka: zastosowaé¢ b) do petli z — 2 f(2).)

27. o (ciag dalszy zad. 26.) d) Jesli deg(f) # 0, to f jest ,na”. Wywnioskowa¢, ze gdy deg(f) # 1,



to f ma punkt staly. Oboma razy, czy zalozenie o deg(f) jest istotne?

e) Dowies¢, ze jesli f jest nieistotne, to f(p) = f(—p) dla pewnego p € S'. (Wskazowka: rozpatrzeé
podniesienie f.)

f) Dowies¢ tego przy ., f jest nieistotne” ostabionym do ,deg(f) € 27Z". (Wskazowka: rozpatrzec
2z f(2)z7", gdzie n = deg(f).) Co gdy deg(f) € 2Z + 17

28. Niech n € Z>;. Dowies¢, ze kazda z ponizszych tez wynika z poprzedniej, a dla n = 1,2 dowies¢
tez tezy i):

i) Gdy przeksztalcenie f: S"! — R” jest nieparzyste, tzn. takie, ze f(—p) = —f(p) dla kazdego
punktu p dziedziny, to jest ono istotne (w R”).

ii) Nie istnieje nieparzyste przeksztatcenie z S™ w R?. (Réwnowaznie: gdy przeksztalcenie f :
S™ — R? jest nieparzyste, to f(p) = 0 dla pewnego p € S™.) Wskazoéwka: niech f : S" — R" bedzie
nieparzyste; obcia¢ f do potsfery {x € S™ : x,,1 > 0}, a te przez rzutowanie wzdtuz osi x,,,; utozsamic
z kula B™.)

iii) Kazde odwzorowanie f : S — R" przeprowadza pewne dwa antypodyczne punkty p, —p we
wspolny punkt. (Wskazowka: rozpatrzeé funkcje z — f(z) — f(—=2).)

iv) Gdy Ao, Ay, ..., A, sa zbiorami takimi, ze Ay U [J;_,(A; U (—A4;)) = S™, to Ay N (—Ay) # 0
lub 4; N (—A4;) # 0 dla pewnego i = 1,2,....,n. (Wskazéwka: wziaé¢ za p punkt dany przez iii) dla
f=(f)r,:S" = R", gdzie f;(x) := dist(z, 4;) — dist(—x, A;); zauwazy¢, ze jesli A; N (—A;) = 0, to
p,—p & A; U (—A;). Por. wskazowke do zadania 9b).)

v) Gdy sfere S™ pokry¢ n+ 1 zbiorami, z ktorych kazdy jest domkniety lub otwarty w S™, to ktorys
z nich zawiera dwa antypodyczne punkty.

(O prawdziwosci tych tez orzekaja twierdzenia Borsuka—Ulama i Lusternika—Sznirelmana.)

29. * Udowodni¢, ze teza ii) w zadaniu 28 jest rownowazna kazdej z ponizszych:

vi) gdy p1, ..., pn € Rlz1, ..., Tpy1] sa wielomianami jednorodnymi tego samego nieparzystego stopnia,
to pewien punkt przestrzeni R” \ {0} jest ich wspolnym zerem.

vii) gdy kazdy z wielomianéw py,...,p, € R[zy,...,2,41] jest suma jednomianéw nieparzystych
stopni, to pewien punkt sfery S™ jest ich wspélnym zerem.

Wskazowki: a) Do vi)=-vii): wykorzystac to, ze wielomian Z;”;l 7 jest na S™ stale rowny 1. b) Do
vii)=ii): nieparzysta funkcje ciagla u : S™ — R mozna e—aproksymowaé przez funkcje u + v, gdzie u
i v sa sumami jednomianéw stopni nieparzystych i parzystych, odpowiednio; zauwazy¢, ze |v(z)| < 2¢
dla x € S™

30. * Odszuka¢ dowod lub udowodnié ,twierdzenie o kanapkach” (,Ham—Sandwich Theorem”) dla
n = 3: gdy kazdy z trzech danych zbioréw mierzalnych w R3 ma miare skonczong i dodatnig, to
pewna plaszczyzna przepotawia kazdy z nich (co do miary). Uogélni¢ na przypadek n > 3. (Mozna
przyjmowac za prawdziwg ktorakolwiek z tez zadania 28.

31. o We wstedze Mobiusa i plaszczyznie rzutowej wskazaé nierozcinajaca krzywa Jordana, w przy-
padku wstegi r6zng od krzywej brzegowe;.

32. Niech p bedzie punktem krzywej Jordana J, zas$ f petla w ograniczonej sktadowej zbioru C \ J.
Dowiesé, ze ind(f,p) = 0.

33. Niech J i J' bedg krzywymi Jordana, za$ G i G’ ograniczonymi sktadowymi zbiorow C\ J i C\ J',
odpowiednio.
a) Dowiesé, ze jesli J' C G, to G’ C G.
b) Dowiesé, ze jesli NG =0, to G'NG =0 lub G’ D G.
34. * Niech Ll, LQ, L3 dead takimi tukami w (C, ze L1 N L2 = Ll N L3 = L2 N L3 = {0, ].} Dowieéé,
ze zbior C\ (L U Ly U L3) ma trzy sktadowe.
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35. ¢ (Przypomnienie Top. 1) Przypomnijmy, ze przestrzen jest lokalnie lukowo spdjna, jesli kazdy
jej punkt ma baze otoczeni, ztozong ze zbiorow tukowo spojnych. Dowiesé, ze lokalnie tukowo spodjna
przestrzen spojna X jest tukowo spojna, a jej sktadowe sa otwarte w X i1 tukowo spojne.

36. Opanowa¢ pominiete dowody twierdzenia 1 i uwagi 3 ze str. 22 notatek do wyktadu.

37. ¢ Niech grupa G bedzie generowana w sposéb wolny przez zbiér S. Dowiesé, ze:

a) Kazdy element grupy jednoznacznie przedstawia sie jako zredukowany iloczyn elementéw zbioru S.

b) Dla kazdej grupy H i kazdej funkcji f : S — H istnieje jedyny homomorfizm f : G — H
taki, ze 7| s = f. (Jest to wlasno$é uniwersalnosci grupy G wzgledem zbioru S jej wolnych
generatorow.)

¢) Przy oznaczeniach z b), jesli funkcja f jest roznowartosciowa i zbior f(S) generuje grupe H w
sposob wolny, to f jest izomorfizmem grup.

38. + a) o Niech $ciezki w, ¥ maja wspolny poczatek o i wspolny koniec 2. Wowcezas izomorfizmy
wy, vy - T (X, x9) = m (X, z1) r6znia si¢ o automorfizm wewnetrzny: vy = wy oz, gdzie z jest operacja
sprzegania w grupie (X, zo) przez odpowiedni element [A] tej grupy, tzn. z([y]) = [N[H][A\~! dla
wszystkich [v] € m (X, zo).

b) * Gdy elementy [\, [1] grupy 71 (X, x¢) sa w niej sprzezone, to Sciezki A i g mozna polaczy¢
homotopig $ciezek zamknietych.

39. o Przy oznaczeniach uwagi le) ze str. 24 wywnioskowaé, ze jadrem homomorfizmu f! jest obraz,
przy wy , jadra homomorfizmu f2. Sformulowac zaleznos¢ miedzy obrazami f° i f! i dowies¢ jej.

40. Dane sg przeksztalcenia f: X — Y oraz g,h : Y — X. Dowies¢, ze:

a) o Jesli fog i ho f sa homotopijne z idy iidy, odpowiednio, to f jest homotopijna rownowaznoscia.
(Wskazowka: homotopijna odwrotnoscia okazuje sie byé¢ ho f o g.)

b) * Tak samo jest, jesli f o g i ho f sa homotopijnymi réwnowaznosciami.

41. o + a) Dowiesé, ze brzeg kwadratu jest retraktem deformacyjnymﬁ kwadratu, naktutego w jego
punkcie wenetrznym.

b) Dowies¢, ze naktuty torus (tzn. przestrzen S x S!, z ktérej usunieto punkt) deformacyjnie
retrahuje sie na bukiet S' Vv S! —czyli zbiér, homeomorficzny ze znakiem oo.

c¢) Na jaki jednowymiarowy zbiér mozna deformacyjnie zretrahowa¢ cylinder S* x [-1,1] € C x R,
naktuty w (1,0)?7

d) Przez jaki zbior jednowymiarowy mozna zastapi¢ 1% w a), zas S' vV .St w b), gdy naklué¢ jest n?

42, X = Stv S zad YV jest suma dwoch rozlgcznych okregéw i tuku, majacego z kazdym z tych
okregéow 1 punkt wspolny. Dowiesé, ze przestrzenie X 1Y sg homotopijnie rownowazne. (Wskazowka:
znalez¢ przestrzen, deformacyjnie retrahujaca sie na kazda z wymienionych.)

43. + a) o Niech r bedzie retrakcja przestrzeni X na jej podprzestrzen A, zasi: A — X wlozeniem
A w X. Niech dalej a € A. Dowiesé, ze r, : m(X,a) — m (A, a) jest epimorfizmem, zas i, : (A, a) —
(X, a) jest monomorfizmem.

b) Dowies¢, ze w kazdym z nastepujacych przypadkow nie istnieje retrakcja X na A:
i) o X = R3 i podprzestrzen A jest homeomorficzna z S*;

ii)o X =8"xB2 i A=S"x S

iii) X jest wstega Mobiusa i A jest jej brzegiem.

Uwaga. Wywiesitem plik Przestrz.iloraz.pdf , przypominajacy wiadomosci z Top. I o przestrzeniach
ilorazowych.

3(Czerwonym kolorem oznaczam zmiane pierwotnie wywieszonej tresci.
4Definicja jest w notatkach, na str. 25.
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44. ¢ Zaznajomic sie ze str. 1 tego pliku. (Czes¢ p.3, ujeta na str. 3, zostala oméwiona na wyktadzie.)

45. Oznaczmy przez mo(X) zbior wszystkich sktadowych tukowej spojnosci danej przestrzeni X, zas

dla tukowo spdjnego zbioru C' C X oznaczmy przez [C] skltadowa tukowej spojnosci przestrzeni X,
zawierajgca zbior C. Udowodnié¢, ze gdy przeksztalcenia f : X — Y i g : Y — X sa wzajemnie
homotopijnie odwrotne (tzn. gf~idx i fg~idy), to funkcje A — [f(A)] 1 B — [g(B)] sa poprawnie
okreslonymi, wzajemnie odwrotnymi bijekcjami miedzy zbiorami m(X) i mo(Y).

46. + Dla kazdej grupy G i jej podzbiorow A i B, grupa G/((AUB)) jest izomorficzna z (G/((A))) /{(p(B))),
gdzie p: G — G/((A)) jest rzutowaniem ilorazowym.

47. + o a) Do diagramu (7) ze strony 27 notatek do wyktadu dostawmy nastepny, ktorego gorng
strzalka jest v} : G4y — G, dolna v, : G — G’, a pionowymi sg vy i v} : G} — G’. (Oba te diagramy
maja by¢ diagramami wypchniecia.) Dowiesé, ze diagram ktorego poziomymi strzatkami sa u) o ug i
vy 0 U9, a plonowymi uy 1 v}, jest diagramem wypchniecia.

b) Dowiesé, ze jesli w diagramie wypchniecia (7) zachodzi Gy = {1}, to v; jest epimorfizmem i
ker(vy) = ((u1(Go))). W szczegolnosci, jesli dodatkowo Gy = (s), to ker(vy) = ((u1(s))); w tym vy jest
izomorfizmem jesli (dodatkowo) Gy = {1}.

48. o Niech p € U, gdzie U jest spojnym zbiorem otwartym w R™ i n > 3. Dowies¢, ze zbior U \ {p}
jest spojny i inkluzja U \ {p} — U indukuje izomorfizm m (U \ {p},z) — m(U,z), dla z € U\ {p}.
(Wskazowka: napisa¢ U = (U \ {p}) U B, gdzie B to mala kula wokot p; skorzystaé¢ z zadania 47b).
Inna metoda to nasladowa¢ dowdd twierdzenia 1 na str. 26 ,Notatek”.)

49. © + Zadaé¢ strukture CW-kompleksu na a) S? U J, gdzie J to odcinek, ktérego koricami sg
poludniowy i péinocny biegun sfery, b) na przestrzeni ilorazowej S?/S°, gdzie S° to dwupunktowy
podzbior S2.

Uwaga 2. Niech X bedzie zwarta CW-przestrzenia, a Xg C X zbiorem $ciagalnym, bedacym sumag
pewnych doklejanych komorek jej CW-kompleksu. Mozna dowiesé, ze przestrzen ilorazowa X /X, jest
homotopijnie rownowazna przestrzeni X. Bedziemy z tego korzysta¢, odktadajac dowdd na pozniej.

50. Opierajac sie na tej uwadze i na zadaniu 58b), w kazdym z nastepujacych przypadkow dowiesé

homotopijnej rownowaznosci przestrzeni X i Y:

a) + X 1Y to przestrzenie, ktorym w zadaniu 49 nadano CW-strukture.

b) + X = 52/5% a Y to bukiet S%2V S'. (Wskazéwka: wobec a) mozna zastapi¢ X przestrzenia z
zad. 49a). Korzystajac z zad. 58b) dowie$¢ homotopijnej rownowaznosci tej przestrzeni z Y'.)

c) + X =(S'xSH/(S' x {sp}) 1Y =52V Sl

d) + X =8"/S*iY = 5" v Sk gdzie S¥ = {(2;) € " :w; =0dlai > k+2} C S" C R*L.

e) + X jest wynikiem doklejenia 3—komorki do sfery S3, wzdtuz przeksztalcenia okreslonego na
brzegu S? tej komorki, zas Y = S3 Vv S3. (Mozna korzysta¢ z tego, ze przeksztalcenie takie jest
nieistotne. )

f)y* X =(B2x SY)/(S' x S") i Y =8%vs2

Uwaga: Pod https://pi.math.cornell.edu/ hatcher/AT /ATchapters.html dostepny jest bardzo dobry
podrecznik A. Hatchera. W zakresie tych zaje¢ warto zaglada¢ do Chapters 01 1.

51. (ciag dalszy zadania 43). Nie istnieje tez retrakcja X na A gdy:

iv) X = S x B? i A jest okregiem, ktory narysuje na tablicy lub mozna go zobaczy¢ na str. 39 w
Chapter 1 u Hatchera.

v) X = B2V B2i A= S'Vv S jest bukietem okregéw brzegowych.

vi)* X = B?/{i,—i} (dysk z utozsamionymi dwoma punktami na brzegu) i A = S'V S' jest
obrazem S* w X przy rzutowaniu B2 — X.
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52. ¢ Przeczytaé¢ p.2 w pliku Przestrz.ilorazowe.pdf lub na innej drodze przypomnie¢ sobie zawarty
w nim materiatl.

53. + © Znalez¢ prezentacje grupy m1(X) w nastepujacych przypadkach:

a) X jest obrazem pelnego n—kata foremnego po dokonaniu w nim minimalnych identyfikacji, ktore
kazdy bok liniowo i bijektywnie identyfikuja z kolejnym bokiem, z zachowaniem orientacji.

b) X = St x S? jest torusem.

¢) X jest butelka Kleina.

d) X jest ,trabka Borsuka” (w literaturze czesciej nazywana ,dunce hat”), czyli jest obrazem ,pel-
nego” trojkata ABC po dokonaniu w nim minimalnych identyfikacji, ktore bok AB liniowo i bijektywnie
identyfikuja z bokiem BC' zachowujac orientacje, za$ z bokiem C'A zmieniajac orientacje.

(Wskazowka: traktowaé X jako obraz wielokata, wyznaczy¢ obraz Y brzegu tego wielokata, ktory
okaze sie bukietem okregow; zastosowaé¢ wniosek 3 ze str. 33 notatek do wyktadu.)

54. o Niech dany bedzie diagram G+—Gy—=+Gy w kategorii zbioréw, tzn. Go, G4, Gy sg zbiorami,
a up 1 up funkcjami. Wypchniecie tego diagramu (w tej kategorii) definiuje sie jak na str. 27 notatek,
zastepujac stowa "grupa” przez "zbior’, a "homomorfizm” przez “funkcja” (odpowiednio odmienione).
Dla uproszczenia zalozmy, ze G1 N Gy = 0.

a) Dowies¢, ze wypchniecie to istnieje, przy czym za H mozna przyja¢ (G; U Gsy)/ ~, gdzie ~ jest
najstabsza sposrod tych relacji rownowaznosci na Gy U Go, dla ktorych zachodzi uy(z) ~ wug(z) dla
kazdego x € GY.

b) Jak zdefiniowaé¢ vy i vo? Dowiesé, ze im(vy) Nim(vy) = im(vy ouy), i ze gdy uy jest 1-1, to vg tez.

c¢) Niech wyzej Gy = G1 = {1,2}, Gy = {3}, zas uy 1 us beda identycznoscia i jedyna funkcja z Gy
w (G5, odpowiednio. Ile elementéw ma zbior H?

55. Niech tym razem role Gy, G1, Go w diagramie (7) graja przestrzenie topologiczne: rozpatrujemy
diagram Y+ —A—5 X, gdzie A jest domknietym podzbiorem przestrzeni X, i oznacza jego wlozenie
w X, za$ f pewne przeksztalcenie. Dowies¢, ze w wypchnieciu tego diagramu w kategorii przestrzeni
topologicznych (nalezy sie domyslié, co to oznacza), za przestrzen w prawym rogu mozna przyjac
XUsY.

56. Niech K, M, K’ i M’ beda przestrzeniami zwartymi (w tym T3), zasp: K - M, p' : K' - M’
i H: K — K’ przeksztalceniami takimi, ze dla kazdego punktu m € M zbioér p’' o H(p~'(m)) jest
jednopunktowy. Dowiesé, ze jesli p jest ,na”, to istnienieje takie przeksztalcenie H' : M — M’', ze
Hop=poH.

57. Niech X, bedzie silnym retraktem deformacyjnym zwartej przestrzeni X, zas A C X, bedzie
zbiorem domkni¢tym. Dla pewnego przeksztalcenia f : A — Y tworzymy przestrzen X U;Y. Dowiesc,
ze jesli jest ona Ty, to zawiera XoU;Y jako silny retrakt deformacyjny. (Wskazoéwka: zadanie poprzednie,
przy M' =X U; Y, K'=XUYiM=M xI, K=K x1.)

58. a) ,Pelny walec” B" x I przyklejamy do przestrzeni Y poprzez przeksztatcenie H : S 1 x [ —
Y. Dowiesé, ze otrzymana przestrzen (B x I) Uy Y zawiera jak swoj silny retrakt deformacyjny
podprzestrzen B U Y, gdzie f oznacza przeksztalcenie S" ' 3 x — H(z,0) € Y. (Wykorzystaé
zadanie poprzednie i to, ze (S"1 x I)U(B" x {0}) jest silnym retraktem deformacyjnym walca B x I
zrobi¢ szkic dla n = 1.)

b) Wywnioskowac, ze gdy przeksztalcenia f, g : S" ' — Y sa homotopijne, to przestrzenie B"U fYi
B" U, Y sa homotopijnie rownowazne. (Wskazowka: obie sa silnymi retraktami deformacyjnymi pewnej
wspOlnej przestrzeni.)

Qo
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Zadania rekapitulujace konicowy materiat. (Wiecej zadan w tym semestrze nie bedzie.)

A. Ogolne wtlasnosci nakryé

59. ¢ a) Niech p € C[z] bedzie wielomianem stopnia dodatniego i niech S oznacza zbior jego wartosci
krytycznych, tzn. S = {p(z) : p/(z) = 0}. Przyjmijmy T := C\ p~'(S). Dowies¢, ze pp: T — C\ S
jest nakryciem.

b) Dowiesé, ze nakryciem jest przeksztatcenie p : STx St — S1x St dane wzorem p(zy, 20) = (23, 23).

[lukrotne jest to nakrycie?

60. ¢ a) Niech f : X — Y bedzie lokalnym homeomorfizmem, tzn. dla kazdego punktu x € X
niech istnieje takie jego otoczenie U w przestrzeni X, ze fijy : U — f(U) jest homeomorfizmem i zbior
f(U) jest otwarty w Y. Dowies¢, ze jesli przestrzenn X jest zwarta, to zbior f(X) jest domknieto-
otwarty w Y i f : X — f(X) jest nakryciem. (Zakladamy, ze Y jest T; w razie potrzeby wolno w
rozwigzaniach zadan naktada¢ samemu dodatkowe zalozenia podobnego typu - az do metryzowalnosci.)

b) Znalezé przeksztatcenie ST — ST\ St ktore jest nie jest lokalnym homeomorfizmem, cho¢ jest
lokalnie 1-1 (tzn. kazdy punkt ma otoczenie, na ktorym jest ono 1-1).

¢) Znalez¢ lokalny homeomorfizm p : (—10,10) — S*, sciezke A : I — S* i punkt 7 € p~1(A(0)), dla
ktorych nie istnieje podniesienie X Sciezki A wzgledem p, spelniajace warunek X(O) =T

61. ¢ Niech p: X=X bedzie nakryciem. Dowies¢, ze:

a) Dla sciezki A : I — X od x = A(0) do y = A(1), formuta = — Z[\] okresla bijekcje vy wiokna
p~l(z) na p~i(y), taka, ze vx(p~t(z) N S) = p~t(y) N S dla kazdej sktadowej tukowej spojnosci S
przestrzeni X. Ponadto, vy, = v, 0 vy gdy A% p ma sens.

b) Jesli S jest sktadowa tukowej spojnosci przestrzeni X , to p(9) jest sktadowa tukowej spojnosci
przestrzeni X. B

c) Gdy w b) przestrzen X jest lokalnie tukowo spojna, to pis : S — p(S) jest nakryciem.

62. p: XX jest nakryciem k—krotnym. Dowies¢, ze jesli X jest brylg skoniczonego CW-kompleksu
wymiaru 1, majacego j, n—komorek dlan = 0, 1, to podobnie jest dla X, przy 7, zastapionym przez kj,.

63. Niech f: A— B, g: B—Cih:=go f:A— C beda przekszalceniami miedzy przestrzeniami
spojnymi i lokalnie tukowo spojnymi. Dowiesé, ze:
a) ¢ jesli h i jedno z pozostatych przeksztalcen sa nakryciami, to i trzecie nim jest,
b) jesli f i g sa nakryciami, to i h nim jest, o ile ponadto
i) nakrycie g jest skoriczenie krotne (tzn. #¢!(c) < oo dla ¢ € C), lub
ii)* C spetnia warunek matych petli ze str. 50 notatek do wyktadu. (Wskazowka: dowiesé, ze
gdy U spetnia warunek (x) ze str. 50, przy X zastapionym przez C, to g jest 1-1 na sktadowych zbioru
g Y(U), a g71(U) speia ten warunek przy X zastapionym przez B.)

B. Nakrycia a grupa podstawowa

64. ¢ (C.d. zadania 53.) Ogolniej, identyfikacje dokonywane w podobnych sytuacjach na zorientowa-
nym brzegu n—kata mozna oznaczaé¢ nastepujaco: wypisujemy przy kazdym boku litere, symbolizujaca
zorientowany okrag, do ktorego bok ten jest przyklejany, przy czym litere te opatrujemy dodatkowo
znakiem ~!, jesli sklejenie odwraca orientacje. (Zakladamy, ze brzeg wielokata przyklejany jest do
bukietu okregoéw. Dla przyktadu, w zadaniu 53 identyfikacje bylyby opisane ciagiem (stowem) aa....a
w czedci a), zas stowem aba™'b w czesei b).)

Zmnalez¢ prezentacje grup podstawowych w przypadkach, gdy n = 6, za$ identyfikacje sa opisane
stowami: 1) aaabbb, 2) aaaa™'bb™', 3) aabbcc.

65. ¢ Niech X =Y/ ~, gdzie Y jest domknietym pieciokatem, z ktérego usunieto wnetrze trojkata
(wierzchotki trojkata nie leza na brzegu pieciokata), zas ~ jest minimalna relacja rownowaznosei, ktora
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kazdy bok pieciokata afinicznie utozsamia z kolejnym jego bokiem, a tez kazdy bok trojkata afinicz-
nie utozsamia z kolejnym jego bokiem, w obu przypadkach z zachowaniem orientacji i surjektywnie.
(Orientacje na brzegach pieciokata i trojkata sa zgodne.) Wyznaczy¢ prezentacje grupy m(X)

Uwaga i wskazowka. Zadanie to mozna rozwiagzaé¢ na rézne sposoby, lecz nastepujace spojrzenie
ma zastosowanie w wielu podobnych sytuacjach. Oznaczmy przez P pieciokat z usunietym trojkatem
(bez utozsamien). Na przestrzeri X mozna spojrzeé¢ jako na wynik dolepienia przestrzeni P do dwoch
zorientowanych okregdéw A i B, przy czym kolejne boki pieciokgta nawijamy na A, a boki trojkata na B,
z zachowaniem orientacji. Pewien klopot sprawia to, ze P nie jest 2-komoérka. Mozemy jednak rozciaé
P wzdtuz odcinka L, taczacego pewien wierzchotek pieciokata z bliskim mu wierzchotkiem trojkata,
i wtedy otrzymamy 2-komorke. Inaczej to ujmujac, P jest obrazem (5+1+3+1)-kata, nastepujaco:
kolejnych 5 bokow dziesieciokata przyklejamy do kolejnych ,zewnetrznych” bokéw figury P, nastepny
bok do odcinka L, kolejne 3 boki do kolejnych ,wewnetrznych” bokéw figury P, a ostatni znéow do L,
odwracajac orientacje.

To pozwala spojrze¢ na X jako na wynik doklejenia dziesieciokata do figury F', wygladajacej jak
0-0, przy czym kazdy bok dziesieciokata jest doklejony do okregu A lub do okregu B lub do taczacego
je lacznika C. Gdy okregi i tacznik zorientujemy, to doklejenie odbywa sie wzdtuz Sciezki A°C'B3C*,
przy czym grupa podstawowa figury F' ma 2 wolne generatory, ktorymi sa A 1 C BC* .(Za punkt bazowy
rzyjmujemy punkt z AN C.) Teraz poprzednie techniki powinny bez klopotu dac sie zastosowac.

66. Wyznaczy¢ prezentacje grupy (X ) w nastepujacych przypadkach:
a) X jest torusem St x S!, z ktorego wycieto dziure J x J, gdzie J jest tukiem otwartym w S?.
b) X jest dwupreclem, tzn. jest suma dwoch powyzej opisanych przestrzeni, zlepionych homeomor-
ficznie wzdtuz brzegéw wycietych dziur.

67. * Do bukietu V}_,S! dolepiono o$miokat foremny przeksztatcajac jego kolejne boki na a, b, a*, b, ¢,d, ¢, d*™
gdzie a, b, ¢, d to zorientowane okregi bukietu. Dowiesé, ze otrzymana przestrzen jest dwupreclem z po-
wyzszego zadania i ponownie wyznaczy¢ prezentacje jej grupy podstawowe;j.

68. Niech p: ()N( , ) — (X, z) bedzie nakryciem punktowanym, z tukowo spojna przestrzenia X.
a) Dowiesé, ze p jest homeomorfizmem jesli p,(m (X, 7)) = m(X, z).
b) Dowiesé, ze p jest homeomorfizmem jesli przestrzen X jest jednospéjna.
69. o Wyznaczy¢ wszystkie, z doktadnoscig do izomorfizmu, nakrycia nastepujacych przestrzeni:
a) przestrzeni RP", gdzie n > 2 jest dane, b) okregu S, c) piericienia B? '\ %Ez, d) torusa S' x St
e) sfery S?, f) bukietu S v S2. (Wskazoéwka: twierdzenie 1 na str. 48.)

C. Nakrywajace dzialania grup; nakrycia regularne

70. o Dowiesé, ze kazde wolne dziatanie grupy skonczonej na przestrzeni Hausdorffa przez jej home-
omorfizmy jest nakrywajace. Podobnie, dziatanie grupy G na przestrzeni metrycznej (X,d) przez
jej izometrie jest nakrywajace, jesli dla pewnej stalej m > 0 i kazdego g € G \ {lg} zachodzi
inf{d(z, gx): x € X} > m.

71. Znalezé¢ nakrywajace dziatanie grupy na ptaszczyzne przez jej izometrie, takie, ze przestrzen orbit
jest torusem.
72. Dla n,m € Z okreslmy przeksztalcenie f,,,, : R* — R? wzorem f, .(z,y) = (z,(=1)"y) + (n,m).
a) Dowies¢, ze G = {f,m : n,m € Z} jest grupa przeksztalcen plaszczyzny, ztozong z jej izometrii.
b) Dowiesé, ze dziatanie G na R? jest nakrywajace, a przestrzen orbit R?/G jest butelka Kleina.
c¢) Czy grupa (G, o) jest izomorficzna z Z & Z7
73. Zadanie ze str. 46 notatek do wyktadu, dotyczace grafu Cayley’a grupy Fb.

74. ¢ () Dla nakrycia p : X — X dowies¢ réwnowazno$ci warunkow:
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a) nakrycie to jest regularne;

b) dla kazdej $ciezki A : [ — X, jesli pewne jej podniesienie jest Sciezka zamknieta, to kazde jej
podniesienie (by¢ moze gdzie indziej zaczepione) jest $ciezka zamknieta;

c) gdy 71,72 € X spelniaja warunek p(z;) = p(Zz), to p.(m (X, 71)) = p«(m1 (X, T2)).

75. W podreczniku Hatchera (przypominam link: https://pi.math.cornell.edu/ hatcher /AT /ATchapters.html )
na str. 58 w Chapter I sg rysunki "Some covering spaces of S'V S'”. Postaraé¢ sie zrozumie¢ napisy

towarzyszace wybranym rysunkom i uzasadni¢ nieregularnos¢ dwoch wybranych nakryé. (Nieregularne
maja numery (3), (4), (9), (10).)

76. o Wyobrazi¢ sobie 3-krotnd’| nakrycie przestrzeni S' vV S! takie, ze przestrzenia nakrywajaca jest:
a) suma okregow Si,Ss,S3, S, z ktorych kazdy procz ostatniego jest zewnetrznie styczny do na-
stepnego, 1 .5;NS; =0 gdy |i — j| > 2;
b) suma okregow Si, So, S3, Sy, z ktorych Sy, S3, S, sa parami roztaczne i zewnetrznie styczne do Sj.
W a) tworzy¢ nakrycie tak, by S; i S3 przeszly przy p na jeden z okregow bukietu, a Sy i Sy na
drugi; w b) niech Sy przejdzie na jeden z okregow, a Ss, S5 1 Sy na drugi.

Uwaga 3. Inspiracja do tworzenia nakry¢ bukietu S* Vv S! moga by¢ wymienione rysunki u Hatchera.

D. Jeszcze o grupie podstawowej

77. <o Opierajac sie na konstrukcji z twierdzenia 2 na str. 34 notatek, poda¢ przyktad spojnej
przestrzeni X, dla ktorej mi(X) = Zy @ Zs.

78. ¢ Niech X bedzie skoriczonym grafem sp6jnym (=zwartg CW-przestrzenia spojna, wymiaru 1), a D
maksymalnym drzewem w X, tzn. maksymalnym podzbiorem w X, nie zawierajacym zamknietych drog
krawedziowych. Obierzmy punkt bazowy z € D i dla kazdej zorientowanej krawedzi [, przecinajacej
D tylko w swych kraricach, okreslmy [ jako konkatenacje o * [ * 3, gdzie a jest Sciezka w D od x do
poczatku krawedzi [, a 3 jest Sciezka w D od konca krawedzi [ do z. Dowies¢, ze m(X) jest grupa

wolna, w sposob wolny generowana przez klasy [l] (przy [ przebiegajacym wszystkie opisane krawedzie).

79. *a) Niech X = ZxRURXZ. Dowies¢, ze m1(X) jest grupa wolna, majaca Xy wolnych generatorow.
(Wskazowka: rozumowaé jak wyzej, przyjmujac D =7 x RUR x {0}.)

b) W oparciu o to, znalezé¢ nieskoriczony i wolny podzbior grupy Fs. (Por. strona 54/5 notatek do
wyktadu.)

Snakrycie p : XX jest n—krotne, jesli kazde jego wlokno p~!(x) jest n—elementowe.



