I-1 H. Torunczyk, Wyktad z Topologii II, wiosna 2023.

Oznaczenia i przypomnienia.
Bri={zcR":|z|| <1}, S":={xcR":|z||=1}, B":=DB"\S"",
I:=10,1], C to cialo liczb zespolonych, C,:=C\ {0}, RI:=R"\{0}.

Wyzej, [|z]| = /D, a? dla z = (x;)", € R". Gdy nie powiedziano inaczej, zbior R”
wyposazamy w topologie wyznaczona przez metryke euklidesowa d(z,y) = ||z — y||.

Przeksztalcenie oznacza ciggla funkcje miedzy przestrzeniami topologicznymi. Niech
X 1Y beda przestrzeniami topologicznymi i niech Z C Y. Dwa przeksztalcenia f
i fi1, oba z X w Y, nazywamy homotopijnymi w Z, jesli istnieje przeksztatcenie
H: X x1 — Y takie, ze im(H) C Z oraz H(z,i) = fi(z) dla (z,i) € X x {0, 1}.
Mowimy wtedy, ze H, a tez rodzina (hy : X — Y )ies przeksztatcen danych formuta
hi(z) = H(x,t), jest homotopia miedzy f i g w Z. Jesli przeksztatcenie f: X — Y
jest w Z homotopijne z (jakims) przeksztalceniem stalym, nazywamy je nieistotnym
w Z. Gdy Z =Y, to wyzej mozemy opusci¢ fraze ,w 2.

Zadanie (przypomnienie z Topologii 1.) a) Relacja homotopijnosci jest przechodnia:
jesli przeksztatcenie fy jest homotopijne z fi1, a f1 z fo, to fo jest homotopijne z fo. (Tu,
fo, f1, fosaz X wY.) Stad przeksztalcenie, homotopijne z nieistotnym, jest nieistotne.

b) Jesli przeksztatcenia fy, f1 : X — Y sa homotopijne, podobnie jak g, g1 : Y — T,
to ztozenie ggo fy jest homotopijne z g; o f1. W szczegolnosci, gdy fo lub gy sa nieistotne,
to nieistotne jest zlozenie gg o fj.

c) Gdy przestrzeni X jest $ciagalna (tzn. przeksztalcenie identycznosciowe idy jest
homotopijne ze statym, czyli jest nieistotne), to nieistotne jest kazde przeksztatcenie o
wartosciach w X i kazde przeksztalcenie okreslone na X. (Wynika to z b).)

d) Przeksztalcenie S ! — Y jest nieistotne wtedy i tylko wtedy, gdy mozna je
przedtuzy¢ do przeksztalcenia Bm — Y.

Ostrzezenie. W zadaniu, Z nie wystepuje, wiec domyslnie jest cala przeciwdziedzing.
Nalezy uwaznie $ledzié, co pelni role podprzestrzeni Z. Dla przyktadu: wlozenie S™1
w R” jest nieistotne w R" (na podstawie czesci ¢) zadania 1, bo R™ jest przestrzenia
Sciggalng); pokazemy jednak, ze to samo przeksztatcenie jest istotne w R”. Tak wiec
zmiana Z cho¢by o punkt moze mieé¢ istotny wplyw na to, ktore przeksztalcenia sg
istotne w Z, lub sa wzajemnie homotopijne w Z. Jest tak, bo zmieniajac Z, zmieniamy
zbior wartosci, ktore rozwazane homotopie moga przyjmowac.

I Twierdzenie Brouwera 1 twierdzenia o rozcinaniu

§ 1. Twierdzenie Brouwera i twierdzenia réwnowazne mu; konsekwencje.

1. Sformulowanie twierdzenia Brouwera i twierdzenia o nieistnieniu retrakcji.
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Twierdzenie 1. Kula B" ma wlasnosé punktu stalego, tzn. dla kazdego przeksztat-
cenia f : B" — B" istnieje jego punkt staty (czyli taki punkt x € B", ze f(x) = x).

To powszechnie znane i wykorzystywane twierdzenie nazywane jest twierdzeniem Bro-
uwera, cho¢ wczesniej Poincaré i Bohl uzyskali wyniki mocniejsze. Pokrewne mu jest:

Twierdzenie 2. Nie istnieje ciggta retrakcja kuli B" na sfere S™ .

Przypomnijmy, ze funkcje » : X — X nazywamy retrakcja, jesli r or = r. Przy
Xp = r(X) mowimy wtedy o retrakcji X na Xj; jest nia taka funkcja r : X — X,
zer(X) C Xoir(x) =xdlaax e Xy (Niekiedy wygodniej jest za przeciwdziedzine
retrakcji brac jej obraz X, a nie X.)

Zadanie 0. a) Dowies¢, ze teza twierdzenia 1 ma charakter topologiczny: jesli prze-
strzen X ma wtasno$é punktu statego, to ma ja tez kazda przestrzen homeomorficzna z X .

b) Niech istnieje ciagta retrakcja przestrzeni X na zbior Xy C X. Dowiesé, ze jesli X
ma wlasno$¢ punktu stalego, to ma ja tez podprzestrzen Xy, a tez, ze istnieje ciggla
retrakcja X’ na X gdy para (X', X{)) jest homomorficzna z para (X, Xy) (czyli gdy
X{ = f(Xo) dla pewnego homeomorfizmu f: X — X').

¢) Niech X C R" bedzie wypuklym zbiorem zwartym o niepustym wnetrzu. Z b) i
zadania 5 (dalej) wywnioskowaé, ze X ma wlasno$é punktu stalego i nie istnieje ciagla
retrakcja zbioru X na jego brzeg.

Zwiazek miedzy oboma twierdzeniami wynika z nastepujacego lematu:

Lemat 1. Niech zbior D i przeksztatcenie w : D — B™ bedg takie, ze S"™' ¢ D C R”
iw(x) # x dla kazdego punktu x € D. Wowczas: a) istnieje ciggta retrakcja zbioru D
na sfere S"71, i b) mozna uzyskaé, by byta ona klasy C°° na wnetrzu zbioru D, jesli w
ma te wtasnosé i w(D) C B™.

Dowoéd. Dla x € D niech r(z) = w(x) + t(x — w(z)), gdzie t jest niemniejszym z
pierwiastkéw rownania kwadratowego ||w(z) + t(z — w(x))||> = 1. Skoro w(z) € B",
to wyraz wolny réwnania, réwny ||w(z)]|?> — 1, jest < 0, za$ jest < 0 jesli w(x) € B™
Wyraz przy t* wynosi ||z —w(z)||* > 0. Wyréznik réwnania jest wiec nieujemny /dodatni
i ze szkolnego wzoru na t wynika ciaglosé/gtadkosé r. (Gra role to, ze pierwiastek
kwadratowy jest funkcja ciagta na [0,00) i gtadka na (0,00). Jaka jest interpretacja
geometryczna w(x) i dlaczego r(D) € S" tir(z) =z gdy x € S*17) B[Y

Uwaga 1. Z a) wynika, ze jedliby istnialo przeksztatcenie B" — B" bez punktu statego,
to istniataby tez ciggta retrakcja kuli na jej brzeg. Dowod twierdzenia 1 bedzie oparty na
tej obserwacji, lecz wykorzystywac bedzie wlasnosci funkeji gtadkich, a przez to teze b).

'8 oznacza koniec rozumowania, w ktéorym nalezy uzupetnié¢ nietrudne pominiete szczegoly.



I-3 H. Torunczyk, Wyktad z Topologii II, wiosna 2023.

2. Dowodd twierdzenia Brouwera.

Stwierdzenie 1. Nie istnieje retrakcja kuli B™ na sfere S"=1, klasy C? (tzn. rozszerza-
jaca sie do funkcji klasy C?, okreslonej na otoczeniu kuli B™).

Dowdd (w zasadzie Dunforda i Schwartza). Bedziemy dla krotkosci pisa¢ B i S w miejsce
Bmi 5" odpowiednio, zaé dla kazdej funkcji f = (f1, ..., f) : B — R" klasy C? przyj-
miemy [y = [5det(Jy), gdzie J; = (9if;)1j=1 to macierz Jacobiego przeksztalcenia f i
catkowanie jest wzgledem miary Lebesgue’a i, na R". Twierdzimy, ze:

1) Jesli f(B) C S (i f jest klasy C?), to I; = 0.

2) Jedli funkcje f, g : B — R" sg klasy C? i fis = g5, to Iy = 1.

Stad wyniknie juz teza stwierdzenia. Istotnie, dla retrakcji f : B — f(B) = S klasy
C? byloby I; = 0, patrz 1); a ze dla wloZenia g : B — R" zachodzi J,(z) = I, dla
wszystkich x, to I, = [51 # 0, wbrew 2) i temu, ze fig = g|s (bo f jest retrakcja).

Dowod tezy 1). Rézniczkujac tozsamosé ij(x) = 1 wzgledem kolejnych zmien-
nych x; uzyskujemy rownosci ). (0if;)(z)fj(x) = 0. Zatem w kazdym punkcie w,
pewna kombinacja liniowa kolumn macierzy J¢(x) znika (wspotezynniki kombinacji to
fi(x), ..., fu(z)). Znika wiec tez wyznacznik tej macierzy i rozwazana w 1) catka Iy.

Dowod tezy 2). Teza ta wynika z twierdzenia Stokesa, przy czym z tak prostego
jego przypadku, ze damy dowod bez powolania sie na twierdzenief| Rozwinmy jako-
bian det(J¢(x)) wzgledem pierwszej kolumny, uzyskujac po scatkowaniu réwnosé¢ Iy =
>~ J5(0if1)a;, gdzie funkcje a; nie ulegna zmianie, gdy zmienimy fi, lecz nie fo, ..., fa.
Nastepnie, ze wzoru na pochodna iloczynu otrzymamy Ir = >, fB (fra;) fE > fi0ia;.

Korzystajac z réwnosci pochodnych mieszanych nietrudno jest udowodni¢ (dowdd
pomijam), ze funkcja Y, 0;a; jest zerowa, wobec czego Iy = Y, [50i(fia;).

Zauwazmy teraz, ze zadna z calek w ostatniej sumie nie zmieni wartosci przy zmia-

nie f; na funkcje g;. Jest tak, bo catkujac wzgledem dz; na poczatku, uzyskujemy
[50:(fia;) = [z ((fra)(ys) — (flai)(y_,))dun,l(y), gdzie B’ to kula jednostkowa w
przestrzeni x; = 0, a y, i y_ sa dla y € B’ pewnymi punktami sfery S. Punkty te tatwo
wyrazi¢ wzorem; gra jednak role tylko to, ze fi(z) = gl( ) dla z = yq.

Wynika stad, ze Iy =, [50i(frai) = >, [50i(g1a:) = I, gdzie h = (g1, fa, ..., fa).
Tak samo, mozna w i zmieni¢ fy na g itd., co na koniec da zadang réownosc Iy = 1,. U

Dowod twierdzenia 1. Przypuéémy, whrew tezie, ze przeksztatcenie u : B® — B™ nie
ma punktu stalego. Obierzmy liczbe dodatnia ¢ < inf, g ||u(x) — ||/2 1 przyjmijmy
v = (1 —¢)u; wtedy ||v(z) — z|| > e dla € B". Rozszerzmy v do przeksztalcenia z
R™ w (1 —¢)B" (twierdzenie Tietzego!), wciaz oznaczanego przez v. Dla wszystkich x z
pewnego zwartego otoczenia D kuli B" zachodzi v(z) € (1—¢/2)B" oraz ||v(z)—z| > €.

2Dla zainteresowanych podam tez uzasadnienie oparte o tw. Stokesa. Mamy det(Jf)dzy A...Adz, =dfi A...Adf, =
d(fi Adfa A ... Adfn), wiec (z tego twierdzenia) Iy = [¢ fidfa A... Adf,. W calce mozna zastapi¢ fi przez gi, bo na S
funkcje te sa rowne. To da ré6wnos¢ Iy = I}, z przedostatniego zdania dowodu, do ktérego nalezy teraz przejsc.
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Na koniec, w oparciu o twierdzenie Wierstrassa, znajdzmy funkcje w : D — R" klasy
C*, tak bliska v|p, by dsuwp(vjp, w) < £/2; wtedy w(D) C B" i w(z) # x dla wszystkich
x € D. 7 lematu w p.1 wynika wiec istnienie retrakcji D — S"7!, bedacej klasy C* na
wnetrzu zbioru D, w tym na B. Jak juz wiemy, jest to niemozliwe, co koticzy dowod. OJ

Dowod twierdzenia 2. Jesliby istniata ciagla retrakcja r kuli na jej brzeg, to prze-
ksztalcenie B® 3 x — —r(x) € B" nie mialoby punkty stalego, whrew twierdzeniu 1. &

3. Dalsze rezultaty ré6wnowazne twierdzeniu Brouwera lub wynikajace z niego.

Whiosek 1. a) Przeksztatcenie identycznosciowe id : S"~1 — S™1 jest istotne. (Ina-
czej: sfera S™ 1 nie jest przestrzeniq Sciggalng.)
b) Wtozenie S™ 1 w R” :=R"\ {0} jest przeksztatceniem istotnym (w R”).

Dowod. Wobec czesei d) zadania ze str. 1, czesé a) jest przeformutowaniem twierdzenia 2.
Czesé b) wynika za$ stad, ze gdyby wtozenie bylo nieistotne, to ztozone z retrakcja
R"” — S"~1 byloby nieistotne w S"~!, whbrew a).

Wokot twierdzenia Brouwera (wybrane zadania z ¢wiczen).

1. a) Niech (X,d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna i niech dla kazdej liczby
e > 0 istnieje przeksztatcenie f. z X w podprzestrzen X, C X majaca wtasno$é punktu
statego, takie, ze d(f-(z),x) < e dlax € X. Dowies¢, ze X ma wlasnosé punktu statego.

b) Wywnioskowaé, ze kostka Hilberta I*° ma wtasno$é¢ punktu statego. (Wskazowka:
zbada¢ d(fu(x),z) dla x € I* i f, bedacego oczywistym rzutowaniem na {(x;)32; :
z; = 0dla j > n}; tu d jest dogodna metryka, zadajaca topologie kostki 1°°.)

2. a) Dane jest przeksztalcenie f : B" — R". Dowieé¢ twierdzenia Bohla: ist-
nieje punkt staly dla f lub punkt z € S"~! taki, ze f(x) = tz dla pewnego t € (1,00).
(Wskazowka: zlozy¢ f z retrakcja r : R" — B7, dang przez r(z) = x gdy ||z|| < 11
r(z) =z/||lz[| gdy [lzf| = 1.) -

b) Wywnioskowa¢, ze gdy przeksztalcenie f : B™ — R™ spelnia warunek f(S"1) C
B", to ma ono punkt staly.

¢) Dla g : R" — R™ wywnioskowaé tez, ze jesli zbior {x € R™ : g(x) € (1,00)x} jest
ograniczony, to g ma punkt staly. (Tu, (1,00)x := {tz: t € (1,00)}.)

3. a) Oznaczmy przez C stozek [0,00)" \ {(0,...,0)}. Dowies¢, ze dla kazdego prze-
ksztalcenia f : C' — C istnieje punkt x € C i skalar ¢ > 0, dla ktorych f(z) = tx.
(Wskazowka: rozwazy¢ obciecie f do sympleksu A :={z e C: > x; =1}.)

b) Uzyskaé¢ stad twierdzenie Frobeniusa: kazda nm X n—macierz o wyrazach nie-
ujemnych ma pewna nieujemng wartos$¢ wtasna.

4. * Niech p bedzie punktem wewnetrznym zwartego zbioru wypuktego X C R".
Dowies¢ istnienia homeomorfizmu f : B — X, dla ktorego f(0) = p. (Wskazowka:
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zalozyé bez straty ogolnosci, ze p = 0 i udowodnié, ze dla kazdego punktu x € S™1
potprosta {tx : ¢t > 0} przecina brzeg zbioru X w dokladnie jednym punkcie, ktory
oznaczmy a(x); przyjac f(z) = [lzfla(z/||z|) dla z € B*\ {0} i f(0) =0.)

5. X ipsa jak w zadaniu poprzednim.

a) Niech f : X — R" bedzie przekszalceniem takim, ze p € f(Fr(X)) albo prze-
ksztalcenie fip(x) : Fr(X) — R™ \ {p} jest istotne w R™ \ {p}. Dowies¢, ze p € f(X).

b) Dowies¢, ze zalozenia w a) sa spetnione, jesli dla kazdego punktu z € Fr(X), punkt
p nie lezy na odcinku otwartym (z, f(z)). Dowies¢ tez, ze ma to miejsce w kazdym z
nastepujacych przypadkow:

i) |z = f(x)|| < ||z — p|| dla kazdego punktu = € Fr(X);

ii) dla kazdego punktu x € Fr(X), kat px f(x) jest niezerowy lub f(x) = x

i) X = [—1,1]", p = 0, za$ f ma te wlasnos¢, ze f({r € X : 2, = —1}) C {y €
R":y; <0}if{eeX:z=1}) C{yeR":y; >0}, dlai =1,...n. (Ta czes¢
zadania nazywana jest twierdzeniem Poincarégo-Mirandy.)

iv) X jest zwartym wieloscianem wypuklym, a f przeprowadza kazda jego (n — 1)—
Sciane w jej podzbior. (Nie definiuje, czym sa taki wieloscian i jego (n — 1)—Sciany;

wystarcza wiedzie¢, ze Fr(X) jest skoriczong suma tych Scian i sa one wypukte. Obejmuje
to przypadki, gdy X to kostka lub sympleks.)

6. Przez J" oznaczamy kostke [—1,1]", a przez F7 ={z € J" 1, =1} 1 F}, = {x €
J":x = —1} jej sciany (k =1,...,n).

a) Niech A7 beda takimi podzbiorami kostki J", ze dlak =1, ...,nie = +, — zachodzi
A; D F} oraz A_zﬂ A =0 = A" ﬂA_];. Dowies¢, ze | J,_(Af U A;) # [—1,1]™
(Wskazowka: cze$c iil) zadania 5b), przy f;(z) = dist(x, A7) — dist(z, A]"); zbadac, czy
przy fi(x) = 0 moze by¢ x € A} U A; . Na marginesie: warto zauwazy¢, ze gdy zbiory
A, B sa roztaczne i oba sg domkniete lub oba sg otwarte, to AN B =0 =ANB.)

b) Dowies¢, ze gdy przeksztalcenie g : J" — R” jest takie, ze g(Ff) C Fi dla
k=1,..,nie=4, zas przeksztalcenie h : J* — J" jest dowolne, to g(x) = h(x) dla
pewnego x € J". (Wskazowka: ponownie czesc iii) zadania 5b), z f := g — h.)

7. Kostke J™ pokryto n zbiorami domknietymi. Dowies¢, ze ktorys z nich zawiera zbior
spojny, przecinajacy dwie przeciwlegte Sciany kostki. (Wskazowka: 6a). Wolno korzystac
z tego, ze gdy zbidr zwarty nie zawiera zadnego zbioru spdjnego, przecinajacego dane
dwa roztaczne zbiory zwarte A, B C J", to jest on sumg dwoch roztacznych zbiorow
zwartych, z ktorych kazdy przecina tylko jeden ze zbiorow A, B; patrz zadanie domowe. )

Zadania uzupelniajace.

8. Niech J = [—1,1]. Dwa przeciwlegte boki kwadratu J? potaczono krzywa o : J —
J?, a pozostale dwa krzywa 3. Dowiesé, ze im(a) Nim(8) # 0. (Wskazowka: czesé iii)
zadania 5b) przy f = (f1, f2), gdzie fi(s,t) = aa1(s) — Bi(t), fa(s,t) = aa(s) — Pa(t).)
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9. a) Odszukac¢ wiadomosci o grze Hex i dowiesé, ze nie moze sie ona zakoniczy¢ remisem.
(Wskazowka: 7 dla n = 2. Odmienny, elementarny dowod jest w artykule D. Gale’a w
Amer. Math. Monthly 86 (1979), str. 818-827; patrz
https://pdfs.semanticscholar.org/9282/284383aa9daf83f0616739a053fb06b26155.pdf)

b) Odszuka¢ w ksigzce H. Steinhausa ,Kalejdoskop matematyczny” stwierdzenie o
goncu i wiezy na szachownicy, i udowodnic¢ je.

10. Niech W = {(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} € R*"1. Dla zbioru E C W, oznaczmy

przez A(E) jego powloke wypukla w R zag n—sympleks A(W) oznaczmy przez A.

a) Udowodni¢ zasade Knastera — Kuratowskiego — Mazurkiewicza: gdy kaz-
demu punktowi e € W przyporzadkowaé¢ domkniety podzbior K, sympleksu A tak, by
A(E) C Upep K. dla kazdego E C W, to (o Ke # 0. (Wskazowka: przy zaprze-
czeniu tezy podporzadkowaé pokryciu {A \ K. : e € W} podzial jedynki (\.)eew i
dowies¢, ze funkcja A 3 x +— > A.(x)e nie ma punktu stalego.)

b) Wywnioskowaé, ze gdy {K, : e € W} jest takim domknietym pokryciem sym-
pleksu A, ze K. NA(W \ {e}) = 0 dla kazdego e € W, to (), K. # 0.

c¢) Dowiesé dalej istnienia takiej liczby d > 0, ze dla kazdego skoniczonego pokrycia K
sympleksu A zbiorami domknietymi o srednicy < d, pewnych n+ 1 zbiorow z IC ma nie-
puste przeciecie. (Wskazowka: jesli liczba 0 jest dostatecznie mata, to I mozna podzieli¢
na takie podrodziny K., e € W, ze przy K, := |J K. spelnione sg zalozenia z b).)

11. Oznaczmy przez o przestrzenn Hilberta {z = (x;)2; € R* : ||z|| < oo}, gdzie
z]| = (3, 22)1/2. Dowiesé, ze kula B = {x € £y : ||z|| < 1} nie ma whasnosci punktu
stalego. (Wskazowka: niech e, = (8)%2, oznacza n-ty wersor w fo; zauwazy¢, ze WzOr
h(t) = e, + (t —n)(epy1 —ey) dlat € [n,n+ 1] i n € N, okresla homeomorfizm
polprostej [0, 00) na domkniety podzbior przestrzeni f5. Podzbior ten nie ma whasnosci
punktu stalego, a jest retraktem kuli B na podstawie tw. Tietzego.)

Problem 1. Niech v : I — X bedzie $ciezka w przestrzeni metrycznej (X, d), zas (¢;)i,
uktadem liczb nieujemnych. Dowiesé¢ istnienia takich liczb K10 =t <t; < ... <t, =
1, ze d(y(t;),v(ti—1)) = K¢y dlai =1, ...,n. (Jest to twierdzenie K. Urbanika.)

§ 2. Twierdzenia Borsuka: o przedluzaniu homotopii i o rozcinaniu R".

1. Twierdzenie o przedluzaniu homotopii.

Twierdzenie 1 (Borsuka o przedtuzaniu homotopii). Niech Xy bedzie zbiorem domknie-
tym w przestrzeni metryzowalnej X, a'Y retraktem zbioru otwartego wR™ (czyli obrazem
takiego zbioru przy pewnej ciggtej retrakcji). Gdy przeksztatcenia f,g: Xo — Y sq ho-
motopijne i f przedtuza sie na X [, to g tez sie przedtuza.

3przez co rozumiemy, ze ﬂ x, = J dla pewnego przeksztalcenia f:X-Y.
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Dowod. Obierzmy retrakcje r : U — Y zbioru otwartego U C R" i homotopie
H: Xox 1 — Y miedzy f ag (tzn. H jest ciagte oraz H(z,0) = f(x) i H(z,1) = g(x)
dlaz € X;). Okreslmy G : Xox IUX x {0} = Y wzorem G|x,x; = H i G(z,0) = f(z)
dla © € X, gdzie przeksztalcenie f: X — Y przedtuza fy. (Poprawnosé definicji i cia-
glog¢ G wynika stad, ze H(z,0) = f(r) dlaz € Xj.) Na podstawie twierdzenia Tietzego
istnieje ciggle przedtuzenie G : X x I — R" przeksztalcenia G. Niech K = @_1(R”\U);
zbior ten jest domkniety w X X [ iroztaczny z X x I. Jego rzut mx(K) na X (wzdtuz

osi 1) jest wiec roztaczny z Xy i domkniety, na podstawie twierdzenia Kuratowskiego o

rzutowaniu wzdiuz osi zwartej. Obierzmy taka funkcje ciggly o+ X — I, ze aix, = 1
ia(z) =0dlax € mx(K). Wzor g(z) = r o G(z, a(x)) definiuje szukane przedhuzenie
pzeksztatcenia g. []

Uwaga 1. a) Podkreslmy, ze wyzej G moglo przyjmowaé wartosci nie tylko poza Y, ale
i poza U. Istotna czes¢ dowodu ma na celu uzyskanie przedtuzenia z wartosciami w U
(czyli: nie lezacymi w ,zakazanym” zbiorze R" \ U) i zlozenia go z retrakcja r: U — Y,

b) Nietrudno tez uzyska¢ homotopie miedzy f i g, przedtuzajaca homotopie H; jest
nia (z,t) — H(z,ta(x)). (Stad nazwa ,twierdzenie o przedtuzaniu homotopii”.)

Whniosek 1. Jesli X, Xy, Y sq jak w twierdzeniu, to kazde nieistotne przeksztatcenie
g: Xg—Y przedtuza sie na X.

Dowdd. Niech f bedzie przeksztatceniem stalym, z ktérym homotopijne jest przeksztat-
cenie g. Poniewaz f przedtuza sie na X, wiec g tez sie przedtuza. [

Retrakty zbioréw otwartych w R maja jeszcze jedng wazna wlasnosé:
Stwierdzenie 1. Niech Y bedzie retraktem zbioru otwartego U C R", a f : X — Y

przeksztatceniem przestrzeni zwartej X. Wowczas istnieje taka liczba € > 0, ze kazde
przeksztatcenie g : X — 'Y, spetniajoce warunek ds.,(f,g) < €, jest z f homotopijne.

Dowod. Przyjmujemy € = dist(f(X),R" \ U), a zadana homotopie okreslamy wzorem

H(x,t)=rtf(x)+ (1 —t)g(x)) dlax € Xt € I, gdzier : U — Y jest retrakcja. [J

Uwaga 2. a) Prawdziwos¢ tez powyzszych wynikow nie ulegnie zmianie po zastapieniu
przestrzeni Y przez homeomorficzng z nig. (Nalezy to uzasadni¢!) Powoduje to, ze
przestrzenie, homeomorficzne z retraktami zbioréw otwartych w R", odgrywaja spora
role; nazywane s one po angielsku "Euclidean Neighborhood Retracts”, w skrocie ENR.

b) Przestrzen S™! jest retraktem zbioru R? = R"™\ {0}, otwartego w R"; jest wicc ona
ENR, podobnie jak kazdy zbior otwarty w R". ENR-y tworza do$¢ szeroka klase zbiorow,
obejmujaca rozmaitosci topologiczne i wielo$ciany, z ktorymi przyjdzie sie zetknacé na
dalszych kursach Topologii.

Zadanie 1. Niech U bedzie zbiorem otwartym w przestrzeni R™ (lub, ogoélniej, niech U
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bedzie ENR). Dowiesé, ze gdy A jest domknietym podzbiorem przestrzeni metryzowalne;
X, to kazde przeksztalcenie f : A — U przedluza sie na pewne otocznie zbioru A w X.

Zadanie 2. Dowies¢, ze przestrzen, homeomorficzna z retraktem przestrzeni Sciagalnej,
jest Sciagalna.

2. Twierdzenia Borsuka o rozcinaniu (czesé pierwsza).

Zajmowac nas bedzie zagadnienie, kiedy dany zbior A C R” rozcina R"” miedzy punk-
tami p i ¢, tzn. kiedy punkty te leza w réznych sktadowych zbioru R \ A.

Uwaga 1. (Przypomnienie z Topologii [.) Gdy zbior A C R" jest zwarty, to:
a) sktadowe jego dopetnienia sg otwarte w R" i tukowo spojne;
b) gdy n > 1, to dokltadnie jedna z tych sktadowych jest nieograniczona;
c) A zawiera brzeg Fr(U) kazdej sktadowej U zbioru R" \ A . (Wynika to z a).)

Oznaczenie. Dla A CR"ip & A, przez 14 — p : A — R? oznaczamy przeksztalcenie
dane wzorem (ig — p)(x) = x — p. (Odnotujmy, ze istotnie im(ig — p) C R?.)

Lemat 1 (K. Borsuka). Niech A bedzie zbiorem zwartym w R™, niech p & A, i niech U
bedzie jedng z ograniczonych sktadowych zbioru R"\ A. Wdowczas przeksztatcenie ig —p
przedtuza sie do przeksztatcenia z AUU w R? wtedy i tylko wtedy, gdy p & U.

Dowodd. Gdy p € U, to szukane przedtuzenie mozna zada¢ wzorem x — x — p dla
r € AUU. (Dlaczego obraz lezy w R!7?)

Niech teraz p € U i przypusémy, wbrew tezie, ze 14 — p przedtuza sie do przeksztal-
cenia f: AUU — R?. Oznaczmy przez B tak duza kule o srodku w p, ze AUU C B.
Wzory g(z) = p+ f(z) dlaz € AUU i g(x) = x dla x € B\ U okreslaja ciggla funkcje
z B w R"\ {p}[] ktora ztozona z retrakcja R™ \ {p} — Fr(B) jest retrakcja kuli B na
jej brzeg. Otrzymana sprzecznosé¢ z twierdzeniem 2 z §1.1 dowodzi tezy. [

Twierdzenie 1 (Borsuka o rozcinaniu,1). Niech A bedzie zbiorem zwartym wR™, n > 2.
a) Punkty p,q € R"\ A lezq we wspdlnej sktadowej zbioru R"\ A wtedy i tylko wtedy,
gdy przeksztatcenia t4 —p 1 14 — q S¢ homotopiyne w R7.
b) Punkt p € R" \ A lezy w nieograniczonej sktadowej zbioru R™ \ A wtedy i tylko
wtedy, gdy przeksztatcenie i 4 — p jest nieistotne w RY.

Dowod (w 3 krokach). 1) Gdy p i ¢ leza we wspolnej sktadowej zbioru otwartego R™ \ A,
to mozna je potaczy¢ Sciezka «y : [0,1] — R™\ A; patrz uwaga la). Pozwala to potaczy¢
ia—p z ia— q homotopia w R”, zadana wzorem A x I 3 (a,t) — a — y(t).

ii) Zauwazmy teraz, ze gdy p lezy w nieograniczonej sktadowej zbioru R™ \ A, to
przeksztatcenie i4 — p jest nieistotne w RY}. Mozemy bowiem wobec i) zakladaé, ze

4Poprawnosé tej definicji i ciagtosé g wynikaja stad, ze zbiory B" \U i AUU sa domkniete w B" (ten drugi dlatego,
ze Fr(U) C A), za$ na ich czesci wspolnej A oba wzory daja ten sam wynik. A dlaczego 0 ¢ im(g)?
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|p|| > supuea |la||, & wtedy homotopia A x I 5 (a,t) — ta — p przyjmuje wartosci w R
(dlaczego?) i taczy ia z przeksztatceniem stalym w punkt —p.

iii) Na koniec, niech punkty p i ¢ leza w réznych sktadowych zbioru R™ \ A, przy
czym p w ograniczonej sktadowej U. Wobec lematu, przeksztatcenie i 4 —q, lecz nie 14 —p,
przedtuza sie do przeksztatcenia z A U U w R}. Twierdzenie Borsuka o przedtuzaniu
zapewnia wiec, ze przeksztalcenia te nie sa homotopijne w R”. Ponadto, przy ¢ lezacym
w sktadowej nieograniczonej wynika stad i z i), ze przeszktalcenie i4 — p jest istotne. [J

Whniosek 1. Dian > 1, dopetnienie zwartego i Sciggalnego zbioru A C R" jest spojne.
Dowod. Gdyby istniata ograniczona sktadowa zbioru R™ \ A, to dla pewnego punktu
p € R"\ A, przeksztatcenie iy —p : A — R” byloby istotne, wbrew zadaniu 1c) ze str. 1.
3. Twierdzenie Borsuka o rozcinaniu, c.d., oraz Brouwera o zachowaniu otwartosci.
Omoéwimy tu ponizsze dwa twierdzenia i wnoski z nich:

Twierdzenie 1 (Brouwera o zachowaniu otwartosci). Gdy przeksztatcenie f: U — R"
otwartego zbioru U C R™ jest roznowartosciowe, to zbior f(U) jest otwarty w R™.

Whiosek 1. Dia k < n nie istnieje réznowartosciowe przeksztatcenie z R™ w RF,
wobec czego przestrzenie R¥ i R™ nie sq homeomorficzne.

Dowod. W przeciwnym razie istnialoby roéznowartosciowe przeksztatcenie z R"™ w
{(z;))l-; € R" : 2; =0 dlai > k}, wbrew twierdzeniu 1. B

Twierdzenie 2 (Borsuka o rozcinaniu, 2). Dla n > 1, dopelnienie zbioru zwartego
A C R” jest niespojne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje istotne przeksztatcenie A — R”.

Whniosek 2. a) Gdy zbiory zwarte A, A" C R™ sq homeomorficzne i jeden z nich roz-
cina R™ (tzn., jego dopetnienie jest niespdjne), to drugi tez ma te wtasnosé.
b) W szczegdlnosci, kazdy zbior homeomorficany ze sferg S™ ! rozcina przestrzer R™.

Dowod. Jesli ¢ : A — A jest homeomorfizmem, a przeksztatcenie f : A — R” jest
istotne, to i foy jest istotne. Teza, oczywista dla n = 1, wynika wiec z twierdzenia 2. []

Odnotujmy, ze w zbiory R"\ A i R"\ A" maja nawet tyle samo sktadowych. (To
inne twierdzenie Brouwera; jego dowod wymaga bardziej zaawansowanych metod.)

Gdy n = 1, twierdzenie 1 wynika z twierdzenia Darboux z Analizy. Dlan > 1, dowdd
oparty jest o twierdzenia o rozcinaniu: o cze$¢ b) wniosku 2 i o wniosek 1 w p.2.

Dowod twierdzenia 1, n > 1. Kazdy punkt p € U lezy w pewnej zaleznej od p kuli
otwartej B, wraz ze swym brzegiem S zawartej w U. Pozostaje dowies¢ otwartosci f(B).
W tym celu zauwazmy, ze f@ jest homeomorfizmem zbioru B na jego obraz f(B). (Gra

role zwarto$é¢ B.) Zbiory f(B) i R"\ f(B) sa wiec spojne, pierwszy jako obraz zbioru



I§2. I-10

spojnego, a drugi na podstawie wniosku 1 w p.2. Ich suma jest zbior R" \ f(S), ktory
jest niespdjny na podstawie czesci b) wniosku 2. Stad wynika tatwo, ze zbior f(B) jest
sktadowsg spojnosci zbioru R™\ f(S), otwartego w R", a przez to jest otwarty w R". B

Tym samym pozostaje udowodnié¢ twierdzenie 2, bo z niego wynika tez wykorzystany
wyzej wniosek 2b). 7 braku czasu, dowod ten jest materiatem uzupetiajacym (a wiec
i nieobowiazujacym, chyba, ze zdaze go przedstawi¢ pod koniec semestru).

Uwaga 1. Dla n = 2, teza wniosku 2b) wyniknie tez z twierdzenia Jordana z §3.4.

Material uzupetniajacy: dowod twierdzenia 2 (wedtug ksiazki Hurewicza i Wallmana) H

Zadanie 1. Niech X, bedzie domknietym podzbiorem zwartej przestrzeni metryzo-
walnej X, a f : Xy — R” przeksztalceniem, nie przedhuzajacym sic na X. Wowczas
wérod zbiorow X' takich, ze Xg € X' € X i f nie przedtuza sie na X', istnieje mini-
malny wzgledem inkluzji. (Przedtuzenia maja mie¢ wartosci w RY. Wskazowka: lemat
Kuratowskiego-Zorna i zadanie 1 w p.1.)

Lemat 1. a) Kazde przeksztatcenie z BT wR"™ mozna dowolnie blisko przyblizaé prze-
ksztatceniama, ktorych obraz nie zawiera zera.

b) Gdy X = B lub X = S™', zas A jest zbiorem zwartym w X, to kazde prze-
ksztatcenie f: A — R przedtuza sie na X. (Tu i dalej, mowa jest o przedtuzeniach
ciggtych, z wartosciami w R.)

c) Gdy zbior zwarty K C R"™ nie zawiera kuli otwartej B w metryce euklidesowej, to
kazde przeksztatcenie z K\ B w R” przedtuza sie na K. (K i B sq zadane.)

Dowdd. Ad a). Jesli n = 2, to mozna rozwazane przeksztalcenie f dowolnie blisko

przyblizy¢ kawatkami liniowym przeksztalceniem g : B! — R2. Jest oczywiste, ze obraz
im(g) tego przeksztatcenia, bedacy tamana, mozna nieco przesunac tak, by 0 nie znalazto
sie w przesunietej tamanej. Dla n > 2 dowod mozna znalezé w [BCPP], twierdzenie
7.6.3. Inny wynika z tego, ze f mozna na podstawie twierdzenia Stone’a—Weierstrassa
aproksymowac odwzorowaniem g;ga-t, gdzie g jest klasy C™: zbior zas g(B"~1) mozna

nieco przesunac, jak wyzej, bo ma puste wnetrze. (W slad za B"~!, ma on bowiem
zerowa miare Lebesgue’a: p,(g(B" 1)) = [ |det(¢'(x))|dp.(z) = 0.)

Bn—1

Ad b). Niech wpierw X = Bn~1. Na podstawie twierdzenia Tietzego, f = 7\/1
dla pewnego przeksztatcenia f : X — R™. Wobec a), istnicje dalej takie przeksztatcenie
g: X = R, zedgy(f,g) <inf{| f(a)|| : a € A}. Przeksztalcenia f i g4 sa homotopijne
w R}, patrz przyklad la) w §1; a ze g4 przedtuza si¢ do przeksztalcenia z X w R}
(przedtuzeniem jest g), to f tez sie przediuza, na podstawie twierdzenia Borsuka z p.1.

Dla X = 5" ! przedstawmy sfere S"~! jako sume dwoch ,polsfer” X+ i X, home-
omorficznych z Bn=1. Jak juz wiemy, mozna fianx+ przedtuzy¢ na X, a otrzymane

5Kolorem niebieskim oznaczono material uzupetiajacy, pominiety na wyktadzie.
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przeksztalcenie zbioru (XU A) N X~ przedtuzyé na X, by tacznie otrzymaé szukane
przedluzenie na zbior Xt U X~ = X

Ad ¢). Niech dane bedzie przeksztatcenie f: K\ B — R?. Sfera S := Fr(B) jest ho-
meomorficzna z S"7!, wiec mozna skorzystaé z b), by Jisni przediuzyc do przekszalcenia
g : S — RI. Nastepnie, obieramy punkt y € B\ K i retrakcje r : B\ {y} — S, patrz
przyktad 2b) w §1, a zadane przedtuzenie f : K — R” okreslamy wzorem f(z) = f(z)
dlarec K\B i f(z)=g(r(z)) dlaz € KNB. (Wynik jest ten sam na K N S.) &

Dowod twierdzenia 2. Jesli zbior R™ \ A jest niespojny, to istnieje jego ograniczona
sktadowa U. Jak wiemy, dla ¢ € U przeksztatcenie i4 — q: A — R” jest istotne.

Odwrotnie, niech istnieje istotne przeksztatcenie f : A — RI}. Obierzmy kule do-
mknieta B zawierajaca A; wowczas f nie przediuza sie na B (dlaczego?), wiec wobec
zadania 1 istnieje taki zbior zwarty K D A, ze f przedhuza sie na kazdy zawierajacy
A zbior zwarty K’ C K, lecz nie na K. Ze zwartosci K wynika, ze zbior K \ A jest
domkniety w R™ \ A i rézny od R” \ A. Do wykazania niespdjnosci R" \ A pozostaje
wiec dowiesé, ze zbior K \ A jest zarazem otwarty w R™ \ A (bo jest on niepusty).

W tym celu rozpatrzmy dowolny punkt p € K \ A, i niech B’ # () bedzie otwarta
kula wokot p, roztaczng z A. 7 wtasnosci zbioru K wynika, ze f przedtuza sie do
przeksztalcenia g : K\ B' — RZ, ktore to g nie przedtuza sie jednak na K. Z lematu 1c)
wynika wiec, ze B' C K. Wraz z dowolnoscia p € K \ A, koriczy to dowod otwartosci
zbioru K \ A i twierdzenia 2. [J

Zadanie uzupelniajace 1. Niech A C X beda zbiorami zwartymi w R" . Dowies¢, ze jesli
zbior X \ A ma puste wnetrze w R, to kazde przeksztatcenie A w R” przedtuza sie do
przeksztatcenia z X w RY. (Wskazowka: lemat 1 ¢).)

Zadanie uzupetniajace 2. Dowiesé, ze jesli przeksztatcenie f : [—1,1]" — R" przepro-
wadza kazde dwie przeciwlegle Sciany kostki [—1, 1] na dwa zbiory roztaczne, to zbior
f([—=1,1]") ma niepuste wnetrze w R". (Wskazowka: przypuscié, ze wnetrze jest puste i
przyjac g = (g;)"y : f(0]—1,1]") — R", gdzie ,funkcje Urysohna” g; : f(9[—1,1]") = R
sa takie, ze g;f({x : z; = —=1}) = {-1} 1 ¢;f({x : z; = 1}) = {1}; w oparciu o po-
przednie zadanie przedtuzyé¢ g do g : f([—1,1]") — R? i zauwazy¢, ze g o f zaprzecza
twierdzeniu Mirandy-Poincaré’go. Rozumowanie to i teza zadania pochodza z pracy
prof. W. Kulpy.)

§ 3. Woilasnosci petli na plaszczyznie

1. Zespolona funkcja wykladnicza i podnoszenie przeksztalcen (przypomnienie z Top. I).

Plaszczyzne R? utozsamiaé bedziemy ze zbiorem C liczb zespolonych, rozpatrywanym
jako cialo wzgledem naturalnych dziataii i opatrzonym metryka (21, z2) +— |21 — 29| i
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wyznaczong przez nia topologia euklidesowa. Przyjmujemy C, = C\ {0} oraz
E(x 4 yi) == e*(cosy +isiny) dla z,y € R. (1)

Funkcja F : C — C jest ciagla i taka, ze (nizej, z,21,20 € Cix,y € R):
i) E0)=1, E(z14+2) =F(z) -E(z) i E(—2)=1/E(z);
ii) E(C)=C;
iiil) E71(1) = 27iZ, skad E(21) = FE(29) & 21 — 23 € 2miZ (na podstawie i));
iv) gdy E(x+iy) = z, to x = In|z|, a y jest argumentem liczby z (jednym z wielu).

Definicja. Mowimy, ze przeksztalcenie f: X — C jest podniesieniem (wzgledem F)
przeksztalcenia f : X — C,, jesli Fo f = f. (Podkreslmy, ze f ma by¢ ciagle.)

Uwaga 1. W Analizie Zespolonej, funkcja E oznaczana jest przez exp i nazywana
wykladnicza; zas f nazywane jest galeziag logarytmu przeksztatcenia f.

Uwaga 2. a) Gdy £ jest podniesieniem przeksztalcenia f, to Im(f(m)) jest dla kazdego
xr € X argumentem liczby f(z), czyli jedna z miar kata Z(1,0, f(x)); patrz iv). Istnienie
£ jest rownowazne mozliwosci ciaglego, wzgledem x, wyboru tych miar (dlaczego?)

b) Gdy przestrzen X jest spdjna, to kazde dwa podniesienia u, v tego samego prze-
ksztatcenia f : X — C, roznia sie o catkowita wielokrotnosé liczby 27i (tzn. v — v =
27in dla pewnego n € Z). Istotnie, zbior (u — v)(X) jest zawarty w 2wiZ, patrz iii), a
przy tym jest spojny —wiec jest jednopunktowy:.

Uwaga 3. Przeksztalcenie f : X — C,, majace podniesienie, jest nieistotne w C,.
(Wynika to ze Sciagalnosci C i czesci b) 1 ¢) zadania ze str.1.) Zasadnicze dla nas jest
ponizsze twierdzenie i wniosek z niego, pozwalajacy na odwrocenie tej obserwacji:

Twierdzenie 1. Niech przeksztatcenia f,g : X — C, bedqg homotopijne (w C,). Jesli f
ma podniesienie, to g tez je ma.

Whniosek 1. Kazde nieistotne przeksztatcenie f : X — C, ma podniesienie. (Gdy
wiec przestrzen X jest Sciggalna, np. X = I, to kazde przeksztatcenie z X w C, ma
podniesienie.) H

Twierdzenie 1 bedzie udowodnione w szerszym kontekscie przy omawianiu przestrzeni
nakrywajacych; dla zwartych przestrzeni X byto ono ono tez udowodnione na Topologii I.
Przypomne nizej 6wcezesny dowdd. (Na wyktadzie go pomine.)

Lemat 1. a) Istnieje przeksztatcenie L - B(1,1) — C takie, ze Eo L jest identycznoscig
na kole B(1,1) ={z: |z — 1] < 1}.

b) Niech przeksztatcenia ciggte f,g : X — C spetniajg warunek |f(x) — g(x)| <
|f(x)| Vo € X. Jesli f ma podniesienie, to i g je ma.
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Dowdd. a) Przyjmujemy L(2) := In|z| +ia(z) dla z € B(1,1), gdzie a(z) € (=, ) to
argument liczby z (czyli miara w radianach zorientowanego kata Z(1,0, z).

b) Z zalozenia wynika, ze f(x) # 01 g(z)/f(z) € B(1,1) dla x € X. Przyjmujemy
g(x) := L(g(x)/f(x)) + f(x) dla x € X, gdzie L jest przeksztalceniem z a) i f jest
podniesieniem f. 7Z ciggtosci f, g, ]71 L wynika ciagtos¢ g, a z wlasnosci i) funkeji E —ze

Eg=EL(g/f)-E(f)=(9/f)- =9

Dowdd twierdzenia 1 dla zwartch X. Niech H : X x I — C, bedzie homotopig miedzy f
a g. Przyjmijmy ¢ := dist(0,im(H)); jest to liczba dodatnia, bo 0 € im(H) i im(H) jest
zbiorem zwartym, jako obraz zwartej przestrzeni X x I przy ciaglym przeksztatceniu H.
Ze zwartosci X wynika istnienie liczby n € N takiej, ze |H(x,t) — H(z,t')| < c dla
wszystkich x € X i t,t' € [0,1] takich, ze |t — /| < 1/n. (Najlatwiej to uzasadni¢
wykorzystujac jednostajna ciagtos¢ H, gdy C wyposazy¢ w metryke euklidesowa, a X x I
w metryke p((z,t), (¢/,t')) = d(z,2") + |t — t|, gdzie d to metryka przestrzeni X.) Przy
hi(x) = H(z,k/n) dlaz € X ik =0,...,n, otrzymujemy |hy — hp—1| < ¢ < |hy| dla

=1,...,n — co wynika stad, ze im(hy) Cim(H) C {z € C: |z| > ¢}. AzZe hy = f ma
podniesienie, to na podstawie lematu maja je kolejno hq, ..., h, = g. [

Przyklad 1. a) Identyczno$ciowe wlozenie igi : St < C, nie ma podniesienia (inaczej:
nie ma galtezi logarytmu), bo jest istotne w C* na podstawie wniosku 1b) w §1.3. Oto
inny, bezposredni argument. Przypusémy, ze podniesieniem jest u : S — C. Na zbiorze
S™\ {1} podniesienie (obcietego) przeksztatcenia igr mozna zadaé¢ wzorem cos t+isint —
it. Na podstawie uwagi 2b) zachodzitaby wiec tozsamosé u(cost + isint) = it 4 ¢ dla
t € (0,2m), gdzie ¢ jest stata. Biorac granice przy t — 0 it — 27 stwierdzamy, ze nie
istniataby granica lim,_,; u(z), wbhrew zalozonej ciagtosci w.

b) Zastapmy S! spiralg X = {t(cost + isint) : £ > 0}. Mimo, ze spirala ta ,okraza
zero”, to podniesienie wtozenia iy : X < C, istnieje i mozna je zada¢ wzorem t(cost +
isint) — Int + it.

Zadanie 1. Niech zbior A C C, bedzie zwarty. Na to, by istniata galaz logarytmu
wlozenia 14 : A — C, potrzeba i wystarcza, by 0 nalezalo do nieograniczonej sktadowe;
zbioru C\ A. (Wskazowka: twierdzenie Borsuka 1b) w §2.2.)

Zadanie uzupetniajace 1. Niech zwarta przestrzen metryczna X bedzie sumg dwoch

swych domknietych podzbiorow A i B, majacych spojne przeciecie A N B. Udowod-
ni¢, ze przeksztalcenie f : X — C,, ktorego oba obcigcia fi4 1 fp sa nieistotne, samo
jest nieistotne. (Jest to lemat Eilenberga. Wskazowka: wzia¢ podniesienia funkcji fj4
i fip 1 dodajac staty do jednego z nich, uzyska¢ zgodnosé na AN B.)

Zadanie uzupetniajace 2. a) Niech przestrzenn X bedzie zwarta. Dowiesé, ze przeksztal-
cenia f,g : X — C, sa homotopijne w C, wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloraz f/g jest
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przeksztatceniem nieistotnym w C,.

b) Wywnioskowad, ze zbior zwarty Z C C rozcina C miedzy p i ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy przeksztalcenie fz := (iz — p)/(iz — q) jest istotne w C,.

¢) Udowodni¢ twierdzenie Janiszewskiego: gdy A, B C C sa zbiorami zwartymi
o spojnym przecieciu AN B, przy czym ani A, ani B nie rozcina ptaszczyzny C miedzy
wskazanymi punktami p,q € C\ (AU B), to AU B tez nie rozcina C miedzy p i ¢.
(Wskazowka: w oparciu o lemat Eilenberga, zastosowaé b) przy Z = A, B, AU B, odp.)

2. Indeks Sciezki i petli wzgledem punktu.

Definicja. a) Sciezka w przestrzeni Y nazywamy kazde przeksztalcenie v : [a,b] — Y,
gdzie a < b. Gdy v(a) = v(b), Sciezke nazywamy zamknieta.

b) Przeksztatcenie H : [a,b] x I — Y nazywamy swobodna homotopia $ciezek
zamknietych, jesli H(a,t) = H(b,t) dla t € I. Stowo ,swobodna” czesto pomijamy.

c¢) Petlag w Y nazywamy kazde przeksztalcenie f: ST — Y.

Uwaga 1. a) Petla f : S' — Y wyznacza $ciezke zamknieta vy : [0,27] — Y, zadang
wzorem Y¢(t) = f(E(it)). I odwrotnie, zamknieta Sciezka v : [0,27] — Y wyznacza
wzorem f(E(it)) = ~(t), petle f, : S* = Y. (Tu, ¢t € [0,27]. Bez trudu moznaby
wszedzie [0, 27] zastapic przedziatem [0, 1], zmieniajac ¢ na 27t w formutach na v¢ i f.)
b) Podobnie stwierdzamy, ze gdy petle f,g : S — Y sa homotopijne, to odpowiada-
jace im Sciezki ¢ 1 v, mozna potaczy¢ homotopia Sciezek zamknietych, 1 vice versa.

7, powyzszych wzgledow, czesto utozsamia sie ,petle” ze ,Sciezkami zamknietymi”; tu
jednak wolimy te pojecia odrozniaé. Zapytajmy: kiedy dwie petle w C sa homotopijne
w dopehieniu danego punktu? By to zbadaé¢, uzyjemy indeksu petli.

Definicja. a) Przyrostem kata o wierzchotku p € C, wzdtuz Sciezki v : [a,b] —
C\ {p}, oznaczanym tu A(~, p), nazywamy liczbe Im(7(b) —7(a)), gdzie 7 jest podnie-
sieniem $ciezki vy —p : [a, b] = C,. (Podniesienie istnieje na podstawie wniosku 1 w p.1.)
b) Indeksem $ciezki zamknietej v : [a,b] — C wzgledem punktu p ¢ im(y),
oznaczanym tu ind(v, p), nazywamy liczbe %A(% D).
¢) Indeksem petli f : S? — C wzgledem punktu p ¢ im(f) nazywamy liczbe
ind(f,p) := ind(vys,p). (Angielska nazwa indeksu to ,winding number”.)

Moéwiac o indeksie petli/$ciezki zamknietej wzgledem p zakladamy zawsze, ze p nie
lezy w jej obrazie.

Uwaga 2. a) Liczba A(~,p) zalezy tylko od v i p, a nie od uzytego podniesienia.
Wrynika to stad, ze kazde dwa podniesienia réznig sie o stata, patrz uwaga 2 w p.1.

b) Gdy sciezka 7 jest zamknieta, to ind(v,p) = 5=(7(b) — F(a)) 1 jest to liczba cal-
kowita. Istotnie, skoro vy(a) = v(b), to Im7¥(a) i Im¥(b) sa argumentami tego samego
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punktu y(a) — p = y(b) — p, a tez Rey(a) = Rey(b). (Patrz rownosé iv).)
¢) Dla Sciezek A, i @ [a, b] — C, zachodzi réwnos¢ A(X- i, 0) = A(A,0) + A(x,0), bo
suma A + 1 podniesien tych Sciezek jest podniesieniem $ciezki A - .

Przyktad 1. Dla n € Z i petli j, : St — C,, zadanej wzorem j,(z) = 2", zachodzi
ind(j,,0) = n. Sciezka v := 7, jest bowiem zadana wzorem ~(t) = (mt) a jej pod-
niesienie — wzorem 5(¢) = int (oboma razy, t € [0, 2n]); stad ind(jy,, 0) = 5= -27in = n.

Twierdzenie 1. Petle f,g : S1 — C\ {p} sq homotopijne w C\ {p} wtedy i tylko
wtedy, gdy ind(f,p) =ind(g,p). (Tu, p € C jest zadanym punktem.)

Wersja rownowazna: W C\ {p}, homotopia Sciezek zamknietych miedzy Sciezkami
zamknietymiy, A : [a, b] — C\{p} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdyind(~y,p) = ind(A, p).

Dowod. Wyzej, rownowaznosé wynika z uwagi 1b). Zajmiemy sie wersja dla Sciezek, dzie-
lac dowod na dwie czesci. Mozemy zaktadaé, ze p = 0 (inaczej dokonamy przesuniecia).

a) Niech miedzy 7 i A istnieje homotopia H : [a, b] x [0, 1] — C, $ciezek zamknigtych.
Dla t € [0,1], okreslmy Sciezke zamknigta py : [a,b] — C, wzorem pu(s) = H(s,1).
Poniewaz ind(j, 0) = 27U(H (b,t) — H(a,t)), gdzie H jest podniesieniem homotopii H,
istniejacym na podstawie wniosku 1 w p.1, to funkcja ¢ — ind(uy, 0) jest ciagla — wiec
stata, bo ma wartosci w Z. A ze po =y i g = A, to ind(,0) = ind (A, 0).

b) Gdy ind(7,0) = ind(A, 0), to homotopie miedzy A i v okreslimy wzorem H(s,t) =
E(tA(s)+(1—t)7(s)), gdzie A i 7 to podniesienia Sciezek A i, odpowiednio. Cigglosé¢ H
i to, ze im(H) C C,, sa oczywiste. Pozostaje dowiesé, ze H(a,t) = H(b,t) dlat € I
(tzn. jest to homotopia $ciezek zamknietych) — co pozostawione jest jako zadanie. H

Zadanie 1. Rozwiaza¢ to zadanie. (Gra oczywiscie role to, ze ind(v,0) = ind(\, 0).)

Uwaga 3. Gdy A(a) = 7(a), to wyzej mozna uzyskac Xa) = F(a) (wystarczy do
A dodacé stala Y(a) — A(a) € 27iZ). Otrzymana homotopia H jest wowczas stata na
{a} x I. Obserwacje te wykorzystamy omawiajac tzw. grupe podstawowa okregu St.

Zakonczmy uwagami dotyczacymi dalszych wtasnosci przyrostu kata.

Uwaga 4. a) Dla $ciezki v : [a,b] = Cis € (a,b), p & im(7), zachodzi
A(’%p) = A(VH s P ) + A(V\[s b, P )
b) Ztozmy sciezke v : [a,b] — C \ {p} z przeksztalceniem ¢ : [a1,b;1] — la,?],
otrzymujac Sciezke 71 ;== yo . (Tua < bia; < by.) Jesli p(a1) =ai (b)) =0, to

. o~ .

zajdzie rownosé A(vy1,p) = A(v, p). Istotnie, jesli 4 jest podniesieniem $ciezki v — p, to
71 := 7 o @ jest podniesieniem Sciezki 3 — p, przy czym 7;(b1) = Y(b) i 1(a) = 7(a).
Natomiast jesli ¢(a1) = b1 ¢(b1) = a, to otrzymamy A(vy,p) = —A(v,p). W szcze-
golnosci, A(v<,p) = —A(y,p), gdzie v to Sciezka przeciwna do +, zdefiniowana
jako 7y o @, przy ¢ oznaczajacym odbicie odcinka [a, b] w jego srodku.
c¢) Dlapetli f: ST — Cizg € St wzor f1(z) = f(z02) zadaje takg petle f1, ze f1(1) =
f(20) 1ind(f1,p) = ind(f,p) dla p € im(f) = im(f1). (Wynika to z tw.1 lub z a).)
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d) Dla sciezek A : [a,b] = Y i p: [c,d] — Y takich, ze A(b) = pu(c), wzor
v(t)=Xa+2t(b—a))dlat € [0,5]iv(t)=plc+ (2t —1)(d—c)) dlat € [3,1],
okresla sciezke v : [0,1] — Y, ktora nazwiemy konkatenacja lub sklejeniem sciezek
Aipioznaczymy A p. Z a)ib) wynika, ze gdy Y = C i p & im(\) Uim(p), to

A(A* p,p) = AN, p) + A, p) (2)

Zadanie 2. Sciezki v,v' : [a,b] — C réznig sie¢ tylko na przedziale (t_,t,) C [a,b].
Dowiesé, ze A(v,2) = A(Y, 2) = AWt * (Vy_p,) "> 2) dla z & im(y) Uim ().

Zadanie 3. Niech w(z) = 2"+ ¢, 12" ' +...+ 12+ ¢g bedzie zespolonym wielomianem
stopnian > 1. Dla R > 0i 2z € S! przyjmimy vg(2) = w(R - 2).

a) Dowies¢, ze dla R dostatecznie duzych, petla vz jest w C, homotopijna z petla
St 3 2 2" € C,, majacy indeks n wzgledem 0 (a wicc istotna w C,,).

b) Uzyska¢ stad, ze w(z) = 0 dla pewnego z € C.

3. Wyznaczanie indeksu Sciezki zamknietej.

Dla petli f : ST — C i punktu p € im(f) bedziemy niekiedy pisa¢ inds(p) w miejsce
ind(f,p), by moéc dogodnie moéowié¢ o funkeji indy : C\ im(f) — Z. Tak samo, bedziemy
pisa¢ ind, (p) w miejsce ind(y, p), gdy 7 jest Sciezka i p & im(v).

Uwaga 1. a) Funkcja p — inds(p) jest stata na kazdej sktadowej zbioru C\im(f). Gdy
bowiem punkty pq, p2 sa we wspolnej sktadowej, to mozna je w niej potaczyé $ciezka A,
wiec (f — A(t))ter jest homotopia w C, miedzy f — p1 i f — pe. Teza wynika wiec z
twierdzenia 1 w p.2 i rownosci ind(f, p;) = ind(f — p;,0) dlai =1, 2.

b) Na sktadowej nieograniczonej funkcja ta jest zerowa. Istotnie, inds(p) = 0 dla p
lezacych poza dyskiem, zawierajacym im(7y) (znéw na podstawie twierdzenia 1 z p.2,
zastosowanego przy g = const.), wiec pozostaje skorzystac z a).

Cho¢ liczba ind ¢ (p) ma jasna interpretacje geometryczna, to nie jest widoczne, jak wy-
znaczy¢ ja dla skomplikowanej petli f : ST — C. Ponizszy sposob umozliwia poréwnanie
inds(p) z ind¢(q) przy nastepujacym zalozeniu, ktore nizej przyjmujemy:

p,q €im(f) i f~([p,q]) = {2z} dla pewnego z € S™. (*)

Oznaczmy dla krotkosci Sciezke ¢ przez . Postugujac sie uwaga 4c) z p.2 mozemy
zalozy¢, ze z # 1, lub inaczej, ze z = y(t) dla pewnego t & {0, 27 }.

Niech LT oznacza polprostg o poczatku w p, na ktorej lezy punkt ¢; zawierajaca ja
prosta L dzieli C na dwie polptaszczyzny. Za ,lewa” przyjmiemy te z nich, ktora jest
po lewej stronie prostej, gdy patrze¢ od p do q; pozostata nazwiemy ,prawa’. Poniewaz
v(0) = ~(27) & [p,q] 1 spelniony jest warunek (*), to istnieja liczby t_ € (0,t), t; €
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(t,2m) takie, ze obraz y([t—, t)) przedziatu [t_, t) (odpowiednio: obraz przedziatu (¢,¢4])
jest zawarty w jednej z tych potptaszczyzn. Niech

0 gdy v(t_) i v(ty) leza w tej samej polptaszezyznie,
e=14¢ -1 gdy v(t_) lezy w lewej polptaszezyznie, a y(t,) w prawej,
1 gdy v(t_) lezy w prawej potptaszczyznie, a y(t4) w lewej.

Twierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach, ind,(p) — ind,(q) = €.
Dowod. Niech wpierw € = 1. Mozemy zalozy¢, ze t_ 1 t, sa tak blisko ¢, by zbior

v([t_,ty]) byl zawarty w pasie miedzy symetralng odcinka [p, y(t)] a symetralng odcinka
[v(t),q]. Oznaczmy przez A tamana A = [y(t-), z—, 24, v(t4)], ktorej krawedz [z_, z4]
jest prostopadia do polprostej L™, a dwie pozostale sa rownolegle do niej, przy czym
2,z )N L C L'\ [p,q]. Lamang ta parametryzujemy przedziatem [t_ t.].

Niech ' oznacza §ciezke otrzymana z 7y przez zastapienie v ,,) tamang X. W mysl
zadania 2) w p.2, dla z = p,q zachodzi ind(v, z) = ind(v/, z) + ind(y, 2), gdzie p =
Vi 1. *AT. Jednak ind(y', p) = ind(v/, ¢), bo im(y")N[p, ¢} = 0, oraz ind(x, p) = 0, bo p
lezy w polplaszezyznie roztacznej z im(u) (ograniczonej symetralna odcinka [p, y(s)].
(Uzyto kolejno czesci a) i b) uwagi 1.) Na koniec, ind(u,q) = —1, bo przyrost kata o
wierzchotku ¢, wzdtuz p, jest rowny —27. Stad ind(y, p) — ind(y,q) = 1.

Gdy € = 1, to zamieniamy p z q. Gdy zas € = 0, to wyzej ind(u,q) = 0, skad
ind(v, ¢) = ind(v,p). O

4. Twierdzenie Jordana.

Zajmiemy sie teraz twierdzeniem Jordana o rozcinaniu plaszczyzny przez homeomor-
ficzne kopie okregu S'. Ponizej, przez ,zbiér’ rozumiemy podprzestrzenn przestrzeni
topologicznej (na ogol ptaszezyzny).

Definicja. Krzywa Jordana nazywamy zbior, homeomorficzny z okregiem S', zag
tukiem — zbior, homeomorficzny z odcinkiem [0, 1].

Twierdzenie 1. Niech petla f : S — C bedzie réznowartosciowa.

a) Dopetnienie C\ J krzywej Jordana J :=im(f) w C ma doktadnie dwie sktadowe,
a J jest brzegiem kazdej z nich. (Ta teza pochodzi od C. Jordana, 1887.)

b) Funkcja indy przyjmuge na ograniczonej sktadowej zbioru C\ J statq wartosé,
rowng 1 lub —1, a na sktadowej nieograniczonej — statqg wartosc 0.

Dowo6d. Podzielimy go na czedci.

1) Udowodnimy wpierw, ze J jest brzegiem dowolnej sktadowej U zbioru C \ J.
Jak odnotowano w uwadze 1c) w §2.2, Fr(U) C J. Pozostaje wiec dowies¢, ze gdy
p € J i G jest otoczeniem punktu p w C, to GNU # (. W tym celu obierzmy tak
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duzy tuk L € J, by p & L i m C G. Wobec wniosku 1 w §2.2 istnieje Sciezka
p:]0,1] - C\ L, dla ktorej pu(0) =pip(l) € U.

Niech sy 1= sup{t : u(t) € J}; wowczas u(so) € J\L C G. Dla s > sy dosta-
tecznie bliskiego sy zachodzi wiec u(s) € G, jak tez u(s) € U — to ostatnie, poniewaz
zbior p([s, 1]) jest roztaczny z J, przecina U (w punkcie (1)) i jest spojny, jako obraz
przedziatlu — a przez to jest zawarty w sktadowej U.

Odnotujmy konsekwencje tezy 1) i uwagi 1 w p.3: gdy G jest zbiorem otwartym w C i
GNJ # 0, to funkcja indy przyjmuje na G\ J wszystkie wartosci przyjmowane na C\ J.

2) Dowiedziemy teraz obu tez przy zalozeniu, ze J zawiera odcinek otwarty K # ().

W tym celu wokot punktu z tego odcinka zakreslmy dysk D tak maty, by byt roztaczny
z J\ K. Zbior D\ J ma dwie sktadowe i przecina, wobec 1), kazda sktadowa zbioru C\ J.
Sa wiec najwyzej dwie sktadowe zbioru C\ J. Ponadto, gdy obraé¢ odcinek Jwy, wo[C D
tak, by przecinal K w jednym punkcie, to na podstawie twierdzenia z p.3 otrzymamy
lind s (w) —indy(we)| = 1. Stad juz wynika (p. wyzej), ze ind; przyjmuje dwie wartosci,
rozniace sie o 1; a ze 0 jest jedna z nich, to pozostata jest 1 lub -1. Stad i z uwagi 1 w
p.3 wynika za$, ze C \ J ma co najmniej (a wiec dokladnie) dwie sktadowe.

Dodatkowe zalozenie, nalozone w 2), nietrudno ostabi¢ tak: J zawiera pewien tuk
klasy C'. Wersja taka jest catkowicie wystarczajaca dla zastosowari w Analizie.
Dowiedziemy jednak twierdzenia w pelnej ogélnosci, do czego potrzebny jest

Lemat 1. Przy przyjetych oznaczeniach, niech J rozcina ptaszczyzne miedzy danymi
punktami p i q. Wowczas ind¢(p) # inds(q).

Dowdd. Na podstawie twierdzenia Borsuka, funkcje iy — p i iy — ¢ nie sa homotopijne
w C,; aze f: 8! — J jest homeomorfizmem, to ich zlozenia z f tez nie sa homotopijne
w C,. Ztozeniami tymi sa f —p i f — q, odpowiednio. Z twierdzenia 1 w p.2 wynika
wiec, ze ind(f —p,0) # ind(f —¢,0). Wraz z definicja funkcji ind ¢, koniczy to dowdd. I

3) Dowiedziemy tezy w pozostatym przypadku, gdy J nie zawiera odcinka otwartego.

Przez dwa rozne punkty krzywej J poprowadzmy prosta L. Skoro J N L nie jest
odcinkiem, to istnieje ograniczona sktadowa zbioru L\ J; niech bedzie nig odcinek |q, go|.
Przyjmijmy v = 7 i t; :== v '(¢) dla i = 1,2, a 4/ niech oznacza sciezke otrzymana
z 7y przez zastapienie vy, 4,] odcinkiem [q1, o], parametryzowanym przedziatem [ty, o).
(Zakladamy bez straty ogolnosci, ze t1 < ty.) Zgodnie z zadaniem 2 w p.2, zachodzi
inds(p) = indy(p) + ind,(p) dla p & J U [q, 1], gdzie zaréwno im(y'), jak i im(u)
zawieraja |qi, qo[ 1 sa krzywymi Jordana. (Gra role to, ze |q, ¢2[NJ = 0.)

Wokot pewnego punktu tuku im(y') \ [q1, ¢2] zatoczmy tak maly dysk D, by byt
roztaczny z im(p). Zgodnie z uwagg 1 w p.2 i lematem, sktadowych zbioru C \ J jest
tyle, ile wartosci przyjmuje funkcja indy; przy tym jak wiemy z czesci 1) dowodu, kazda
taka wartos¢ jest przyjmowana na D \ J. Na zbiorze tym jednak, inds = ind + ind,, i
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funkcja ind,, jest stata na dysku D (bo jest rozlaczny z im(u) i spéjny). Ponadto, ind.
przyjmuje na D \ J dwie wartosci, rézniace sie o 1, bo 4" spelnia zalozenie czesci 2)
dowodu. To samo jest wigc prawda w odniesieniu do ind;. A Ze jedng z wartosci funkcji
ind; jest zero, to drugg jest 1 lub —1. [J

Uwaga 1. Czes¢ b) twierdzenia 2 umozliwia przyjecie nastepujacej definicji: rézno-
wartosciows petle f nazwiemy dodatnio zorientowana, jesli inds(p) = 1 dla kazdego
(rownowaznie: pewnego) punktu p ograniczonej sktadowej zbioru C \ im( f). Mozliwosé
,zgodnego” orientowania réznowartosciowych petli jest dosé¢ subtelng wtasnoscia prze-
strzeni: przystuguje ona ptaszczyznie, lecz nie wstedze Mobiusa, ptaszczyznie rzutowe;j
czy butelce Kleina. Rowniez ta czesé twierdzenia Jordana, ktora dotyczy rozcinania, jest
na ogol fatszywa dla powierzchni:

Zadanie uzupetniajace 1. We wstedze Mobiusa i ptaszczyznie rzutowej wskazaé nieroz-

cinajaca krzywa Jordana, w przypadku wstegi r6zna od krzywej brzegowe;.

Zadanie uzupelniajace 2. Niech p bedzie punktem krzywej Jordana J, zas f petla w
ograniczonej sktadowej zbioru C\ J. Dowiesé, ze ind(f,p) = 0.

5. Stopien przeksztalcenia okregu (przypomnienie materialu z Topologii I).

Poniewaz S C C,, to kazde przeksztalcenie f : ST — S! mozna traktowaé jako petle
w C,. Jej indeks ind(f,0) nazywamy stopniem przeksztatcenia f i oznaczamy deg(f).

Whiosek 1. Niech dane bedg przeksztatcenia f, g : St — S?.
a) Przeksztatcenia te sq homotopijne w St wtedy i tylko wtedy, gdy deg(f) = deg(g).

b) Zachodzq rownosci deg(f o g) = deg(f) - deg(g) i deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Dowod. Ad a). Gdy deg(f) = deg(g), to z twierdzenia 1 w p.2 wynika istnienie homo-
topii H : St x I — C, miedzy fig, a wzor H' := H/|H| poprawnie okregla homotopie
w S! miedzy f i g. Odwrotnie, jedli f i g sa homotopijne w S!, co nizej oznaczamy
znakiem ~, to deg(f) = deg(g) na podstawie twierdzenia 1 w p.2 i definicji stopnia.

Ad b). Niech k := deg(f),l := deg(g) i ju(z) :== 2" dla z € S' i n € Z. Poniewaz
deg(j,) = n, patrz przyktad 1, wiec f ~ jrig ~ 7, skad fog ~ jro i = ju.
Zatem deg(f o g) = deg(jr) = kl. To dowodzi pierwszej rownosci w b), za$ druga jest
powtorzeniem uwagi 2¢) w p.2.

Zadania

1. Niech f: S' — S! bedzie przeksztalceniem. Dowiesé, ze:
a) Jesli f(—z) = f(z) dla wszystkich z € S!, to deg(f) € 2Z. (Wskazowka: zachodzi
f(z) = g(2?) dla pewnego g : ST — S!: skorzystaé¢ z wniosku 1b).)
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b)Jesli f(—z) = —f(z) dla wszystkich z € S?, to deg(f) € 2Z+1. (Jest to przypadek
n = 1 twierdzenia Borsuka. Wskazowka: zastosowaé a) do petli z +— zf(z2).)

c) Jesli deg(f) # 0, to f jest ,;na”. Wywnioskowaé, ze gdy deg(f) # 1, to f ma punkt
staly. Oboma razy, czy zalozenie o deg(f) mozna pominacé?

2. Niech n € Z>;. Dowies¢, ze z kazdej z ponizszych tez wynika nastepna. Dowies¢ tez
tezy 1) dlan = 1,2 (gdy n = 2 skorzystaé¢ z czesci b) poprzedniego zadania):

i) Gdy przeksztalcenie f : S — R” jest nieparzyste, tzn. takie, ze f(—p) =
—f(p) dla kazdego punktu p dziedziny, to jest ono istotne (w R”).

ii) Nie istnieje nieparzyste przeksztatcenie z S™ w R?. (Rownowaznie: gdy przeksztal-
cenie f:S™ — R" jest nieparzyste, to f(p) = 0 dla pewnego p € S™.)

iii) Kazde odwzorowanie f : S™ — R" przeprowadza pewne dwa antypodyczne punkty
p, —p w ten sam punkt. (Wskazowka: rozpatrzeé¢ funkcje z — f(2) — f(—2).)

iv) Gdy Ao, A1, ..., A, sa zbiorami takimi, ze Ay U J;_;(A4; U (=A4;)) = S", to AgN
(—Ag) # 0 lub A;N(—A4;) # 0 dla pewnegoi = 1,2, ..., n. (Wskazoéwka: wzia¢ za p punkt
dany przez iii) dla f = (fi)i, : S" — R", gdzie f;(x) := dist(x, 4;) — dist(—=z, 4;);
zauwazy¢, ze jesli A; N (—A;) =0, to p, —p € A; U (—A,).)

v) Gdy sfere S™ pokryé n + 1 zbiorami, z ktorych kazdy jest domkniety lub otwarty
w S", to ktorys z nich zawiera dwa antypodyczne punkty.

(O prawdziwosci tych tez orzekaja twierdzenia Borsuka—Ulama i Lusternika—Schnirelmanna.)

3. Dowiesé, ze z tezy v) wynika ii), a z ii) wynika i). (Wskazowka: R} mozna pokry¢ n+1
zbiorami domknietymi, z ktorych zaden nie zawiera dwoch antypodycznych punktow. )

4. Niech f : 81 — S! bedzie przeksztalceniem.

a) Dowiesé, ze jesli f jest nieistotne, to f(p) = f(—p) dla pewnego p € St. (Wska-
zowka: rozpatrze¢ podniesienie f, skorzysta¢ z powyzszej tezy iii) dla n = 1.)

b) Dowiesé tego samego, gdy deg(f) € 2Z. (Wskazowka: rozpatrzeé z — f(2)z7",
gdzie n = deg(f).) Co gdy deg(f) € 2Z 4+ 17

5. * Udowodni¢, ze teza ii) w zadaniu 2 jest rownowazna kazdej z ponizszych:

vi) gdy p1, ..., pn € Rlzy, ..., 1] sa wielomianami jednorodnymi tego samego niepa-
rzystego stopnia (lacznego), to pewien punkt przestrzeni R? jest ich wspolnym zerem.

vii) gdy kazdy z wielomianéw py, ..., p, € Rlxq, ..., X,41] jest suma jednomianéw nie-
parzystych stopni, to pewien punkt sfery S" jest ich wspolnym zerem.

Wskazowki: a) Do vi)=-vii): wykorzysta/ to, ze wielomian Z?:Jrll z7 jest na S™ stale
rowny 1. b) Do vii)= ii): nieparzysta funkcje ciagta f : S™ — R mozna e—aproksymowac
przez funkcje wielomianowa w = u + v, gdzie u i v sa sumami jednomianéw stopni
nieparzystych i parzystych, odpowiednio; zauwazy¢, ze |v(z)| < 2e dla = € S™.

6. * Odszuka¢ dowod lub udowodnié¢ ,twierdzenie o kanapkach” (,Ham—Sandwich The-
orem”) dla n = 3: gdy kazdy z trzech danych zbioréw mierzalnych w R3 ma miare
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skoriczona i dodatnia, to pewna ptaszczyzna przepotawia kazdy z nich (co do miary).
Uogolni¢ na przypadek n > 3, przyjmujac za prawdziwg ktoras z tez zadania 2.

I Grupa podstawowa

§ 1. Wstepne wlasnosci.

1. Homotopijno$é relatywnie podzbioér i definicja grupy podstawowej.

Definicja. Gdy homotopia H : X x I — Y izbior Xy C X sg takie, ze H(x,t) = H(x,0)
dlaz € Xygit € I, to powiemy, ze H jest homotopig relatywnie X. Jesli przeksztal-
cenia f,g: X — Y mozna potaczy¢ taka homotopia, to powiemy, sa one homotopijne
relatywnie X;. (Oczywiscie, warunkiem koniecznym na to jest, by fix, = g/x,-)

Uwaga 1. a) Uzyskana relacja homotopijnosci relatywnie X jest relacja rownowaznosci
w zbiorze wszystkich przeksztalcenn z X w Y. (Dowod jak w zadaniu na str. 1.)

b) Gdy Y jest zbiorem wypuklym w R" i przeksztalcenia f,g: X — Y sa rowne na
zbiorze Xy C X, to sa homotopijne relatywnie X, poprzez homotopie (tf + (1 —1)g)ser.

......

zbiorze Sciezek w przestrzeni X okreslona jest wiec relacja homotopijnosci relatywnie
oI := {0,1} (méwimy tez: relatywnie krarice)f| ktora oznaczymy ~p.
Uwaga 2. a) Jesliy ~, A\, to fo~vy ~, f o dlakazdego przeksztatcenia f: X — Y.

b) Dla kazdej Sciezki v i kazdych przeksztalcenn p, v : I — I, jesli p(0) = ¥(0) i
e(1) =1(1),toyop ~, yor. (Wynika to z a) i uwagi 1b), przy f = ¢ ig=1.)

c) W szczegodlnosei, gdy wyzej ¢(0) = 01 (1) = 1, to yo ¢ ~, 7. (Bierzemy
Y(t) =t.) Gdy zas p(0) =ty = p(1), to v o0 ¢ ~, x4, (patrz oznaczenie nizej).

Przypomnijmy tez, ze w §1.3.2 zdefiniowano konkatenacje yx A éciezek v, A : [ — X
takich, ze (1) = A(0), oraz $ciezke v, przeciwng do danej Sciezki v. Wygodnie jest
oznaczy¢ przez c, Sciezke stale rowng danemu punktowi z. Odpowiednie wzory to:

(v*A)(s) :=7(2s) dlas € [0,1/2] i (yxA)(s):=A(2s—1)dlase[1/2,1];
Y (s) :=v(1 —s) oraz c.(s):=z dlasel.

Klase rownowaznosci sciezki v : I — X wzgledem relacji ~y oznacza¢ bedziemy
przez |y]. Dalsze wlasnosci relacji ~y wypowiemy juz w uzywajac tych klas.
Uwaga 3. a) Gdy [y] =[], [\] = [N]i7(1) = A0), to [y xA] =[x X].
[stotnie, homotopia relatywnie krarice miedzy v+ A i v % X jest n.p. (g * v4)er, gdzie
(p¢)ter 1 (V¢)ter to homotopie relatywnie krarice pomiedzy v i 4" oraz A i ', odpowiednio.

Sterminu ,kraniec”, w odréznieniu od ,koniec”, uzywali S. Saks i A. Zygmund: gdy a < b, to $ciezka X : [a,b] — Y ma
dwa ,krance” A(a) i A(b), lecz jej ,koricem” nazwiemy tylko A(b), za§ A\(a) nazwiemy ,poczatkiem”.



II§1. 11-22

(Dlaczego funkcja (s,t) — (1 % 14)(s) jest ciagta?)
b) Podobnie, gdy [y] = [A], to [y = [AT].
¢) Gdy (1) = A(0) i A(1) = p(0), to [(y * A) 5 ] = [y x (A* )] []
By tego dowies¢, dla kazdych liczb a < b oznaczmy przez f,; funkcje afiniczng, wy-
znaczong warunkami f,p(a) = 01 f,3(b) = 1. Nietrudno zauwazy¢, ze przy ag =
0,a1 = 1/2,a9 = 3/4 1 a3 = 1, Sciezka v % (A * u) jest na [ag, a1] rowna v o fu, 4, DA
[a1, as] jest rowna A o fu, 4y, 7as$ na [ag, as] jest rowna p o fu, 4. To samo pozostanie
prawda, gdy zastapi¢ v * (A x ) przez (v A) * u, zas kazda z liczb a; przez a;, gdzie
ay =0,a] = 1/4,a =1/21 a5 =1. Tym samym v * (Ax ) = ((7* ) x ) o p, gdzie
@ : I — I jest funkcja rosnaca, ktora kazdy przedzial a;, a;41] afinicznie przeksztatca na
lal, @i, ] (tui=0,1,2). Poniewaz ¢(0) = 01 ¢(1) = 1, wiec teza c¢) wynika z uwagi 2c).
d) [caxv] =[] =[v*¢), , gdzie 2 = 7(0) iy = »(1).
Tym razem zauwazamy, ze v x ¢, = v o u dla takiej funkcji p : I — I, ze p(0) =
p(l) = 1. Jak wyzej wynika stad rownosc [y x ¢,] = [7]; podobnie tez [c; x 7] = [7].
e) Przy tych oznaczeniach zachodzi tez [y x 7] = [cx] 1 [7 *x 7] = [¢]
Jest tak, bo y%y< = you), gdzie tym razem funkcja ¢ : I — I spetnia warunki ¢ (0) = 01
(1) = 0. Z uwagi 2¢) wynika wiec rownosé [yxvy<] = [¢;]; druga uzyskujemy podobnie.

01

Przyjmijmy na koniec nastepujace definicje i oznaczenia.

a) Gdy w przestrzeni X pewien punkt x wyrdzniono, to méwimy o przestrzeni
punktowanej (X, x), a wyrdzniony punkt nazywamy bazowym w X. Przez prze-
ksztalcenie [ : (X,z) — (Y,y) przestrzeni punktowanych rozumiemy przeksztal-
cenie f: X — Y, przeprowadzajace r na y.

b) O Sciezce v : I — X mowimy, ze jest od v(0) do (1) i jest zaczepiona w (0).

¢) Przez Q(X, x) oznaczamy zbior wszystkich zamknietych Sciezek v : I — X, zacze-
pionych w = — tzn. takich, ze v(0) = v(1) = z. Przyjmujemy tez

m(X,z) :={[7] 7y € UX,2)} = QX z)/~, (3)
Twierdzenie 1. a) Ponizszy wzor poprawnie okresla w m (X, x) ,dziatanie mnozenia”
DA =y x Al € m(X, z) dla [y], [A] € m(X, z). (4)

Z mnozeniem tym, m (X, x) jest grupq, ktorej jedynkq jest klasa [c,] petli statej c,.
b) Przeksztatcenie f: X — Y wyznacza wzorem

fh]) = 1f enl dla [y] € m(X, ) (5)

homomorfizm f. : 7 (X, z) — m (Y, f(x)). (Tu, [v] i [f o~] to klasy réwnowaznosci w
Q(X,x) i QY, f(x)), odpowiednio.) Przyporzadkowanie f — f. ma ponizsze wtasnosci:
¢) (idx)« = idy (x2) © (g0 f)s = gx © fu dla praeksztatcen f: X =Y, g:Y — Z.

d) Gdy przeksztatcenia f, f': X —'Y sq homotopijne relatywnie {x}, to f. = fl.

"Te wspolng klase bedziemy czasem oznaczaé [y x A * ], mimo, ze sciezka 7 * A x 1 (bez nawiasow) nie jest okreglona.
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Dowod. Ad a). Stwierdzamy kolejno, ze:

i) Poniewaz dla v, A € Q(X, ) zachodzi v(1) = x = A(0), wiec petla v x A\ jest
poprawnie okreslona. Ponadto, zmiana v na 4’ € [y] i zmiana A na A" € [A] nie wplynie
na klase [y* A] wzgledem relacji ~y, tzn. zajdzie rownosé [yxA] = [y x \]. (Korzystamy
z uwagi 3a).) Tym samym rozwazane mnozenie jest poprawnie okreslone w (X, ).
Odtad 71 (X, x) rogpatrujemy zawsze z tym dzialaniem mnozenia.

ii) Na podstawie czesci ¢) uwagi 3, mnozenie to jest taczne; zas na podstawie czesci
d) i e) tejze uwagi, klasa [c,| jest jedynka w m (X, z), a kazda klasa [y] € m (X, z) ma
obustronna odwrotnosé (jest nia klasa [y]).

Ad b), ¢) i d). Na podstawie uwagi 2a), definicja f. jest poprawna (wynik nie zalezy
od wyboru reprezentanta danej klasy). Ponadto, (f o) x(fo ) = fo(y*A), wiec f.
jest homomorfizmem. Tezy c) i d) zas wynikaja wprost z definicji. [J

Definicja. Grupe 71(X, z) nazywamy grupa podstawowa przestrzeni punktowanej (X, x).

Uwaga 4. a) Elementami tej grupy sa klasy pewnych $ciezek zamknietych, patrz (3).
Mozna jednak kazda z tych Sciezek utozsami¢ z odpowiadajaca jej petla w X, jak w
uwadze 1 w §1.3.2. To prowadzi do utozsamiemia m1(X, z) ze zbiorem klas petli punk-
towanych f : (S',1) — (X, z), wzgledem relacji homotopijnosci relatywnie punkt
bazowy 1 € ST C C. (Jest tak, bo dwie petle sa homotopijne relatywnie {1} wtedy i
tylko wtedy, gdy odpowiadajace im $ciezki zamkniete sa homotopijne relatywnie krarice. )

b) Przy tej interpretacji, jesli petla f : (S',1) — (X, ) przedtuza si¢ do przeksztal-
cenia f : B2 — X, to jej klasa [f] jest elementem neutralnym w (X, x). (Homo-
topie miedzy c, i f, relatywnie 1, mozna zada¢ wzorem (z,t) — f(t + (1 —t)z) dla
(2,t) € St x I.) Implikacja odwrotna tez ma miejsce, patrz zadanie d) na str. 1.

Zadanie 1. Niech istnieje (swobodna) homotopia $ciezek zamknietych pomiedzy dana
Sciezka A a Sciezka stata. Dowiesé, ze A ~y ¢, gdzie v = A(0). (Wskazowka: rozumowac
bezposrednio lub skorzystaé¢ z uwagi 4b).)

2. Izomorfizmy grupy podstawowej, wyznaczone przez $ciezki lub homotopijne réwno-
WaZnosci.

W przestrzeni X niech dana bedzie Sciezka w, i niech x = w(0),2’ = w(1). Dla v €

Q(X, x) zachodzi (W xv) xw € Q(X, ), a klasy Sciezek (W xy) *w 1 w x (y*w)

wzgledem relacji ~y sa rowne i zaleza tylko od [v] i [w]. (Patrz uwaga 3a),b) w p.1;

dalej z uwag z p.1 korzystaé¢ bedziemy juz niekoniecznie je przywotujac.) Ponizszy wzor

okresla wiec funkcje wy : m (X, x) = m (X, 2’), zalezna tylko od klasy [w] Sciezki w:

wp() =W ) 0] =W x (yxw)] dla [y] € m (X, 2). (6)

Stwierdzenie 1. a) wyx jest homomorfizmem grup, tzn. we([y1][ve]) = wa([n])wa([2])
1 wy(lea]) = lear].
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b) Gdy sciezka w jest relatywnie OI homotopijna ze statq, to wy jest identycznosciq.

¢) Gdy w = p* v dla pewnych Sciezek p,v, to wy = vy o uy. (W szczegolnosci,
homomorfizmy wy i (W )x s wzajemnie odwrotne, wiec wy jest izomorfizmem.)

d) Dla przeksztatcenia f: X — Y i $ciezki 7 = f ow zachodzi flowy =140 f2
gdzie fi to wyznaczony przez f homomorfizm (X, w(i)) — m (Y, 7(2)) , dlai = 0,1.

Dowod. Dla dowolnych Sciezek v, A, ktorych konkatenacja v % A istnieje, przyjmijmy
[V[A] := [y A]. Takie mnozenie ([v], [A]) — [7][A] pozostanie dobrze okreslone i taczne
(jesli istnieje ktorys z iloczynow ([v][A)[p] 1 [v]([A\][¢]), to istnieja oba i sa rowne).
Wzor (6) zapisze sie wiec wx([y]) = [w][v][w], zas tezy a), b) i ¢) wynikna, kolejno, z
tacznosci mnozenia i uwagi 3d),e) w p.1. Dowod d) jest pozostawiony jako ¢wiczenie. B

Whiosek 1. Gdy x i 2’ sq punktami wspdlnej sktadowej tukowej spdjnosci przestrzeni X,
to grupa m (X, x) jest izomorficzna z m(X,2"). Za izomorfizm mozna obra¢ wy , dla
dowolnej Sciezki w od x do x'. (lzomorfizm moze zalezeé od w.)

Dla tukowo spojnej przestrzeni X # (), gdy mowa o grupie 71 (X, x) tylko z doktadno-
Scia do izomorfizmu, mozemy ja wiec oznaczaé przez w1 (X ), zaniedbujac punkt bazowy .

Nastepnym naszym celem jest dowod nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Gdy f : X — Y jest homotopijng rownowaznoscig 1 x € X, to
fo :m(X,x) = m (Y, f(z)) jest izomorfizmem grup.

Wyzej, przeksztatcenie f : X — Y nazywamy homotopijna ré6wnowaznoscia, jesli
dla pewnego przeksztalcenia g : Y — X (nazywanego homotopijna odwrotnoscia
dla f) ztozenia go f i f o g sa homotopijne z idy i idy, odpowiednio.

W dowodzie twierdzenia 1 wykorzystamy

Lemat 1. Niech 7(t) = ¢4(0) dlat € I, gdzie (pr : I — Y )ier jest swobodng homotopig
ciezek zamknietych. Wowczas [p1] = tu([@o]) (rownowaznie: o1 ~, (T x o) x T).

Dowo6d. Oznaczmy przez v, \, i, v §ciezki w kwadracie 12, odpowiadajace parametryzacji
jego bokow: dla s € I przyjmujemy v(s) = (0,s), A(s) = (s,1), u(s) = (s,0) i v(s) =
(1,5). Sciezki A i (7 %pu)*v s3 homotopijne relatywnie OI w I? przy pomocy homotopii
odcinkowej (gra role wypukloéé I%). Skladajac te homotopie z przeksztalceniem H :
I? — X, wyznaczonym wzorem H(s,t) = ¢;(s), wnosimy, ze o1 ~, (T * @g) * T.
(Wykorzystano to, ze Hoy=7=Hov, HoA=¢11 Hou=py)O

Whniosek 2. Niech (hy : X — Y)wer bedzie homotopiq, niech x € X i 7(t) := hy(x)
dla t € 1. Wowczas (h1). = Ty o (ho)s, gdzie (hi), @ m(X,x) — m(Y, hi(z)) to
homomorfizm indukowany przez h;, dla i =0, 1.
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Dowod. Dla dowolnej sciezki v € Q(X, x) otrzymujemy homotopie (h; o 7)es Sciezek

zamknietych pomiedzy hg o~y i hy o7y, taka, ze (hy 0y)(0) = 7(t) dla t € I (Gra role to,
ze v(0) = x.) Z lematu 1 wynika wigc, ze [hy 0oy] = 7x([hg 0 7]). B

Dowd6d twierdzenia Przy oznaczeniach twierdzenia, niech g : Y — X bedzie homotopijna

odwrotnoscig dla f. Stosujac wniosek 2 do homotopii taczacej idxy z g o f wnosimy, ze
funkcja (g o f). jest bijekcja m (X, z) na m (X, gf(x)) (bo jest rowna wy dla pewne]
Sciezki w od x do gf(x); gra role stwierdzenie 1c) i to, ze (idx). jest identycznoscia). A
ze (go f)s = g« 0 fs, to wynika stad, ze f, : m (X, ) = m (Y, f(x)) jest 1-1.

Gdy zamieni¢ wyzej rolami (f, X, z) z (g, Y, f(z)) to stwierdzimy, ze g, : m1(Y, f(z)) —
T (X, gf(x)) tez jest 1-1. Stad i z bijektywnosci g, o f. wynika, ze f, jest bijekcja —co
konczy dowod, bo f, jest zarazem homomorfizmem; patrz twierdzenie 1 w p.1. [J

Na koniec tego punktu sformutujemy trzy uzyteczne zadania.

Zadanie 1. a) Niech sciezki w, ¥ maja wspolny poczatek g 1 wspolny koniec z1. Wow-
czas izomorfizmy wy, vy : m (X, x9) — m (X, z1) roznia si¢ o automorfizm wewnetrzny:
vy = wy o z, gdzie z jest operacja sprzegania w grupie (X, z) przez odpowiedni
element [A] tej grupy, tzn. z([y]) = [M[y][A\] 7! dla wszystkich [7] € 71 (X, x0).

b) * Gdy elementy [\], [u] grupy 71 (X, x¢) sa w niej sprzezone, to §ciezki A i g mozna
potaczy¢ homotopia Sciezek zamknietych.

Zadanie 2. Przy oznaczeniach stwierdzenia 1d) wywnioskowaé, ze jadrem homomorfi-
zmu f} jest obraz, przy wy , jadra homomorfizmu fY. Sformulowaé zaleznosé¢ miedzy
obrazami fV i fli dowiesé jej.
Zadanie 3. * Dane sa przeksztalcenia f: X — Y oraz g,h: Y — X. Dowiesé, ze:

a) Jesli fogiho fsahomotopijne z idy i idx, odpowiednio, to f jest homotopijna
rownowaznoscia. (Wskazowka: homotopijna odwrotnoscia okazuje sie by¢ ho f o g.)

b) Tak samo jest, jesli fogiho f sa homotopijnymi rownowaznosciami.

3. Wyznaczenie grupy podstawowej — pierwsze przyklady.

Uzupetnijmy teraz stosowane dotad nazewnictwo i oznaczenia.

* Powiemy, ze przestrzenie X 1 Y sa homotopijnie réwnowazne, jesli istnieje
homotopijna réwnowaznos$é¢ f : X — Y. Oznaczamy to X ~ Y.

* Retrakcje r : X — X nazywamy retrakcja deformacyjna, jesli jest w X homoto-
pijna z identycznoscia id x ; gdy homotopie mozna obrac tak, by sktadata sie z przeksztat-
ceni, ktore na r(X) sa identycznoscia, nazywamy ja silna retrakcja deformacyjna.
O obrazie r(X) takiej retrakcji powiemy, ze jest retraktem deformacyjnym (odp.
silnym retraktem deformacyjnym) przestrzeni X.

* Element neutralny grupy podstawowej niekiedy oznaczamy przez 0, cho¢ grupa ta
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moze by¢ nieprzemienna. (Odpowiedni przyktad poznamy w §2.3.) Podobnie, piszemy
A~y 0 gdy Sciezka A jest relatywnie O1 homotopijna ze stala.

Uwaga 1. a) Relacja homotopijnej rownowaznosci przestrzeni jest symetryczna, zwrotna
i przechodnia. (Dlaczego?)

b) Niech Xy C X. Gdy Xj jest retraktem deformacyjnym przestrzeni X, to wlozenie
Xop w X jest homotopijna réwnowaznoscia, i vice versa.

Przyktad 1. a) Kazda przestrzen $ciggalna jest homotopijnie rownowazna punktowi. (Nie
jest jednak prawda, ze kazdy punkt przestrzeni Sciagalnej jest jej silnym retraktem de-
formacyjnym; patrz zadanie domowe 13.)

b) Sfera S~ jest silnym retraktem deformacyjnym przestrzeni R?, skad R? ~ S"~1,
(Zadana retrakcja R? na S"~! jest o — x/||z||; jak taczymy ja w R? homotopia z idg»?)

Z twierdzenia 1 w p.2 wynika (patrz tez zadanie domowe ....):

Whniosek 1. Przestrzen X, homotopijnie rownowazna tukowo spojnej przestrzent Y, tez
jest tukowo spdjna, a grupy m(X) i m(Y) sq¢ izomorficzne. B

W szezegolnoscei, grupa podstawowa przestrzeni Sciggalnej jest trywialna (czyli rowna
{0}). Przestrzenie tukowo spojne, majace trywialng grupe podstawowa, nazywane sa
jednospéjnymi. Sa to te przestrzenie tukowo spojne X, dla ktorych kazde przeksztal-
cenie f : S — X ma ciagle przedtuzenie f : B2 — X patrz uwaga 4 w p.1. Sfera S"
jest dla n > 2 przyktadem przestrzeni jednospojnej, lecz niesciggalnej:

Twierdzenie 1. Dla n > 2 zachodzi m(S™) = {0}. (Por. wniosek 1 w §I.1.3.)

Dowod. Zamiast sfery S™ rozpatrzymy homotopijnie jej rownowazng przestrzen R?HL.
Ustalmy petle f : ST — R?"!. Na mocy twierdzenia Tietzego-Urysohna, f przediuza
sie do g : B2 — R"™ — jednak wartosci g sa w R"*!, a nie w R"*!. Mozemy dalej uzy¢
lematu 1a) w §1.2.3, by znalezé takie przeksztalcenie u : B2 — R™™ 7e 0 ¢ im(u) i
dsup(u, g) < dist(f(S?),0) — jednak cho¢ im(u) C RP™, to niekoniecznie ujgr = f.

Tym niemniej, u zaswiadcza o nieistotnosci (w R]) przeksztalcenia ug := ug1; a ze
d(uo(z), f(x)) < d(f(z),0) dla z € S, to homotopia ,odcinkowa’ pomiedzy f i ug
przyjmuje wartosci w R. Tym samym i f jest nieistotne w R7. []

Przyktadem przestrzeni niejednospojnej, cho¢ tukowo spojnej, jest okrag:

Twierdzenie 2. 71(S') 2 Z, a izomorfizm u : w1 (S, 1) — Z moze byé zadany formutq
u([A\]) = 1ind(X,0). (Inny zapis, to u([A]) := deg(A).)

Dowod. Na podstawie twierdzenia 1 w §1.3.3 1 uwagi 3 po nim, dla §ciezek A\, ' € (S, 1)
zachodzi A ~, A < (ind(A,0) = ind(XN',0)). Wartosé¢ u([A]) jest wiec poprawnie okre-
slona (wynik nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy [\] ), a przeksztalcenie u jest
roznowartosciowe. Jest ono tez homomorfizmem, na podstawie rownosci (2) w §1.3.2, i
jest ,na” na podstawie przyktadu 1 w §1.3.3. [J
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Twierdzenie 3. Dla przestrzeni punktowanych (X1, x1) i (Xa, z2), grupa (X1 x Xo, (x1, 22))
jest izomorficzna z iloczynem prostym grup m (X, x1) i m(Xa, x9).

Przypomnijmy, ze iloczyn prosty grup G; i Gs to zbior G; X G, wyposazony w
dzialanie grupowe (g1, g2)(91, 95) = (9191, 9295). (Oznaczany jest on tez Gi @& Gy gdy
grupy G1 i G5 sa abelowe.)

Dowod twierdzenia nie przedstawia trudnosei, bo kazda Sciezka A € Q( X7 x X, (71, 22))
jest postaci A = (A1, Ao), gdzie \; € Q(X;, z;) dlai = 1,2. Pozostaje tylko zauwazy¢, ze
przy tej reprezentacji zachodzi A ~y X' < (A, ~p X dlai=1,2). B

Whiosek 2. Grupg podstawowq torusa St x S jest Z x Z. Ogolniej, m((SH)") = Z".

§ 2. Twierdzenie Seiferta i van Kampena.

1. Sformulowanie twierdzenia.

Niech dany bedzie diagram G+—Go—=Go, gdzie Gy, G1, G sa grupami, a u; i us ich ho-
momorfizmami. Jego wypchnieciem (ang. pushout) nazwiemy przemienny diagram

GoLGl

l l (7)
G 2+ G

w ktorym G jest grupa, a vy i v9 homomorfizmami grup, i ktéry ma nastepujacag wila-
sno$¢ uniwersalnosci: dla kazdej grupy H i homomorfizmow w,, : G,, = H (n =1, 2)
spetniajacych warunek w o u; = wsy o ug, istnieje jedyny taki homomorfizm w : G — H,
ze wowv; = w1 wouvy = wsy. Schematycznie, definicje te obrazuje przemienny diagram:

(Jeszcze nie umiem zapisa¢ w TeXu) (8)

O diagramie (7) z wlasnoscia uniwersalnosci mowimy tez, ze jest diagramem wy-
pchniecia, pomijajac nazwanie ,diagramu wypychanego” (zawsze utworzonego z pary
strzatek, wychodzacych z tego samego obiektu, w tym przypadku z Gy).

Mowi sie tez, ze to grupa G (a nie diagram (7)) jest wypchnieciem wyjsciowego
diagramu G1+—Gy—=Go, a tez, ze G to iloczyn wolny grup G i G» z amalgamacja,
nad Gy, wzgledem homomorfizméw u; : Gy — G i us : Gy — Go. Czesto
stosowany skrocony zapis, to G = G *¢g, G2, gdzie homomorfizmy wu;, us uwazane sa za
znane. Gdy Gy = {1}, to w oznaczeniu G *¢, G znak ¢, zastepowany jest przez *, a
grupe G * Go nazywa sie iloczynem wolnym grup Gy i Gs.

Uwaga 1. Jedli istnieje wypchniecie (7) diagramu Gp<—Go—=Go, to jest ono wyzna-
czone jednoznacznie, z doktadnoscia do zastapienia grupy G przez izomorficzna z nia grupe
G', za§ homomorfizmow vy 1 v9 przez ich zlozenia ze wspolnym izomorfizmem G — G'.
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[stotnie, niech procz diagramu (7) dany bedzie inny diagram, z vy, ve, G zmienio-
nymi odpowiednio na v}, v}, G', przy czym oba sa wypchnieciem wspdlnego diagramu
G1+Gy—Gy. 7 uniwersalnosci diagramu (7) wynika istnienie takiego homomorfizmu
h:G— G 7e hovy =] 1 howvy =) Tak samo, istnieje homomorfizm A’ : G' — G,
dla ktorego h' o vf = vy i A o vl = wvy. Gdy teraz w diagramie (8) przyjmiemy
H = G, wy := v, we := vy, to zauwazamy, ze bedziemy mogli za w przyja¢ kazdy
z homomorfizméw idg 1 A’ o h. Z jedynosci w wynika wiec, ze h' o h = idg. Tak samo

h o h' = idg, wobec czego h jest izomorfizmenm.

Twierdzenie 1 ( H. Seifert (1931), E. R. van Kampen (1933) ). Niech przestrzen X =
X1 U Xy bedzie sumaq swych otwartych podzbiorow Xy 1 X, takich, ze kazdy ze zbiorow
X1, X5 1 Xy := X1N Xy gest tukowo spojny. Oznaczmy przeksztatcenia inkluzji Xo — X,
i Xp — X przeziy i Jn, odpowiednio (n = 1,2). Wowczas, dla kazdego punktu bazowego
x € Xy, indukowany diagram grup podstawowych i ich homomorfizmow:

m(Xo, ) — m (X1, z)

l jl (9)
m(Xo,2) —2 m(X,2)

jest diagramem wypchniecia.

Dowdd twierdzenia bedzie w p.6 i w §111.4.2; obecnie uwazamy je za dowiedzione.

2. Prezentacje grup i klasyczne sformulowanie twierdzenia Seiferta i van Kampena.

Dla podzbioru S grupy G oznaczmy przez (S) najmniejsza podgrupe grupy G, zawie-
rajaca S. Mozna ja opisa¢ dwojako: a) jako cze$¢ wspolna wszystkich podgrup grupy
G, zawierajacych S, oraz b) jako zbior wszystkich skoriczonych iloczynow elementow
zbioru S U S, gdzie S7!:= {s71 : s € S}. Kazdy z tych iloczynéw mozna zapisa¢ w
postaci zredukowanej jako sﬁls?...sﬁj, gdzie k € Z>, 1, ..., s, € S\{1¢}, i1, ..., 0% €
Z\A{0}is; # sjypdlaj=1,....,k—1. (Moze jednak by¢ s; = s3 itp.!) Dla k = 0,
iloczyn nazywamy pustym, a za jego warto$¢ przyjmujemy 1q.

Jesli (S) = G, to S nazywamy zbiorem generujacym grupe G. Kazda grupa G
zawiera zbior generujacy ja, jest nim n.p. G. Zbior generujacy grupe nazywany jest
tez jej zbiorem generatoréw — choc¢ jest to nieco mylace, bo rzadko sie zdarza, by
jakikolwiek jego element byt generatorem grupy.

Gdy (S) = G i kazdy zredukowany iloczyn s?s?...s% elementow zbioru S, poza
pustym, jest rézny od 1g, to moéwimy, ze zbior S generuje grupe G w sposob wolny
lub (znéw niezbyt precyzyjnie) ze jest to jej zbior wolnych generatoréw. Grupe,
generowang w sposob wolny przez jakis jej podzbior, nazywamy wolna. Zasadnicze jest:
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Twierdzenie 1. Niech dany bedzie zbior S (rozpatrywany bez Zadnej struktury algebra-
icznej). Wowcezas istnieje grupa F(S) D S, generowana przez S w sposdb wolny.

Bardzo tatwo jest podac szkic dowodu tego twierdzenia. Rozpatrujemy zbior wszyst-
kich stéw zredukowanych w alfabecie S, z ktorych kazde jest stowem pustym
lub wyrazeniem postaci s?s?...si’“, dla pewnych (zaleznych od tego ,stowa”) liczb k €
L0, S1, -y Sk € S 1141, ...,0x € Z\ {0}, takich, ze s; # sj11 dlaj=1,....,k — 1. lloczyn
st stow s = s?s?...sfj it= t{ltgz...t‘l” znajdujemy wypisujac stowo t po stowie s i wy-
konujac redukcje — czyli usuwajac wszystkie podstowa s"s~" oraz zastepujac podstowa
sksl przez s"* gdy k +1 # 0. Jest widoczne, ze stowo puste (tzn. dla k = 0) jest ele-
mentem neutralnym, a s ma odwrotnosé, ktora jest slzi’“ slzk‘l‘l...sl_il; jednak poprawnosé
tej definicji nie jest oczywista (potencjalnie, wynik redukeji moze nie by¢ jednoznaczny),
podobnie jak tacznosé mnozenia. Szczegdly wiec pomine, przyjmujac dla wygody, ze sa

znane 7z zaje¢ z Algebry. (By¢ moze, uzupelnie to w ,Dodatku” do tego paragrafu.)

Oznaczenie. Gdy H jest grupa i R C H, to ((R)) oznacza najmniejszy dzielnik
normalny w H, zawierajacy R. (Jest widoczne, ze ((R)) = ({h"'rh: h € H,r € R}).)

Zadania. (Rozwiazywane na ¢wiczeniach.) Dowiesé, ze:

1. Gdy grupa G bedzie generowana w sposéb wolny przez zbiér S, to:

a) Kazdy element grupy jednoznacznie przedstawia sie jako zredukowany iloczyn ele-
mentéw zbioru S.

b) Dla kazdej grupy H i kazdej funkcji f : S — H, istnieje jedyny homomorfizm
f:G — H taki, ze ﬂ ¢ = f. (Jest to wlasnos$¢ uniwersalnoéci grupy G wzgledem
zbioru S jej wolnych generatoréw.)

c¢) Przy oznaczeniach z b), jesli funkcja f jest roznowartosciowa i zbior f(.S) generuje
grupe H w sposob wolny, to f jest izomorfizmem grup.

2. a) Dla kazdej grupy G i jej podzbioréw A i B, grupa G/{({AU B)) jest izomorficzna
z (G/{({A))) /{(p(B))), gdzie p : G — G/((A)) jest rzutowaniem ilorazowym.

b) Jesli w diagramie wypchniecia (7) zachodzi Gy = {1}, to v; jest epimorfizmem i
ker(vy) = ((u1(Go))). W szezegolnosci, jesli dodatkowo Gy = (s), to ker(vy) = ((uy(s))),
w tym v; jest izomorfizmem jesli (dodatkowo) Gy = {1}.

Dowolng grupe G mozna dogodnie ,prezentowaé” przy pomocy grup wolnych. Gdy
bowiem S jest (dowolnym) zbiorem generujacym G, to zanurzenie S < G mozna prze-
dhuzy¢ do homomorfizmu f : F(S) — G, sila rzeczy surjektywnego (bo im(f) O 5).
Grupa G jest wiec izomorficzna z grupa ilorazowa F'(S)/N, gdzie N := ker(f). Dzielnik
normalny N grupy F'(S) mozemy zas wskaza¢, podajac zbior R taki, ze N = ((R)).
(Mowimy o R, ze generuje N jako dzielnik normalny).

Definicja. a) Prezentacja grupy G nazywamy kazda pare (S|R), gdzie R C F(95)
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i grupa ilorazowa F(S)/((R)) jest izomorficzna z G. Elementy zbioru R nazywamy
relatorami. Zwyczajowo, relator postaci ab~! mozna tez zapisaé¢ jako relacje a = b.
b) Izomorficznosé dwoch grup oznaczamy przez =.

Przyklad 1. a) Z = (s|0).
b) Z, = (s|s") (wolno tez pisa¢ s" = 1 w miejsce s").
¢) Z x 7= (s, t|st = ts) (a wolno tez pisa¢ sts~'t~! w miejsce st = ts).
d) Zy, x 7y = (s, t|st = ts,s* = 1,# = 1) (inaczej: Zy x Z; = (s, t|sts~ 171 s #1) ).

Twierdzenie 2. Wypchniccie (7) diagramu G+—Go—=Gy zawsze istnieje. Ponadto,
jesli dane sq prezentacje (S1|Ry) grupy Gy i (So|Re) grupy Ga, jak tez zbior Sy generu-
jacy grupe Go, to G ma presentacie ] (S1 U S5l Ry U Ry U {u1(5) = a(5)}csy).

Wyzej, kazda relacje ui(s) = uq(s), gdzie s € Sy, nalezy rozumieé¢ jako t1 = to, przy
t; € F(S;) C F(S1U.Sy) bedacym pewnym (dogodnie obranym) elementem zbioru
ui(s) C F(S5;). (Dla uproszczenia opisu zaktadam, ze grupy G; i F'(S;)/((R;)) nie tylko
sa izomorficzne, ale wrecz rowne; wowczas wu;(s) jest podzbiorem F(S;) —Scislej, jest
warstwg w F'(S;) wzgledem ((R;)), co teraz nie gra roli.)

Uwaga 1. W twierdzeniu 2 zawsze mozna wziag¢ Sy = Gg, by¢ moze kosztem uzyskania
mniej zrozumiatej prezentacji grupy G.

Przyktad 2. Gdy G; = (S;|R;) dlai = 1,2, to Gy x Gy = (S1 U S3| Ry U Ry); w szczegdl-
nosci, F'(Sy) x F'(S9) = F(S; U Sy). Wynika to wprost z twierdzenia 2, przy Sy = 0.
Wobec twierdzenia 2, z twierdzenia 1 w p.1 wynika:

Whniosek 1 (wersja klasyczna tw. Seiferta - van Kampena). Przy oznaczeniach i zato-
Zeniach twierdzenia 1 z p.1, niech Sy bedzie zbiorem generatorow grupy m(Xo, ), zas
(S1|Ry1) i (S| Ro) bedg prezentacjami grup mi(Xq,x) i m1(Xs, x), odpowiednio. Wowczas
grupa 7 (X, x) ma prezentacje (S So| Ry U Ro U {i1.(s) = 124(5) }ses,)-

3. Zastosowania twierdzenia Seiferta — van Kampena.

Wniosek 1. Niech przestrzen X bedzie sumq swych jednospojnych podzbiorow otwartych
Uy 1 Uy, takich, ze zbior Uy N Us jest tukowo spojny. Wowczas X jest przestrzeniq
jednospojng.

Dowo6d. Obierzmy punkt bazowy xz € Uy := Uy N Uy. 7 twierdzenia Seiferta—van
Kampena wynika, ze m (X, z) jest wypchnigciem diagramu {1}<—m (U, z)—{1} -
ktorym jest grupa {1}, bo przy G; = G2 = {1} mozna w (7) przyja¢ G = {1}. O
Uwaga 1. a) Przy Uy = {z € S" : w11 > —1/2} i Uy = {z € S"™ @ 2,4 < 1/2},
uzyskujemy z twierdzenia 1 jednosp6jnosé sfery S™ (n > 1), dowiedziona juz w §1.3.

8symbol LI oznacza sume rozlaczna, zdefiniowana dla dowolnych zbioréw A, B tak: ALUB = A’UB’, gdzie A’ i B’ sg
roztacznymi kopiami” zbiorow A i B, odpowiednio, np. A’ := A x {1}, B’ := B x {2}. Podobnie definiujemy | |\, A;.
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b) Bardziej ogolnie, zawieszenie ¥ X dowolnej przestrzeni tukowo spojnej X jest jed-
nospojne. (Zawieszenie LX jest zdefiniowane jako suma dwoch stozkow nad X, zlepio-
nych podstawami, gdzie stozkiem nad X nazywamy przestrzen X x [0,1]/X x {1}; co
jest podstawa nalezy sie domysli¢. Inaczej: ¥X = (X x[—1,1])/{X x{—-1}, X x{1}}.)

W stosowaniu twierdzenia Seiferta — van Kampena pewien klopot sprawia zatozenie
otwartosci zbiorow X7 i Xs. Postarajmy sie zmienié¢ je na dogodniejsze.

Twierdzenie 1. Tezy twierdzenia Seiferta — van Kampena z p.1 1 wniosku 1 z p.2
pozostang stuszne, gdy zatozenie otwartosci zbiorow Xy 1 Xo zmienic tak: zbiory te sq
domkniete, a zbior Xy := X1 N Xy jest silnym deformacyjnym retraktem pewnego swego
otwartego otoczenia U. (Nadal, X = X1 U Xy 1 zbiory Xg, X1, Xo sq tukowo spdjne.)

Dowod. Przyjmijmy X/ := X, UU dlan = 0,1,2. Poniewaz zbior U jest tukowo spojny
(jego silnym retraktem deformacyjnym jest tukowo spojny zbior Xj), to zbiory X/ sa
tukowo spojne. Sg one tez otwarte, bo Xy = U, adlan =1,2zbior X\ X| = X5, \U
jest domkniety. Na koniec, wymieniona w zalozeniu retrakcja ro : U — Xy wyznacza
silna deformacyjna retrakcje r, : X, — X,. (Dla n # 0 jest ona identycznoscia na
X, za$ rowna 1 na zbiorze X3, N X/ , domknietym w X/ . Jak utworzy¢ homotopie
X, x I — X, pomiedzy r, i idx,?) Identycznosciowe wlozenia X, — X, indukuja
wiec izomorfizmy 71 (X, z) — m(X), x). Stosujac twierdzenie Seiferta — van Kampena,
do trojki (X, X1, X}), uzyskujemy teze. B

Definicja. Bukietem rodziny przestrzeni punktowanych (X;, x;), gdzie i = 1,...,n,
nazywamy przestrzenn X = (|_|'_; Xi)/A, gdzie A := {x;}! ,. Punkt z, bedacy obrazem
zbioru A, przyjmujemy za bazowy. Piszemy (X, z) = VI (X;, z;) lub X = VI (X, x;)
lub X = VI, X; (gdy nie zalezy nam na wskazaniu punktow bazowych).

Whniosek 2. Grupa podstawowa bukietu n okregow jest grupg wolng o n generatorach.
W szczegolnosci, grupa ta jest nieprzemienna dla n > 1.

Dowod. Dla n = 1, teza zostata udowodniona w §1.3. Niech wiec n > 2 i teza bedzie
udowodniona przy n zastapionym przez n — 1. Bazowy punkt x bukietu ma otoczenie
otwarte U, bedace bukietem n tukéw otwartych. (Uzyskujemy je usuwajac z kazdego

okregu S} punkt rozny od x.) Tym samym {z} jest silnie deformacyjnym retraktem U.
Zaltozenia twierdzenie 1 sa wiec spelnione przy X; = \/;7‘:_11Si1 i Xy = S} przy czym
m(X7) = F(S1) im(Xs) = F(5,), gdzie S 1S9 sa zbiorami mocy n—11 1, odpowiednio.
Zadana teza wynika teraz z twierdzenia 1 i przyktadu 2 w p.2. O

Uwaga 2. Z powyzszego dowodu wynika tez, ze za zbiér n wolnych generatorow grupy
w1 (VR SH) mozna wzia¢ {[ N}, gdzie \; to Sciezka, odpowiadajaca jednokrotnemu
obiegowi i—tego okregu S}, zaczepiona w wierzchotku bukietu.
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Definicja. (moze by¢ znana zaje¢ z Topologii 1): Gdy dane jest przeksztalcenie f: A —
Y, okreslone na domknigtej podprzestrzeni A przestrzeni X, to przez X UyY oznaczamy
przestrzen ilorazowa X U Y/, | gdzie ~ jest relacja, ktorej klasami rownowaznosci sa
wszystkie zbiory {b} U f71(b), dla b € f(A), oraz wszystkie zbiory jednopunktowe {z},
dlaz e (XUY)\ (AU f(A)). (Jest to najstabsza sposrod takich relacji rownowazno-
sci na X UY, ze dla kazdego a € A zachodzi a ~ f(a).) Przestrzen te wyposazamy
w topologi¢ ilorazows, wyznaczong przez rzutowanie p : X UY — X Uy Y, 1 nazy-
wamy przestrzenig powstala przez doklejenie do przestrzeni Y przestrzeni X,
wzdluz przeksztalcenia f: A — Y.

Uwaga 3. a) Zbiory X \ A i Y mozna traktowaé¢ jako zanurzone topologicznie w
X Ur Y, bo na kazdym z nich rzutowanie p jest homeomorfizmem na swoj obraz. Z
definicji topologii ilorazowej wynika, ze X \ A jest w X Uy Y zbiorem otwartym, a Y’
zbiorem domknietym.

b) Na ¢wiczeniach uzasadniono, ze gdy A jest silnym deformacyjnym retraktem prze-
strzeni X, to Y jest silnym deformacyjnym retraktem przestrzeni X U, Y.

Twierdzenie 2. Niech Z = ﬁuf Y, gdzie f : S* =Y jest przeksztatceniem. Wowczas
dlay := f(1) inkluzja i : Y — Z indukuje epimorfizm i, : m(Y,y) — m1(Z,y), z jadrem
(([Af])), gdzie Ag to Sciezka I >t — f(exp(2rit)) € Y.

Dowod. (w 4 krokach.) i) Przestrzen Z przedstawmy tak: Z = Z; U Zy, gdzie 71 =
(@\%BQ) UrY iZy:= %@ Oczywiscie, zbior Zy := Z1NZy = %Sl jest obrazem swego
otwartego otoczenia B2\ {0} C Z przy silnej deformacyjnej retrakcji (np., radialnej).
ii) Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie 1 do trojki (Z; Zy, Zs) 1 punktu bazowego
z:=1/2 € ZyNZy. W otrzymanym diagramie wypchniecia, m(Zy) = {1} i m(Zy) = Z,
bo Zy = B2 i Z, = S'. 7 zadania 2b) w p.2 wynika wiec, ze inkluzja k : Z; — Z
indukuje epimorfizm m (721, 2) — m(Z, z), ktorego jadro jest generowane (jako dzielnik

normalny) przez obraz w m1(Zy, z) generatora grupy m (Zy, z). Jest widoczne, ze za obraz
ten mozemy przyjac klase (w m1(Z1, 2)) Sciezki v, zadanej wzorem (t) = 5 exp(2rit).

iii) Rozwigzaliémy zadanie bliskie zamierzonemu, lecz pozostaje uzyskany epimorfizm
zmieni¢ na i, : m1(Y,y) = m(Z,y). Do zmiany z na y uzyjemy izomorfizmu wy, gdzie
Sciezka w w jest obrazem w Z; prostoliniowego odcinka w B2 od 1 /2 do 1. Stwierdzimy
(por. zadanie 2 w §1.2), ze inkluzja k indukuje epimorfizm k. : m(Z1,y) — m(Z,y), z
jadrem generowanym (jako dzielnik normalny) w m (21, y) przez klase [w * v * w].

iv) Na koniec zauwazmy, ze i = k o j, gdzie j : (Y,y) — (Z1,y) oznacza inkluzje.
Istnieje tez silna deformacyjna retrakcja r : Z1 — Y, wyznaczona przez radialng retrak-
cje B2\ sB* — SY wiee jo @ m(Y,y) — m(Z1,y) jest izomorfizmem i (j,)~! = r..
Wynika stad, ze i, = k, o j, jest epimorfizmem z jadrem ((r.([w" x vy xw]))). Jednak
[ro (W™ xyxw)| =[(row)  *(roy)x(row)]; aze row jest Sciezka stata i 7oy = Ay,
to uzyskujemy teze. [
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Wnhniosek 3 (z twierdzenia 2 i zadania 2a) w p.2.). Przy oznaczeniach jak wyzej, jesli
(S|R) jest prezentacjq dla m(Y,y), to (S|RU{[Af]}) jest nig dla m(Z,y). B

Przyklad 1. Wyznaczmy grupe podstawows plaszczyzny rzutowej RP? = ﬁ/ ~, gdzie
(21 ~ 29) & [(21 = 22) lub (|21] = 11 29 = —21)]. Nietrywialne klasy rownowaznosci
relacji ~ sa wszystkie zawarte w okregu Sy, a obraz S' przy rzutowaniu p : B2 — RP?
jest tez okregiem, ktory oznaczmy przez S. Pozwala to patrzeé na RP? jako na przestrzen
B? Us S, gdzie f : S — S jest obcigciem rzutowania p. Grupa m1(S) ma prezentacje
([7]10), gdzie v odpowiada jednokrotnemu obiegowi okregu S, zas z definicji Sciezki A;
w twierdzeniu 2 wynika, ze Ay ~p 7. Z wniosku 1 wynika wiec, ze szukana prezentacja
moze by¢ ([7][[7]%); a ze jest to tez prezentacja grupy Zs, to w1 (RP?) & Z,.

Twierdzenie 3. Jesh Z = ﬁuf Y, gdzien > 24 f : St =Y jest przeksztatceniem,
to inkluzja i : (Y,y) — (Z,y) indukuje dla y € Y izomorfizm i, : m(Y,y) — m1(Z,y).

Dowo6d. Mozemy zakltadaé (dlaczego?), ze B" doklejamy do tej sktadowej przestrzeni Y,
do ktorej nalezy y; w tej zas sktadowej mozemy punkt y zmienié¢ na inny. Bez straty
ogolnosci mozemy wiec zalozyé, ze y € f(S™71).

Dalszy dowodd jest adaptacja i uproszczeniem dowodu twierdzenia 2, w ktorym zmie-
niamy B? na B". W kroku ii) zasadnicza jest obserwacja, ze m(Zy) = {1}. (Jest tak,
bo Zy = S"tin > 2.) Stad ker(k,) = {1}, wiec k, i i, = k. o j, sa izomorfizmami. [J

Zadanie 1. a) Dla przestrzeni punktowanej (X, z) dowiesé, ze o, 8 € Q(X,z) sa
homotopijne jako Sciezki zamkniete wtedy i tylko wtedy, gdy [a] 1 [5] sa sprzezonymi
elementami grupy m (X, x).

b) Dla X = S1vStidla X = St xS zbadaé, czy istnieja takie Sciezki o, 8 € Q(X, ),

ze [a] # [B] 1 powyzsze rownowazne warunki sg spelnione.

4. Skoniczone CW—-kompleksy

Definicja. Przestrzen, homeomorficzna z kulg B" nazywaé bedziemy n—komérka. (Dla
n = 0 jest to punkt.) Przez zwarta CW-przestrzen rozumiemy przestrzen topolo-
giczng X, dla ktorej istnieje taki cigg jej podprzestrzeni Xo C X; C ......CX; = X, ze:

(*) Xo jest skoriczonym zbiorem punktow, zas kazda przestrzen X,,, gdzien =1, ..., J,
jest wynikiem doklejenia skonczenie wielu n—komorek B_Z”‘ do X, _1, przy czym kazda
komorke przyklejono wzdtuz pewnego przeksztalcenia jej brzegu.

Dopuszczamy, by dla pewnych n zbiér doklejanych n—komoérek byt pusty; wtedy X,, =
X 1.

Uwaga 1. a) Mozna podobnie zdefiniowa¢ niezwarte CW-przestrzenie (w tym takie,
dla ktorych 7 = 00). Odgrywaja one istotna role, lecz tu nie beda rozwazane.
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b) Rodzine (X)) _, oraz skonczone rodziny komorek B_Z” i przeksztalcenn przykle-
jajacych, spetniajace powyzsze warunki, nazywamy skonnczonym CW-kompleksem;
wskazanie ich nazwiemy nadaniem przestrzeni X struktury skonczonego CW-kompleksu.
Bedziemy tez mowié, ze X jest bryla tego CW—kompleku.

c¢) Dla uproszczenia, na ogot bryta CW—kompleksu nadal nazywana bywa CW—kompleksem.

Definicja. Zbiory X; (i = 0, ..., j) nazywamy kolejnymi szkieletami rozwazanego CW-
kompleksu, a liczbe max{n < j : X, = X;} nazywamy jego wymiarem.

Przyktad 1. a) Sfera S™ jest CW-przestrzenia: bierzemy Xog = {p} = X1 =... = X,, 1 i
X,, = B" Uy {p}, gdzie odwzorowanie f : S""1 — {p} jest oczywiste.

b) Bukiet okregow, VI S}, jest CW-przestrzenia: tym razem do {p} doklejamy n
1-komorek, kazda przy pomocy przeksztatcenia zlepiajacego oba jej krance.

c¢) Torus ST x St jest bryla CW-kompleksu, ztozonego z jednej 0-komorki, dwoch 1-
komorek (uzyskujemy wiec X! = S{V S1)ijednej 2-komorki B2, przyklejonej wzdtuz f -
OB? — X,. By opisa¢ f mozna okregom bukietu X; nadaé orientacje, oznaczy¢ je aibi
powiedzie¢, ze B przyklejono wzdhuz stowa aba™ 0™t (czy: wzdluz sciezki axbxa™xb™).

d) Plaszczyzna rzutowa RP? jest brylg nastepujacego CW-kompleksu: bierzemy X, =
{p} i X; = St C C (jest to wynik doklejenia 1-komorki do Xj). Do X doklejamy 2-
komorke B? wzdtuz przeksztalcenia ¢; : S' — X okreslonego wzorem 01(2) = 2%,
otrzymujac przestrzen X, homeomorficzng z RP2.

e) Przypomnijmy, ze RP" := S"/~, gdzie (z~y) < (x = —y). Przyjmijmy
Xo, X1, X, jak w d), za$ dla i = 3,...,n zdefiniujmy indukcyjnie X; = B’ Up, , X771,
gdzie ¢;_; : S1 — X;_; to naturalne rzutowanie wyznaczone przez relacje antypody-
zmu. Nietrudno stwierdzié¢, ze bryta X,, otrzymanego CW-kompleksu Xy, C ... C X,
jest homeomorficzna z RP".

Twierdzenie 1. Gdy X jest brytq skoniczonego CW-kompleksu, a Xy jego 2-szkieletem,
to inkluzja i : Xy — X indukuje dla x € Xy izomorfizm i, : m(Xa, x) — m (X, z).

Dowdd. Przez ponumerowanie przeksztatcen przyklejajacych otrzymujemy filtracje Xo =
Y C ... C Y, = X, gdzie kazda przestrzen Y; powstaje przez przyklejenie do Y; 1 ko-
morki wymiaru > 3. Stosujac k razy twierdzenie 3 z p.3 uzyskujemy teze. [

Uwaga 2. a) Wynika stad, ze (z doktadnoscia do izomorfizmu) grupa m;(Xs, ) nie
zalezy od struktury CW-kompleksu na X, wyznaczajacej szkielet Xs.

b) Grupe podstawowsa szkieletu Xo mozemy efektywnie wyznaczy¢ opierajac sie na
wniosku 3 w p.3. Liczne przyktady oméwimy na éwiczeniach.

Twierdzenie 2. Niech grupa G bedzie skoriczenie prezentowalna, tzn. ma prezen-
tacje (x1, ..., Tg|r1, ...y 11), gdzie k.l < oo. Wowezas istnieje skoriczony CW-kompleks
wymiaru 2, ktorego bryta ma grupe podstawowq izomorficzng z G.

98cisle mowiac, nalezy w a x b+ a™ x b~ uzyé nawiasow, n.p. ((axb)xa<)xb<.
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Dowod. Tworzony CW-kompleks bedzie miat jedna 0-komorke x, & 1-komorek i [ 2-
komorek. Po przyklejeniu do *, 1-komorki utworzg okregi w1, ..., xy, ktére orientujemy;
ich suma X jest bukietem okregow. Dla kazdego ,relatora” r; tworzymy 2-komorke B?,

ktora przyklejamy do bukietu X7 przy pomocy przeksztatcenia, przyklejajacego brzeg tej
komorki wzdtuz odpowiadajacej stowu r; Sciezki w X (zawsze posytajac punkt bazowy
le B2w x). Grupa podstawowa otrzymanego CW-kompleksu Xy = X ma tg samg
prezentacje (1, ..., Tg|r1, ...,77), co G, na podstawie wniosku 3 w p.3. [J

Zadanie 1. Udowodni¢ w podobny sposob, ze gdy X jest bryta dowolnego skoriczonego
CW-kompleksu, to grupa 71(X) jest skoniczenie prezentowalna.

5. * Zastosowanie: nieré6wnowazno$¢ wezléw torusowych

Przestrzei R* bedziemy przedstawiaé¢ jako C x C, a dysk B2 jako {z € C : |z| < 1}.
Zbior B2 x B2 jest homeomorficzny z kostka I*, a jego brzegiem w C x C jest S :=
S'x B2UB? x S'. Oczywiscie, Fr(I*) 2 53, co daje przedstawienie sfery S* jako sumy
dwoch pelnych toruséw, przecinajacych sie wzdhuz wspolnego brzegu St x St

Dla pary (m,n) wzglednie pierwszych liczb naturalnych m < n przyjmiemy

Kpn ={(z1,22) € CxC: |z| =11 2" = 2} }.

Zbiory te nazywane sa wezlami torusowymi w sferze S (odnotujmy, ze K,,,, C 5).
Przez wyjecie z S punktu p € K, ,, mozemy tez je traktowac jako zanurzone w prze-
strzeni F := S\ {p}, homeomorficznej z R®. Kazdy wezel K, ,, jest homeomorficzny 7
okregiem: homeomorfizm [0, 1]/40.1y na K, , zadaje formuta a(t) = (E(2mint), E(2mimt)).

Twierdzenie 1. Grupa podstawowa przestrzeni S\ K, ,, ma przezentacje (a, bla™ = b").

Mozna dowiesé, ze gdy (m,n) # (m',n') im > 1, to (a,bla™ = b") % (a,bla™ = b").
(Szkic dowodu w ,Dodatku 4”7 do tego rozdziatu.) Odnotujmy tez, ze na podstawie
zadania 1 w p.3 zachodzi m(E \ K,,) = m (S \ Kpn). Uzyskujemy wiec nastepujacy

Whniosek 1. W R3 istnieje nieskoriczenie wiele zbioréw, homeomorficznych z S, kto-
rych dopetnienia do R? sq parami niehomeomorficzne (bo majg rézne grupy podstawowe).

Dowod twierdzenia 1. Zastosujemy twierdzenie 1 w p.3 do trojki (X, X3, X»), gdzie
X =S\ Kppn, X1 :=(S"x B)\ Ky, Xo:=(B2x SH)\ K.

Wowezas X := X1 N Xo = (ST x S1)\ Ky

Dla z; € S! stwierdzamy bez trudu, ze zbior {z : (21,2) € Xy} jest suma n otwar-
tych tukoéw okregu S1, ktorych srodki tworzg n-—kat foremny {z € S! : 2" = —z]"}.
(Wymagany jest rachunek.) Wykorzystujac kanoniczne deformacyjne retrakcje tukow na
ich srodki stwierdzamy, ze zbior X, deformacyjnie retrahuje sie na T := {(z1,22) € S :
2 = =20}, Zbior T jest zas okregiem, a za generator jego grupy podstawowej mozna
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obra¢ [5], gdzie B(t) = (E(2wint), —FE(2mimt)) dla t € I; por. wzor na «(t). Tym
samym 71 (Xo) = ([f]|0). (Pomija¢ bede punkty bazowe.)

Zauwazmy tez, ze przy inkluzji 77 : Xo < X zachodzi i.([5]) = [u]", gdze
u(t) = (E(27it),0) dla t € I. (Istotnie, odcinkowa homotopia pomiedzy 5 a u przyj-
muje wartosci w X1, dzicki wypuklosci dyskow {z} x B2 i temu, ze K,,, przecina
je w ich brzegu.) Zas dla inkluzji iy : Xo — Xy zachodzi is.([8]) = [v]™, gdzie
v(t) = (0, BE(ri(2t + 1)) dla ¢ € I. Poniewaz m(X1) = ([u]|0) i m(X2) = ([0]]0), to
T (X) = ([u], [v]|[u]" = [v]™) — co koticzy dowdd. (Ale dlaczego X jest silnym retraktem
deformacyjnym swego otoczenia w X, jak wymagano w wykorzystanym twierdzeniu?) &5

6. Dowdd twierdzenia Seiferta — van Kampena

Ponizej podaje dowod ,klasyczny”. Jest on bardzo pouczajacy i wart przemyslenia, lecz
dhuzszy od nowszego dowodu, wykorzystujacego przestrzenie nakrywajace. 7 powodu
braku czasu, na wyktadzie przypuszczalnie ogranicze sie do omoéwienia tego nowszego
(rownie pouczajacego) dowodu, ktory w notatkach przedstawie w rozdziale I11.

Przyjmujemy zatozenia twierdzenia Seiferta i van Kampena: zbiory Xi, Xo 1 Xy =
X1 N Xy sa tukowo spdjne i otwarte w przestrzeni X = X7 U Xy, zas x € X,.

Dowod twierdzenia (por. ksiazke J. Munkresa). Zgodnie z teza twierdzenia i de-
finicja diagramu wypchniecia nalezy dowies¢, ze gdy G’ jest grupa i homomorfizmy
wy, : m(Xp,x) = G (n = 1,2) sa takie, ze wy 0 i1, = wsy 0 loy, to istnieje jedyny
homomorfizm w : m(X, z) — G’ spetniajacy warunek w,, = w o j,, dlan =1, 2.

Dowod podzielimy na kilka krokéw. Dopuszczamy w nim, by dziedzing $ciezki mogt
by¢ dowolny przedzial. Zgodnie z przyjetymi w rozdziale I definicjami, gdy dziedzinami

Sciezek A 1 u sa przedzialy [a,b] 1 [c,d], odpowiednio, i spetniony jest warunek A(b) =
p(c), to konkatenacja A * u jest okreslona i jej dziedzina jest przedziat I = [0, 1].

1. i) Skoro x € Xy = X7 N Xy 1 zbiory Xy, X1, Xs sa tukowo spojne, to kazdemu
punktowi ' € X mozna przyporzadkowac sciezke a,r od z do 2’ tak, ze a,(I) C ({ X, :
'€ X,,n=1,2}1a, jest Sciezka stata. Przyporzadkowanie to uwazamy za ustalone.

ii) Naduzywajac jezyka powiemy, ze ciag sp = a < sy... < sy = b jest {X1, Xo}—
podzialem Sciezki A : [a,b] — X, jesli dla kazdego i = 1, ..., N, zbior A([s;—_1, s;]) jest
zawarty lub X5 lub w X,. Zasadnicze sg nastepujace obserwacje:

(1.1) Jesli (s;,)N¥, 1 A sa jak wyzej, to obraz kazdej $ciezki 3; := (Qa(si1) * Nfsirs]) *
Q) Jest zawarty w X lub w Xy. Uzasadnienie: gdy A([s;—1, si]) C X, toim(f;) C X,

(1.2) Jesli ponadto [a,b] = I 1 A € Q(X,z), to [4][Ba]...[Bn] = [A]; por. dowdd
stwierdzenia la) w §1.2. (Gra role to, ze Sciezka «, jest stala.)

(1.3) Jesli dlugosé kazdego przedziatu [s; 1, s;] jest mniejsza, niz liczba Lebesgue’a
otwartego pokrycia {A\71(X1), \71(X3)} przedziatu [a, b], to ciag a = s < ... < sy = b
jest { X7, Xy}-podziatem Sciezki A : [a, b] — X.
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2. i) Niech g € Q(X,x) in € {0,1,2} beda takie, ze 5(I) C X,,. Klase sciezki /5
wzgledem homotopijnosci w zbiorze X,,, relatywnie 01, oznaczmy przez [3],; jest ona
na ogot rozna od klasy [f] tejze Sciezki wzgledem homotopijnosci w X relatywnie O1.

Przyjmijmy p(8) = w,([8],). Mimo, iz warto$¢ n nie jest warunkiem im(5) C X,
wyznaczona jednoznacznie, definicja jest poprawna, bo gdy im(5) C X7 N Xo, to [5], =
ins([Blo) dlan = 1,2, wiec z zalozenia wy([8]1) = we([5]2).

ii) Jesli zadany homomorfizm w istnieje, to wyzej p(8) = w([F]), bo w,([B],) =
w([5]). Wobec multypliktywnosci w, dla kazdej klasy [A] € m(X,z) zajdzie wiec
w([A])) = p(B1) - ... - p(Bn), gdzie - oznacza mnozenie w G’ i Sciezki f; zdefiniowane
sa jak w (1.1), dla pewnego { X7, X5 }—podziatu Sciezki A. Dowodzi to jedynosci w. Po-
nizej ustalimy dalsze wlasnosci p, z ktorych wyniknie istnienie w (co zakoniczy dowod).

3. 1) Wpierw zdefiniujemy p(A) € G’ dla dowolnej Sciezki A : [a, b] — X. W tym celu
wezmy { X1, Xo}-podziat (s;)Y | tej dciezki i przyjmijmy p(A\) := p(B1) - ... - p(By), gdzie
Sciezki f3; sa jak w (1.1). Gdy podzial zagescimy, dotaczajac do niego punkt, to wartosé
iloczynu po prawej nie zmieni sie. (Czy na pewno?) Przechodzac tak w skoriczenie wielu
krokach do wspolnego podpodziatu zadanych dwoch { X7, X5 }—podziatow stwierdzamy,
ze wartosé p(A) zalezy tylko od A. Jesli zas A € Q(X,,,x), gdzien = 1 lub n = 2, to
p(N) = w,([A\n) = p(A), bo (a,b) jest { X1, Xo}—podziatem dla A i [a, x Axat ], = [N
(Grarole to, ze o, = ¢;.) Dla uproszczenia oznaczeni, bedziemy wiec pisa¢ p w miejsce p.

ii) Odnotujmy, ze tak zdefiniowana funkcja A — p(A) ma nastepujace whasnosci:

(3.1) Gdy sciezka A jest stala, to p(A\) = 1g. (Jest to oczywiste.)

(3.2) Gdy a < s < b, to p(X) = p(Na,¢) - P(Ns ). (To tez jest poczywiste.)

(3.3) Gdy sciezki A\, X' : [a,b] — X sa rowne poza przedziatem (s,s’) C [a,b], przy
czym Sciezki Ajjs o 1 Af s.5] 52 relatywnie kranice homotopijne w X; lub w Xy, to p(\) =
p(X). Istotnie, whedy p(X|(s.) = p(X|, o) (dlaczego?), wiec pozostaje skorzystac z (3.2).

4. (Krok zasadniczy.) Niech teraz sciezki A, p @ [a,b] — X beda relatywnie krarice
homotopijne w X (a nie w X7 czy w X, jak wyzej). Udowodnimy, ze p(A\) = p(u).

W tym celu obierzmy homotopie H : [a,b] x I — X pomiedzy A i u, relatywnie {a, b}.
Nastepnie, rodzina prostych {s = sz }& U {t = t;}4_, podzielmy prostokat [a,b] X I na
tak drobne czesci, by obraz przy H kazdej z nich byt zawarty w X; lub w Xo.

Rozwazmy kolejnych N + 1 ,pozioméw” homotopii H, danych wzorem [a,b] 5 s >
H(s,t),dla k =0, ..., N; z nich najnizszym i najwyzszym sa sciezki A i 1, odpowiednio.
Cel nasz osiagniemy wykazujac, ze na kazdych sasiednich poziomach funkcja p przyj-
muje ta sama wartos¢. Bez zmiany ogélnosci, ograniczymy sie do poziomu najnizszego,
rownego A, i nastepnego, ktory oznaczymy v.

Dla i = 0, ..., N oznaczmy przez «; : |a,b + t;] — R? sciezke, ktora ze stata predko-
Scia 1 przebiega od punktu (a, 0) do (b, t1) w zbiorze ({s;} x R)U(Rx{0,t1}). Gdyi # 0
jest ona rowna Sciezce 7,1 poza przedziatem [s;_1,s; + t1]; na nim za$ obie przyjmuja
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wartosci w wypuklym zbiorze [s;_1, s;] x [0, t1], ktorego obraz przy H jest zawarty w X3
lub w Xy. Z (3.3) wynika wiec, ze p(H o ;) = p(H o 7;_1).

Wobec dowolnosci ¢ zachodzi rownosé p(H o yy) = p(H o ), tzn. p(N) = p(V/'),
gdzie Sciezki N, v/ : [a,b+ t1] — X sa zdefiniowane wzorami \'(s) = A(s) dla s < b i
N(s) = A(b) dla s > b, oraz V'(s) = v(0) dla s < t; 1V (s) = v(s—1t1) dla s > 1,
odpowiednio. (Gra role to, ze H jest relatywnie {a,b}.) Z (3.1) i (3.2) wynika jednak,
ze p(N) = p(A), wiec p(v') = p(N\). Zmieniajac zas Sciezke A na v, a homotopie H na
(s,t) — v(s), uzyskujemy analogiczna rownosé p(v') = p(v). Tak wiec p(A) = p(v).

5. Gdy konkatenacja Axp Sciezek A\, 1 I — X jest okreslona, to p(Axp) = p(A)-p(u).

Dowod: Przy y := A(1) i ¢, oznaczajacym Sciezke staly, zachodzi (X % p)jo,1/9 =
(Axcy)i0,1/2)- Zarazem, p((Axcy)jo,1/2) = p(Axcy) na podstawie 3.11 3.2, oraz p(Axc,) =
p(A) na podstawie 4 i uwagi 3d) w §1.1. Zatem p((X x p)jj0,1/21) = p(A), i podobnie
p((Ax )j1/217) = p(p). Korzystajac ponownie z (3.2), uzyskujemy zadana réwnosc.

6. Na koniec, okreslmy w : m (X, x) — G’ wzorem w([\]) = p(A) dla [A] € m (X, z).
Z 4 wynika poprawnos¢ tej definicji (niezaleznosé w([\]) od wyboru reprezentanta klasy
[A]), az51(3.1) — ze w jest homomorfizmem. Gdy zas im(\) C X,,, to w([A]) = w,([A]»)
na podstawie 3i), wiec w o j, = w, dlan =1,2. O

III Nakrycia.

§ 1. Podnoszenie homotopii i dzialanie monodromii

1. Definicje i twierdzenie o podnoszeniu homotopii

Definicja. a) Funkcje p : X - X nazwiemy nakrywajaca, jesli jest ,na’ i kazdy
punkt x € X ma takie otwarte otoczenie U, , ze p~(U,) jest sumg roztacznych zbioréw
otwartych, z ktorych kazdy jest przez p przeprowadzany homeomorficznie na U,. m

b) Powyzej, otoczenia U, nazywamy elementarnymi, X przestrzenia nakrywa-
jaca, a pare ()Af ,p) nakryciem przestrzeni X. Czesto X lub p tez nazywane sa

~

nakryciem. Przestrzen X jest bazag nakryciap: X — X.
Uwaga 1. a) Z definicji wynika (jak?), ze funkcja nakrywajaca p : X — X jest ciagta

i otwarta, w tym jest przeksztalceniem ilorazowym na swoj obraz. Ponadto, jesli jedna
z przestrzeni X 1 p(X) jest lokalnie tukowo spojna, lub jest lokalnie spc’)jn to druga

tez jest taka (dlaczego?). Jednak cho¢ z tukowej spojnosci X wynika tukowa spojnosé

ONiektorzy autorzy, n.p. [Ha|, pomijaja warunek p(X) = X. Jednak gdy nie jest on spelniony, to wiemy tylko, zZe
funkcja p: X — p()~( ) jest nakrywajaca w sensie powyzszej definicji i zbior p()? ) jest domknieto - otwarty w X.

HWarto przypomnieé, ze jesli Z jest przestrzenia lokalnie tukowo spdjna, to taki tez jest kazdy jej obraz przy prze-
ksztalceniu otwartym i kazdy jej otwarty podzbiér, a ponadto kazda jej sktadowa spdjnosci jest zbiorem otwartym w Z
i tukowo spojnym. (Bedziemy z tych wlasnosci korzystaé nie przywotujac ich.)
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X (dlaczego?), to implikacja odwrotna jest nieprawdziwa; podobnie dla spojnosci.

b) Kazde wtékno p~1(z), gdzie x € X, jest przestrzenia dyskretna (w topologii indu-
kowanej). Gdy X jest przestrzenig 11, czyli jej jednopunktowe podzbiory sa domkniete
w X, to wlokno p~!(z) nie ma punktow skupienia w X (bo jest zarazem domknigte).

¢) Na kazdym zbiorze elementarnym, moc widkna jest stata (bo wtokno przecina w
jednym punkcie kazdy z otwartych podzbioréw przestrzeni X , wymienionych w definicji
zbioru elementarnego). Stad wynika (czy tak?), ze gdy X jest przestrzenia spojna, to
wszystkie wiokna sg rownoliczne, a ich moc nazywana jest krotnoscia nakrycia.

Przyktad 1. Napotkane juz przeksztatcenia nakrywajace (inne poznamy na éwiczeniach), to
a) Funkcja E : C — C, z §1.3.1 1 jej obciecie Ri 3 z — E(2) € S1;
b) Funkcje potegowe C, > 2+ 2" € C, i St 3 20 2" € St dlan # 0;
¢) Rzutowanie S™ — RP" := §"/ ~, gdzie ~ to relacja x ~ —x dla x € S™.

Zadanie 1. Niech p : X > Xi q: Y - Y beda nakryciami. Wowczas: a) p X q :
X xY — X x Y jest nakryciem, b) jest nim obcigcie p-1(4y 1 p~1(A) = A, dla zbioru
A C X,ic)jest nimtez gopo f: X' — X', dla homeomorfizméw f: X' — X ig:
X — X'. (Uwaga: gdy ma sens, gop moze nie by¢ nakryciem; por. jednak zad.2 w §3.3.)

Definicja. Przeksztatcenie f: 7= X jest podniesieniem funkcji f: Z — X wzgle-
dem p, jedli po f: f. Gdy p jest wiadome, czesto opuszczamy zwrot ,wzgledem p”.
Juz w przypadku nakrycia p : Ri — St z czesci a) powyzszego przykladu, istnieja
przeksztalcenia w baze, nie majace podniesienia. Jest nim np. przeksztalcenie identycz-
nosciowe idg1 : ST — St: gdyby f byto jego podniesieniem, to ze wzgledu na sciggalnose
przestrzeni R przeksztatcenie idg: = po f byloby nieistotne, whrew wnioskowi 1 w §I.1.1.
Znaczenie nakry¢ zasadza sie na nastepujacym twierdzeniu (grato juz role w §1.3.1):

Twierdzenie 1. Niech p : X=X bedzie nakryciem.
a) (Jednoznacznosé podniesien.) Gdy f + f’ sq podniesieniami tego samego prze-
ksztatcenia f : Z — X, a przestrzen Z jest spdjna, to f( ) # f( ) dla kazdego z € Z.
b) (Podnoszenie homotopii.) Gdy przeksztatcenia f,g : Z — X sq homotopijne
0 ]7 jest podniesieniem przeksztatcenia f, to istnieje podniesienie g przeksztatcenia g,
homotopyne z f Co wigcej, dla kazdej homotopie H : Z X I — X pomiedzy f 1 g,
istnieje jedyne jej podniesienie H : Z x I — X takie, ze H(z 0) = f( ) dla z € Z.

Dowo6d. Dowodd obu czesci wykorzystuje nastepujaca obserwaqq

(*) Niech U € X bedzie zbiorem, dla ktérego P U — U jest homeomorfizmem, a

h: N — X przeksztalceniem, ktérego obraz h(N) jest zawarty w p(U). Wowezas istnieje
jedyna funkcja h : N — U, dla ktorej po h = h, i jest ona ciagta. (Jest nia (p@)_1 oh.)

Dowod twierdzenia. Ad a). Przyjmijmy Z' := {z € Z : f(z) = f'(z)}. Wobec
zalozonej spojnosci przestrzeni Z wystarczy dowiesé, ze zbior Z' jest domkniety 1 otwarty
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w Z. Domknieto$¢ wynika z cigglosci fi f’, jesli X jest przestrzenia Hausdorffa. (Mozna
sie tego zatozenia pozby¢ dowodzac otwartosci Z \ Z’ jak nizej, ale dla naszych potrzeb
nie warto.) Pozostaje dowiesé, ze Z' jest otoczeniem kazdego swego punktu.

Niech wige 2z € Z'. Punkt f( ) = ]?’( ) nalezy do ktéregos z tych otwartych zbioréw
U C X dla ktorych Py jest homeomorfizmem U na pewien zbior elementarny. Wobec

ciaglodci f i f7, zbior N = f WU ) (f’) L(U) jest otoczeniem puntu z. Na podstawie
jedynosci w (*), zachodzi 1 N = = f! v To oznacza, iz N C Z' i koiiczy dowod tezy a).

Ad b). 7Z tej czesci skorzystamy tylko w najwazniejszym przypadku, gdy Z jest
punktem (ten rozpatrywalem na wyktadzie) lub odcinkiem. Ponizej jest dowod ogolny.

Dowiedziemy wpierw, ze dla kazdego punktu z € Z istnieja jego otwarte otoczenie
N, i podniesienie H, homotopii H|y, 1, takie, ze flz(z’, 0) = f(z’) dla 2/ € N,.

W tym celu ustalmy z. Poniewaz zbior H({z} x I) jest pokryty otwartymi zbiorami
elementarnymi, to korzystajac ze zwartosci odcinka [ i ciagtosci H mozemy obraé taki
podzial odcinka I punktami 0 = ¢y < ... < t, = 1, ze obraz, przy H, kazdego zbioru
{2} X [tk, tk+1] jest zawarty w pewnym zbiorze elementarnym Uy. Szukane otoczenie IV,
i podniesienie H > homotopii H|y, 5 uzyskamy w n krokach, jak nastepuje.

Przypusémy, ze k > 0 i znamy juz otoczenie Ny punktu z i podniesienie ﬁk prze-
ksztalcenia H|n, «o,); dla k = 0 bierzemy Ny = Z 1 HO = f Oznaczmy przez Uk
taki zbior otwarty w X ktory przez p przeksztalcany jest homeomorficznie na Uy i
zawiera ﬁk(z,tk). Obierzmy tez takie otwarte otoczenie Nj.1 C N punktu z, ze
Hy(Niy x {t3}) € Up i H(Npy1 X [t trs1]) C U, oraz w oparciu o (*) znajdzmy takie
podniesienie }~[’ homotopii Hy,,, x| ], Ze im(f[’) C ﬁk Na Nk+1 x {t;} funkcje H,
i H . sa rowne, wobec jedynosci w (x) przy U := Uy i U = Uk Pozwala to okresli¢

tkstk+1))

przeksztateenic Hyiq @ Npsq x [0, 1] — X, rowne (obcigciu) Hy, na Npsq x [0,6] i
rowne ﬁ’ na Nii1 X [tk, tgr1]. Oczywiscie, p o Hyq = H|Nk+1><[0,tk+1] To konezy krok
mdukcyjny, zas$ dla k = n — 1 daje szukane otoczenie N, : » punktu z i podniesienie
H,, homotopii H|y,«, zgodne z f na N, x {0}.

Dysponujac juz rodzing {(NZ,Hz) 2z € Z} zauwazamy, ze dla 21,20 € Z 1z €
N, NN, funkcje H,, i H,, sa rowne na {z} x I (bo sa rowne w punkcie (z,0), wy-
korzystujemy a) i spojnosé zbioru {z} x I). Wymieniona rodzina poprawnie wyznacza
wiec ciagha (dlaczego?) funkcje H:ZxI— X,dlaktérej poH = H i ]:v[(-,O) = f.
Powyzsze odwotanie do a) i spdjnosci odcinka dowodzi tez jedynosci takiej funkeji. OJ
Zadanie 2. p: XX jest przeksztatceniem, C' sktadows tukowej spojnosci w X ,1dla

pewnego punktu r € C kazda Sciezka w X zaczepiona w p(Z) ma podniesienie wzgle-
dem p)¢, zaczepione w . Dowied¢, ze p(C') jest sktadows tukowej spojnosci w X.

Zadanie 3. Przeksztalcenia g: A — Bir: B — C sg takie, ze r o g jest nakryciem,
przestrzen A jest lokalnie lukowo spojna, a B jest spojna. Dowiesé, ze jesli ktores z
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przeksztalcen ¢ i r jest nakrywajace, to oba sg takie. (Wskazowka: zadanie 2.)

2. Zasadniczy wniosek i dzialanie monodromii

Whniosek 1. Niech p : XX bedzie nakryciem @ niech T € X. Wowczas:
a) Kazda Sciezka w X, zaczepiona w p(x), ma jedyne podniesienie zaczepione w T.
b) Gdy dwie takie Sciezki A, pi sq homotopijne relatywnie 01, to ich opisane podnie-

~

sienia \, ji tez sq homotopijne relatywnie OI. W szczegdlnosci, A(1) = u(1).

Dowod. Ad a). Wynika to z twierdzenia 1b), przy Z bedacym zbiorem jednopunktowym.

Ad b). Niech (H;)ie; bedzie homotopia w X, relatywnie 01, pomiedzy A i u. Na
podstawie twierdzenia 1b), ma ona podniesienie (ﬁt)tg spelniajace warunek Hy = .
Zbior {H,(0) : t € I} jest zawarty w dyskretnej przestrzeni p~(A(0)). Jest on tez spojny,
jako ciggly obraz odcinka I, wiec jest jednopunktowy. Podobnie, jednopunktowy jest
zbior {Hy(1) : t € I}, tzn. (Hy)er jest homotopia relatywnie 81. To konczy dowod, bo
X = ITIO = H 1) sa rozwazanymi w b) podniesieniami $ciezek A i p, odpowiednio.
Uwaga 1 (i definicja). a) Wniosek 1 umozliwia nastepujaca wazng konstrukecje. Niech
p: X — X bedzie nakryciem, a 7 € X i sciezka A : I — X beda takie, ze A(0) = p(Z).
Wtedy A ma jedyne podniesienie \ zaczepione w 7, a punkt X(l) zalezy tylko od [)]
(tzn. od klasy homotopii $ciezki A relatywnie 9I). Punkt ten oznacza¢ bedziemy T - [A]
lub Z[\], za$ przyporzadkowanie (Z,[)]) — Z[A] nazwiemy dzialaniem monodromii.
(Klasa [)\] sciezki A : I — X ,dziala” na punkt 7 € X, gdy A\(0) = p(@).)

b) Z definicji wynika zasadnicza wlasnosé tego dzialania@: gdy T € X i$ciezki A\, i
w X sa takie, ze ktorys z punktow (T[A])[p] 1 Z[A % p] jest okreslony (tzn. A(0) = p(x)
i A(1) = 1(0)), to oba punkty sa poprawnie okreslone i rowne: (z[\])[p] = T[A * p).
Ponadto, Z[cy)] = Z, bo podniesieniem $ciezki stalej ¢,z jest ¢z , a cz(1) = 7.

Zadanie 1. p: XX jest nakryciem, a U tukowo spOjnym zbiorem otwartym w X.
Dowiesé, ze jesli inkluzja p(U l‘—> X indukuje zerowy homomorfizm grupy podstawowej,
to a) tak samo jest przy p(U) zastapionym przez U i X przez X, i b) iy Jest 1-1.
(Wskazowka do b): gdy Ty, %y € C i p(Z1) = p(Za), wziac Sciezke ¥ w X od 71 do Ty i
rozpatrzeé¢ petle po7.)

Zadanie 2. p : X = X jest nakryciem k-krotnym. Jesli X jest bryta skoriczonego
CW-kompleksu wymiaru 1, majacego j, n—komorek dla n = 0,1, to podobnie jest dla
X, przy j, zastapionym przez kj,. Uogolni¢ na przypadek, gdy 1 < dim X < oo.

12 Stowo ,dziatanie” jest tu uzyte w znaczeniu szerszym, niz gdy mowa jest o ,dziataniu grupy na zbiorze” (co ma miejsce
nizej w §2): z mnozeniem, wyznaczonym przez konkatenacje, zbior klas $ciezek nie tworzy grupy, lecz tzw. grupoid (nie
kazde dwa jego elementy mozna mnozy¢); ponadto, nie dla kazdej pary (T, [A]) istnieje Z[\].
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§ 2. Nakrycia a dzialanie grupy

1. Dzialanie grupy (przypomnienie?)

Przestrzenie nakrywajace niespodziewanie wiaza sie z pojeciem dziatania grupy na zbio-
rze, waznym i z innych wzgledow.

Definicja. Niech S bedzie niepustym zbiorem, a G grupa.

a) Prawostronnym dzialaniem grupy G na S nazywamy takie przeksztalcenie
SxG>3(s,g9)—sgeS, zes(gh)=(sg)horaz slg =sdlase Sig,hed.

Dla 8" C Sig € G piszemy S'g = {s'g : & € S'}; podobnie, sG' = {sg' : ¢ € G'}
dlase Si1G' CG,jaktez S'G'={s¢ : s € 5"i¢ € G'}.

b) Orbita punktu s € S przy tym dziataniu, to zbior sG := {sg : ¢ € G}. Dziatanie
jest tranzytywne, jesli sG = S dla pewnego (réownowaznie: kazdego) punktu s.

c¢) Stabilizatorem punktu s € S nazywamy podgupe G5 :={g € G : sg = s} < G.

d) Analogicznie definiujemy dzialanie lewostronne; w nim g(hs) = (gh)s i 1lgs =

s. (Jakie sg definicje stabilizatora i orbity przy takim dzialaniu?)

Uwaga 1. a) Dla g € G, formula ¢,(s) := sg wyznacza bijekcje ¢, : S — S (czyli
permutacje zbioru S); jej odwrotnoscia jest ¢ -1 1 ¢g, = @pop,. Natomiast w przypadku
dziatania lewostronnego i definicji zmienionej na ¢, (s) := gs, zachodzi ¢z, = @4 0 Y.

b) Réwniez i odwrotnie, rodzina funkcji {¢g : S = S}yeq spelniajaca warunki ¢, =
idg 1 wgn = g0 ¢n dla g, h € G, wyznacza wzorem gs := p,4(s) lewostronne dziatanie
grupy G na S. Na dzialanie lewostronne mozna wiec tez patrze¢ jako na homomorfizm
grupy G' w grupe permutacji zbioru S, zas na prawostronne — jako na tzw. antyhomo-
morfizm z G w te grupe.

c) Gdy wygodnie, dziatanie prawostronne S x G +— sg € S mozna zastapic¢ przez
lewostronne S x G+ g-s € S (i odwrotnie), przyjmujac g-s = sg ' dla s € S,g € G.

Uwaga 2. Zachodzi Gy, = g 'G,g, gdzie gAh :== {gah:a € A} dla AC Gig,h €G.
Istotnie, h € Gy & (sgh = sg) < (sghg™ = s) & ghg™! € G; & h € g7 'Gyg.

Stwierdzenie 1. Niech grupa G dziata prawostronnie na S @ niech s € S.
a) Przy G /Gy oznaczajgeym zbior wszystkich prawostronnych warsth[gmpy G wzgle-
dem podgrupy Gs, wzor Gsg — sg poprawnie okresla bijekcje miedzy G/Gs a orbitg sG.
b) Dla kazdego punktu s’ € sG, podgrupa G jest sprzezona z G (tzn., jest réowna
g 1G,g, dla pewnego g € G). I odwrotnie, gdy podgrupa H < G jest sprzezona z G, to
jest stabilizatorem pewnego punktu s’ € sG.

Dowod. Czesé b) wynika bezposrednio z uwagi 2. Opisane w a) przyporzadkowanie jest
dobrze okreslone i jest 1-1 (a tez jest ,na”), bo:

13Przypomnienie: prawostronng warstwa, grupy G wzgledem podgrupy H < G nazywamy kazdy zbior Hg, gdzie g € G.
Zachodzi G = U, cq Hg oraz HgN Hg' = 0 gdy Hg # Hg'. Tak samo jest dla warstw lewostronnych ¢gH, przy czym
warstw lewostronnych jest tyle, ile prawostronnych; te wspélna ilos¢ nazywamy indeksem podgrupy H.
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-1 -1
(Gsg1 = Gsg2) & (919, € Gs) & (sq19,° = s) & (sg1 = 5g2). B

2. Dziatanie grupy 7 (X, r) na wléknie p~'(z) nakrycia p : X=X
Wyrazimy teraz niektore z wynikéw §1 w terminach dziatania grupy.

Twierdzenie 1. Niech p : X =X bedzie nakryciem i x € X. Wowczas:

a) Formuta (z,[\]) — Z[N\], z uwagi w §1.2, wyznacza prawostronne dziatanie grupy
I1:=m (X, x) na wtéknie p~1(x).

b) Jesli przestrzen X jest tukowo spojna, opisane dziatanie jest tranzytywne.

¢) Przy tym dziataniu, stabilizatorem Iz punktu T € p~(x) jest p.(m (X, T)).

Dowod. Teza a) wynika z czesci b) uwagi w §1.2, ograniczonej do $ciezek zaczepionych
w x. Jesli przestrzen X jest tukowo spojna i 7, 7" € p~1(x), to istnieje Sciezka X od 7 do
v’ skad 7' = z[A] dla A :==po X € Q(X,x). N

Adc). Gdy 7]\ =7, to M(1) = 7, skad X € Q(X,2) i [\ = [po A € p.(m(X,7)).
Ale i odwrotnie, gdy [\ € p.(m(X,7)), to istnieje taka sciezka 1 € QX,7), ze
pojfl~y A=po X. Na podstawie wniosku 1b) w §1.2 zachodzi A(1) = fi(1), wiec
A =A1)=p() =20
Uwaga 1. Jesli przestrzen X niekoniecznie jest tukowo spdjna, to orbitg punktu z jest
p~1(z) N C, gdzie C oznacza skladows tukowej spojnosci punktu  wzgledem X. B8

Whiosek 1 (ze stwierdzenia 11 uwagi 2 w p.1i twierdzenia 1). Niechp: X — X bedzie
nakryciem 1 x € X. Jesl przestrzen X jest tukowo spojna, to:

a) Dia @ € p~H(z) i Iz := p.(m(X, 7)), formuta 5[\ — T[N ustala bijekcje mie-
dzy zbiorem prawostronnych warstw grupy m (X, x) wzgledem podgrupy Iz, a wtéknem
p~(x). Moc tego widkna jest wiec rowna indeksowi podgrupy Iz w m (X, ).

b) Przy T przebiegajgcym punkty widkna p=*(z), podgrupy Iz := p*(m()?, 7)) tworzg
klase sprzezono$ci podgrup w 71 (X, z) — czyli 2zbidor wszystkich podgrup, sprzezonych
z ustalong. Scislej: Wz = [N '[N dia [\ € m(X,z) i T € p'(z).

Wyzej, podgrupa Iz okazuje sie byé¢é w naturalny sposob izomorficzna z 7r1(5(: ,T):

Twierdzenie 2. Przy oznaczeniach twierdzenia 1, p :Nm()N( , ) = m (X, x) jest
monomorfizmem, wiec ustanawia izomorfizm grupy (X, T) na jej obraz Iz = p.(m (X, 7)).

Dowod. Gdy dlay € Q()N(, T) zachodzi poy ~y ¢, to v ~y ¢z wobec wniosku 1b) w §1.2.
(Stosujemy go przy A = poy, A =, u = ¢, , it = ¢z.) Dowodzi to, ze ker(p,) = {1}. O

Whiosek 2. W sytuacji wniosku 1 mamy |m1(X)|-|p~ (z)| = |m1(X)|, gdzie | | to moc.
Dowdd. Istotnie, |ITz]-[p~(x)| = |m1(X)]| (wniosek 1a)) i |TIz| = |m (X)| (twierdzenie 2).
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3. Nakrycia bedace rzutowaniem na przestrzen orbit dzialania grupy

Dziatanie grupy (nizej lewostronne, ale podobnie i prawostronne) moze tez by¢ uzyte do
konstrukeji nakrycia, nastepujaco. Niech grupa G dziala na przestrzeni X przez ho-
meomorfizmy: tak, ze kazda bijekcja X 3 7 — g7 € X, gdzie g € G, jest homeomor-
fizmem (réwnowaznie: jest ciagla; por. uwaga la) w p.1). Oznaczmy przez X /G zbior
orbit tego dziatania, a przez p : X=X /G rzutowanie, przyporzadkowujace kazdemu
punktowi 7 € X jego orbite Gx. Przestrzen X /G wyposazmy w topologie ilorazowa.
Z jej definicji wynika, ze przeksztalcenie p jest wowczas ciagle, a tez jest otwarte, tzn.
dla kazdego zbioru otwartego U C X zbior p(U ) jest otwarty w X/G. (Jest tak, bo
p_l(p(U)) = Uy,ec gU i kazdy zbior gU Jest otwarty w X, jako obraz zbioru otwartego

przy homeomorfizmie x — gx przestrzeni X. )

Stwierdzenie 1. Niech powyzej dziatanie grupy G na X na “nastepujgcg wtasnosé:
(*) kazdy punkt zbioru X ma takie otoczenie U, 2 UNgU =0 dlage G\ {1g}.
Wowczas rzutowanie p : X=X /G jest nakryciem.

Dowod. Niech z € X; wskazemy jego otoczenie elementarne w X/G. W tym celu

wezmy punkt T € p~1(x) i jego otoczenie U wymagane w (x). Jak zauwazono wyzej, dla
U:= p((NI) zachodzi p~H(U) = Ujec gU, przy czym zbiory gU, dla g € G, wszystkie sa
otwarte, a z warunku (x) wynika, ze sg one parami rozltaczne i obciecia Py g(7 - U
sa bijektywne. (Dlaczego tak jest?) Z otwartosci i ciaglosci p wynika wiec, ze obciecia
te sa homeomorfizmami, za$ U jest otoczeniem elementarnym punktu z. [J

Uwaga 0. a) Przy zalozeniu spojnosci X , implikacje stwierdzenia mozna odwroécic: jesli
rzutowanie X — X /G jest nakryciem, to zachodzi (x). (Patrz dalej stw. 1 w §3.2.)

b) Z zadania 2 w §1.2 wynika, ze gdy zalozenia stwierdzenia sa spelione i H < G,
to naturalne przeksztalcenie X /H — X /G jest nakryciem.

Definicja. Dziatanie grupy G na przestrzen X przez homeomorfizmy, spetniajace wa-
runek (x), nazwiemy nakrywajacym| (tez gdy jest prawostronne; wtedy w (*) zmie-
niamy ¢U na ﬁg)
Uwaga 0. Niech dziatanie grupy G na przestrzeni X bedzie nakrywajace. Wowczas:
a) Dzialanie to jest wolne, tzn. Gz = {1g} dlax € X (inaczej: gx Zx dla g # 1g i
TeX ). Na kazdej orbicie G dzialanie G jest wiec wolne i tranzytywne.
b) Gdy H jest podgrupa grupy G, to indukowane dziatanie H na X jest nakrywajace.

Odnosnie dzialan wolnych, wazna dla nas jest

Uwaga 1. a) Gdy grupa G dziala na zbiorze S wolno i tranzytywnie, to dla s,s" € S
istnieje jedyny taki element g € G, ze gs = s’ (zas$ sg = s dla dzialania prawostronnego).

VW wiekszosci podrecznikow, dzialania takie nazywane sa calkowicie nieciggltymi. Nazwe ,dzialanie nakrywajace”
wzoruje na przyjetej w [Hatch] i [Lee|, gdzie wyjasniono tez przyczyne odejscia od nazwy wczesniejszej.
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b) Niech grupy G i H dzialaja na S, przy czym dzialania te sa przemienne (patrz
nizej) i dzialanie G jest wolne i tranzytywne. Ustalimy wtedy zwiazek miedzy G i H.
By te dwa dziatania tatwiej odrozni¢ przyjmujemy nizej, ze G dziala z lewej strony,

a H z prawej (por. uwaga lc) w p.1); wowczas przemienno$é oznacza, ze (gs)h = g(sh)
dla s € S;g € Gih € H. Wybor sy € S pozwala okresli¢ funkcje uw : H — G
wzorem H 3 h +— u(h) € G, gdzie u(h) jest jedynym elementem grupy G, dla ktorego
u(h)sy = sph. Z definicji tej wynika tatwo (czy tak?), Zze u jest homomorfizem.

c¢) Jadrem tego homomorfizmu jest, oczywiscie, stabilizator Hy, punktu sy wzgledem
dzialania grupy H; w szczegolnosci, Hy, jest podgrupa normalna w H. Gdy zas ponadto
dzialanie H jest tranzytywne, to u jest epimorfizmem (czy tak?) i stad G = H/H,,, zas
G = H jesli Hy, = {1}.

d)* Homomorfizm u zalezy od wyboru punktu sy € S. Nietrudno zauwazy¢, ze gdy
zmienimy ten punkt na gsg, to u zmieni sie na homomorfizm h +— gu(h)g—".

Powiazemy teraz ta ,algebraiczng’ uwage z wiadomosciami z p. 1, jak nizej:

Twierdzenie 1. Niech grupa G dziata nakrywajaco na przestrzeni X , niech T € X 1
niech p oznacza rzutowanie z X na przestrzen orbit X 1= X /G. Wiowcezas:
a) Iz := p.(m (X, X)) jest podgrupg normalng grupy 11 := (X, p(T)).

~

b) Jesli przestrzen X jest tukowo spdjna, to grupa ilorazowa 11/15 jest izomorficzna

2 (.

Uzupeknienie twierdzenia: Homomorfizm u : Il — G, z jadrem 11z, uzyskamy przy-
porzadkowujac kazdemu [\ € 11 taki (jedyny) element u([\]) € G, ze u([\])T = Z[A].
Gdy przestrzen X jest tukowo spojna, homomorfizm ten jest ,na’.

Dla zyskania motywacji odt6zmy nieco dowdd twierdzenia i zauwazmy, ze o jego

znaczeniu przesadza juz przypadek, gdy przestrzen X jest jednospojna. Jest ona bowiem
tukowo spojna, a tez II; = {1} dla z € X (bo m(X) = {1}). Uzyskujemy:

Whniosek 1. Gdy grupa G dziata nakrywajgco na jednospojnej przestrzeni X , to grupa
m(X/G) jest izomorficzna z G. [

Przyktad 1. Rozpatrzmy nastepujace dzialania grup na przestrzeniach jednospojnych:
i) dziatanie grupy Z liczb catkowitych na prostej R, zadane wzorem (x,n) — = + n;
ii) dzialanie grupy Z™ na przestrzeni R”, dane przez ((z;)", (ki)'y) — (x; + k;)y;
iii) dziatanie grupy Z/2 na sferze S™ (tu n > 2), dane jako (x,0) — z, (x,1) — —uz;
iv) dzialanie grupy Z/n na sferze S? = {(21,20) € C x C : |z1|* + |2|*> = 1},
zadane dla wzglednie pierwszych liczb k,n formula j(21, 20) = (6721, % 2), gdzie € jest
pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n. Przestrzen orbit oznaczmy przez L, .
Wszystkie te dzialania sa nakrywajace (jest to zadanie), zas ich przestrzeniami orbit
sa, z doktadnoscig do homeomorfizmu: St dla i), (S1)" dla i), i RP" dla iii). Twierdze-
nie 1 orzeka wige, ze w1 (S1) 2 Z, m((SH)") 2 Z", m(RP") 2 Z/2 i m(Lyx) = Z/n.
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Dowod twierdzenie i jego uzupelnienia. Niech X := X/G, z:=p@)i8 =
p~1(z). Poniewaz G dziala wolno na X, to na orbicie S dziata wolno i tranzytywnie.
Na S dziata tez (prawostronnie) grupa Il = (X, ), jak opisano w tw. 2 w p.2;

dziatanie to jest tranzytywne, gdy przestrzen X jest tukowo spojna. Tezy ,uzupelnienia’
(i twierdzenia) wynikna z czesci ¢) uwagi 2 jesli wykazemy, ze dzialania te sa przemienne.

Dla wygody zalézmy, ze dziatanie G jest lewostronne. Niech s € S;g € Gi \ €
Q(X, ). Z definicji, s[A] = a(1) i (gs)[\] = (1), gdzie a1 B sa podniesieniami $ciezki
A, zaczepionymi odpowiednio w s i w ¢gs. Ale gdy znamy «, to § mozna zadaé¢ wzorem
B(t) = ga(t) dlat € I. (Definiuje on funkcje ciagta, bo G dziala przez homeomorfizmy;
jest tez jasne, ze p(ga(t)) = p(a(t)) = A(t) dlat € I.) Rownosé (gs)[A] = g(s[A])
wynika wiec stad, ze f(1) = ga(1). O

4. Nakrywajace dzialanie grupy na jej grafie Cayley’a (zadanie)

Niech G bedzie grupg, a S pewnym zbiorem jej generatoréw, takim, ze 1 € S. Two-
rzymy przestrzen C' = Cay(G, S) nastepujaco. Do zbioru G doklejamy rodzine odcinkow
{[0,1],5: g € G,s € S}, kazdy kranicem 0 do g, a kraricem 1 do iloczynu gs.

Otrzymany zbior C' nazywamy grafem Cayleya pary (G, 5), przyklejone odcinki
0,1],s — jego krawedziami, a elementy g € G' wierzchotkami.

Na krawedziach zachowajmy metryke dy odcinka [0, 1], wyznaczajac w ten sposob
do(z,y) dla x,y € C takich, ze x i y naleza do wspoélnej krawedzi (w tym, by¢ moze, sa jej
kraricami). Nastepnie na C okreslmy metryke d wzorem d(z,y) = inf{>" | do(z;—1, )},
gdzie infimum jest brane po n> 11 takich ukladach (z, ..., z,) € C" Ze xg = x, 2, = y
i kazde dwa punkty z; 1 i x; naleza do wspoélnej krawedzi.

Kazdy element h € G dziala na krance kazdej krawedzi [0, 1], s, mnozac je z lewej
strony przez h; przy tym hg i hgs sa znéow krancami pewnej krawedzi. Dla « € [0, 1],
przyjmijmy za hx jedyny punkt krawedzi [0, 1], , dla ktorego d(hz, hg) = d(x,g).
Otrzymujemy dziatanie G' na C' przez izometrie x — hx grafu C.

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze graf GG jest spojny. Ponadto:

a) Gdy G nie zawiera elementéw rzedu 2, to opisane dziatanie jest nakrywajace.
(Wskazowka: d(x,gz) > 1dlaxz e Cige G\ {lg}.)

b) Przy G = (S|0) i |S| = 2, otrzymany graf C (naszkicowaé¢ go!) nie zawiera za-
mknietych drog krawedziowych, a przestrzen orbit C'/G jest homeomorficzna z bukietem
Stv St (Wobec b), rzutowanie C — C/G = St v S! jest wiec nakryciem.)
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§ 3. Kategoria nakryé¢ nad ustalong baza
1. Algebraiczne kryterium istnienia podniesienia
Lemat 1. Niech p : XX bedzie nakryciem, niech x € X i miech $ciezki a,B:1 — X

majq wspdlny poczqtek p(T) i wspdlny koniec. Jesli [ax 5] € pu(m(X, T)), to F[a] =
z[f]. (Rozwazane jest dziatanie monodromii z uwagi 1 w§1.2.)

~

Dowod. Zachodzi ¥ = Z[a*x[], patrz czesé ¢) tej uwagi, wiec z[8] = Z[axB][F] = Z[a].

Twierdzenie 1. Niech p : X = X bedzie nakryciem, a f 1 Z — X przeksztatceniem
okreslonym na spojnej 1 lokalnie tukowo spojnej przestrzeni Z. Dalej, niech punkty

Te X izeZ bedg takie, ze f(z) = p(F). Wowczas réwnowazne sq warunki:

a) istnieje takie podniesienie f : Z — X przeksztatcenia f, ze f(z) = z;
b) fi(m(Z, 2)) C pu(m(X, ).

Dowod. a)=-b). Jesli zachodzi a), to p, o f. = f. , skad wynika b).

b)=-a). Niech warunek b) bedzie spelniony. Szukane podniesienie zadamy naste-
pujaco: dla kazdego punktu y € Z obierzemy Sciezk¢ A, od z do y i przyjmiemy
f(y) = z[f o \)]. Tu, f(y) nie zalezy od wyboru Sciezki \,: gdy g, tez jest Sciezka od
z do y, to stosujac b) i lemat 1 przy a:= fo A\, i 8 := f o u, wnosimy, ze z[a] = Z[3].
(Gra vole to, 7e [ax ] = [fo x| = £y 4i5]) € fu(m(Z,2)) € pu(m(X 7)),
a tez, ze przy naszych zalozeniach przestrzen Z jest tukowo spojna.)

Zgodnie z definicja dzialania monodromii, zachodzi p(f(y)) = (fo M) (1) = f(y), za$
biorac y = z i A\, = ¢, uzyskujemy f(z) = 7. Pozostaje dowiesé, ze dowolnym punkcie
y € Z funkcja f jest ciagta. Ustalmy wiec punkt y i otoczenie U jego obrazu f(y),
tak mate, by P byto homeomorfizmem. Wobec lokalnej tukowej spojnosci przestrzeni
Z 1 otwartosci rzutowania p, istnieje iukowo spojne otoczenie V' punktu y, zawarte w

~

f~Yp(U)). Udowodnimy, ze f(V) C U.
Istotnie, gdy ' € V, to istnieje w V' Sciezka v od y do y'; a ze A, % v jest Sciezka od
z do v/, to z wykazanej wyzej niezaleznosci wynika, ze

F) =7(f o (kDI = FLf o AJIf 0] = FW)lf o9 € 0.

~ ~

(Gra role to, ze f oy maw U podniesienie zaczepione w f(y), bo im(fo~) C p(U).) O

Uwaga 1. Jesli przestrzenn Z jest jednospojna, to warunek b) jest spetniony.

2. Grupa automorfizméw nakrycia

UZGODNIENIE A: W TYM PUNKCIE,
p: X = Xi p:X — X sanakryciami nad wspélna baza X.
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Definicja. a) Jesli homeomomorfizm f : X = X' spetnia warunek p’o f = p, to méwimy,
ze f jest izomorfizmem miedzy nakryciami p i p’ i piszemy f € Iso(p,p’). Jesli taki
izomorfizm istnieje, nakrycia p i p’ nazywamy izomorficznymi lub réwnowaznymi.
Jesli w miejsce ,homeomorfizm” uzy¢ stowa ,przeksztatcenie”, to zdefiniujemy mor-
fizm nakrycia p w nakrycie p’; piszemy wtedy f € Mor(p, p’).
b) Jesli wyzej X=Xip=yp, tow miejsce Iso(p, p’) piszemy Iso(p) lub Aut(p) i
moéwimy o izomorfizmach nakrycia p — czy, dla podkreglenia, o jego automorfizmach.

Uwaga 0. a) Gdy f € Mor(p,p) i u jest podniesieniem przeksztatcenia v : Z — X
wzgledem p, to f o u jest jego podniesieniem wzgledem p'.

b) Podobnie, f(Z[A]) = f(@)[\ dla 7 € X, sciezki A : [ — X zaczepionej w p(%), i
f € Mor(p,p').

¢) Aut(p) jest grupa przeksztatcen przestrzeni X i kazde wlokno p~1(x) jest zbiorem
niezmienniczym kazdego automorfizmu f € Aut(p). Bedziemy zainteresowani wtasno-
Sciami naturalnego dziatania grupy Aut(p) i jej podgrup na X i na wloknach nakrycia p.

Uwaga 1. Niech przestrzen nakrywajaca X bedzie spojna. Wowczas:

a) Jesli fi, fo € Mor(p,p’) sa rowne w pewnym punkcie, to fi = fo. (Wynika to z
twierdzenia 1a) w §1.1, bo f1 i fo sa podniesieniami p wzgledem p'.)

b) Jedli grupa G < Aut(p) dziala tranzytywnie na pewnym wioknie p~1(z), to G =
Aut(p). Istotnie, gdy f € Aut(p), to obierajac T € p~!(x) dowolnie, uzyskamy g € G z
g() = f(T) — co wraz z a) daje f =g € G.

Stwierdzenie 1. Jesli przestrzeri X jest spdjna i G < Aut(p), to indukowane dziatanie
G na X jest nakrywajgce (wiec jest wolne i rzutowanie X — X/G jest nakryciem,).

Dowdd. Kazdy punkt zbioru X ma otoczenie U na ktorym p jest 1-1. Pozostaje dowiesé,
7e jesli U jest takim otoczeniem, a T € U i g € G sa takie, ze g(7) € U, to g = id ;.
Jednak p(g(z)) = p(x) (bo g € Aut(p)), wice skoro p jest 1-1, to g(z) = . St@d
g = id na podstawie uwagi la). [

~

Definicja. Nakrycie p : X — X nazwiemy regularnym, jesli grupa Aut(X) dziala
tranzytywnie na kazdym wioknie p~1(z).

Twierdzenie 1. Jesli przestrzen X jest tukowo spojna, to rownowazne sq¢ warunki:

i) Nakrycie p jest reqularne.

i) Przy q : X > X JAut(p) oznaczajgcym rzutowanie na przestrzen orbit dziatania
grupy Aut(p), istnieje taki homeomorfizm f: X — )A(C/Aut(p), ze fop=q.

i) Dla pewnego x € X, grupa Aut(p) dziata tranzytywnie na wtoknie p~*(z).

Dowod. i)<ii). (Lukowa spojnosé nie gra tu roli.) Regularnosé p jest réwnowazna
temu, by p i ¢ mialy te same wlokna — a wiec temu, by f op = ¢ dla pewnej bijekcji
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f: X/Aut(p) - X. (Zauwazmy, ze p i g sa ,na”.) Gdy istnieje, bijekcja taka jest home-
omorfizmem, bo p i g sa ciggte i otwarte, patrz komentarz przed stwierdzeniem 1 w §2.3.

i)<iii). Dowodu wymaga tylko to, ze gdy grupa Aut(p) dziala tranzytywnie na
pHz), todlay € X i 71,7 € p~i(y) istnieje f € Aut(p) z f(71) = 72. W tym celu
obierzmy dciezke A od y do . Wowezas 3;[A] € p~1(z) dlai = 1,2, wige f(1[\]) = 92[A]
dla pewnego f € Aut(p). Korzystajac z uwagi Ob) wnosimy, ze f(y1)[\] = 12[A], skad
,mnozac przez [A]" uzyskujemy f(y1) = 7. (Patrz uwaga 1b) w §1.2.) B

_ Ze wzgledu na warunek ii), na nakrycie regularne p mozemy patrze¢ jak na rzutowanie
X — X /Aut(p). Tym samym, z uwagi 2 w §2.3 i stwierdzenia 1 wynika:

Whniosek 1. Gdy nakrycie p jest reqularne, przestrzen X jest tukowo spdjna i T € X , to
istnieje epimomorfizm uz : (X, p(x)) — Aut(p) zjadrem p.(m(X,x)). Okresla go wa-
runek, by uz([A]) byt dla A € Q(X, p(x)) automorfizmem przeprowadzajgcym x na T\

Uwaga 2. Niech f € Mor(p,p'). Z zadania 3 w §1.1 wynika, ze jesli przestrzen X' jest
spojna i lokalnie tukowo spojna, to f jest nakryciem (w tym jest ,na”).

UZGODNIENIE B: W dalszej czesci tego punktu, przez ({) oznaczam warunek:
() przestrzenie X i X' (a przez to i X) sa spojne i lokalnie hukowo spojne.
Przy wynikach, w ktorych zalozenie to obowiazuje, umieszczam znak () .

Twierdzenie 2 (). Niech T € X, ¥ € X' iz € X bedqg takie, ze p(T) = p'(F) = x;
niech tez H = p,(m (X, %)) i H := p.(m (X', 7). (Sa to podgrupy grupy m(X,z).)

a) Jesli H C H', to istnieje (jedyny) morfizm f € Mor(p,p') taki, ze f(z) = 2.

b) Jesli H = H', to morfizm ten jest izomorfizmem.

c¢) Jesli H i H' sq sprzezonymi podgrupami grupy w1 (X, x), to Iso(p,p’) # 0. Jesli
za$ H' tylko zawiera pewnqg podgrupe sprzezong w m (X, x) z H, to Mor(p,p') # 0.

d) Implikacje odwrotne tez sq prawdziwe.

Dowod. Ad a). Ta cze$¢ wynika z istnienia i jednoznacznosci takiego podniesienia
(wzgledem p') przeksztalcenia p : X=X, e f (x) = @'; patrz twierdzenie 1 w p.1.
Ad b). Jesli H' = H, to podobnie zachodzi f'(z") = x dla pewnego f' € Mor(p', p).
Poniewaz f’of(i) =T, to f’of: id 7 na podstawie uwagi la). Tak samo, fof’ =idg,.
Ad ¢). Jesli podgrupa H jest sprzezona z H'  to na podstawie wniosku 1b) w §2.2
istnieje taki punkt 7 € (p)~1(z), ze pu(m1(X, 7)) = H'. Pozostaje wiec zastosowaé b)
przy H zastapionym przez H', a T przez y. Dowod pozostaltej czesci tezy ¢) jest podobny.
Ad d). Teza ta jest oczywista. (Ponownie nalezy uwzgledni¢ wniosek 1b) w §2.2.) O

Twierdzenie 3 (). Niech x € Xix= p(T). Nakrycie p jest reqularne wtedy i tylko
wtedy, gdy Uz = p.(m(X, ) jest podgrupg normalng grupy m (X, x).
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Dowdod. Koniecznosé tego warunku wynika z wniosku 1 w p.1.

Odwrotnie, niech Iz := p*(m()N(, 7)) bedzie podgrupa normalng grupy m1(X, z). Jak
wiemy z wniosku 1b) w §2.2, gdy 7’ € p~1(x), to podgrupy Iz i Iz = p*(m(f(,f’))
sa sprzezone w 71 (X, x). A ze Ilz jest podgrupg normalng, to Iz = Iz i z czesci b)
twierdzenia 1 (przy p’ = p) wynika, ze 7’ = f(z) dla pewnego f € Aut(p). Tak wiec

spelniony jest warunek ii) twierdzenia 2, bo Aut(p) dziala tranzytywnie na p~*(z). O
Uwaga 3. Jesli 771(5(:, z) = {0} lub grupa m (X, z) jest abelowa, to Iz < w1 (X, z).

Zadanie 2. () Nakrycie p jest regularne wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje Sciezka
w X, ktorej pewne podniesienie jest Sciezka zamknieta, a inne niezamknieta.

Zadanie 3. * (Por. wniosek 1.) Zakladamy, ze p : (X,Z) — (X, ) jest nakryciem
spojnym i lokalnie tukowo spojnym. Przy I1 := (X, x) i [z := p.(m (55, 7)) dowies¢, ze
a) Dla g € II, automorfizm f € Aut(p) przeprowadzajacy T na Zg istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ nalezy do normalizatora N(IIz) podgrupy Il; < II (czyli gdy
g 'lzg = TIz). Gdy istnieje, automorfizm ten jest jedyny; oznaczamy go f,. (Wska-
zowka: wniosek 1b) w §2.2 i tw.2.)
b) g — f, jest epimorfizmem grupy N(IIz) na Aut(p), z jadrem Iz (Wskazowka:

zauwazy¢, ze f,(fn(z)) = zgh, por. uwaga Ob) w p.2.)

3. Istnienie nakryé, wyznaczajacych dang podgrupe grupy podstawowej bazy

W zwiazku z wynikami z p.2 powstaje pytanie: czy dla kazdej przestrzeni punktowanej
(X, z) i podgrupy H grupy podstawowej (X, x), istnieje takie nakrycie p : ()~(, T) —
(X, x), ze p*(m()? ,x)) = H? W tym paragrafie pokazemy, ze gdy przestrzen X jest
,dostatecznie dobra”; to odpowiedz jest pozytywna. Zasadniczy jest przypadek H = {1}.
Definicja. a) Nakrycie p : XX jest jednospojne, jesli przestrzen X jest jednospodjna.

b) Przestrzenn X spelnia warunek malych petli, jesli kazdy jej punkt ma takie

otoczenie U, ze
kazda petla w U jest nieistotna w X (%)

Twierdzenie 1. Niech przestrzen X bedzie spdjna, lokalnie tukowo spdjna i spetnia
warunek matych petli. Wowczas istnieje nakrycie jednospojne p : X — X.

Wobec twierdzenia 2 w §2.1, twierdzenie 1 wynika z nastepujacego, przy G = {1}:

Twierdzenie 2. Niech spetnione bedq zatozenia twierdzenia 1, niech x € X 1 niech G
bedzie podgrupq grupy ﬂl(Xv, x). Wowczas istnieje takie tukowo spdjne nakrycie p :
(X,2) = (X, 2), Ze p(m(X,7)) = G.

Uwaga 1. a) Nakrycie p w twierdzeniu 2 jest jedyne z doktadnoscia do izmorfizmu nakry¢

punktowanych: jesli p’ : ()Z' 7)) — (X, ) tez spelnia warunki tezy, to istnieje taki izo-
morfizm f € Iso(p,p'), ze f(z) =7'. (Wynika to z twierdzenia 1b) w p.2.)
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b) Gdy przestrzen X ma nakrycie jednospdjne, to spelia warunek malych petli:
kazda petla w jakimkolwiek otoczeniu elementarnym jest nieistotna w X. Wynika to
stad, ze petla taka ma podniesienie — sitg rzeczy nieistotne, wobec jednospojnosci X.

¢) Niejednokrotnie, nakrycie jednospojne umiemy bezposrednio wskazac, uzyskujac
o nim znacznie wiecej informacji, niz datby ponizszy ogélny dowod. I tak, jednospdjne
sa nakrycia rozpatrywane w przyktadzie la),d) w §1.1, w przyktadzie 1 w §2.3, czy w
zadaniu 1c) w §2.4. (Jednosp6jnosé przestrzeni X jest w nich widoczna.)

d) (<) Niech nakrycie p : X—=Xip: X' =X beda nakryciami, przy czym nakry-
cie p jest jednospojne. Z twierdzenia z p.1 wynika, Ze istnieje morfizm f € Mor(p, p), a z
uwagi 2 w p.2 — ze jest on nakryciem. (Stad uzywana tez nazwa ,nakrycie uniwersalne”.)

Dowdd twierdzenia 2. Oznaczmy przez C zbior $ciezek w X, zaczepionych w punkcie
bazowym x. Dla «, 5 € C piszemy o ~ (3 gdy a(l) = (1) i [ax 7] € G, gdzie —
jak dotad — [ ] oznacza klase homotopii relatywnie krance sciezki. Klase sciezki av € C'
wzgledem ~ oznaczmy przez («), a zbior C'/ . tych klas —przez X . Rzutowanie p: X —
X zadamy wzorem p({a)) = a(1). (Konstrukcja ta jest motywowana lematem 1 w p.1.)

Pozostaje w X wprowadzi¢ topologie, przy ktorej przestrzen X jest spojna, p jest
nakryciem i p,(m (X, %)) = G dla pewnego T € p~!(2). W tym celu oznaczmy przez U
rodzine zbiorow otwartych U C X, ktore spelniaja warunek (x) i sa tukowo spojne. Z
zalozen wynika tatwo, ze U jest baza topologii przestrzeni X. Dla U € U i o € C, niech

U = {{ax A) : X jest sciezka w U i A(0) = a(1)}.

Nizej, litery U, V, W oznaczaja elementy zbioru U, a «, 3,y — zbioru C. Zachodzi:

a) Jesli a, o € C'idciezka A sa takie, ze (a) = (/) i A(0) = a(1), to (axA) = (a/*N\).
Istotnie: [(o/#A)x(axA) ] = [/ (A A7) xaT] = [/ xcyyxa] = [o/*xaT] = [c,] € G.
Podobnie, gdy [a] = [¢/], to (a) = ().

b) Jesli a(1) € U, to (a) € U ipiﬁa) = U. (Gra role tukowa spojnosc U'.)

¢) p|Uq jest 1-1: gdy (m1), (72) € Ua 1 71(1) = 12(1), to (1) = (72).

[stotnie, wtedy (7y;) = (o * \;) dla takich Sciezek \; w U, ze av % A; istnieje (1 = 1,2) i
A1(1) = Aa(1). A ze U spelnia warunek (x), to [ax A\] = [a * Ao], skad (1) = (72).

d) Jesli () € Ua, to Uy = U,. (Stad jesli Uy N Us # 0, to Uy = Us.)

[stotnie, wystarczy dowiesé, ze U, C Uw bo da to (a) € ﬁ i dzieki uzyskanej symetrii
pary (a, ) zajdzie tez U C U,. Niech wiec 8 € Uy; wtedy (8) = (axA) i (y) = (oz*g)
dla pewnych Sciezek A,y w U takich, ze A(0) = (1) i u(0) = ~(1). Przy v = p= x A
wnosimy 7 a), ze (y* v) = (o p) xv) = (f), skad § € U,.

e) Gdy (7) € U, NV;, to (y) € W c U, NV; dla _pewnego W € U. Mozna bowiem
obra¢ W e U tak, byv( yewcunvV, 1wowczasW C U ﬂV U, N Vs, por. d).

£) p 1 (U) = U,ec Ua- Istotnie, gdy (1) € U, to (7) € U,, co dowodzi inkluzji C;
za$ O wynika z b).
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g) Wobec e), mozemy X wyposazy¢ w topologie, ktorej bazg jest rodzina {ﬁa U e
U,a € C}. Funkcja p : X — X stanie sie wowczas ciagla (na podstawie f)) i otwarta
(bo p((~]a) =U). Z 1), ¢)id) wynika wiec, ze U jest otwartym pokryciem przestrzeni X,
ztozonym ze zbioréw elementarnych. Tym samym p : X =X jest nakryciem.

h) Dla v € C, wzor ¥(t) = (y), gdzie 1(s) := ~v(st) dla s,t € I, zadaje takie
podniesienie $ciezki v wzgledem p, ze 7(0) = (c;). Istotnie, réwnosé p(y(t)) = ()
wynika z definicji, za$ dla sprawdzenia ciggtosci ustalmy ¢ € I i dowolne otoczenie (7(1
punktu 7(t) = (). Wtedy U, = ﬁ%, por. d), wiec mozna przyjaé, iz a = ;. Wobec
ciaglosci ~, istnieje takie spojne otoczenie J punktu ¢ w I, ze y(J) C U. Pozostaje
zauwazyc, ze gy € (7% dla wszystkich ¢’ € J. (To ostatnie wynika z definicji zbioru (7% i
z a): gdy bowiem ' > ¢, to [y¢] = [ve * V) 1 im(ype) C U, i podobnie gdy t' < ¢.)

i) Przestrzen X jest lukowo spojna, bo kazdy punkt (v) € X mosna w X polaczyé
Sciezka ¥ z punktem (c,). Ponadto, pe(m(X, () = G, bo gdy v € QX, z), to:

) € pa(m(X, () & F(1) = (e} & () = {ea) & )] € G-
(Rownowaznosci wynikaja, kolejno, z uwagi 1c¢) w §1.2, definicji ¥(1), i definicji (v).) O

Uwaga 1. Wskazmy jeszcze, jak z istnienia nakrycia jednospdjnego qq : ()?0,550) —
(X, x) wynika prawdziwosé¢ twierdzenia 2. W tym celu, dla izomorfizmu u : m (X, x) —
Aut(qp) z wniosku 1 w p.2, przyjmijmy G’ := u(G) i oznaczmy przez q : Xy — )N(O/G’
rzutowanie ilorazowe. Przy X := Xo/G' i T := q(%y), nakryciem zadanym w twierdzeniu
2 jest naturalne przeksztaleenie p : (X, %) — (X, z). (Patrz zad. 3w §2.3istw. 1 wp.2.)

Zadanie 1. Da¢ uzasadnienie tej uwagi. (Wskazowka: dla epimorfizmu ' : 71 (X, %) —
G’ C Aut(qp) z twierdzenia w §2.3 zauwazy¢, ze u o p, = u'.)

Zadanie 2. ¢ : XoYir:Y =X sa nakryciami, a przestrzenn X jest lokalnie tukowo
spojna i spetnia warunek matych petli. Dowies¢, ze roq : X — X jest nakryciem.
(Wskazowka: zad. 1w §1.212 w §1.1, lub zad. 3 w §1.1 i twierdzenie 1 z uwaga 1d).)

4. Rownowaznos¢ kategorii nakryé nad X i kategorii (X, x)—zbiorow

Przypomnijmy, ze zbiory, na ktérych okreslono pewne dziatanie grupy G, nazywane
sa G—zbiorami. Dzialanie moze by¢ prawostronne lub lewostronne, zaleznie od wy-
gody; nizej zakladamy, ze jest prawostronne. Funkcja f : S — T pomiedzy takimi
G—zbiorami nazywana jest G—przeksztalceniem lub przeksztalceniem ekwiwariant-
nym, jesli f(sg) = f(s)g dla wszystkich s € S'i g € G. Jesli ponadto f jest bijekcja,
to f nazywamy G—izomorfizmem. (Wowczas f~1 tez jest G-—przeksztalceniem.)

Umowa. W tym punkcie, (X,z) jest ustalona przestrzenia punktowana, ktora jest
spojna i lokalnie tukowo spdojna. Dla krotkosei, grupe m (X, x) oznaczamy przez I1. Przy-

pomnijmy, ze kazde nakrycie p nad X czyni zbior p~!(z) w naturalny sposob prawym
[I-zbiorem, ktory bedziemy nazywa¢ wtdéknem nad z nakrycia p. (Nazwa obejmuje
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zbior wraz z dzialaniem na nim grupy II.)

Bedziemy rozpatrywaé¢ nakrycia nad X. W odréznieniu od wiekszosci wezesniej ba-
danych sytuacji, nie zadamy, by przestrzenie nakrywajace byty spojne.

Twierdzenie 1. Gdy X spetnia nadto warunek matych petli, to dla kazdego prawego 11—
zbioru T istnieje nakrycie p - X0 — X, ktorego wtokno nad x jest Ill1-izomorficzne z T.

Dowod. II-zbior T jest roztgcznag suma orbit. Jesli dla kazdej orbity T,, skonstruujemy

nakrycie p, : X, — X, ktorego witokno nad x jest Il-izomorficzne z T, to za Xrp
bedziemy mogli przyjac¢ sume roztaczna przestrzeni )?a, z naturalnym rzutowaniem na X.
Mozemy wiec zatozy¢, ze T ma tylko jedna orbite. Ustalmy wtedy punkt ¢ty € T i
oznaczmy przez H jego stabilizator. Jak wiemy, istnieje takie (lukowo) spojne nakrycie
p: (X,7) = (X,2), ze p.(m(X,7)) = H. Punkty 7 i t, maja ten sam stabiliza-
tor H wzgledem dziatan rozpatrywanych na p~1(x) i na T, odpowiednio, ktére oba sg
tranzytywne. (Gra role twierdzenie 1 w §2.2.) Pozostaje wiec powota¢ sie na:

Lemat 1. Dwa tranzytywne G—zbiory S i T, majgce ten sam stabilizator punktow sy € S
itg € T, sq¢ G—izomorficzne. Ogolniej, jesli zamiast Gs, = Gy, zachodzi Gs, C Gy, to
istnieje jedyne G—przeksztatcenie h = S — T, dla ktdrego h(sg) = to.

Dowod. Okreslamy h formuty h(sgg) = tog. (Por. dowdd stwierdzenia la) w §2.1.) B

Uwaga 1. Traktujmy 7" jako przestrzen dyskretna. Gdy zmienié )?T na AX/T = )?T u,T,
gdzie h : p~1(x) — T jest [T-izomorfizmem, to naturalne rzutowanie X na X bedzie
nakryciem, ktorego wiokno nad = bedzie nawet réwne 7" (co do zbioru i II-dziatania).

Twierdzenie 2. Dia kazdych nakryc p,p’ nad X, obcigcie f — f,-1(,) wyznacza bijekcje
zbioru Mor (p, p') na 2bior wszystkich Tl -przeksztatcer wtokna p~(x) we wtokno (p')~1(x).

Dowo6d. Kolejno dowodzimy, ze:

a) Gdy f € Mor(p, p'), to fi-1() jest II-przeksztalceniem wiokna p~!(z) we wiokno
(p/)~1(x). Istotnie, inkluzja f(p~'(z)) C (p/)"'(x) wynika z definicji Mor(p, p'), a ekwi-
wariantnos¢ wynika z uwagi Ob) w p.2.

b) Jedli morfizmy f i f' sg réwne na p~l(x), to f = f’. Istotnie, f i f' sa wtedy
rowne na kazdej sktadowej tukowej spdjnosci przestrzeni )?, przecinajacej p~t(z); suma
za$ tych skladowych jest X. (Skorzystano z uwagi la) w p.2 i zadania 1b) w §1.2.)

c¢) Kazde II przeksztatcenie h : p~t(z) — (p')~'(z) rozszerza si¢ do pewnego h €
Mor(p, p). Istotnie, poniewaz sktadowe przestrzeni X sa otwarte i parami rozlaczne,
mozemy (i bedziemy) zaktada¢ w dowodzie tukowa spojnosé X. (Gra role uwaga 1 w
§2.2 oraz, ponownie, zadanie 1b) w §1.2.) Ustalmy dalej punkt Z € p~1(z); ze wzgledu na

ekwiwariantnosé, jego stabilizator jest zawarty w stabilizatorze punktu h(x). Uwzgled-
niajac to, czym sa te stabilizatory i korzystajac z twierdzenia la) w p.2 stwierdzamy, ze



III § 4. T11-54

h(Z) = h(T) dla pewnego h € Mor(p,p'). II-przeksztalcenia hy,-1(,) i h sa wiec réwne
w punkcie 7, skad hj,-1(,) = h na podstawie jedynosci w lemacie 1. [

Uwaga 2. a) Przy oznaczeniach twierdzenia 2 i przyjetych zatozeniach, kazde IT-
przeksztalcenie b : p~'(z) — (p')~'(z) ma wiec jedyne przedtuzenie h € Mor(p, p').

b) Z jednoznacznogci wynika, ze operacja przedtuzania h + h jest funktorialna: prze-
dluzenie zlozenia jest zlozeniem przedluzen, a gdy p = p/, to przedluzeniem przeksztal-
cenie identycznosciowego jest identycznosé. Oczywiscie, funktorialna jest tez operacja
obciecia morfizmu do wtokna nad x.

c¢) Wynika stad (jak?), ze przy bijekcji f <+ f|,-1(;) izomorfizmom nakry¢ odpowiadajg
izomorfizmy II-zbioréw, a nakrycia p i p’ sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy II-
zbiory p~1(z) i (p')~!(z) sa II-izomorficzne.

Uwaga 3. * Tytulowi tego punktu (i paragrafu) mozna nadac scisty sens matematyczny.
Z para (X, x) mozna zwigza¢ dwie kategorie. Jedng jest kategoria C, ktorej obiektami
sa (niepunktowane) nakrycia nad X, a morfizmy sg jak zdefiniowano je w p.2; druga
zas$ — kategoria S, ktorej obiektami sa 1 (X, )—zbiory, a morfizmami sa przeksztalcenia
ekwiwariantne. Wyniki powyzsze oznaczaja, ze okreSlony jest funktor z C do S, przy-
porzadkowujacy kazdemu obiektowi p kategorii C jego wtokno nad x (traktowane jako
obiekt kategorii §), a kazdemu morfizmowi f € Mor(p, p’) — jego obciecie do tego wiokna,
i dla ,dobrych” (X, z) funktor ten ustala réwnowaznosé kategorii C 1 S. (Nie przytaczam
definicji rownowaznosci kategorii, a uwage traktuje jako material uzupetniajacy.)

§ 4. Pewne zastosowania teorii nakry¢

1. Przykladowe zastosowania w Algebrze

Twierdzenie 1 (J. Nielsen i O. Schreier, 1921 i 1927). Kazda podgrupa grupy wolnej
jest grupg wolng. Co wiecej, podgrupa H indeksu k grupy F, (majgcej n < oo wolnych
generatoréw) ma kn — k + 1 wolnych generatoréw.

Dla prostoty, udowodnimy tylko prawdziwo$é¢ drugiego zdania; pomijamy wiec przy-
padki, gdy wyjsciowa grupa wolna jest nieskonczenie generowana lub podgrupa H jest
nieskoriczonego indeksu. Stosujemy nizej konwencje z uwagi 1c) w §I1.2.4.

Lemat 1. Jesli Y jest skoniczonym, spdjnym CW-kompleksem wymiaru 1 (czyli skori-
czonym grafem spdjnym), majgcym e krawedzi i v wierzchotkow, to m(Y) = F._yiq

Dowod. Na éwiczeniach pan Pielasa podal krotkie uzasadnienie. (Oto ono. Jesli v > 1,
to pewna krawedz grafu ma dwa rézne krance. Gdy zlepi¢ ja do punktu to zaréwno e,
jak 1 v zmaleja o 1, wiec e — v + 1 nie ulegnie zmianie; nie zmieni sie tez typ homotopii

grafu. W ten sposob przez indukcje sprowadzamy lemat do przypadku, gdy v = 1, kiedy
to graf jest bukietem okregow.) H
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Dowod twierdzenia 1 (R. Baer i F. Levi, 1936; rozpatrujemy przypadek gdy indeks k
i liczba generatorow n sa skoriczone). Interpretujmy F,, jako m (X, x), gdzie bukiet
X = Vv S} jest grafem o n krawedziach i jednym wierzcholku x. Dla zadanej podgrupy
H < F, istnieje takie spojne nakrycie p : (X, %) — (X, 2), 7e pu(m(X,7)) = H. Z
wniosku 1 w §2.2 wiemy, ze nakrycie to jest k—krotne, za$ z zadania 2 w §1.2 — ze X
jest grafem, majacym kn krawedzi i k wierzchotkéw. Na podstawie lematu, m()? ,T) =
Fip_1o1. Teza wynika wiec z tego, ze H = 7'('1()?, T), patrz twierdzenie 2 w §2.1. [J

Twierdzenie 2. Niech grupa G bedzie skoniczenie prezentowalna, a H bedzie jej pod-
grupq skonczonego indeksu. Wowczas grupa H tez jest skoriczenie prezentowalna.

Dowod. Na podstawie twierdzenia 2 w §11.2.4 istnieje spojny, skonczony CW-kompleks X,
dla ktorego m (X, z) = G. (Punkt x € X obieramy dowolnie.) Dalej, istnieje takie
nakrycie p : (X,7) — (X, x), 7e po(m(X,7)) = H. Krotnos¢ tego nakrycia jest skon-
czona, bo jest rowna indeksowi podgrupy H (w ). Na podstawie zadania 2 w §1.2,
X tez jest skoriczonym CW-kompleksem. Tym samym, grupa 771()N( ,T) jest skonczenie

prezentowalna; patrz zadanie 1 w §I1.2.4. Dowdd konczymy jak wyzej. [

Przyktad 1. Podajmy inny przyktad ,algebraicznego” wykorzystania teorii nakryé. Udo-
wodnimy, ze grupa wolna Fb zawiera podgrupe izomorficzng z grupg wolng F(N) o
przeliczalnie wielu wolnych generatorach. W tym celu nakrycie torusa ptaszczyzna, z
przyktadu 1d) w §1.1, obetnijmy do ,kratownicy” K := Z x RUR x Z. Otrzymamy
nakrycie p : K — L := p(K), gdzie L jest podzbiorem torusa, homeomorficznym z
St v St ono za$§ wyznacza monomorfizm p, : 7 (K) — m (L) = Fy. Nietrudno jednak
udowodni¢, ze m (K) = F(N), i to koriczy dowdd.

Zadanie uzupetniajace 1. Wykorzysta¢ to rozumowanie do wskazania pewnego zbioru
wolnych generatorow zadanej podgrupy grupy Fb.

2. Dowdd A. Grothendiecka waznego przypadku twierdzenia Seiferta — van Kampena.

Niech X7, X9 1 X := X1NXs beda otwartymi, tukowo spéjnymi podzbiorami przestrzeni
X iniech x € Xy. Oznaczmy przeksztalcenia inkluzji Xg — X, 1 X,, — X przez 1,
i 7, odpowiednio (n = 1,2). Teza twierdzenia Seiferta — van Kampena orzeka, ze
dla kazdej grupy H i homomorfizmow w,, : m(X,,z) — H (n = 1,2), spemiajacych
warunek wy o i1, = wWs 0 igy, istnieje jedyny taki homomorfizm w : m (X, z) — H, ze

wOjl*:wliwojg*zwg.
Ponizej udowodnimy to twierdzenie wykorzystujac wyniki z §3.4, jednak przy dodatko-

wym zalozeniu, ze X7 1 X5 sa lokalnie tukowo spojne i spetniajg warunek matych petli.
(Wowezas X tez spetnia te warunki.) Dla wygody oznaczen, zamiast H piszemy G.
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Oznaczenie. Niech G i II beda grupami, a u : [ — G homomorfizmem grup. Zbior G
wyposazmy w prawe dzialanie grupy II, zadane jako (g,a) — ¢-u(a) dla g € G,a € 11,
gdzie - to mnozenie w G. Otrzymany II-zbior oznaczmy przez G,

Dowdd istnienia homomorfizmu w w twierdzeniu S-vK (przy zadanych G, wq, we). Zgod-

nie z uwaga 1 w §3.4, dla n = 1,2 istnieje nakrycie p, : X,, — X,,, ktorego wioknem
nad z jest m (X, x)-zbiér G Ograniczajac p, do )?2 = p1(Xp) otrzymujemy na-
krycie p? : )?3 — Xy, ktorego wiokno nad x jest nadal réowne G jako zbior, lecz z dzia-
taniem na nim zadanym wzorem (g, [A]) — g - w,(in([A])) dla g € G 1 [A] € m1 (X, ).
A Ze wy 0 i1, = ws O iy, to istnieje izomorfizm f nakrycia p{ na nakrycie pJ, bedacy
identycznoscia na wtoknie G nad x. (Korzystamy z uwagi 2a) w §3.4.)

Niech teraz X 1= X 1Uy )N(Q ip: X=X bedzie naturalnym rzutowaniem. Nietrudno
udowodni¢ (jest to zadanie), ze p jest nakryciem. Tym samym, p wyznacza prawostronne
dziatanie grupy (X, z) na zbiorze p~!(z) = G; oznaczmy je przez (g, [p]) — g o [u].
Dla n = 1,2 zachodzi wiec

g0 (Jns([A]) = g - wu([A]) dla [N € m (X, z)ig € G.

W szezegolnosei, formuta w([u]) = 1g © [u] definiuje taka funkcje w : m (X, z) — G, ze
W o Jpe = wy dlan = 1,2. Pozostaje dowiesé, ze jest ona homomorfizmem grup.

W tym celu zauwazmy, ze dany element h € G wyznacza funkcje b : G — G
mnozenia z lewej przez h, tzn. taka, ze h(g) = h-g. Dla n = 1,2, funkcja ta jest
ekwiwariantna gdy na G patrze¢ jako na m (X, z)-zbior G (czy tak?), skad — znow
na podstawie uwagi 2a) w §3.4 — zachodzi i = fi,,-1(,y dla pewnego f, € Aut(p,-1(x,)).
Obciecia f1 i fo do Xy = p 1(Xy) sa automorfizmami nakrycia py 1= Pz, rownymi
na wtoknie p,'(x) = p~l(z). Na podstawie tejze uwagi sa one réwne na X, wiec
tacznie wyznaczaja automorfizm nakrycia p. Tym samym h jest, jako obciecie do
p~1(x) tego automorfizmu, przeksztalceniem ekwiwariantnym wzgledem dzialania o .
(Patrz uwaga 0b) w §3.2.) Oznacza to, ze dla g € G = p~1(x) i [u] € m1 (X, z) zachodzi

h-(golp]) = (h-g)oly
Przy g := 1g i h := 1g ¢ [v] uzyskujemy zadana tozsamosé¢ w([v]) - w([u]) = w([v][u]),
dla [v], [u] € m (X, x). (Korzystamy z tego, ze (1g ¢ [V]) o [u] = 1g o ([V][]).) O
Jednoznacznos¢ homomorfizmu w mozna uzyskaé uzupetniajac to rozumowanie. Wy-
nika tez ona bezposrednio z ponizszego lematu:

Lemat 1. Przy zatozeniach i oznaczeniach twierdzenia Seiferta — van Kampena, zbior
im(j1.) Uim(jox) generuje m (X, x).

Dowod. (Jest to fragment , klasycznego” dowodu tego twierdzenia). Niech A € Q(X, z).
Podzielmy odcinek [ liczbami 0 = sy < s; < ... < sy = 1 tak drobno, by kazdy zbior



IV-57 H. Torunczyk, Wyklad z Topologii II, wiosna 2023.

A([si-1, 8:]) byt zawarty w X7 lub w X5. Dla kazdego punktu y € {\(s;)}, obierzmy
tez Sciezke oy, od o do y, stala gdy y = x i przyjmujaca wartosci w Xy gdy y € X, za$
w X7 lub w Xy w przeciwnym razie. (Gra role tukowa sp6jnosé zbiorow X, X1, X5.)

Zauwazmy teraz, ze obraz kazdej Sciezki f; := (ux(s; 1) * A|isi_1,5:) *Od;\_(si) jest zawarty
w X lub w Xs. (Uzasadnienie: gdy A([s;_1,si]) C X, to im(5;) C X,.) Ponadto,
[51][52].-.[Bn] = [A] (Por. dowod stwierdzenia 1a) w §II1.1.2; gra role to, ze Sciezka a,
jest stata.) Zatem [A] € (im(j1.) Uim(jox)). O

Zadanie uzupetniajace 1. Niech p : XX bedzie nakryciem i x € X. Udowodnié, ze:
a) Jesli G := p~!(z) ma strukture grupy i g-(h[A]) = (¢g-h)[A] dla [\] € IT := m (X, )
i g,h € G, to [I-zbior p~1(x) jest postaci G dla pewnego homomorfizmu u : II — G.

b) Dla lokalnie tukowo spojnej przestrzeni X prawdziwa jest tez implikacja odwrotna.

IV Wstepne informacje o teorii homologii

§ 1. Definicja grup homologii i opis w wymiarach 01i 1

A. Grupy abelowe wolne

Definicja. a) Niech G bedzie grupa. Komutatorem elementow «, 5 € G nazywamy
element afa~137!. Komutantem grupy G, oznaczanym przez [G, G], nazywamy pod-
grupe ({afa 1871 a, B € G}), generowany przez zbior wszystkich komutatorow. (Jest
to podgrupa normalna, patrz nizej zadanie 1.) Grupe ilorazowa G/[G,G] nazywamy
abelianizacja grupy G i oznaczamy G,,. Okreslone jest rzutowanie p : G — Gy

b) Dla dowolnego zbioru S, abelianizacje F'(.S)ap grupy wolnej F'(.S) nazywamy wolna
grupa abelowa generowang przez S. Jest to wiec grupa (S|{st =ts:s,t € S}) —lub
inaczej, grupa zredukowanych stow w przemiennym alfabecie S. Stowa te zapisujemy
addytywnie jako S°F_ n;s;, zamiast []1_, ™. (Tu, k € Zso, s; € S,n; € Z\{0}is; # s,

dla i # j; gdy k = 0, stowo jest puste i traktowane jako zero grupy F(S)ap .) E

Zadanie 1. Zauwazy¢, ze homomorfizm grup przeprowadza kazdy komutator na komu-
tator, wiec komutant w komutant. Uzyska¢ stad normalnosé¢ podgrupy [G, GI.

Uwaga 1. Gdy h : G — A jest homomorfizmem grup i grupa A jest abelowa, to
h(]G,G]) = {0}, wiec b’ o p = h dla jedynego homomorfizmu A’ : G, — A.

Uwaga 2. Dla kazdej funkcji v : S — A, gdzie A jest grupa abelows, istnieje jedyny
homomorfizm 7 : F(S)., — A, przedtuzajacy v. Istotnie, v przedtuza sie do homo-
morfizmu F(S) — A, a ten jak wyzej wyznacza zadany homomorfizm F(S)., — A.

15 Grupa F(S)ap jest tez izomorficzna z grupa tych funkcji z S w zbior Z liczb catkowitych, ktore sa réwne 0 prawie
wszedzie. (Dzialanie to dodawanie funkcji; funkcji f odpowiada stowo > {f(s)s : f(s) # 0}.) Gdy #S = n < oo, to
F(S)ab =Z & ... ® Z (n sktadnikow).
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Odnotujmy, ze T(32F_, nisi) = Sor_ nw(s;) dla kazdego stowa S5 nis; € F(S)a .
B. Homologie singularne (definicja)

Dla utrzymania zgodnosci z wickszoscia podrecznikow omawiajacych homologie singu-
larne, osi iloczynu kartezjanskiego R” numerujemy liczbami 0,...,n—1 (anie 1,...,n).
Przez A" oznaczamy standardowy n-sympleks w R

A" = {t = (to,...ty) € " itg+ ..+ t, =1}

Gdy 0 < k < n, okreglamy tez wlozenie ¢, : A"! — A" tak, by jego zlozenie z
rzutowaniem R™" na R"™ wzdhuz k-tej osi bylo identycznodcia:
Lk(t(), ---atn—l) = (tf),t;l), gdzie t; = tj dlaj < ]C, t;{: =01 t; = tj—l dlaj > k.

Definicja. a) Przeksztatcenia z A™ w przestrzen topologiczna X nazywamy n—sympleksami
singularnymi w X. Zbior wszystkich n—sympleksow singularnych oznaczymy przez
XA2" a wolng grupe abelows, generowang przez X2" oznaczymy przez S,(X). Ele-
menty tej grupy nazywamy n—tancuchami w X. Gdy n = 0, utozsamiamy X A%y X

b) Dla n > 1 i n—sympleksu singularnego o : A" — X oraz k = 0,...,n zachodzi
ogou € XA wiee 9o = S7_o(=1)Fo o 1 jest poprawnie okreslonym (n — 1)~
taficuchem. Zgodnie z uwagg 2, otrzymana funkcja 9 : X" — S,_1(X) jednoznacznie
przedtuza sie do homomorfizmu grupy S,(X) w S,,_1(X), ktory tez oznaczymy przez 0.

¢) Obraz tego homomorfizmu oznaczymy przez B, _1(X), a jego jadro przez Z,(X).
Sa to podgrupy abelowych grup S,,_1(X) i S,(X), odpowiednio.

d) Przyjmujemy, ze na Sy(X) operator 0 jest zerowy, wobec czego Zp(X) = Sp(X).

Uwaga 3. Dla n = 2 naprzemienny wybor znakow w definicji operatora 9 wyjasnia sie
tym, ze gdy odcinek A! i brzeg sympleksu A? zorientowaé tak, by wlozenie t5 zachowy-
walo orientacje, to ¢1 ja odwroci, a ¢y zachowa. (Podobnie jest dla n > 2.)

Zadanie 2. Dowies¢, ze B,(X) C Z,(X).

Oznaczenia i nazwy.

a) B, (X) nazywamy grupa n-brzegow w X, a Z,(X) grupa n—cykli w X.

b) Dla kazdego n-taiicucha ¢, warstwe ¢ + B, (X) oznaczymy przez (y) i nazwiemy
jego klasa homologii. Dwa n—tancuchy sa homologiczne, gdy sa w tej samej klasie
(rownowaznie: gdy ich réznica jest n-brzegiem).

c) Jesli X # (), to grupe ilorazowa Z,,(X)/B,(X) oznaczamy przez H,(X) i nazy-
wamy n-tg grupa homologii przestrzeni X m Jest to wiec zbior klas homologii n-cykli
w X, z dzialaniami grupy ilorazowej. Przyjmujemy tez H,(0)) = {0}.

Gdy ¢ = >, no; jest n-tancuchem w X i f : X — Y jest przeksztalceniem, to
fop:=> ni(foo;) jest n—tancuchem w Y. Jest widoczne, ze Oy (f o p) = fodxyp ,

16 Sciglej, jest to n-ta grupa homologii singularnych przestrzeni X, o wspotczynnikach w Z. Na potrzeby tego paragrafu
upraszczamy jednak te nazwy.
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gdzie Ox i Jy to operatory brzegu na S,(X) i S,(Y), odpowiednio. Stad za$ wynika,
ze przyporzadkowanie ¢ — f o ¢ przeprowadza klase homologii () taricucha ¢ w klase
(fop) tancucha fop. W szezegolnosei, dla X # () przyporzadkowanie to okresla funkcje
z H,(X) w H,(Y), ktora oznaczymy przez f, . (Jest jasne, czym jest f, gdy X =0).)

Zadanie 3. a) Dowies¢, ze f, jest homomorfizmem grup abelowych, a przyporzadko-
wania X +— H,(X) i C(X,Y) > f — f. okredlaja funktor kowariantny z kategorii
przestrzeni topologicznych w kategorie grup abelowych.

b) Dowiesé, ze H,(X) = ®oHn(Xo), gdzie X, przebiega wszystkie sktadowe tukowe;
spojnosci przestrzeni X.

C. Homologie w wymiarach 01i 1.

Wygodnie bywa §ciezke w X traktowaé¢ jako singularny 1-sympleks. W tym celu
utozsamijmy Al z odcinkiem I = [0, 1] (afinicznie, tak by (0,1) <> 0i (1,0) <> 1), a
tym samym zbior X Al singularnych 1-sympleksow w X — ze zbiorem X7 &ciezek w X.
Nizej bedziemy traktowa¢ X7 i X Al wymiennie, dokonujac milczaco tych utozsamien.

Przy utozsamieniu X! z X2 grupa 1-laricuchow S;(X) jest abelows grupa wolna
rozpieta na zbiorze X! wszystkich ciezek w X, i podobnie So(X) = F(X)ap. Operator 0
jest na S1(X) wyznaczony tym, ze 1 = 7(1) — 7(0) € Sp(X) dla 7 € X7

Zadanie 4. Dowies¢, ze jesli przestrzen X = () jest tukowo spojna, to Hy(X) = Z.
Przejdzmy do zbadania grupy H;(X). Wykorzystamy nastepujacy lemat:

Lemat 1. Niech $ciezki o, oy, an € X! bedg takie, ze (co x o) % ay istnieje i [(ag %
i) * ag] = [c], gdzie x = ay(0). Wowezas (ag) + (a2) = ().

Dow6d. Niech 6A% := {(zg, 1, 22) € A% : min; x; = 0} oznacza brzeg sympleksu A2
Poniewaz v := (ayxai”)*qy istnieje i jest Sciezka zamknieta, to z definicji wlozenn Al —
A? wynika istnienie takiego przeksztalcenia g : 6A%? — X, ze go1; = oy dlai = 0,1, 2.
A 7Ze ponadto v~y c,, to odwzorowanie g jest nieistotne. Mozna je wiec przedtuzy¢ do
g: A% = X, otrzymujac {ag) — (a1) + {a) = (9g) = 0 (bo 97 € B1(X)). O

Whiosek 1. a) Jesli o, B € X7 i istnieje ax 3, to {ax B) = {a) + (B).
b) W szczegolnosci, {c,) =0 i {a") = —(a) dla 2 € X ia € X
c) Jesli o, B € X1 i a~y B, to (a) = (B).

Dowod. Przyjmujac w lemacie o := o, g = 1 aq := ax 8 uzyskamy a), zas b) wynika
7z a) przy a = ¢, 1 nastepnie = . A gdy w lemacie wezmiemy ag := a, ag:= i
aq 1= ¢, gdzie x = «(0), 1 skorzystamy z b), to otrzymamy c). [

Kazda $ciezka zamknieta A € Q(X, x) moze by¢ traktowana jako 1-cykl w X, wiec
wyznacza element grupy Hi(X), i to zalezny tylko od klasy [A\] € m1(X, ). (Korzystamy
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z wniosku 1c).). Uzyskana funkcja z m (X, z) w H1(X) jest homomorfizmem na postawie
wniosku la), wiec wyznacza taki homomorfizm u : m (X, ). — H1(X), ze u(p([A])) =
(M) dla A € Q(X,z). (Tym razem wykorzystano uwage 1 i abelowosé¢ grupy Hi(X).)

Twierdzenie 1 (W. Hurewicz, 1936). B Gdy przestrzen X jest tukowo spdjna, to po-
wyzszy homomorfizm w : m (X, x)a, — H1(X) jest izomorfizmem grup (w tym jest ,na”).

Dowod. Zdefiniujemy homomorfizm w : Hy(X) — 7 (X, 2)a, , odwrotny do u. W tym
celu ustalmy rodzine $ciezek {a,}ex taka, ze

a,(0) =xiay(l)=2"dlaaz’ € X, gdzie (dla ulatwienia) «, jest $ciezka stala c,.
Nastepnie, dla kazdej sciezki 7 € X' przyjmijmy v(7) 1= a (o) * 7 * oz;_(l) € Q(X,x).

Poniewaz X7 jest zbiorem przemiennych wolnych generatorow grupy tancuchow Sp(X),
to istnieje taki homomorfizm 7 : S1(X) — 71 (X, 2)ap, ze 0(7) = p([v(7)]) dla 7 € XT.
(Tu p: m(X,2) — m (X, z)a nadal oznacza rzutowanie ilorazowe. Patrz uwaga 2.)

Zauwazmy teraz, ze (@) = 0 dla ¢ € Bi(X). Istotnie, wystarczy tego dowiesé
gdy o = 0f 1 f € X4 Przy 7, = foy dlai = 0,1,2, mamy wtedy ©(p) =
p([v(72)]) — p([v(m)]) + p([v(70)]) = p([A]), gdzie A = v(72) * v(7{") * v(70). (Gra rolg
homomorficznosé p.) Dla pu:= 7 71 % 7y jest tez widoczne, ze [A] = [a(0) * p* oy |-
Ale pu(1) = p(0) i p~o cyo), bo f zaswiadceza, ze wyznaczone przez p przeksztalcenie
OA? — X przedtuza sie na A% Stad [A] = [c,], wobec czego p([\]) = 0.

Skoro T(B1(X)) = {0}, to (¢) — v(¢) poprawnie okresla homomorfizm z Sy (X) /By (X)
w m(X)a , ktorego obciecie do Hy(X) = Z1(X)/B1(X) oznaczmy przez w. Dla
7 € Q(X, x) zachodzi wiee w((7))) = p([v(7)]) = p([ew*v*ai]) = p([7]) (bo aw = ca);
a ze, z definicji, () = wu(p([y]) 1 p jest ,na”, to w o u jest identycznoscia. Pozostaje
dowies¢, ze jest nig u o w — czyli, ze u(w((1))) = (1) dla kazdego 1-cyklu .

W tym celu dla kazdego 0-laricucha s = > n;x; przyjmijmy ®(s) = >, nja,, gdzie
{a, }arex to obrana wezesniej rodzina $ciezek (interpretowanych jako 1-taicuchy). Dla
7 € X', wynikla z definicji i wniosku 1 r6wnos¢ w(v(7)) = (74 o) — ar(1)) zapisuje si¢
tak: u(v(7)) = (7 — ®(071)). Z addytywnosci 0 , ® ,u i v otrzymujemy dalej te rownosé
dla 7 bedacych juz dowolnym 1-taricuchem. Gdy za$ 7 jest cyklem, to 07 = 0, wobec
czego u(v(1)) = (7). Konczy to dowdd twierdzenia, bo v(1) = w((7)). O

Whiosek 2. Gdy X jest skoriczonym CW-kompleksem spéjnym, to H1(X) jest skoricze-
nie generowanq grupg abelowq.

Whiosek 2 wynika bezposrednio zadania 1 w §I1.2.4 i twierdzenia 1. Warto tu przy-
pomnieé, ze z Algebry znamy twierdzenie o klasyfikacji wymienionych we wniosku grup.

1"Niektorzy autorzy, m.in Rokhlin i Novikov, przypisuja ten wynik juz Poincarému. Jest on jednak powszechnie
wigzany z nazwiskiem Hurewicza, ktory odkryl jego odpowiednik w wyzszych wymiarach.
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