Dodatek

1. Przeksztalcenia ilorazowe (przypomnienie z Topologii 1)

Niech dane beda przeksztatcenia f: X — Y ig: X — Z, przy czym f jest ,na”’; pytamy, czy istnieje
przeksztalcenie u : Y — Z takie, ze uo f = g. Gdy zapomnimy o ciagtosci, funkcja taka istnieje wtedy i
tylko wtedy, gdy g zlepia do punktu kazdy zbior f~!(y), dlay € Y. Gdy u istnieje, to u(y) = g(f~(y))
dla y € Y; musimy jednak zbadaé, czy formuta ta zadaje funkcje ciagta.

Wygodny warunek wystarczajacy daja ponizsza definicja i uwaga:

Definicja. Przeksztalcenie f : X — Y nazywamy ilorazowym, jesli jest ,na” i dla kazdego zbioru
Yy C Y, gdy zbior f71(Y) jest domkniety w X, to zbior Yy jest domkniety w Y.
Gdy stowo ,domkniety” dwukrotnie zamienimy na ,otwarty”, to otrzymamy definicje réwnowazna.

Uwaga 1. Jesli f jest przeksztalceniem ilorazowym, a ¢ = w o f jest ciagle, to i u jest ciagte.
Istotnie, mamy dowies¢, ze gdy zalozenia te sa spelnione i Zj jest zbiorem domknietym w Z, to zbiér
Yy := u(Zy) jest domkniety w Y. Wobec ,ilorazowosci” f, sprowadza si¢ to do pytania, czy zbior
f7H(Ys) jest domkniety w X. (Gra role m.in. to, ze f jest ,na”.) Jednak f~'(Yy) = f~H(u "1 (Zy)) =
(wo ) 1 Zy) = g7 4(Zy), co jest zbiorem domknietym w X na podstawie cigglosci g.

Tym samym jesli u istnieje i przeksztatcenie f jest ilorazowe, to ciggtosé u wynika z powyzszej uwagi.
Warto wiec pamieta¢ o nastepujacych kryteriach pomagajacych uzasadnié¢ ilorazowosé f (pierwsze jest
znane z Topologii 1, drugie omowimy jesli starczy czasu, ale tak czy siak mozna z niego korzystac):

1. Surjektywne przeksztatcenie, ktoére jest otwarte lub jest domkniete, jest ilorazowe. W szczegol-
nosci, przeksztatcenie przestrzeni zwartej na przestrzen Hausdorffa, jest ilorazowe (bo jest domkniete).

2. Gdy przeksztalcenie f : X — Y jest ilorazowe, a T' jest przestrzenia zwarta (ogolniej: lokalnie
zwarta), to przeksztalcenie f x idy : X X T — Y X T tez jest ilorazowe. Jest to twierdzenie
Whiteheada; dowdd nie jest oczywisty, lecz go pomijam.

3. Gdy (X, Tx) jest przestrzenia topologiczna, a f : X — Y funkcja ,na”, to Y mozna wyposazy¢
w topologie f.(Tx) :={V Cc Y : f7Y(V) € Tx}. (Nazywamy ja topologia wypchnieta przez f lub
ilorazowa.) Wowczas f : (X, Tx) — (Y, f.(Tx)) staje si¢ przeksztalceniem ilorazowym.

2. Przestrzenie rozkladu

Definicja. a) Rozkladem zbioru X nazywamy pokrycie D tego zbioru, zlozone ze zbior6w parami
roztacznych. Wyznaczone jest naturalne rzutowanie 7p : X — D, ktore kazdemu punktowi z € X
przyporzadkowuje jedyny zbiér D € D taki, ze x € D.

¢) Gdy ponadto X jest przestrzenia topologiczna, to zbiér D (bedacy zbiorem zbioréw) mozna
wyposazy¢ w topologie T wypchnieta przez mp z X do D, jedyna, czyniaca mp przeksztalceniem
ilorazowym. Przestrzen (D, 7T ) nazywamy przestrzenia rozkladu D i oznaczamy przez X /D, myslac
o niej jako o przestrzeni powstatej z X przez ,zgniecenie” kazdego zbioru D € D do punktu, przy czym
roznych zbioréw z D do réznych punktow. (Bezposredni opis topologii w X/D jest taki: zbior U jest
otwarty w X /D wtedy i tylko wtedy, gdy otwarty w X jest zbior n5'(U) = J{D : D € U}.)

d) Nierzadko, gdy mowa o przestrzeni rozktadu D, wymienia sie tylko zbiory D € D, liczace wiecej
niz jeden punkt. I tak, dla rodziny Dy parami roztacznych podzbioréw przestrzeni X, pisze sie X /Dy
w miejsce X/D, gdzie D :=DyU {{z}: 2 € X \UDo}.

e) Ponadto, dla A C X pisze siec X/A w miejce X/{A}.

Przyktad 1. Wyzej, X/A = {A}U(X\A) (dlaczego?) izbior U C X/A jest otwarty, jesli jest podzbiorem
przestrzeni X \ A, otwartym w X, lub jesli {A} € U i zbior (U \ {A}) U A jest otwarty w X. Stad



-2

naturalne rzutowanie X — X /A przeksztatca zbior X'\ A homeomorficznie na X/A\{A}; ponadto, X/A
jest przestrzenia normalna, jesli X jest przestrzenia normalng i A = A (dlaczego?). W szczegdlnosci,
gdy A = A i przestrzen X jest zwarta, to X/A tez jest zwarta, jako obraz zwartej przestrzeni X przy
rzutowniu 7w : X — X/A na przestrzen, ktora jest Hausdorffa (bo jest normalna).

Uwaga 1. Gdy przestrzen X jest spojna, to X/D tez jest, jako obraz przestrzeni spojnej przy ciagtym
przeksztalceniu mp. Implikacja odwrotna jest prawdziwa jesli wszystkie zbiory D € D sa spojne.

Przestrzen X/D, z uwzglednieniem jej topologii, nie zawsze tatwo jest sobie wyobrazi¢. Moze ona
mie¢ zte wlasnosci (np. nie by¢ przestrzenia Hausdorffa), nawet, gdy przestrzen X jest ,porzadna’.
Sporym ulatwieniem bywa nastepujacy lemat:

Lemat 1. Niech D = {h™'(z) : 2 € Z} dla pewnego cigglego przeksztatcenia h: X — Z przestrzeni X
w przestrzen Hausdorffa Z. Wowczas:

a) X/D jest przestrzeniq Hausdorffa, przy tym homeomorficzng z h(X), jesli przeksztatcenie h jest
tlorazowe.

b) Jesli istnieje taki zwarty zbior K C X, ze KN D # () dla kazdego D € D, to przestrzen X/D
jest zwarta (i homeomorficzna z h(X) = h(K)).

Dowdd. 7 zatozenia wynika istnienie bijekcji g : X/D — h(X) takiej, ze g o m1p = h. Na podstawie
uwagi 2, bijekcja ta jest ciagla (wobec czego przestrzeri X/D jest Hausdorffa, w slad za Z), zas gdy
przeksztalcenie h jest ilorazowe, to jest homeomorfizmem. To dowodzi a). By uzyska¢ b) pozostaje
zauwazy¢, ze gdy DNK # ) VD € D, to h(K) = h(X) i mp(K) = 7p(X), przy czym ze zwartosci
K i wtasnosci (T2) przestrzeni Z i X/D wynika, Ze przeksztalcenia hjx i (7p)x sa ilorazowe (bo sg
domkniete). B

Wnhniosek 1. Gdy X/D jest przestrzeniq Hausdorffa, to dla kazdego zbioru zwartego L C X, jego obraz
w X/D jest homeomorficzny z L)D’, gdzie D' ={DNL:D € D}.

Dowéd. Przy Z := mp(L) i h:= (7p)|, : L = Z zachodzi D' = {h™!(z) : z € Z}. B

Przyklad 2. a) Przestrzeni [—1,1]/{—1, 1} jest homemomorficzna z okregiem S' = {(z,y) : 22 +y* = 1}
na plaszczyznie (R?,7;). Wynika to tak z przyktadu 1, jak i z lematu, przy h(t) = (cos(nt),sin(7t))
dla ¢t € [0,1] — bo {h71(s) }sest = {—1,1} U {{t} }e(—1,1)-

b) Niech D = {D, : t € [0,1)}, gdzie D, = {t +n : n € Z}. Przestrzeii R/D jest nadal ho-
meomorficzna z okregiem S' —co w podobny sposob wynika z czesci ¢) lematu, przy K = [0,1] i
h(t) = (cos(27t),sin(27t)) dla t € R.

c¢) Ogolniej niz w a), przestrzen B"/S™"! jest homeomorficzna z S™. (Dlaczego?)

d) W sferze S™ rozwazmy rodzing zbiorow D = {{z, —x} : € S™}. Przestrzenn S"/D nazywana
jest n—wymiarowa przestrzenia rzutowsq i oznaczana przez P". Gdy przyja¢ h(z) = (z;x;)<; dla
= (z)}h € S" C R, to przy m = 1(n+1)(n+2) otrzymamy takie ciggle przeksztalcenie
h:8" — R" zeD={h'y) : y € im(h)}. Poniewaz R™ jest przestrzenia Hausdorffa, wiec z
lematu 1b) wynika, ze przestrzei P" jest homeomorficzna ze zwarta (ze wzgledu na zwartosé sfery)
podprzestrzenia im(h) przestrzeni R™, a wiec jest zwarta i metryzowalna.

Zadanie 1. Gdy n = 2, to samo pozostaje prawda przy m = 6 zastapionym przez 4, a h okreslonym
wzorem h(zy, o, x3) = (23 — 23, 109, T173, ToT3).

W sferze S™ = {x € R"™ : ||z|| < 1} zbiér K = {z € S : x,,,1 > 0} przecina kazdy zbiér {—x,r}
rozkladu D, wobec czego przestrzen P™ jest homeomorficzna z K/D’, gdzie D' = {DN K : D € D}.
Elementami rozktadu D’ przestrzeni K, zawierajacymi wiecej niz 1 punkt, sa zbiory {z, —z}, dla
r = (1, ...,7,,0) € K. Traktujac kule domknieta B" jako obraz zbioru K przy rzutowaniu wdtuz osi
O,,41 stwierdzamy wiec, ze P* = B" /&, gdzie & = {{z, —z} : x € S"1}.



Przyklad 3. a) Wezmy wyzej n = 2. Poniewaz istnieje homeomorfizm kuli B2 na kwadrat [—1,1]?,
ktory zachowuje antypodyzm wzgledem zera, wiec przestrzen P? jest homeomorficzna z [—1,1)%/F,
gdzie F = {{z, —z} : max(|z1],|z2]) = 1}. Oddajemy to rysunkiem oznaczajacym, ze identyfikujemy
kazdy punkt z z u(x), gdzie u jest afinicznym homeomorfizmem odcinka a na o’ lub odcinka b na ¥,
zachowujacym zaznaczone orientacje odcinkow. (W dalszych rysunkach ,primy” beda opuszczane.)

b’

N b

powierzchnia rzutowa P?

b) Wzia¢ ponizsze rysunki jako definicje podpisanych pod nimi zbioréw:

b b
d
a A Ad ayY------ Ad a A Ad an A a
b b
powierzchnia wstega Mobiusa torus butelka Kleina

boczna walca

Zadanie 2. a) Niech h(s,t) = (cos(27s),sin(27s),t). Sprawdzi¢, ze funkcja h : [0,1]> — R3 wyznacza
na [0,1]? ten sam rozklad {h='(z) : 2 € im(h)}, co uzyty wyzej do zdefiniowania powierzchni bocznej
walca. Stad i z lematu 1 wywnioskowaé, ze powierzchnia ta jest homeomorficzna z podprzestrzenia
im(h) przestrzeni R3.

b) To samo, przy powierzchni bocznej walca zastapionej przez torus, zas funkcji h zdefiniowanej
wzorem h(s,t) = ...... Dowiesé tez, ze powierzchnia boczna walca jest homeomorficzna z S x [0, 1], a
torus — z St x S

3. Doklejanie wzdluz przeksztalcenia

Definicja. Niech X i Y beda rozlacznymi przestrzeniami topologicznymi i niech f : A — Y bedzie
ciagtym przeksztatceniem domknietej podprzestrzeni A przestrzeni X. Mozemy wtedy rozwazy¢ na-
stepujaca rodzine D parami roztacznych podzbioréw przestrzeni X U Y:

D={f'yU{y}:yeY}

Przestrzen ilorazowa (X UY')/D oznaczamy X Uy Y i nazywamy wynikiem doklejenia przestrzeni
X do Y wzdluz przeksztalcenia f. Okreslone jest naturalne rzutowanie X UY — X U, Y.

Zalozenie roztacznosci zbiorow X i Y mozna tatwo ominaé, utozsamiajac X z X' := X x {0}, a Y
zY' =Y x {1}. (Dlatego na ogo6! nie zada sie, by byto ono spetione.)



Przyktad 1. Niech X i Y beda domknietymi podzbiorami przestrzeni Z i A :== X NY. Dla iy :
A — Y oznaczajacego naturalne wlozenie twierdzimy, ze przestrzen X U;, Y jest homeomorficzna z
X UY. Wynika to z lematu 1, bo przeksztatcenie h : X' UY’' — X UY, gdzie X' i Y’ sa jak wyzej i
h(z,0) = x,h(y,1) =y, jest domkniete i ma te same przeciwobrazy punktéw, co naturalne rzutowanie
X'UY" = X'"U;, Y. Teza jest tez prawdziwa, gdy oba zbiory X,Y sa otwarte w Z (bo wtedy h jest
otwarte).

Zadanie 1. a) Na podstawie ponizszego rysunku stwierdzi¢, ze butelka Kleina K jest homeomorficzna
z suma wstegi Mobiusa i powierzchni bocznej walca, majacymi wspolny brzeg.
(K jest tez suma dwoch wsteg Mobiusa o wspolnym brzegu; uzasadnie to na ¢wiczeniach.)

b, b;

b; b,

b) Stwierdzi¢ podobnie, ze plaszczyzna rzutowa P? jest suma wstegi Mobiusa i dysku, majacymi
wspolny brzeg (w P?). W a) i b), wspolny brzeg jest homeomorficzny z S*.

c¢) Co otrzymamy ze wstegi Mobiusa, gdy ja rozetniemy wzdtuz linii d? Jakich identyfikacji mozna
dokona¢ w powierzchni bocznej walca, by otrzymaé¢ wstege Mobiusa?

d) Co otrzymamy z przestrzeni P2, torusa i butelki Kleina, gdy je podobnie rozetniemy? (Przy
butelce Kleina sa dwa przypadki.)

e) Z czym jest homeomorficzna przestrzen ilorazowa M /OM , gdzie OM to ,brzeg” wstegi Mobiusa M?

Zadanie 2. a) Niech D = I? C R? i D x D C R*. Korzystajac ze wzoru
Fr(D x D) = Fr(D) x DU D x Fr(D)

dowiesé, ze sfera S? jest sumg dwoch pelnych toruséw, sklejonych brzegami.

b)* Wywnioskowa¢, ze gdy z przestrzeni R® wyja¢ wnetrze standardowo polozonego petnego torusa,
to otrzymamy przestrzeri homeomorficzng z pelnym torusem bez punktu.

¢)* Sprobowaé¢ wyobrazi¢ to sobie!

Problem 1. W torusie T' = S' x S* C R* definiujemy rodzing zbioréow D = {{z, —z} : x € T}. (Tu —
odnosi sie do R%.) Z czym jest homeomorficzna przestrzen T /D?

Problem 2. Wobrazié¢ sobie trabke Borsuka, zdefiniowang na rysunku, lub zrobi¢ jej model plasteli-
nowy. Czy trabka ta jest przestrzenia Sciggalng ?

>
trabka Borsuka
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Uwaga 1. Na koniec zauwazmy, ze kazda relacja rownowaznosci ~ w X wyznacza rozklad przestrzeni
X na klasy abstrakeji tej relacji. Przestrzen tego rozktadu oznaczamy X/ ~ i nazywamy przestrzenia
ilorazowg relacji ~.

4. Geometryczny opis wyniku doklejenia wzdtuz przeksztalcenia

Gdy w p. 3 obie przestrzenie X i Y sa zwartymi podzbiorami przestrzeni euklidesowej R¥, to mozemy sie
pokusi¢, by przestrzen X U;Y tez zanurzy¢ w pewnej przestrzeni R', dla dostatecznie duzego [. W tym
celu przedtuzmy f do przeksztalcenia f: X — R"iobierzmy X : X — [0,1] tak, by A71(0) = A. (N.p.,
niech \(x) = dist(z, A)/diam(X).) Pierwsza préba polega na rozpatrzeniu przeksztalcenia p : X — R!
okreslonego zwzorem p(z) = (1 — A(z))f(z) + A(z)z. Wprowadza ono zadane identyfikacje kazdego
punktu a € A z punktem f(a) € Y, lecz moze tez sie zdarzy¢, ze p(x) € Y, cho¢ x &€ A, jak rowniez,
ze p(xq1) = p(xz), cho¢ x1 # x9 1 1 & A. Poprawiona proba polega na wzieciu [ = 2k + 1 i imieszczeniu
(kopii) X i Y tak, by odcinki [z, f(2)] i [2/, f(2')] przecinaly sie tylko wtedy, gdy = = 2’ lub z, 2’ € A
i f(x) = f(2’). Mozna to osiagna¢ na rozne sposoby; jednym z nich jest przyjecie

q(z) = Mx)z, (1= M2)) f(2),A(z) e R x Rl x Rdla z € X

Wowcezas za X Uy Y nalezy przyja¢ ¢(X)UY’, gdzie Y = {Ogr } X Y x {Or}, za$ rzutowanie X UY —
X Uy Y nalezy interpretowac jako przeksztalcenie, ktére na X jest réwne ¢, a na Y jest zanurzeniem
Y= (ORU Y, OR)
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