VII-1 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

VII FORMY KWADRATOWE I DWULINIOWE

W tym rozdziale zaktadamy, ze

a) rozwazane przestrzenie wektorowe sa skoriczonego wymiaru, oraz

b) w ciele skalarow F element 1p + 1y nie jest rowny Op.
Ostatnie zatozenie wyrazane jest nastepujaco: ,charakterystyka ciata [ jest r6zna od
2”. Umozliwia ono wykonywanie w [ | dzielenia przez 2" gdy przez % € I oznaczy¢
odwrotno$é elementu 1p + 1, to %a + %a =a dlaa € F. (Przyktadowo, jesli F = Zj i
a =3, to %a = 4.) Najwazniejsze dla nas przypadki, to gdy F jest ciatem liczbowym;
wtedy wykonalnos¢ dzielenia przez 2 nie wymaga zadnych uzasadnien.

Wstep.* Po afinicznych, najprostszymi sa funkcje kwadratowe kilku zmiennych.
Wystepuja one w wielu zagadnieniach geometrii i analizy. W tym rodziale pokazemy;,
jak do badania tych funkcji wykorzysta¢ mozna wtasnosci macierzy, a zwtaszcza ma-
cierzy symetrycznych. Przeksztatcenia takich macierzy umozliwia uproszczenie wielo-
mianu kwadratowego liniowa zamiang zmiennych. Wyniki algebry liniowe]j sa pomocne
w ustaleniu, kiedy wielomian kwadratowy rzeczywisty przyjmuje tylko nieujemne (badz
tylko dodatnie) wartosci. Umozliwig one rowniez dowod waznego ,twierdzenia o bez-
wladnosci”, sformutowanego w §2.

Badamy tu tez funkcje dwuliniowe V' XV — [, gdzie V jest przestrzenia wektorows,
a IF jej cialem skalarow. Oto pewne powody znaczenia tych funkcji:

1) Funkcje dwuliniowe przekazuja petna informacje o operatorach liniowych. Tu
odnotujemy tylko, ze gdy L € L(IF*) jest operatorem na przestrzeni F¥, to funkcja
(u,v) — u- L(v) jest dwuliniowa i nietrudno jest zauwazy¢, ze wyznacza ona operator
L jednoznacznie. W podobny sposéb badanie operatoréw i na innych przestrzeniach
sprowadza sie, przynajmniej formalnie, do badania funkcji dwuliniowych.

2) Funkcja dwuliniowa V' x V' — F wyznacza w przestrzeni V namiastke geometrii
euklidesowej: umozliwia zdefiniowanie ortogonalnos$ci wektoréw, rzutu ortogonalnego,
przeksztalcenia sprzezonego, izometrii. (Opiszemy to doktadniej w §§3 i 4.) Tym
samym pewne intuicje i wyobrazenia, ktore wiazemy z przestrzeniami euklidesowymi,
moga by¢ choé¢ w czesci przeniesione na przestrzenie z wyrézniona funkcja dwuliniowa.

3) Kazda jednorodna funkcja kwadratowa V' — F wyznacza funkcje dwuliniows
V xV — F. Ta prosta, lecz podstawowa obserwacja poczyniona w §3 umozliwia
uzycie opisanych wyzej poje¢ geometrycznych do badania funkcji kwadratowych.

Niestety, rozwiniecie powyzszych punktow 1)-3) wykracza poza zakres wyktadu i
dotkniemy ich tylko w konicowych zadaniach uzupetniajacych.



VII-2 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

§ 1. Wielomiany i funkcje wielomianowe stopnia <2

1. Wielomiany stopnia < 2 i wyznaczone przez nie funkcje wielomianowe F* — F.

Definicja. Wielomianem stopnia < 2, zmiennych 1, ..., x5 i 0 wspoéteczynnikach w IF,
nazywamy wyrazenie

Z waa:j—I—be,—l—c (1)

1<i<j<k

gdzie wszystkie wspotczynniki b;;, b;, ¢ sa elementami F. Zbior wszystkich takich wielo-
mianow oznacza¢ bedziemy przez Folzq, ..., xx]. Warto$cia wielomianu (1) w punk-
cie u = (uy, ..., uy) € F¥ nazywamy skalar

Z bwu@ujJeruZ—%c

1<i<j<k

Funkcje F¥ — F zadang przez u — p(u) nazywamy funkcja wielomianowa wyzna-
czong przez wielomian p. Gdy b;; # 0 dla pewnych ¢, j, to zaréwno o wielomianie
p, jak i o wyznaczonej przez niego funkcji méwimy, ze sa stopnia 2 lub kwadratowe;
W przeciwnym razie powiemy, ze sa one stopnia 1 (gdy b; # 0 dla pewnego i), badz
stopnia 0 (gdy ¢ # 01 by = --- = b = 0), badz tez stopnia —oo (w pozostatym
przypadku, tzn. gdy p = 0). Poprawnos¢ tej definicji w odniesieniu do funkeji wynika
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Gdy 1g + 1g # O, to funkcja, wyznaczona przez wielomian p €
Folzq, ..., xk], okresla go jednoznacznie.

Dowod. Przy oznaczeniach (1) mamy
¢ = p(0) (2)

Rozwazana funkcja wyznacza wiec wspotezynnik ¢ wielomianu p, a takze nastepujace
funkcje fi, fo : F¥ — F

1 1
fiw) = 5(p(w) = p(-w)), fo(w) :=p(u) = fi(w) —c = S(p(w) +p(-u)) —c. (3)
Latwe rachunki pokazuja, ze przy tych definicjach,
Z biu; oraz fo(u Z bijuiu; dlau € F* (4)
1<i<j<k

Sk@d bz = fl(ei), b” = f2(6i> 1 bz’j = fg(ei + ej) — fg(ei) — fg(ej) dla 1 S 1 <j S k.
Wraz ze wzorami (2) i (3) wyznacza to wspotezynniki wielomianu p. [
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Uwaga 1. a) Oczywiscie, podobnie do wielomianéw k—zmiennych stopnia < 2 mozna
definiowa¢ wielomiany wyzszych stopni. Odpowiednie uogélnienie twierdzenia 1 wy-
maga wymaga jednak dodatkowych zalozen o ciele F. (Np., gdy F = Z3, to wielomian
z(x — 1)(x — 2) jest rézny od 0, lecz wyznacza funkcje zerowa.) Warto odnotowac, ze
wystarczajace jest zalozenie, by cialo I byto nieskonczone; dowod bedzie podany na
wyktadzie Algebry.

b) Ze wzgledu na twierdzenie 1, bedziemy niekiedy utozamia¢ funkcje wielomianowa
stopnia < 2 z wyznaczajacym ja wielomianem i np. méwi¢ o wspotczynnikach takie]
funkcji.

Funkcje fo zadana wzorem (4) nazywamy czeScia gltdowna, a f; + ¢ —czescia li-
niowa ! rozwazanej funkcji wielomanowej stopnia 2. Podobnie okreslamy i oznaczamy
czesci gtowna i liniowa wielomianu p postaci (1):

k

Py = Z bijrivi, p1= Z bix;, czesé liniowa = py + c.
1<i<j<k i=1

Wielomian p, a takze odpowiadajacg mu funkcje wielomianowa, nazwiemy forma

kwadratowsa, gdy p = ps, zas forma liniowa, gdy p = p;.

Uwaga 2. Forma kwadratowa moze by¢ stopnia —oo (tzn. by¢ zerowa), podczas gdy
kwadratowa funkcja czy wielomian sa, z przyjetej definicji, zawsze stopnia 2.

Uwaga 3. Przez x; oznaczamy na ogol i—ta z rozwaznych zmiennych (wowczas jest to
pewne wyrazenie algebraiczne), lecz niekiedy moze tak by¢ oznaczony i skalar. Ciag
zmiennych xq, ..., ;. bedziemy oznaczac przez X, i tak samo moze byé oznaczony wektor
w F* (ktérego wspotrzedne xy, ..., 2y, sg skalarami). Nie prowadzi to do nieporozumien,
bo omawiamy na ogét lub jest skadinad jasne, czy x jest ciagiem zmiennych, czy
skalarow.

Zadanie 1. Gdy f : F¥ — F jest funkcja wielomianowa stopnia < 2, to nastepujace
warunki sa rownowazne:

a) f jest forma kwadratows;

b) f(0) =01 f jest funkcjg parzysta, tzn. f(u) = f(—u) dla u € F;

c) f jest funkcjg 2-jednorodna, tzn. f(tu) =t>f(u) dlat € Fiu € F*.

Zadanie uzupeiajace 1. Niech funkcja f : R?> — R ma te wlasnosé, ze dla kazdych
u,v € R? funkcja R — R zadana przez t — f(u+tv) jest wielomianowa stopnia < 2.
Czy f jest funkcja wielomianows stopnia < 27

Nazwa ta odzwierciedla istniejaca niestety w nazewnictwie matematycznym niekonsekwencje: jesli h : F¥ — F
jest postaci x — Ax + b, gdzie A € M, 1 b€ F!, to gdy [ > 1 mowi sic o h, ze jest ,przcksztalceniem afinicznym?”,
za$ gdy [ = 1 —Ze jest ,funkcja liniows”’; nazwa ,funkcjonal liniowy” oznacza natomiast, ze [ =11ib = 0.
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2. Formy kwadratowe a macierze.

Forma kwadratowa

q = Z bl-ja:z-xj c ]Fg[l'l, ...,xk] (5)
1<i<j<k

jest wyznaczona przez swe wspotczynniki b;;. Poniewaz zakladamy w (5), ze ¢ <
J, to wspotezynniki te tworza tylko ,,gérng potéwke” macierzy rozmiaru k X k. By
otrzymac pelng macierz, mozemy dopisa¢ w niej zera ponizej przekatnej; odpowiada
to rozszerzeniu w (1) sumowania na wszystkie pary (1, j) takie, ze i, j € {1, ..., k}, przy
czym przyjmujemy b;; = 0 gdy 7 > j. Jednak przy takiej zmianie zakresu wskaznikow
istnieja inne jeszcze mozliwo$ci wyboru k£ x k—macierzy wspotczynnikow.

Definicja. Forma kwadratowa wyznaczong przez macierz A € M nazywamy za-

réowno wielomian
k

qa = Z Qi TiT (6)
ij=1
jak i odpowiadajaca mu funkcje F¥ — F, ktora oznaczymy fa. By ga zapisa¢ w postaci
(1), nalezy dokona¢ redukeji wyrazow x;z; oraz xjx; (1 < j). Stad i twierdzenia 1 w
p.1 wynika:

Lemat 1. Niech q i qa zadana bedg wzorami (5) i (6), odpowiednio. Rowno$é q = qa
ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Qi = b“ oraz ajj + aji = bij dla 7 < ] (Z,] = 1, ey k) (7)

Uwaga i definicja. a) Okazuje sie (jeden z powodow wskazemy w p.3), ze sposrod
macierzy wyznaczajacych forme kwadratowa ¢ najdogodniej jest wybraé¢ symetryczna.
7 lematu wynika, ze taka symetryczna macierz A istnieje i jest wyznaczona jedno-
znacznie; nazywaé jg bedziemy macierza (Gaussa) formy g.

b) Macierz ta jest wiec wyznaczona tym, ze

A = A'i g(v) = v Av dla wszystkich v € F*
C) Jesli zachodzi (5), to a;; = b” 1 Qj; = Aj; = %blj dla 1 < 1 <j < k.

Ogznaczenia. Jak wezesniej, we wzorach wykorzystujacych mnozenie przez macierz
traktujemy skonczone ciggi skalarow jako macierze jednokolumnowe. Umowe te roz-
szerzamy obecnie i na ciggi wielomianéw. Tak wiec dla A € Mj i ciagu zmiennych
x = (21, ..., Ty), przex Ax oznaczamy ciag wielomianow p; = > . a;z; (1 =1,..., k),
a rownos¢ (6) zapisujemy tak:

j=1

qa = X'AX (8)



VII-5 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

Jest to oczywiscie spowodowane tym, ze ga(v) = >, v;pi(v) = vIAv dla v € F*.

* Wielomianowi kwadratowemu nie bedacemu forma tez mozna przyporzadkowaé
macierz symetryczna. (Nie odegra to jednak wiekszej roli i dlatego pozostata czesé tego
punktu to material uzupetiajacy). W tym celu dla wielomianu p zadanego wzorem

(1) przyjmijmy
ai; = aji = bij/2 gdy i < j, ap; = ajo = b;/2 oraz ap =c (1,7 =1,...,k).

Macierz symetryczna (a;;)i j—o1,..k Oznaczny przez Ai nazwijmy rozszerzong ma-

cierza wielomianu p, a takze wyznaczonej przez niego funkcji. Przyjmujac p :=
k ~

Ziyj:o Qjj ;X5 IManly p(X) - p(17 L1y eey ZEk), Sk@d

p=%X'A%, gdzie X := (1,21, ..., ). (9)

3. Upraszczanie formy podstawieniem liniowym. Kongruentno$é¢ macierzy.
Definicja. Niech p = Zijﬂ bijrir; + Zle biz; + c¢ i niech C € M}, bedzie macierza
nieosobliwg. Zastapmy kazda ze zmiennych x; wielomianem Zle c;jyj. Powiemy, ze
zamiana zmiennych (lub: podstawienie) x = Cy przeprowadza p w otrzymany
wielomian p’ zmiennych y1, ..., ys.

Podstawienie x = Cy nazywamy liniowym. Zakladamy w nim zawsze nieosobliwos¢

macierzy C. Umozliwia to wyrazenie y poprzez x wzorem y = C~1x, analogicznym do

x = Cy. Latwo widzie¢, ze stopieri wielomianu p nie przewyzsza stopnia wielomianu
p. Wobec powyzszej symetrii miedzy p i p/, sa wiec one tego samego stopnia.

Twierdzenie 1. Gdy qa € Fslzq, ..., x%] jest formg o macierzy A, to podstawienie
x = Cy przeprowadza jg w forme q o macierzy C'AC.

Dowdd. Dla y € F* zachodzi

q(y) = 4a(Cy) = (Cy)'A(Cy) = y'(C'AC)y

Ponadto, C'AC jest macierza symetryczng (patrz ponizsze zadanie). Stad i z czesci
b) definicji-uwagi z p.2 wynika, ze macierzg formy ¢ jest C'AC.0O

Definicja. Macierze A, B € M (F) nazwiemy kongruentnymi, jesli istnieje macierz
nieosobliwa C € M, (F) taka, ze B = C'AC.

Zadanie 1. a) Kongruentnosé jest relacja rownowaznosci w zbiorze M (IF).
b) Gdy jedna z kongruentnych macierzy jest symetryczna (odp. antysymetryczna), to
druga tez.
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c) Gdy A;~B; dlai = 1,2, to diag(A1, Ag)~diag(Bq, Bs), gdzie ~ to kongruentnosé.
d) Macierze kongruentne maja ten sam rzad.

Uwaga 1. Cze$¢é b) zadania uwidacznia korzysé, jaka niesie wybor macierzy syme-
trycznej sposrod wszystkich, zadajacych rozwazang forme: zbiér macierzy symetrycz-
nych jest zamkniety wzgledem odpowiadajacej zamianie zmiennych relacji kongruenc;ji,
podczas gdy np. narzucajacy sie wybor macierzy gornie trojkatnej nie prowadzi do
zbioru o tej wlasnosci.

Zajmiemy sie teraz mozliwoscia wykorzystania podstawieni liniowych do upraszcza-
nia macierzy formy.

Twierdzenie 2 (Lagrange’a o diagonalizacji form kwadratowych, 2 wersje). Kazda
macierz symetryczna jest kongruentna z pewng macierzg diagonalng.

Rownowazne sformutowanie: Kazdg forme kwadratowg q € Folxy, ..., xx] mozna
podstawieniem lintowym przeprowadzié w forme Zle Niy?, dla pewnych Ay, ..., \y € .

By dostrze¢ rownowazno$é obu wersji wystarcza zapisa¢ ¢ w postaci g,, dla odpo-
wiedniej macierzy symetrycznej A, i skorzysta¢ z twierdzenia 1.

Twierdzenie 2 udowodnimy opisujac sposob wyznaczenia macierzy C i skalarow
A1, ..., Ak, takich, ze C'AC = diag(\y, ..., A\x). Rozni si¢ on tym od opisanego w §11.3.2
sposobu doprowadzenia macierzy do postaci schodkowej, ze operacje wierszowe repli-
kowane sg jako kolumnowe.

Sposob diagonalizacji macierzy symetrycznej A € M (F) przez kongru-
encje. Wykonujemy kolejno k krokéw opisanych nizej.

Krok sty (s =1,..., k). Niech B oznacza macierz symetryczna, otrzymang w wy-
niku wykonania poprzedzajacych krokow, ktorej wyrazy rozne od 0 wystepuja tylko

na przekatnej i w miejscach ij dla 7,5 > s. (Gdy s = 1, przyjmujemy B = A.)
Wyréznimy dwie czescei tego kroku:

Czesé 1. Wykonujemy ja tylko, gdy bss = 01 bys # 0 dla pewnego t > s. Wtedy
do wiersza s dodajemy c—krotnos¢ wiersza t taka, ze ¢ # 01 d := 2by + ¢ - by # 0.
(Mozna n.p. obraé jesli nie ¢ = 1, to ¢ = —1 .) Nastepnie, powtarzamy te operacje na
kolumnach otrzymanej macierzy (dodajemy te sama krotnosé t—tej kolumny do s—tej).
Koncowa macierz oznaczamy nadal przez B; zauwazmy, ze bgs = ¢ - d # 0.

Czesé 2. Od wierszy s+ 1, s+ 2, ..., k macierzy B odejmujemy takie wielokrotnosci
wiersza p, by stojace ponizej przekatnej wyrazy kolumny s uczynic¢ zerami. Nastepnie,
zamieniamy zerami (s + 1)-szy i dalsze wyrazy wiersza s otrzymanej macierzy (co
mozna tez uzyska¢ w wyniku pewnych operacji kolumnowych).

To koniczy opis obu czesci kroku s. Macierz B, otrzymana w wyniku wykonania,
wszystkich k krokow, jest diagonalna (uzasadnienie ponizej). Dla otrzymania macie-
rzy C takiej, ze C'AC = B, nalezy powyzsza konstrukcje rozszerzy¢, dopisujac do B
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klatki kwadratowe, z ktorych pierwsza (tj. przy s = 1) jest rowna I,. W obu czesciach
kazdego z krokow, klatke dopisana zmieniamy tylko wtedy, gdy na macierzy B wyko-
nano operacje wierszowa, i wtedy powtarzamy ja na klatce dopisanej. Koricowa klatke
dopisang przyjmujemy za C'; po transpozycji, da ona szukang macierz C.

Wykazanie poprawnosci tego sposobu poprzedzimy przyktadem.
Przyktad 1. Niech
q= x% + 395% + 191:421 — 220129 + 4x1203 + 221204 — 62024 — 122324.

Macierza tej formy jest

1 -1 2 1
-1 3 0 =3

A= 5 0 0 —6 | € My(R)
1 -3 —6 19

Wykonujemy kolejno opisane wezesniej kroki (nad strzatkami zaznaczono, czy wy-
konano czes¢ 1, czy 2 odpowiedniego kroku, oraz czy operacje byty wierszowe, czy
kolumnowe):

1 -1 2 1] 1000 1 0 0 0| 100
2w 0O 2 2 -2 1100 2k 0 2 2 -21] 110
(A,I) - S
0 2 -4 -8 -2010 0 2 -4 -8 -201
0 -2 -8 18 | -1 001 0 -2 -8 18 | =1 00
1o 0 O] 1 000 1o 0 O 1 000
2w 02 2 -2 1 100 2k 02 0 0] 1 100
— —
00 -6 —6| —-3-110 00 -6 —6] -3 -110
00 -6 16 | 0 101 00 -6 16| 0 101
1o 0 O] 1 0 00 1o 0 0] 1 0 00
2w 02 0 O 1 1 00 2k 02 0 0| 1 1 00
— —
00 -6 —6| -3 -1 10 00 -6 0] -3 -1 10
00 0 2| 3 2 -11 00 02| 3 2-11
11 -3 3 10 0 O
101 -1 2 ; 102 0 0 :
Zatem przy C = 00 1 -1 otrzymamy C'AC = 00 -6 0 | Inacze]
00 0 1 00 0 22

méwiage, podstawienie x = Cy przeprowadza ¢ w forme yi + 2y3 — 6y3 + 2213

Dowdd twierdzenia 2. Wykazemy, ze opisany sposéb prowadzi do macierzy C o
zadanych wtasnosciach.
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Wezmy czes¢ 2 kroku s. Wykonujemy w niej cigg operacji wierszowych, ktory wobec
twierdzenia 1 z §1.4.3 powoduje zastapienie B macierza EB, dla pewnej nieosobliwej
macierzy E. Poniewaz macierz B jest symetryczna, a s-ta kolumna macierzy EB ma
tylko jeden (s-ty) wyraz niezerowy, to wykonanie nastepnie na macierzy EB ciagu ope-
racji kolumnowych, odpowiadajacych wykonanym poprzednio operacjom wierszowym,
skutkuje jedynie zastgpieniem zerami wyrazow s + 1, ...,k wiersza s macierzy EB.
Wykorzystujac ponownie przywotane twierdzenie stwierdzamy, ze wykonanie czesci 2
powoduje zastgpienie macierzy B przez EBE!, dla pewnej nieosobliwej macierzy E.

Tak samo zmienia sie macierz B w czesci 1 kroku s. Po tym kroku pozostanie wiec
ona symetryczna i spetni warunek b;; = 0 gdy ¢ # j 1 max(é,j) < s. (Wynika to
z opisu tego kroku.) Koricowa macierz B jest wiec zaréwno diagonalna, jak i réwna
E,(...(E;AE})..)E!  gdzie Eq, ..., E, to macierze nieosobliwe, odpowiadajace wyko-
nywanym czesciom kolejnych krokéow. Stad B = SAS! dla S = E,,...E; — czyli mozna
przyja¢ C = S!, a S = C! otrzymac z klatki I, wykonujac kolejno wierszowe operacje
algorytmu. (Korzystamy z tego, ze i—ta z tych operacji jest rownowazna mnozeniu
macierzy z lewej strony przez E;.) [

Uwaga 2. Wykonanie czesci 2 jakiegokolwiek kroku nie zmienia wartosci wyznacznika,
klatki wyznaczonej przez pierwszych s wierszy i kolumn macierzy B. (Tu s oznacza
dowolng liczbe niewieksza od stopnia macierzy. Uwaga wynika stad, ze zadna z operacji
wykonywanych w czesci 2 nie zmienia takiego wyznacznika.)

Uwaga 3. * Jedli, jak w przyktadzie 1, dla kazdego s wykonanie czesci 1 jest zbedne, to
otrzymana macierz C jest gornie trojkatna i ma tylko jedynki na przekatnej. (Istotnie,
dopisana klatka” C! jest wtedy dolnie trojkatna i ma wylacznie jedynki na przekatnej.)

Zadania uzupelniajace.

1. a) Dowiesé kongruentnosci macierzy diag(a, b) i diag((a + b)ab, a + b).
b) Dowiesé, ze gdy macierz symetryczna A jest nieosobliwa, to macierz diag(A, —A)
jest kongruentna z macierza diag(I, —I).

2. a) Dowiesé, ze gdy macierz A jest nieosobliwa i symetryczna, to A=t = CB™1CY,
gdzie B i C otrzymano w sposob opisany w tym punkcie.

b) Poniewaz macierz diagonalna B latwo jest ,odwroci¢”, wiec daje to pewien spo-
sob obliczania macierzy A~!. Mozna go uzyc do wyznaczenia odwrotnosci dowolnej
macierzy nieosobliwej X dzicki tozsamosci X1 = A71X! gdzie macierz A = X'X
jest symetryczna (a dla F = R dodatnio okreslona, patrz §....).

3. (twierdzenie Kroneckera) Niech A € M bedzie macierzg symetryczna, kto-

rej klatka wyznaczona przez pierwszych r wierszy i kolumn jest nieosobliwa. Do-
wiesé, ze forme ga mozna podstawieniem liniowym przeprowadzi¢ w forme postaci
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E;Fl aijyiy; + ijzrﬂ bi;yiy;, dla pewnych wspotezynnikéw b;;. Ponadto, mozna
uzyskac, by podstawienie nie zmieniato zmiennych x,,1, ..., 2.
b) Dowies¢, ze gdy r = rk(A), to wszystkie wspotezynniki b;; sa rowne 0.

4. Niech A € M.\ {0} bedzie macierza symetryczna i niech » € N. Dowies¢, ze:

a) Istnieje niezerowy minor gtowny? stopnia 1 lub 2.

b) Jesli r < k — 2 i istnieje niezerowy minor glowny stopnia r, taki, ze wszystkie
obejmujace go 2 minory gléwne stopni r + 1 i r + 2 sa zerowe, to rk(A) = r. (Wska-
zowka: zatozyé¢, ze minor wyznaczony jest przez poczatkowych r wierszy i kolumn, po
czym wyzerowaé wszystkie wyrazy pod odpowiadajaca mu klatka i obok niej.)

¢) Sformutowaé podobna teze gdy r = k—1 1 dowies¢ jej i tego, ze istnieje niezerowy
minor gléwny stopnia rk(A).

5. Udowodni¢, ze rzeczywista macierz symetryczna jest kongruentna z macierza o
zerowej przekatnej.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.2.17.

4. Funkcje wielomianowe stopnia < 2 na przestrzeni wektorowej.

Niech f : V — F bedzie funkcja na k-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad
ciatem F.

Definicja. Powiemy, ze funkcji tej w bazie V = (vy, ..., v;) odpowiada wielomian
p € Folxq,...,x] (lub: ze funkcja f jest w bazie V zadana wielomianem p), jesli
zachodzi tozsamosé

f()\1V1 + ...+ Akvk) = p()\l, ey )\k) dla A, ...\, €F (10)

Uwaga 1. a) Gdy, w bazie V, funkcji f; : V — F odpowiada wielomian p; (i = 1,2),
to sumie f; + f5 i iloczynowi fifo odpowiadaja wielomiany p; + ps 1 p1p2, odp.

b) W danej bazie funkcji f odpowiadaé¢ moze tylko jeden wielomian stopnia < 2.
(Wynika to z twierdzenia 1 w p.1.)

c) Latwo o przyktad funkcji, ktorej w zadnej bazie nie w odpowiada jakikolwiek
wielomian. Gdy V' = R = F, to jest nig np. funkcja sin — bo ma nieskoniczenie wiele
zer, a wielomian p € R[x| ma ich skoriczenie wiele.

Stwierdzenie 1. Jesli funkcji f odpowiada w bazie V wielomian p, to w bazie W
odpowiada jej wielomian p' powstaty z p przez podstawienie x = Cy.

2patrz dalej zad. uz. 2 w §2.4
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Dowod. Tozsamosé (11) oznacza, ze f(v) = p([v]y) dla v € V. Poniewaz [v]y, =
Clvlw, wicc f(v) = p(C[v]y) dla v € V — co wraz z definicja wielomianu p’ daje
zadang teze. U

Definicja. a) Powiemy, ze funkcja f : V' — F jest kwadratowa (odpowiednio: jest
wielomianowa danego stopnia i < 2, jest forma kwadratowa), jesli w pewnej
bazie V odpowiada jej wielomian o tej wlasnoéci®. Ze stwierdzenia 1 i wiadomodci z
p.1 wynika, ze wybor bazy V nie jest istotny:.

b) Macierza formy kwadratowej f : V — F w bazie V przestrzeni V na-
zywamy macierz odpowiadajacej jej formy ¢ € Folzy,...,zx]. Jest to wiec macierz
symetryczna A taka, ze dla wszystkich v € V zachodzi f(v) = x'Ax, gdzie x = [v]y.

Whniosek 1. Gdy A i B s¢ macierzami formy kwadratowej f w bazach V ¢ W, odpo-
wiednio, to B = C'AC, gdzie C := [I]3).

Dowod. Wynika to ze stwierdzenia 1 i twierdzenia 1 z p.2. [

Nadamy teraz twierdzeniu o diagonalizacji form kwadratowych z p.3 nowa (lecz
rownowazna) posta¢. Potrzebna jest

Definicja. Rzedem formy kwadratowej f : V' — T, oznaczanym przez rk(f), nazy-
wamy rzad jej macierzy w dowolnej bazie przestrzeni V. (Poprawnosé definicji wynika
z zadania 1 d) w p.3 i wniosku 1.) Forme nazywamy niesosobliwa lub niezdegene-
rowana, gdy rk(f) = dim V', a osobliwg lub zdegenerowana w przeciwnym razie.

Twierdzenie 1 (o diagonalizacji formy kwadratowej, wersja dla funkcji). Niech f : V
bedzie formq kwadratowq na przestrzeni wektorowej V.. Wowczas istnieje baza tej prze-
strzeni, w ktdrej formie f odpowiada wielomian postaci \yx% + ...+ \px2, dla pewnych
skalarow A, .., Ag.

Dodatek: Przy tych oznaczeniach, liczba niezerowych skalaréw N; jest rowna rk(f).

Dowod. Niech A € My, bedzie macierza formy f w pewnej bazie V = (vy,..,vy)
przestrzeni V. Na mocy twierdzenia 2 w p.3 istnieje macierz nieosobliwa C € My,
dla ktorej B := C'AC jest macierza diagonalng. Obierzmy baze W przestrzeni V
tak, by [I]}Y = C. Z wniosku 1 wynika, ze macierz formy f w bazie W jest rowna B,
a zatem jest diagonalna. Oznacza to, ze w bazie tej formie f odpowiada wielomian
postaci Zle w2, przy czym rzad macierzy B jest réwny liczbie niezerowych wyrazow
jej przekatnej Aq, ..., Ap. U

Definicja. O bazie W powiemy, ze diagonalizuje forme kwadratowa f : V — F,
jesli macierz formy f w bazie W jest diagonalna. Odnotujmy, ze w powyzszym do-

3Nazwa ,forma kwadratowa” bedzie wiec uzywana zaréwno w odniesieniu do wielomianéw kilku zmiennych, jak
i do funkcji skalarnych na przestrzeniach wektorowych. W wielu podrecznikach unika sie tej dwuznacznosci tak, ze
funkcje bedace forma kwadratowa nazywa sie ,funkcjonatami kwadratowymi jednorodnymi”; por zadanie 1 w p.1.

— F
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wodzie baza diagonalizujaca W = (wy, .., wy,) okreslona jest wzorem w; = > " | ¢;iV;

dla j =1,...,k. (Wynika to z definicji macierzy [I]}}.)

Uwaga 2. Oba twierdzenia diagonalizacyjne (powyzsze i z p.3) nazywane sa twier-
dzeniem Lagrange’a o diagonalizacji form kwadratowych.

Cwiczenie. Dla i = 1,2, niech A; bedzie macierza formy kwadratowej f; w bazie V,
za$ B; niech bedzie macierza tej formy w bazie W. Dowie$é, ze jesli macierze te sa
nieosobliwe, to tr(A;*Ay) = tr(B;'B,).

Zadanie 1. Dowies¢, ze gdy V' i W sa przestrzeniami wektorowymi nad cialem I, to
ztozenie f o L formy kwadratowej f : W — T z operatorem L € L(V, W) jest forma
kwadratows. Wyrazi¢ macierz tej formy przez macierz formy f w bazie W i macierz
[L]%),, dla danych baz V i W przestrzeni V i W, odpowiednio.

Zadanie uzupetniajace 1. Dowies¢, ze wyraz a;; macierzy formy kwadratowej f w bazie
(V1, ..., vi) jest towny 2(f(vi + v;) — f(vi) — f(v;)). (Wskazowka: wzér na b;; w
dowodzie twierdzenia 1 w p.1.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11.2.2.32

§ 2. Przypadek rzeczywistego ciata skalarow i kilka stow o zespolonym.

Poza fragmentami punktu 1, gdzie rozpatrujemy rowniez przypadek zespolony, w pa-
ragrafie tym zaktadamy, ze ' = R. Znaczenie rzeczywistych funkcji kwadratowych w
Analizie bierze sie m.in. stad, ze gladkie funkcje R¥ — R mozna aproksymowaé ich
rozwinieciami Taylora drugiego stopnia, a te sa funkcjami kwadratowymi. Wykorzy-
stujac wlasnosci ciata R (w tym jego uporzadkowanie relacjg <) mozemy tez dla F = R
uzyskac o funkcjach kwadratowych wiecej informacji, niz w ogélnym przypadku.

1. Twierdzenie o bezwladnosci.

Danej formie kwadratowej f : V — R na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V
odpowiadaja w réznych bazach diagonalizujacych rézne wielomiany postaci Ajx3 +
... + A\gx2. Pokazemy jednak, ze liczby dodatnich i ujemnych wspélezynnikow \; sa
jednoznacznie przez f wyznaczone.

Twierdzenie 1 (J.J.Sylvestera o bezwtadnosci, trzy wersje.). a) Gdy formie kwadrato-
wej [V — R na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V- odpowiada w pewnej bazie V
wielomian \a? + ...+ M\gzs (k= dim V), to liczba s dodatnich wspdlczynnikéw N; jest
od bazy diagonalizujgcej V niezalezna, @ tak samo jest dla wspotczynnikow ujemnych.
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b) Gdy rzeczywiste macierze diagonalne sa kongruentne, to majq te samq liczbe
wyrazow dodatnich, 1 tak samo jest dla wyrazow ujemnych czy rownych 0.

c¢) Gdy podstawienia liniowe przeprowadzajq pewng forme q € Rolzq, ..., xx] w formy
MY+ AYE TN Y+ L+ NyE, odpowiednio, to w ciggu Ay, ..., Mg jest tyle wyrazow
dodatnich, co w X}, ..., ;.. Tak samo jest tez z wyrazami wjemnymi i z rownymi 0.

Dowod. Wersja ¢) wynika z b), bo macierze diag(\y, ..., A\g) 1 diag(A], ..., \}) w ¢) sa
kongruentne. Z kolei, b) wynika z a), bo kongruentne macierze A, B € M(F) sa
macierzami, w réznych bazach, pewnej wspolnej formy kwadratowej F* — F. (Korzy-
stamy z wniosku 1 w §1.4.) Pozostaje dowiesé a), i to tylko w odniesieniu do liczby s
— bo gdy jej niezaleznos¢ od bazy zastosowaé do formy — f, to otrzymamy niezaleznosé
od bazy liczby t. Teza wynika wiec z ponizszego lematu, wyrazajacego s w sposob
niezalezny od bazy:

Lemat 1. Przy oznaczeniach cze$ci a) twierdzenia, k—s jest maksymalnym wymiarem
liniowych podprzestrzeni przestrzeni V., zawartych w f~((—o0, 0]).

Dowod. Niech dodatnimi wspotezynnikami bedg Ay, ..., As i niech V = (vq, ..., vg) .
Twierdzimy, ze

Przy Wy :=lin(vy, ..., v,) zachodzi f(w) > 0 dlaw € W, \ {0}. (11)

Istotnie, gdy w = puyvy + -+ + psvs, gdzie p; # 0 dla pewnego 4, to f(v) = Au? +
A >0,

Dla dowolnej podprzestrzeni W przestrzeni V', jesli wiec f(W) C (—o0,0], to
WnW, C {0}, skad dimW < k —dim W, = k — s; patrz wniosek 1 w §I11.6.1. Z
drugiej strony, podprzestrzen lin(vgyq, ..., Vi) jest wymiaru k — s i f przyjmuje na niej
tylko nieujemne wartosci. (Uzasadnienie jak dla (11).) Dowodzi to tezy lematu. O

Definicja. a) Dodatnim (odp.: ujemnym) indeksem bezwladnosci formy kwa-
dratowej f : V — R nazywamy liczbe dodatnich (odp. ujemnych) wyrazow
macierzy tej formy w dowolnej bazie diagonalizujacej. (Poprawnosé definicji wynika z
wersji a) twierdzenia.) Oznaczamy je przez o (f) i przez o_(f), odpowiednio. Pare
(0:(f),0-(f)) oznaczamy przez o(f) i nazywamy sygnatura formy f.

b) Podobnie definiujemy i oznaczamy indeksy bezwtadnosci i sygnature macierzy A,
ktora jest rzeczywista i symetryczna: sg one rowne indeksom bezwtadnosci i sygnaturze

wyznaczonej przez A formy f, : R¥ — R.

Przyktad 1. Macierz z przyktadu 1 w §1.3 ma sygnature (3, 1), poniewaz jest kongru-
entna z macierza diagonalng o 3 wyrazach dodatnich i 1 ujemnym. []

Uwaga 1. a) Suma dodatniego i ujemnego indeksu bezwtadnosci jest rowna rzedowi
(formy czy macierzy). Patrz ,Dodatek” w twierdzeniu 1 z §1.4.
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b) Kongruentne macierze maja te sama sygnature, i odwrotnie. (Wynika to z defi-
nicji sygnatury i przechodniosci kongruentnosci.)

¢) Gdy A jest macierzg formy f w pewnej bazie, to o(f) = o(A). Istotnie, dla
bazy diagonalizujacej forme wynika to z definicji, a dla innej — z b), bo macierze formy
f w roznych bazach sa kongruentne.

Cwiczenie. Wyznaczy¢ sygnature formy det : Msy(R) — R oraz jej obciecia do {A €
My tr(A) = 0}.
Wniosek 1. Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq nad ciatem F € {R,C}, zas
f 'V — F niech bedzie niezerowq formq kwadratowg.

a) Jesli F = C, to w pewnej bazie przestrzeni V' formie f odpowiada wielomian
postaci 3 + ... + x2, dla pewnego r < dim(V).

b) Jesli F = R, to w pewnej bazie przestrzeni V- formie f odpowiada wielomian
i+ xt -2t — .=ty gdzie s,t > 04 s+t < dim(V).

c) Liczby s,t w cze$ci b) oraz liczba v w czesci a) sq przez forme [ jednoznacznie
wyznaczone warunkami (s,t) = o(f) oraz r = rk(f).

Dowod. Ad a). Na podstawie twierdzenia Lagrange’a, formie f odpowiada w pewnej

bazie vi, ..., v wielomian postaci Y ., \iw?, gdzie \; # 0 dla i = 1,...,7. Latwo
2

widzie¢, ze w bazie \/L/\»lvl, s \/L/\jvr, Vi1, ..., Vi odpowiada jej wielomian Y\, 7.

Dowod pozostatych czesci pozostawiony jest jako ¢wiczenie.H

Uwaga 2. Oto rownowazne sformutowanie wniosku: dany jednorodny wielomian kwa-
dratowy nad F € {R, C} mozna podstawieniem liniowym przeprowadzi¢ w doktadnie
jeden wielomian opisanej w a) i b) postaci.

Definicja. Nazwijmy funkcje f: V — Fi f': W — F (liniowo) rownowaznymi,
gdy istnieje izomorfizm liniowy 7" : V' — W taki, ze foT = f'. (Zakladamy, ze V i W
sa przestrzeniami wektorowymi nad [F; ograniczenie F € {R, C} nie jest tu istotne.)

Zadanie 1. Niech f i f’ bedg formami kwadratowymi na przestrzeni wektorowej V'
nad F.
a) Gdy F = C, to dla rownowaznosci f i f’ potrzeba i wystarcza, by rk(f) = rk(f’).
b) Gdy F = R, to dla rownowaznosci f i f’ potrzeba i wystarcza, by o(f) = o(f’).

Uwaga 3. Wyniki dotyczace ciala C pozostaja w mocy, gdy tylko w ciele skala-
row kazdy element ma pierwiastek kwadratowy. W przypadku dowolnego ciata IF,
warunkiem koniecznym rownowaznosci form kwadratowych f, f : V. — F jest to,
by macierze A i A’ tych form w dowolnej bazie przestrzeni V' spelnialy warunek
det(A) = c2det(A’), dla pewnego skalara ¢ # 0. (Dlaczego?) Warunek ten nie jest
jednak wystarczajacy i na ogét zagadnienie, czy rownowazne sa dane dwie formy kwa-
dratowe nad cialem F ¢ {R,C}, jest trudne. (Dla ciala Q liczb wymiernych jego
dyskusji poswiecona jest ksiazka.)
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Zadania uzupetniajace. (Poza ostatnim zadaniem, cialem skalaréw jest R.)

1. Niech p= "7 | Na? + Zle CLTk, Przy czym wspoOlczynniki i, ..., A; sa dodatnie,
dla pewnego s > 1. Dowies¢, ze jesli r < ki ¢ # 0, to dla kazdej podprzestrzeni
liniowej Vy C R¥ takiej, ze dim(Vp) > k — s — 1, zachodzi p(V4) D [0, 00).

Poniewaz zadanie to bedzie wykorzystane w rozdziale VIII, wiec daje wskazowke:
gdy v € lin(ey, ..., e5 €;) to funkcja R 2 x — p(xv) przyjmuje wszystkie wartosci
nieujemne.

2. Niech f :V — R bedzie forma kwadratowa i niech dim(V") = k.

a) Dowiesé, ze maksimum wymiarow podprzestrzeni W przestrzeni V', zawartych w
F710), jest rowne k — max(s, t), gdzie (s,t) := o(f).

b) Wyznaczy¢ analogiczne maksimum przy f~1(0) zastapionym przez {0}Uf~1((0, 00)).

3. Niech W niech bedzie podprzestrzenia przestrzeni rzeczywistej V, a f: V — R
bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze:

a) fiw : W — R jest forma kwadratows i oy (fliw) < oy (f) 1 o-(fiw) < o-(f).

b) oy (f) — ou(fiw) < dim(V) — dim(W), i tak samo dla o_.

4. Niech p € Ro[zq, ..., zx] bedzie wielomianem o czesci gtownej g.

a) Dowiesé, ze gdy v,w € R¥ i q(v) > 0, to sup,cg p(tv + W) = oo.

b) Wywnioskowaé, ze dla kazdego wektora w € R* i kazdej podprzestrzeni liniowej
Vo C V takiej, ze dim(Vy) > k — 04(q), zachodzi supycy, p(v +w) = oo.

5. Niech ¢ € Ry[zy, ..., 1] bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze warunek o(q) =
(s,t) jest réwnowazny temu, by ¢ = 63 + ... + (2 — (2., — ... — (2., dla pewnych
liniowo niezaleznych form liniowych ¢q, ..., 05y € Rylzy, ..., z]. (Wielomian liniowy ¢
nazywamy forma, gdy £(0) = 0.)

6. Niech A bedzie macierza formy kwadratowej f : V' — R w pewnej bazie (vy, ..., V)
przestrzeni V.

a) Wyrazi¢ znak wyznacznika macierzy A przez sygnature formy f.

b) Dowies¢, ze liczba ). f(v;) jest rowna sumie wartosci wlasnych macierzy A
(powtarzanych zgodnie z ich krotnosciami algebraicznymi).

7. Rozwazmy nastepujace wtasnosci niezerowej formy kwadratowej ¢ € Folzq, ..., 2y ]:
a) q jest kwadratem wielomianu stopnia 1;
b) q jest iloczynem dwoch takich wielomianow.
Dowiesé, ze dla F = C wtasnos¢ a) jest rownowazna temu, by rk(q) = 1, a b) temu,
by rk(q) € {1,2}; zas dla F = R wtasnos¢ a) jest rownowazna temu, by o(q) = (1,0),
a b) temu, by o(q) € {(1,0),(0,1), (1,1)}.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.1.10 oraz 1, 2, 7,16, 18, 20, 21 i 27 * w §I[.2.2.
(Stosowaé¢ dowolna metode ustalania réwnowaznosci. )
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2. Ortogonalna diagonalizacja form kwadratowych.

Dla macierzy ortogonalnej C mamy C~! = C!. Ortogonalnie podobne macierze sa
wiec kongruentne, co umozliwia wyrazenie w jezyku form twierdzenia o ortogonalne;j
diagonalizowalnosci macierzy symetrycznych. Ta nowa interpretacja wynikow z roz-
dziatu VI pozwala na uzyskanie wielu dodatkowych informacji o formie czy macierzy
symetrycznej, patrz m.in. ponizszy wniosek 1, zadania z p.3, a takze tw.2 z §3.2.

Definicja. Gdy C € M (R) jest macierzg ortogonalng i podstawienie x = Cy prze-
prowadza forme g € Rylzy, ..., 2] w forme ¢’ to méwimy, ze g przeprowadzono w ¢’
podstawieniem ortogonalnym (lub: ortogonalng zamiana zmiennych).

Twierdzenie 1 (o ortogonalnej diagonalizacji form, dwie wersje). a) Dang
forme q € Ry|xy, .., x| mozna podstawieniem ortogonalnym przeprowadzi¢ w forme
postaci \x3 + ... + M\gxz. Cliag liczb Ay, ..., \p € R jest z doktadnoscia do kolejnosci
wyznaczony jednoznacznie: sq w nim wszystkie wartosci wtasne macierzy formy q,
kazda powtorzona tylekroé, ile wynosi jej krotnosc jako pierwiastka wielomianu cha-
rakterystycznego.

b) Danej formie kwadratowej na przestrzeni euklidesowej odpowiada w pewnej bazie
ortonormalnej wielomian postaci Mz + ... + \gxs, gdzie k = dim(V). Wspdtczynniki
Ay oy Ak € R sq wartosciami wtasnymi macierzy formy w dowolnej bazie ortonormal-
nej, kazda wartosé powtorzona zgodnie z jej krotnosciq algebraiczng.

Dowo6d. Ad a). Niech A bedzie macierza formy g. Poniewaz A = A wiec istnieje
macierz ortogonalna C taka, ze D := C !AC jest macierza diagonalng. Wowczas
C'AC = D, skad x = Cy jest zadanym podstawieniem. Dalsza cze$¢ a) wynika z
podobienstwa A do macierzy D = diag(\y, ..., Ag), por. uwaga 5 w §VI.2.3.

Ad b). Wystarcza powtorzy¢ uzasadnienie twierdzenia z §1.4. (Tym razem zaczy-
namy od bazy ortonormalnej, a za C obieramy macierz ortogonalng). B

Wnhniosek 1. a) Sygnatura rzeczywiste] macierzy symetrycznej wynosi (s,t), gdzie s
jest liczbg dodatnich, a t liczbg wjemnych wartosci wtasnych tej macierzy. (Uwzgled-
niamy krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych.)

b) Sygnatura formy kwadratowej na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V- wynosi
(s,t), gdzie s jest liczbg dodatnich, a t liczbg uwjemnych wartosci wtasnych macierzy
formy w dowolnej bazie przestrzeni V.

Dowdd. a) wynika z czedci a) twierdzenia, zas b) —z a) i uwagi 1b) w p.1. (Nalezy V
traktowac jako przestrzen euklidesowa, z dowolnie obranym iloczynem skalarnym.) [J

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.4.3: 18 i 19. (,Sprowadzi¢ forme na osie gtéwne” to

znalez¢ podstawienie ortogonalne, diagonalizujace te forme.)
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3. * Wartosci wlasne rzeczywistych macierzy symetrycznych (zadania uzupelniajace).

1. Niech f : V — R bedzie formg kwadratowa na przestrzeni euklidesowej V', a
(A1, ..., ) clagiem wszystkich wartosci wlasnych (z powtorzeniami) jej macierzy w
ortonormalnej bazie przestrzeni V. Dowies¢, ze:

a) Dla A € R, liczba #{i : \; > A} jest rowna maksimum wymiaroéw podprzestrzeni
W takich, ze fiyns > A, gdzie S := {v € RF : ||v|| = 1} oznacza sfer¢ jednostkows.
b) Ma miejsce nastepujaca rownosé Couranta—Fischera:
A = inf{max(fyng) : W C R* jest podprzestrzenia wymiaru k — i + 1}.

2. Niech dalej f":= fjy» oznacza obcigcie formy f do pewnej podprzestrzeni V' C V/,
i niech Ay > Xo... > A\ i1 > ... > py beda wartosciami wlasnymi macierzy formy f’
w pewnych bazach ortonormalnych przestrzeni V' i V', odpowiednio. Dowies¢, ze:

a) )‘2 Z 2% Z >\k:—l+i dla v = 1, ,l

b) A1+ ... £ Ag = sup{d_;_; f(v;) : uklad vy, ..., vy jest ortonormalny}, Vs < k.

3. Niech macierze symetryczne A, B € M (R) maja te wlasnosé, ze fy < fg (tzn.
viAv < vIBv, Vv € R¥). Dowies¢, ze:

a) Liczba dodatnich wartosci wlasnych macierzy B jest niemniejsza niz liczba do-
datnich wartosci wtasnych A. (Uwzgledniamy krotnosci wartosci wtasnych.)

b) Jesli Ay > Ao > ... > A\ sa wszystkimi pierwiastkami y, a pg > o > -+« > g
—wszystkimi pierwiastkami yg, to \; < p; dlai=1,... k.

4. Okreslonos¢ rzeczywistych form kwadratowych.

Niech f bedzie forma kwadratowa na rzeczywistej przestrzeni liniowej V.

Definicja. Powiemy, ze forma f jest dodatnio okreslona, jesli f(v) > 0 dla wszyst-
kich v € V'\{0}, a jest ujemnie okreslona, jesli f(v) < 0 dla wszystkich v € V'\{0}.
O macierzy symetrycznej A € M, powiemy, ze jest dodatnio (odp. ujemnie) okre-
¢lona, gdy forma f, : R¥ — R ma te wlasnosé. Gdy ktorys z tych warunkow jest spel-
niony przy ostrym znaku nieréwnosci zastapionym przez tepy, to mowimy, ze forma
lub macierz jest dodatnio (odp. ujemnie) polokreslona, lub ze jest okreslona
nieujemnie (odp. niedodatnio). W pozostaltym przypadku forme czy macierz na-
zywamy nieokreslong.

Przyklad 1. Forma f(z1, ze, 73) = (21 — 22)? + (z1 — 2x3)? jest nieujemnie okreglona,
a w $lad za nia taka jest jej macierz

2 -1 =2

A= -1 1 0
-2 0 4
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Nie sg one dodatnio okreslone, bo f(2,2,1) = 0.

Uwaga 1. a) Jesli A jest macierza formy f w pewnej bazie V przestrzeni V', to f ma
ktoras ze zdefiniowanych wyzej wlasnosci wtedy i tylko wtedy, gdy ma ja A. (Wynika
to stad, ze f(v) = [v],Alv]y = fa([v]y) dlav e V)

b) Gdy wiec macierze symetryczne A, B sa kongruentne i A ma ktoras z tych
wthasnogci, to i B ja ma (bo B jest macierza formy fa w pewnej bazie przestrzeni R¥).

¢) Macierz diagonalna jest okreslona dodatnio (odp. ujemnie etc.) wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie wyrazy jej przekatnej sa dodatnie (odp. ujemne etc.). Okreslo-
nos¢ mozna wiec badac¢ diagonalizujac przez kongruencje macierz formy.

d) Gdy symetryczne macierze symetryczne A i B sa dodatnio okreslone, to
diag(A, B) tez, i vice versa. Tak samo dla pozostatych okreslonosci. [J

Dla matych k, a takze w zastosowaniach teoretycznych, uzyteczne moze by¢ wy-
znacznikowe kryterium okreslonosci formy. By je sformutowaé umoéwmy sie nazywac
minor macierzy poczatkowym, gdy jest on wyznaczony przez pierwszych jej s wierszy
i kolumn, dla pewnej liczby s.

Twierdzenie 1. Macierz symetryczna A € Mp(R) wtedy i tylko wtedy jest dodatnio
okreslona, gdy dodatnie sq wszystkie jej minory poczgtkowe.

Dowod. Poniewaz aj; = qa(1,0, ...,0), wiec kazdy z rozwazanych warunkow implikuje
a;; > 0. Zaktadamy wiec dalej, ze a;; > 0. Wowcezas krok 1 algorytmu z §1.3
n 0
0 Q
te same co ona minory poczatkowe. (Patrz uwaga 1 w §1.3). Wynika stad, ze:
a) Minory poczatkowe macierzy A wtedy i tylko wtedy wszystkie sa dodatnie, gdy

przeprowadza macierz A w macierz B postaci ( ) , kongruentng z A i majaca

jest to prawda dla Q. (Korzystamy z tego, ze i—ty minor poczatkowy macierzy B jest
iloczynem i — 1-szego minora poczatkowego macierzy Q i liczby dodatniej aq;.)

b) Na mocy uwagi 1a) i zadania 1, macierz A wtedy i tylko wtedy jest dodatnio
okreslona, gdy macierz Q ma te wlasnosc.

Teza twierdzenia (oczywista dla k = 1) wynika wiec przez indukcje wzgledem k. [J

Z rownosci det(—B) = (—1)*det(B) dla B € M, i twierdzenia 1, zastosowanego

do macierzy —A, otrzymujemy

Wniosek 1. Macierz symetryczna A € M (R) jest ujemnie okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy jej minory poczgtkowe stopnia nieparzystego sq ujemne, a parzystego do-
datnie.

Twierdzenie 1 1 wniosek 1 nosza nazwe kryterium Jacobiego-Sylvestera. Za-
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piszmy je przy k = 3:

ﬂ| alz\ CL13|
A= an axp| ay (zaznaczono klatki poczatkowe)

as;y as2 a33|

a) A jest macierza dodatnio okreslona < (aj; > 0 idet < le 212 > > (0idet(A) > 0);
21 (22

b) A jest macierza ujemnie okreslona<(a;; < 0 i det ( ZH 212 ) > 01 det(A) < 0).
21 (22

Uwaga 2. Macierz diag(0, 1, —1) ma zerowe minory poczatkowe i jest nieokreslona.

Zadania uzupelniajace.

1. Niech A bedzie macierza symetryczng nad F (ograniczenie F = R jest tu zbedne)
i niech r oznacza jej rzad, za$ a; jej -ty minor poczatkowy. Dowiesé, ze jesli a; # 0
dlai=1,...,7,to A = C'DC, gdzie D = diag(ay,as/as, ...,a./a,_1,0,...,0), a C jest
macierza gornie trojkatna, z jedynkami na przekatnej.

Uwaga 3. Rezultat ten nosi nazwe twierdzenia Jacobiego. Wynika z niego, ze
gdy wszystkie minory poczatkowe aq, ..., a, macierzy symetrycznej A sa niezerowe,
2

to forme ¢, mozna liniowsa zamiana zmiennych przeprowadzi¢ w forme > (a;/a;—1)x;,

gdzie przyjmujemy ag := 1.

2. Dla macierzy A = A" € M (R) dowies¢ implikacji a) = b) = ¢) oraz b)=a)
i b)=-¢), dotyczacych ponizszych warunkow. (Wskazowka: w dowodach, ze b)= e) i
b)= a), wykorzystac¢ d) i e), odpowiednio.)

a) Macierz A jest nieujemnie okreslona;

b) Kazdy minor gltéwny macierzy A (tzn. minor wyznaczony przez jej wiersze i
kolumny nalezace do tego samego podzbioru zbioru {1, ..., k}) jest nieujemny.

C) a; > 01 |CLZ']'| < \/m < (CLZ'Z' + Cij)/Q dlaz,7=1,... k.

d) Jesli Q;; = 0, to A5 = Aj; = 0 (Z,] = 1, cey k,‘)

e) W algorytmie z §1.3, zastosowanym do macierzy A, czes¢ 1 kazdego kroku jest
pomijana.

3. Gdy macierz symetryczna A jest nieujemnie okre$lona, to A = B'B dla pew-
nej macierzy gornie trojkatnej B o nieujemnych wyrazach na przekatnej. (Jest to
tzw. rozklad Cholesky’ego macierzy A, istotny dla metod numerycznych algebry
liniowej.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 9, 11, 13, 31" w §11.2.2.
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§ 3. Formy (funkcje) dwuliniowe.

1. Funkcje dwuliniowe i ich macierze.

Definicja. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa. Funkcje g : V x V — F (gdzie F
to ciato skalarow przestrzeni V') nazywamy dwuliniowa, gdy

dla kazdego v € V| funkcje u+— g(u,v) iu— g(v,u) sa liniowe. (12)

Funkcje dwuliniowg V' x V' — F nazywana jest tez forma dwuliniowa, przy czym
mowi sie o dwuliniowej funkeji czy formie na przestrzeni V. Jest to ogdlnie przyjete,
cho¢ nieco mylace: dziedzing nie jest tu bowiem przestrzen V', lecz V' x V.

Zadanie 1. Dla takiej funkcji ¢ ma miejsce tozsamosé
9O wivi, Y yiwi) = > iyig(vi, w;) (13)
icl jeJ i€l jed
gdy (xi)ier 1 (y;);es sa skoiczonymi uktadami skalaréw, a (v;)ier i (W) e - uktadami
wektorow przestrzeni V.

Definicja. Macierza funkcji dwuliniowej g : V x V — F w bazie vq,..., vy
przestrzeni V' nazywamy macierz, ktorej (i,j)-ty wyraz jest rowny g¢(vy,v;), dla
ij=1,.. k.

Stwierdzenie 1. Niech A © B bedg macierzami funkcji dwuliniowej g : VXV — F
w bazach YV 1 W, odpowiednio. Wowczas:

k
g(u,w) = Z aijry; =X Ay dlau,w €V, gdziex :=[u]y, y:=[w]y (14)
ij=1
B = C'AC, gdzie C = [I]) jest macierzq zmiany baz. (15)

Dowod. Teza a) wynika z zadania 1, bo u = Z?:l TV 1 W= Z?:l YV

b) Dla w,w € V mamy ([uly)'A[v]y = g(u,w) = ([u]y)'Blw]y oraz [u]y =
Clulyy i [w]y = C[w]y. Stad wynika, ze x'By = x'C'ACy dla x,y € F* wobec
czego B = C'AC. (Por. §1.4.)8

Zaleznosé (14) wyrazamy mowiac, ze w bazie V| funkcja g jest zadana wielomianem
x'Ay € Flay, ...xr, y1, . Ys)-

Definicja. Funkcje g : V' X V' — F nazywamy
symetryczna, gdy g(u,v) = g(v,u) dla wszystkich u,v € V,
antysymetryczna, gdy g(u,v) = —g(v,u) dla wszystkich u,v € V.
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Whniosek 1. Funkcja dwuliniowa g : V x V. — F wtedy i tylko wtedy jest symetryczna
(odp.: antysymetryczna), gdy jej macierz w zadanej bazie przestrzeni V' jest taka.

Dowod. 7 (15) wynika, ze gdy macierz A jest symetryczna (odp. antysymetryczna),
to funkcja g tez. Przeciwna implikacja wynika z definicji macierzy funkcji g.[]

Uwaga 1. (i definicja). Macierze funkcji dwuliniowej g : V' x V' — F| rozpatrywane
wzgledem roéznych baz, sa wiec kongruentne. Dlatego niezmiennikéw kongruentnosci
macierzy uzy¢ mozna do zdefiniowania wtasnosci funkcji g. W szczegdlnosci, rzedem
funkcji g nazywamy rzad jej macierzy w dowolnej bazie przestrzeni V. Funkcje g
nazwiemy nieosobliwg lub niezdegenerowana, gdy rk(g) = dim(V), tzn. gdy jej
macierz w dowolnej bazie jest nieosobliwa. W przeciwnym nazwiemy ja osobliwa
lub zdegenerowana. Mozemy tez uzyé niezmiennikoéw rzeczywistych macierzy sy-
metrycznych, by zdefiniowaé¢ sygnature czy okreslonosé wzgl. polokreslonosé
(dodatnig czy ujemna) symetrycznej funkcji dwuliniowej g na rzeczywistej przestrzeni
wektorowej. (Sa one takie, jak macierzy funkcji ¢ w dowolnej bazie przestrzeni. )

Macierz symetrycznej formy dwuliniowej mozna diagonalizowaé w oparciu o wcze-
Sniejsze wyniki:

Stwierdzenie 2. W odpowiednio dobranej bazie, macierz symetrycznej funkcji dwuli-
niowej jest diagonalna.

Dowdd. Niech A bedzie macierza rozwazanej funkcji w dowolnie obranej bazie V.
Poniewaz A = A!, wiec istnieje macierz nieosobliwa C taka, ze C'AC jest macierza
diagonalna. Baza W, dla ktorej [I]}Y = C, ma zadana wlasnos¢. (Wynika to z (15).)

Uwaga 2. Dowdd powyzszy daje odmienna, niz dyskutowana w rozdziale IV, metode
konstruowania baz ortogonalnych przestrzeni euklidesowych.

Zadania.

2. Gdy funkcja g : V x V. — T jest dwuliniowa, to dla kazdych liniowo zaleznych
wektorow vy, ..., vy € V macierz (g(vi, v;))i<ij<k jest osobliwa.

3. Niech g : V x V — T bedzie funkcja dwuliniowg i niech ¢'(u,w) = g(w,u)
dla u,w € V. Zbada¢ zalezno$¢ pomiedzy macierzami funkcji g i ¢¢ w danej bazie
przestrzeni V' i dowie$¢ rownosci rk(g) = rk(g').

4. Niech funkcja g : V x V — F bedzie dwuliniowa.
a) Gdy funkcja g jest alternujaca (tzn. g(v,v) = 0 dla kazdego wektora v), to
jest antysymetryczna. (Wskazowka: g(u+ w,u+w) =0.)
b) Implikacja przeciwna jest prawdziwa gdy 1g + 1y # O (za$ jest nieprawdziwa,
co nieco trudniejsze, gdy 1g + 1g = Op). Patrz tez ......
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Zadania uzupelniajace.

1. Niech SY M (odp. ANT) oznacza zbior wszystkich funkcji symetrycznych (odpo-
wiednio: antysymetrycznych) V x V — F.
a) Dowiesé, ze SYM 1 ANT sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni FUN
wszystkich funkcji V x V — F, oraz FUN = SYM & ANT;
b) opisa¢ wzorem rzut liniowy P przestrzeni FUN na SY M wzdtuz ANT i zbadad,
czy P przeprowadza funkcje dwuliniowe w dwuliniowe.

2. Niech g : V xV — F bedzie funkcja dwuliniowa i niech f(v) = g(v,v)
dla v € V. Udowodni¢ nastepujaca tozsamosé Cauchy’ego: f(u)(f(u)f(w) —
g(u, w)g(w, u)) = f(f(u)w — g(u,w)u) dla u,w € V i uzasadnié¢ przy jej pomocy
nierownos¢ CBS dla standardowego iloczynu skalarnego w R".

3. Niech V' bedzie dwuwymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorowsa, niech g :
V x V — R bedzie symetryczng funkcja dwuliniowa i niech wektory u,w € V' beda
liniowo niezalezne. Dowies¢, ze:

i) funkcja g jest dodatnio lub ujemnie okreslona < (g(u, w))? < g(u,u)g(w, w);

ii) funkcja g jest osobliwaes (g(u, w))? = g(u,u)g(w, w).

iii) funkcja g jest nieokreslona i nieosobliwa < (g(u, w))? > g(u,u)g(w,w).
Wywnioskowaé, ze znak liczby (g(u, w))*—g(u, u)g(w, w) (dodatni, zerowy lub ujemny)
nie zalezy od wyboru liniowo niezaleznych wektorow u,w € V.

4. Funkcja dwuliniowa g na przestrzeni wektorowej wtedy i tylko wtedy jest iloczynem
dwoch funkeji liniowych, gdy rk(g) < 1.

5. (przygotowawcze; powinno sie znalez¢ w rozdz. II): Niech macierze A,B € M
maja te wlasnoéé, ze dla kazdego v € F* wektor Bv jest proporcjonalny do Av.
Dowiesé, ze B = AA dla pewnego skalara .

6. Niech g, h beda funkcjami dwuliniowymi na przestrzeni V. Dowies¢, ze

a) Jesli g(u,v) =0 = h(u,v) =0, to h = Ag dla pewnego skalara . (Wskazowka:
przy V = F* uzyteczne moze byé powyzsze zadanie.)

b) Jesli g(u,v) =0 = g(v,u) =0 (u,v € V), to funkcja g jest symetryczna lub
jest antysymetryczna.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.1: 1do 5, 9,10,11,12,16 i 19a); §11.2.2: 1,2,3,6,19%,30.

2. Funkcje dwuliniowe a formy kwadratowe.

Twierdzenie 1. a) Gdy g : V x V. — F jest funkcjg dwuliniowq, to ponizszy wzor
definiuje forme kwadratowq:

f(v)=g(v,v) dla veVv (16)
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Macierz B tej formy w zadanej bazie przestrzeni V' jest rowna %(A + AY), gdzie A
to macierz funkcji g w tejze bazie. (W szczegdlnosci, B = A gdy funkcja g jest
symetryczna. )

b) Odwrotnie, gdy f : V — T jest formqg kwadratowq, to istnieje doktadnie jedna
symetryczna funkcja dwuliniowa g : V x V. — T spetniajgca réwnosé (16). Ponadto,

1 1

g(u,v) = S(flutv) = f(u) = f(v)) = (f(ut+v) = flu-v)) dlan,veV. (17)

Dowod. a) Niech A bedzie macierza funkeji g w pewnej bazie V. Na podstawie stwier-
dzenia la) z p.1, funkcja f jest w tej bazie zadana wielomianem x'Ax. Jest to wiec
forma kwadratowa, ktorej macierz w bazie V jest rowna %(A + A'); patrz §1.2.

b) Niech w pewnej bazie przestrzeni V forma f zadana bedzie wielomianem x'Bx,
gdzie B = B!. Funkcje g : V x V — T zadajemy w tej bazie wielomianem x'By.
Rownosé (16) i dwuliniowosé g sa wowcezas oczywiste. Z nich wynika tatwo tozsamosé
(17), a z tej jedynosé g. H

Uwaga 1. (i definicja) Gdy symetryczna funkcja dwuliniowa g oraz forma kwadra-
towa f pozostaja w zaleznosci (16), to o kazdej z nich méowimy, ze jest wyznaczona
przez pozostala. Inne stosowane nazwy to: g jest forma (lub: funkcja) biegunowa,
formy kwadratowej f. Z twierdzenia wynika, ze w dowolnej bazie przestrzeni V', macierz
formy kwadratowej f jest réwna macierzy jej funkcji biegunowej g.

Formute, pozwalajaca jawnie wyrazi¢ funkcje biegunowa g przez forme f, nazywamy
polaryzacyjna. Dwoch przykladow takich formul dostarcza tozsamosé (17).

Przyktad 1. Niech V' = Ms(IF). Funkcja det : V' — F jest forma kwadratowa: w bazie

L0 01 00 00 zadana jest on lelomianem —
oo/ Vool L1o0) o1 adana jest ona wie anem Ti1xy — Tol3.

Jej funkcja biegunowa g : V x V. — [ jest wiec w tej bazie zadana wielomianem
%x1y4 + %myl — %ZL‘ng — %SBgyg. Wrynika stad, ze

g(<x1 $2>,(y1 yz)):%det(‘”l x2>+%det<y1 y2>,comoznate2zgad—
I3 T4 Ys Y4 Ys Ya I3 T4

nac¢ bezposrednio: prawa strona jest symetryczna funkcjg dwuliniows, zas dla Y = X
przyjmuje wartos¢ det(X).

Przyktad 2. Niech (V,(:,-)) bedzie przestrzenia unitarna nad F € {R,C} i niech
f(v) =||v]fdlav € V. Gdy F = R, to f jest formg kwadratows, o funkcji bie-
gunowej g(u,v) = (u,v). (Wynika to z definicji normy.) Macierz formy f w bazie
(V1, ..., Vi) przestrzeni V jest réwna macierzy Grama ((vi, v;))F;_;, bo ta jest macierza

funkcji g. Natomiast gdy F = C, to funkcja f nie jest kwadratowa (dlaczego?).

Dowdd nastepujacego twierdzenia ilustruje mozliwos¢é wykorzystania funkcji biegu-
nowe;j.
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Twierdzenie 2. * Gdy f i [’ sq formami kwadratowymi na rzeczywistej przestrzeni
wektorowej i forma f jest dodatnio okreslona, to istnieje baza przestrzeni, diagonali-
zujgea kazdg z form f, f'. (Macierz formy f w tej bazie jest nawet jednostkowa.)

Dowdd. Niech g : V x V. — [ oznacza funkcje biegunowa formy f. Ze wzgledu
na zatozong dodatnia okreslonosé, para (V,g) jest przestrzenia euklidesowa. Wobec
twierdzenia z §1.4 istnieje wiec jej ortonormalna baza (v;)¥_,, diagonalizujaca forme
f'. Ortonormalno$¢ oznacza, ze g(v;,v;) = 0 gdy ¢ # j oraz g(v;,v;) = 1 dla
1,7 = 1,..., k. Macierz funkcji ¢ w tej bazie jest wiec jednostkowa, a tym samym i
macierz formy f jest taka (patrz twierdzenie 1).0J

Uwaga 2. * Niech macierze A, B € My(R) beda symetryczne, w tym A dodatnio
okreslona. Z twierdzenia 2 wynika istnienie macierzy nieosobliwej C takiej, ze C!AC =
Ii C'BC = diag(\y, ..., \¢), dla pewnych Aq, ..., Ay € R. Liczby \; mozna jawnie
wyznaczy¢: sa one pierwiastkami wielomianu y := det(B — xA) (z krotnosciami), bo
sg pierwiastkami wielomianu det(C'BC — z1I), proporcjonalnego do . B

Zadania uzupelniajgce.

1. Gdy A i B sa jak w uwadze 2, znajdzmy dla kazdego pierwiastka A\ wielomianu
det(B—zA) uktad fundamentalny rozwiazan rownania (B —AA)x = 0 i poddajmy go
ortonormalizacji wzgledem iloczynu skalarnego u’!Av. Dowiesé, Ze otrzymamy tacznie
k wektorow, zas macierz C, majaca je jako kolumny, spetnia warunki uwagi 2.

2. (Wskazowka: twierdzenie 2.) Niech A bedzie macierza dodatnio okreslona.

a) Dowies¢, ze gdy macierz B jest symetryczna, to det(A + iB) # 0.

b) Dowiesé, ze gdy ponadto B jest nieujemnie okreslona, to det(A + B) > det(A)
i nier6wnosc jest ostra gdy B # 0.
3. Niech V = V & iV oznacza kompleksyfikacje rzeczywistej przestrzeni wektorowej

Vi iniech f:V — R bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze:
) [stnieje doktadnie jedna forma kwadratowa f V—C taka, ze f|V = f. Wyrazic¢

tez f(u +4v) przez f(u), f(v)i f(u+v).
b) vk(f) = rk(f).

Zadania ze zbioru Kostrykina: 8, 14, 15 w §I1.2.2.

3. Formy dwuliniowe a geometria (informacje wstepne).

Funkcji dwuliniowej g : V x V — F uzy¢ mozna do wprowadzenia w przestrzeni V
pojecia ortogonalno$ci w nastepujacy sposob: powiemy, ze wektory u,v € V sa g—
ortogonalne i piszemy u.l,v, jesli g(u,v) = 0. Na ogdl, tak zdefiniowana relacja
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ortogonalnosci jest niesymetryczna (kolejnosé wektorow u, v jest istotna). Z czesci b)
zadania uzupetniajacego 6 w p.1 wynika

Twierdzenie 1. * Funkcja dwuliniowa, zadajgca symetryczng relacje ortogonalnosct,
jest symetryczna lub jest antysymetryczna.l]

Funkcje dwuliniowe, ktore sa antysymetryczne (rownowaznie: alternujace, por.
zadanie 2 w p.1) lub symetryczne, sa wiec geometrycznie wyrdznione; nazwiemy je
formami metrycznymi.

Uwaga 1. Nalezy podkredlié, ze nazwa ,forma metryczna” jest umowna i mylaca:
forma taka na ogoél nie wyznacza na przestrzeni zadnej metryki w sensie znanym z
wyktadow Analizy czy Topologii. Jednak spotykana tez nazwa ,jiloczyn skalarny” byta
juz uzyta w rozdziale V- w innym (cho¢ pokrewnym) znaczeniu.

Gdy wybor formy metrycznej g na przestrzeni V' nie budzi watpliwosci, to zamiast o
g-ortogonalnosci wektoréw u, v € V méwimy o ich ortogonalnosci, oznaczajac ja ulv.
Zamiast g(u,v) uzywane tez bywa oznaczenie (u,v). W odroznieniu od przypadku
euklidesowego, istnie¢ moga rézne od 0 wektory g-ortogonalne do kazdego innego, i
te nazwiemy osobliwymi. Istnie¢ tez mogg wektory v # 0 takie, ze v_1v; nazywamy
je izotropowymi. Ogolniej, podprzestrzen U # {0} nazwiemy izotropowa (lub:
catkowicie osobliwa), gdy gy« = 0. 4 Natomiast przestrzen anizotropowa lub
okreslona to taka, w ktorej nie ma wektoréw izotropowych.

Uwaga 2. Przestrzen z wyrozniona forma symetryczna jest izotropowa wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy jej wektor jest izotropowy. (Wynika to z formuty polaryzacyjnej (17)
lub zadania 4 w p.1.)

Na przestrzenie z wyr6zniona forma metryczna przenie$¢ mozna pojecia rzutu or-
togonalnego, symetrii ortogonalnej, przeksztalcenia sprzezonego. Ponizej i w §4 na-
szkicujemy te czesé zarysowujacej sie teorii, ktora otrzymacé mozna nieznacznie mody-
fikujac rozumowania przedstawione w rozdziale IV. Modyfikacje te wymagaja pewne;j
ostroznosci: intuicja moze zawodzi¢, gdyz trzeba w sformutowaniach lub dowodach
uwzgledniaé istnienie wektorow izotropowych i to, ze zdefiniowany jest odpowiednik
iloczynu skalarnego wektorow, lecz nie ich dtugosci. Glebsze wyniki, w tym kluczowe
twierdzenia Witta i Clifforda, znalez¢ mozna w ksigzkach Langa ,Algebra” oraz Ko-
strykina i Manina ,,Algebra liniowa i geometria”.

Pomiedzy ortogonalnoscig zadang forma symetryczna a zadana forma alternujaca
zachodzi zasadnicza réznica: w przypadku alternujacym forma kwadratowa v +—
g(v,v) jest zerowa, podczas gdy w przypadku symetrycznym daje ona peing infor-

4Jest to terminologia np. J. P. Serre’a. U nowszych autoréw, ,(pod)przestrzeri izotropowa” to taka, ktorej pewien
wektor jest izotropowy — co nie odpowiada znaczeniu stowa ,izotropowy” (jednorodny we wszystkich kierunkach).
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macje o formie metrycznej g (wynika to z twierdzenia z p.2). W przypadku syme-
trycznym czesto méwimy, ze rozwazana ortogonalnosé zadana jest przy pomocy formy
kwadratowej, zamiast, ze jest zadana przez dwuliniowa funkcje biegunows tej ostatnie;j.

Przyktad 1. Forma kwadratowa 22+ y% + 22 — t? zadaje na R* tzw. geometrie Min-
kowskiego, za$ odpowiadajaca jej forma dwuliniowa to xa’ + vy’ + 22’ — tt’. Ogolniej,
o geometrii Minkowskiego mozna mowié, gdy rozwazamy pare (V, f), gdzie V jest rze-
czywistg przestrzenia wektorowa wymiaru 4, zas f jest forma kwadratows o sygnaturze
(3,1) lub (1,3). (Oba przypadki prowadza do ,takiej samej” geometrii.) Interesujaca
podprzestrzeri przestrzeni Minkowskiego to plaszczyzna Minkowskiego: R? z forma

22 —t? czy, gdy tak woleé, dwuwymiarowa przestrzen rzeczywista z forma o sygnaturze
(1,1). O

Twierdzenie 2. Przestrzen, w ktorej ortogonalnosc zadana jest forma symetryczng,
ma baze ortogonalng (tzn., istnieje baza (v;)¥_, taka, ze v; Lv; dlai # j).

Dowdd. Jest to przeformutowanie stwierdzenia 2 w p.1. [

Uwaga 3. a) Inny (interesujacy, bo geometryczny) dowod twierdzenia 2 wskazuje
zadanie uz. 2 w §4.1.

b) Forma symetryczna g jest w g-ortogonalnej bazie (v;)¥_, zadana wielomianem
> Niriy;, gdzie A; = g(v;, v;). Liczba nieizotropowych wektorow v; jest rowna rk(g),
za$ gdy V' jest przestrzenia rzeczywista, to o, (g) = #{i : g(v;,v;) > 0} oraz 0_(g) =
#{i : g(v;,vi) < 0}. (Cwiczenie: uzasadnié¢ te stwierdzenia.)

Definicja. Niech w przestrzeniach V' i W wyréznione beda formy metryczne g i h,
odpowiednio. Przeksztalcenie L € L(V, W) nazywamy zanurzeniem izometrycz-
nym, gdy jest ono réznowartosciowe i h(L(vy), L(va)) = g(vy,ve) dla wszystkich
vi, vy € V. Zanurzenie izometryczne, bedace izomorfizmem, nazywamy izometrig.
Gdy izometria taka istnieje, przestrzenie (V, g) i (W, h) nazywamy izometrycznymi,
zas formy ¢ i h nazywamy réwnowaznymi.

Zadanie 1. Przy oznaczeniach definicji, niech V = (vy,...,vx) i W beda bazami w
V 1 W, odpowiednio. Dowie$¢, ze gdy przeksztatcenie L jest réznowartosciowe, to
rownowazne sa warunki:

a) L jest zanurzeniem izometrycznym;

b) h(L(vi), L(v;)) = g(vi,v;) dlad,j = 1,..., k;

c) A = C'BC, gdzie A to macierz formy g w bazie V, B to macierz formy h w
bazie W i C = [L}}},.

Zadanie 2. Wywnioskowaé, ze gdy L : (V,g) — (V,g) jest izometrig i forma g jest
nieosobliwa, to det(L) = +1.
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Zadanie 3. Wywnioskowac tez, ze dwie symetryczne formy dwuliniowe na przestrzeni
R¥ sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te sama sygnature.

Cwiczenie. Czy przestrzenie (R*, 22 + 22 — 22 — 1) i (My(R), det) sg izometryczne?

Zadania ze zbioru Kostrykina: zadania 20 w §I1.2.1 oraz 21 7 w §I1.2.2.

§ 4. Pojecia geometryczne wyznaczone przez forme metryczna, c.d.

1. Dopekienia ortogonalne i sumy ortogonalne (zadania).

Niech V' bedzie przestrzenia z wyrdzniong forma metryczna g.

Definicja. Dla A, B C V piszemy:
At ={veV:alv dlakazdego a € A};
ALB gdy B C At (moéwimy wtedy, ze zbiory A, B sa ortogonalne);
V = ADB, gdy Ai B sy ortogonalnymi podprzestrzeniami liniowymiiV = A® B.

1. a) Udowodni¢, ze A jest podprzestrzenig liniows i (AU B)t = At N B+

b) Udowodni¢, ze (A+)*: D A, (lin(A))* = A+ =(,c4a* oraz gdy 0 € AN B, to
(A+B)t =(AuB)*-

c¢) Dowiesé, ze jesli zbior A liczy p elementéw, to dim(At) > dim(V) — p i wy-
wnioskowaé, ze dim(Vgh) > dim(V) — dim(Vp) dla kazdej podprzestrzeni liniowej Vj
przestrzeni V.
2. Dowies¢ twierdzenia 2 z §3.3 przez indukcje wzgledem dim(V'), jak nastepuje. Gdy
wyrézniona forma symetryczna jest zerowa, to nie ma czego dowodzi¢, a w przeciwnym
razie istnieje nieizotropowy wektor vi € V. Przy Vi := {v € V : vi1v} zauwazy¢,
ze dim(Vy) > dim(V) — 11 vy € V4. Stad V = ViADFvy, co pozwala wykorzystac
zalozenie indukcyijne.
3. a) Dowiesé, ze dim(V+) = dim(V) — rk(g).

b) Wywnioskowaé, ze forma g wtedy i tylko wtedy jest nieosobliwa, gdy V+ = {0},
tzn. gdy O jest jedynym wektorem g-ortogonalnym do kazdego innego.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I11.2.2.5.

2. Podprzestrzenie nieosobliwe i rzut ortogonalny (zadania).

Przypomnijmy, ze przestrzeni V{ z wyrozniona forma metryczna gy nazywamy pod-
przestrzenia przestrzeni (V, g), gdy Vj jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V,
za$ go jest obcieciem g, tzn. go(u,w) = g(u,w) dla u,w € V. Mowiac o podprze-
strzeni V{) przestrzeni (V, g) pomijamy na ogot oznaczanie formy go zaktadajac, ze jest
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nig obciecie formy g.

Uwaga 1. Na podstawie zadania 2 w p.1, podprzestrzen V wtedy i tylko wtedy jest
nieosobliwa, gdy Vo N Vit = {0}.

Definicja. Przeksztalcenie P € L(V) nazywamy rzutem ortogonalnym, gdy V =
ker(P)Dim(P) i P2 = P.

1. Dowies¢, ze gdy podprzestrzen W przestrzeni V' jest nieosobliwa, to
a)V=wWaowt
b) rzutowanie ortogonalne V' na W istnieje i jest wyznaczone jednoznacznie.

2. Niech W bedzie podprzestrzenia nieosobliwej przestrzeni V. Dowiesé, ze:
a) Jedli istnieje rzut ortogonalny V' na W, to podprzestrzenn W jest nieosobliwa.
b) Gdy podprzestrzenn W jest nieosobliwa, to W+ tez i (W)t =W.

3. Dowies¢, ze gdy forma g jest symetryczna i vy, ..., v, jest ortogonalnym ukladem
g9(v.vi)

1= 1 g V’Hvl)
przestrzeni V' na podprzestrzen lin(vy, ..., v,).

wektorow nieizotropowych, to wzor v — > 7 v; zadaje rzutowanie ortogonalne

4. * Dla podprzestrzeni W przestrzeni V' dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) W jest maksymalna podprzestrzenia nieosobliwa (tzn. jest ona nieosobliwa, lecz
kazda podprzestrzen W’ 2 W jest osobliwa);

b) V =V+Lta W, przy czym zamiast @ mozna uzyé¢ O);

¢) podprzestrzen W jest nieosobliwa i dim W = rk(g).

5. * a) Dowiesé, ze gdy W jest maksymalna podprzestrzenia nieosobliwa, to rzut P
przestrzeni V na W wzdtuz V+ zachowuje wyrézniong forme g (tzn. g(P(vy), P(v2)) =
g(vy,vy) dla vy, ve € V).

b) Wywnioskowaé, ze gdy W i W' s maksymalnymi podprzestrzeniami nieosobli-
wymi przestrzeni V., to W/ = L(W) dla pewnej izometrii L : V — V.

6. * Niech V.= UDQW, przy czym podprzestrzenn U jest izotropowa. Dowies¢, ze
rownosé U = V+ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzeri W jest nieosobliwa.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.1: 13,19b); §11.2.2: 4,22,23* 24,32 *.

3. * Sprzezenie przeksztalcenia miedzy przestrzeniami z forma dwuliniowa (zadania).

Twierdzenie 1. * Niech (V,g) i (W, h) bedq przestrzeniami z funkcjg dwuliniowq 1
niech K € L(V,W). Gdy funkcja g jest nieosobliwa, to istnieje jedyne przeksztatcenie
K* € L(W,V) takie, ze

g(v, K*(w)) = h(K(v),w) dla wszystkich v €V, w € W. (18)
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Mowimy, ze K* jest sprzezeniem przeksztalcenia K (dziatajacego pomiedzy prze-
strzeniami z funkcja dwuliniowa). Dowdd twierdzenia szkicujemy nizej w zadaniu 1.

1. * a) Przy oznaczeniach twierdzenia obierzmy bazy V przestrzeni V' i W przestrzeni
W iniech G bedzie macierzg formy g w bazie ¥V, a H — macierzg formy h w bazie W.
Niech dalej L € L(W,V) i oznaczmy K := [K]},, L := [L]}Y. Dowies¢, ze tozsamosé

g(v,L(w)) = h(K(v),w) dla wszystkichveV, weW

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy K'H = GL.
b) Udowodni¢ twierdzenie 1.
c¢) Dowiesé, ze gdy obie formy g i h sa nieosobliwe i symetryczne, to (K*)* = K.

2. * Dowiesé, ze gdy V jest przestrzenia z nieosobliwg forma dwuliniowa, to det(L*) =
det(L) dla kazdego operatora L € L(V).

3. * Przy oznaczeniach twierdzenia zalézmy, ze formy g i h sg symetryczne. Wtedy:
a) Przeksztalcenie K* o K (z przestrzeni (V, g) w nia sama) jest samosprzezone.
b) K jest zanurzeniem izometrycznym < K* o K = Iy.

Uzywane nizej pojecia bazy sprzezonej 1 przestrzeni Sprzezonej omoéwione sg w
II1.3.4. Dla funkcji dwuliniowej g : V x V. — F i wektora v € V definiujemy
Jy(v) € V* wzorem

(Jy(v))(x) =g(x,v)dlax eV

4. * a) Dowies¢, ze gdy funkcja g jest nieosobliwa, to J, : V- — V* jest izomorfizmem
liniowym.

b) Odwrotnie, kazdemu izomorfizmowi J : V' — V* odpowiada nieosobliwa funkcja
dwuliniowa g : V- x V' — F, dla ktorej J, = J.

5. * Dla izomorfizmu J : V' — V*, przeprowadzajacego dang baze B przestrzeni V' na
baze dualng B*, jaka jest macierz powyzszej funkcji g w bazie B?

6. * Niech L € L(V,W) i niech g i h bedg nieosobliwymi formami dwuliniowymi na
przestrzeniach V i W, odpowiednio.

a) Dowiesé, ze Jp(w) o L = J,(L*(w)) dlaw € W.

b) Zdefiniujmy L# : W* — V* wzorem L7 (p) = po L dla ¢ € W*. Dowiesc,
ze L™ o J, = Jy 0 L*. (Ze wzgledu na to, przeksztalcenia L7 i L* sg utozsamiane i
oznaczane wspolnie L*.)

4. Wokoél twierdzenia o bezwladnosci (zadania).

1. Niech g bedzie symetryczng formg dwuliniowa na rzeczywistej przestrzeni wekto-
rowej V. Dowies¢, ze gdy V' jest g-ortogonalng sumag prosta podprzestrzeni V; i Vs,
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to o(g) = o(g1) + o(g2), gdzie o oznacza sygnature oraz g; := gly,«y, dlai =1, 2.

2. Niech V' i g beda jak w poprzednim zadaniu. Dowies¢, ze:

a) Istnieja podprzestrzenie Vi, V_ iV, takie, ze V = V,,,, OV, DV_ i forma g jest
na V, (odp. na V_) dodatnio (odp. ujemnie) okreslona, a na Vj,,; jest zerowa.

b) Gdy Vi, V_ iV, sa takimi podprzestrzeniami, to o(g) = (dim(V, ), dim(V_)).
Uwaga 1. Zadanie to daje jeszcze jedna (wazna) wersje twierdzenia o bezwtadnosci.

3. * Przy poprzednich zalozeniach, niech W i W’ bedg nieosobliwymi podprzestrze-
niami przestrzeni V. Dowies¢, ze kazda izometrie W — W' (gdy taka istnieje) mozna
przedtuzy¢ do izometrii V- — V.

Uwaga 2. Jest to szczegolny przypadek twierdzenia Witta, ktore dotyczy dowolnego
ciata skalarow. (Patrz §5.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: §11.2.2.25.

5. * Formy hermitowskie na przestrzeniach zespolonych (zadania).

Niech V' bedzie zespolong przestrzenia wektorowa. Funkcje g : V' x V — C nazywamy
forma hermitowska lub poéltoraliniowa funkcja hermitowsko—symetryczna,
jesli

a) dla kazdego v € V| funkcja V' 5 u — g(u,v) € C jest liniowa, oraz

b) g(u,v) = g(v,u) dla kazdych u,v € V.

Macierza tej formy w bazie (v;)F_; nazywamy macierz samosprzezona (g(v4, v;))1<ij<k-

1. * Dowies¢, ze cze$¢ rzeczywista (odp.: czesé urojona) formy hermitowskiej jest
forma dwuliniowa symetryczna (odp.: antysymetryczna).

2. * Dowiesé, ze gdy A (odp. B) jest macierza g w bazie ¥V (odp.: w bazie W), to
B = C*AC, gdzie C = [I}}}.

Wiekszos¢ definicji i wynikéw dotyczacych form dwuliniowych symetrycznych prze-
nie$¢ mozna na formy hermitowskie (a tym samym na iloczyny skalarne na przestrze-
niach zespolonych).

3. * Wzorujac sie na materiale z §1.3 obmysle¢ sposob pozwalajacy dla danej macierzy
samosprzezonej A € My(C) wskazaé¢ macierz nieosobliwa C € M, (C) taka, ze C*AC
jest macierza diagonalna.

4. * a) Obmysle¢ definicje sygnatury formy hermitowskiej (odp. macierzy samosprze-
zonej) 1 dowies¢ jej poprawnosci.

b) Dowiesé, ze kryterium Jacobiego—Sylvestera pozostajg prawdziwe dla macierzy
samosprzezonych, gdy okreslono$é¢ rozumieé¢ jak wzmiankowano wyzej. To samo jest z
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zadaniami uzupetniajagcymi 1-3 z §2.4, po oczywistych modyfikacjach.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 28 1 29 w §I1.2.1.

6. * Miscelania (zadania).

1. Rozpatrzmy plaszczyzne Minkowskiego: R? z forma kwadratowa ¢ = 22 — t2.
(Patrz przyktad 1 z §4.3.)

a) Dowiesé, ze operator L : (R? q) — (R?, q) wtedy i tylko wtedy jest izometrig
liniowa, gdy jego macierz w bazie standardowej jest postaci ( Z zs ) dla e = +1
oraz a,b € R takich, ze a® — b*> = 1. (Traktujemy x jako pierwsza zmienna, a t jako
druga.) Ponadto, e = 1 gdy L zachowuje orientacje i € = —1 w przeciwnym razie.

b) Naszkicowaé zbiory postaci {v : q(v) = ¢}, dla ¢ = 0, +1, 2, bedace odpowied-
nikami pewnych sfer o srodku w 0 w geometrii euklidesowej (dlaczego?). Dowiesé, ze
sa one niezmiennicze wzgledem kazdej izometrii liniowej ptaszczyzny Minkowskiego na
nig sama i naszkicowa¢ analogiczne zbiory dla przestrzeni R? z forma z? + y? — ¢2.

¢) Rozpatrzmy w ptaszczyznie Minkowskiego baze utworzona przez wektory izotro-
powe wi = (1,1) i wy = (1, —1); wspotrzedne wektora v w tej bazie oznaczmy przez
(c,d). Dowiesé, ze q(v) = 4ed 1 kazda zachowujaca orientacje izometria plaszezyzny
(R?%, q) jest zadana macierza postaci +diag(e®, e™®), dla pewnego a € R.

Operator L,, ktorego macierz w bazie wi, wo jest rowna diag(e®, e”®), nazwiemy
obrotem hiperbolicznym ptaszczyzny Minkowskiego o « jednostek; oczywiscie
La_,_ﬁ = LaLﬁ dla o, 6 € R.

2. * (Kontynuacja poprzedniego.) a) Niech C' := {u € R? : q(u) < 0i uy >
0}. Dowies¢, ze gdy u,v € C, to istnieje dokladnie jedna liczba a € R* taka, ze
Lo,(RTu) = R*v. Liczbe te nazywamy miara Minkowskiego kata zorientowanego
pomiedzy u i v i oznaczamy Z,,(u,v). Dowiesé, ze gdy u,v,w € C, to Z,,(u,v) +
Lin(Vv,w) = Zy(u,w).

b) Znalezé macierz A, operatora L, w standardowej bazie. (Wskazowka: jej wyrazy
okazuja sie rowne cosinusowi hiperbolicznemu cosh(a) := (e“ + e~%)/2 lub sinu-
sowi hiperbolicznemu sinh(«a) := (e* —e™*)/2.) Wyznaczy¢ wzory na cosh(a + )
i sinh(a + ), odpowiadajace tozsamosci Lots = Lo Lg.

¢)* Dowiesé, ze gdy g(u) = ¢(v) = —1, to miara Minkowskiego o kata pomiedzy
u i v jest wyznaczona réwnoscia cosh(a) = g(u,v), gdzie g jest funkcja biegunowa
formy gq.

3. * Niech (V, g) i (W, h) beda przestrzeniami z wyr6znionymi formami metrycznymi.
O przeksztatceniu liniowym L : V' — W powiemy, ze zachowuje ortogonalnosé¢,
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gdy viLyve = L(vy)LpL(vy) dla vy, ve € V.

a) Dowiesé, ze jesli L : (V, g) — (W, h) zachowuje ortogonalnosé, to istnieje skalar
A taki, ze h(L(v1), L(v2)) = Ag(vy, ve) dla vy, vy € V.

b) Wskazaé¢ przyktad izomorfizmu ptaszezyzny Minkowskiego, ktory zachowuje or-
togonalnosé, lecz nie jest proporcjonalny do izometrii.

4. * Dowiesé, ze gdy w przestrzeni z forma symetryczng istnieje wektor izotropowy,
to istnieje tez baza, ztozona z takich wektorow.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 2,7,22,23,24 w §I1.2.2.

§ 5. Przewodnik

Hasta, dotyczace omawianych tematow (nie zachowuje kolejnosci z wyktadu):

1. Wielomiany stopnia < 2 kilku zmiennych i wyznaczone przez nie funkcje F¥ — F.
Jedynos¢ wielomianu, wyznaczajacego funkcje. (§1.1)

2. Funkcje wielomianowe stopnia < 2 na przestrzeni wektorowej (§1.4). Formy
kwadratowe jako wielomiany (§1.2) i jako funkcje na przestrzeni wektorowej (§1.4).
Macierz formy kwadratowej w obu przypadkach. Zmiana macierzy formy przy zmianie
bazy i przy podstawieniu liniowym; kongruentnos¢ macierzy i jej podstawowe wtasnosci

(8§1.318§1.4).
3. Twierdzenie Lagrange’a w 3 wersjach. Rzad formy kwadratowej (§1.3 i §1.4).

4 (§2.1). Twierdzenie o bezwtadnosci i jego zwiazek z badaniem funkcji kwadrato-
wych (lemat 1 w §2.1 i zadania, omawiane na ¢wiczeniach); klasyfikacja zespolonych i
rzeczywistych form kwadratowych przy pomocy rzedu i sygnatury, odpowiednio (wnio-
sek 11 zadanie 1 w §2.1).

5 (§2.2). Ortogonalna diagonalizacja form kwadratowych; wyrazenie sygnatury
rzeczywistej macierzy symetrycznej przez jej wartosci wtasne.

6. Okreslonos¢ rzeczywistych form kwadratowych i macierzy; kryterium Jacobiego—
Sylvestera.

7. Funkcje dwuliniowe: macierz w bazie i zmiana tej macierzy przy zmianie bazy,
przeniesienie na funkcje dwuliniowe pojecia rzedu i sygnatury (gdy F = R). Odpo-
wiednios¢ miedzy symetrycznymi funkcjami dwuliniowymi a formami kwadratowymi

(§3.2).

8. (8§3.3 1 §4 w zakresie objetym ¢wiczeniami.) Pojecia geometryczne, wyznaczone
przez symetryczna lub antysymetryczng forme dwuliniowa, (ortogonalnosé, izometrycz-
nos¢, rzut ortogonalny, izotropowosc).
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1. Niech A = (g(vl-,vj))f’ j—1, gdzie g jest symetryczna forma dwuliniowa na prze-
strzeni V', za$ vy, ..., v € V. Macierz nieosobliwg C taka, ze macierz C'AC jest dia-
gonalna, potraktujmy jako macierz przejscia od uktadu vy, ..., v do pewnego uktadu
Wi, ..., W. (Oznacza to, ze w; = > . ¢;;v; dlaj =1,...,k.) Dowies¢, ze:

a) Uktad wy, ..., wy jest g-ortogonalny i rozpina lin(vy, ..., vi).

b) Gdy C otrzymano korzystajac z algorytmu z §1.3, to wy, ..., Wy, otrzymamy wy-
konujac na uktadzie vy, ..., vi kolejne operacje, wykonywane w algorytmie na wierszach
macierzy A.

¢) Gdy ponadto nie wykonano czesci 1 zadnego z krokoéw algorytmu, to w; €
lin(vy,...,v;) dla j =1,..., k. (Ma to miejsce, gdy F = R i forma ¢ jest polokreslona,
patrz zad. uz. 1 w §2.5.)
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§ 6. * Twierdzenia Witta i Clifforda o formach kwadratowych.

0. Wstep. W tym paragrafie powaracamy do badania formy kwadratowej ¢ : V' — F.
(Zaktadamy nadal, ze 1p + 1y # Op.) Celem naszym jest udowodnienie ponizszych
dwoch waznych twierdzen:

Twierdzenie 1 (Witta o strukturze form kwadratowych). Istnieje baza przestrzeni
V', w ktorej macierz formy q ma postaé diag(0,...,0,1, —1,....1, =1, ¢, ..., ¢cs), gdzie
i cv? # 0 dla (vy,...,vs) € F*\{0}. Powyzej, liczba zer jest réwna dim V —rk(q),
liczba jedynek (rowna liczbie wyrazow —1) jest przez forme q wyznaczona jednoznacz-
nie, a macierz diag(cy, ..., cs) jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscig do kon-
gruentnosci.

Dowod twierdzenia i inne jego sformutowanie podamy w p.1 i 2. Jest ono da-
leko idgcym uogoélnieniem, na przypadek dowolnego ciata o charakterystyce réznej od
2, twierdzenia Sylvestera o bezwladnosci. Istotnie, dla F = R macierz formy jest
w pewnej bazie postaci diag(0,...,0,1,...,1,—1,..., —1), wiec pozostaje zmieni¢ upo-
rzadkowanie bazy, by po zerach pojawily sie pary wyrazow 11 —1 (liczba par wyniesie
min(o4(q),0-(q)), a potem same jedynki (gdy o4(q) > 0_(¢)) lub same wyrazy -1
(gdy 0.(q) < 0_(q)). Latwo dostrzec, ze druga czes¢ tezy, dotyczaca jednoznacznoscei,
jest dla IF = R rownowazna twierdzeniu o bezwtadnodci.

Drugie twierdzenie, udowodnione w p.4, ma zupelnie inny charakter.

Twierdzenie 2 (Clifforda). Przestrzen V' jest podprzestrzeniq pewnej przestrzeni wek-
torowej W, wymiaru 2dim(V) oy ktdrej okreslone jest taczne mnozenie posiadajace je-
dynke e, takie, ze v* = q(v)e dla kazdego v € V.

Ponadto, przestrzen W, jest przez podprzestrzen V- generowana algebraicznie (wyja-
$nimy to w p.3), i wymienione wtasnosci wyznaczajq jo jednoznacznie z doktadnoscig
do zachowujgcego mnozenie izomorfizmu przestrzeni lintowych.

Twierdzenia te wyrazone sa wytacznie w terminach formy kwadratowej q. Charak-
terystyczne jest to, ze oba sa dowodzone w oparciu o wtasnosci wyznaczonej przez q
formy dwuliniowej. Dowod jednoznacznosci w twierdzeniu Witta wykorzystuje nawet
piekne uogolnienia twierdzen o wtasnosciach izometrii przestrzeni euklidesowych, zna-
nych nam z rozdziatu IV. Te uogolnienia, majace niezalezne znaczenie, przedstawimy
w punktach 1 i 3; pochodzg one réwniez od Witta.

O ile wiec w §4 algebry uzyto, by w dowolnej przestrzeni wektorowej wprowadzié
namiastke geometrii euklidesowej, o tyle teraz powstate dzieki temu pojecia geome-
tryczne uczyniag mozliwym udowodnienie waznych rezultatow algebraicznych.

Pewnym zaskoczeniem jest to, ze struktura alternujacych form dwuliniowych jest
znacznie prostsza, niz symetrycznych. Wykazane to bedzie w p.1.
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1. Podprzestrzenie Artina i rozklad Witta.

W tym podpunkcie V' oznacza przestrzen z wyrdzniona forma metryczna g. (Dopusz-
czamy przypadek, gdy forma ta jest alternujaca.)

Definicja. Uktad izotropowych wektorow u;, w, ..., u,, w,, nazywamy artinowskim,
gdy dla i,5 =1,...,n zachodzi

{w;, w;} L{u;, w,} dlai # j oraz g(u;,w;) =1 (19)

Gdy n = 1 to méwimy tez, ze uy, w; jest para Artina. Podprzestrzenn nazwiemy
artinowska, jesli jest rowna {0} lub pewna jej baza jest uktadem artinowskim.

Uwaga 1. W bazie artinowskiej, macierz wyréznionej formy jest suma zwnetrzng
2 x 2-klatek, majacych na przekatnej zera, a poza nia pare 1,1 (gdy forma jest syme-
tryczna) lub 1, —1. W szczegdlnosei, podprzestrzen artinowska jest nieosobliwa.

Zadanie 1. Gdy (V, g) jest przestrzenia Artina z symetryczna forma g, to:
a) w pewnej bazie, macierz formy g jest postaci diag(1,—1,...,1, —1);

: : : : (0 I,
b) w pewnej bazie, macierz formy g jest postaci ( I 0 )
n

Lemat 1. Jesli wektor izotropowy u nie jest osobliwy, to istnieje wektor w taki, ze
u, w jest parqg Artina.

Dowod. Z zalozenia, istnieje wektor v taki, ze ¢ := g(u,v) # 0. Mozemy zatozy¢,
ze ¢ =1 (gdy ¢ # 1, mnozymy v przez 1/c¢). Pozostaje przyja¢ w := v + du, gdzie
d=—1g(v,v).0

Twierdzenie 1 (strukturalne Witta). Istnieje rozktad ortogonalny V = Vi@ Vare D Vaer,
taki, ze:

i) podprzestrzen Vi, jest izotropowa;

ii) podprzestrzen V. jest artinowska;

i) podprzestrzen Vyer jest okreslona, tzn. nie ma wektorow izotropowych.
W tym tzw. rozkladzie Witta podprzestrzen V,,; jest wyznaczona jednoznacznie i
rowna przestrzeni V= wektorow osobliwych, a podprzestrzenie Vi @ Vaep sq wyzna-
czone jednoznacznie z doktadnoscig do izometri.

Dow6d. By szukany rozktad wskazaé, obieramy za V,,; dowolna podprzestrzen arti-
nowska, ktora jest maksymalna (tzn. nie jest zawarta w zadnej innej takiej podprze-
strzeni). Poniewaz jest ona nieosobliwa, wiec Vg,w N V+ = {0} i istnieje podprzestrzeri
W taka, ze Vye C W ooraz V@ W = V. Oczywiscie, W LV* i podprzestrzen W jest
nicosobliwa. (Patrz zadanie 6 w §4.2).

Oznaczmy przez Vg.y dopelnienie ortogonalne (nieosobliwej) podprzestrzeni Vo, w
przestrzeni nieosobliwej W. Zauwazmy, ze zaden wektor podprzestrzeni Ve, nie jest
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w niej osobliwy, bo bedac ortogonalnym do V* i do V4, bytby ortogonalny do V' — co
nie ma miejsca, bo Vger NV+ = {0}.

Jesliby wigc pewien wektor u € Vg.r byl izotropowy, to na podstawie lematu 1
istniataby plaszczyzna Artina A C Vgep. Jest to niemozliwe, bo przestrzen VDA
bylaby artinowska, wbrew maksymalnosci V. Przestrzeni Vi.r jest wigc okreslona i
VDOVt DVigey jest szukanym rozkladem.

Jednoznacznosé V,,,;, wynika z zadania 6 z §4.2, bo podprzestrzen V,,,DVjes jest
nieosobliwa. Gdy wyrdzniona forma g jest alternujaca, to Vgey = {0}, skad V. jest
przestrzenia Artina wymiaru rk(g) — co wyznacza ja jednoznacznie z doktadnoscia
do izometrii. Za$§ w najciekawszym przypadku form symetrycznych, jednoznacznosci
Vies 1 Vore dowiedziemy w nastepnym punkcie. (Wezesniej skorzystamy z niej tylko w
zadaniach 1 uwadze 2.)0

Zadanie 2. W oparciu o twierdzenie 1 i zadanie 1a), uzyska¢ twierdzenie 1 wstepu.

Uwaga 2. a) Z dowodu wynika, ze za V,; mozna w twierdzeniu przyja¢ dowolna
maksymalng podprzestrzen artinowska.

b) Przeciwnie, gdy warunki tezy twierdzenia sa spelnione, to podprzestrzen V.
jest maksymalna (wsrod artinowskich), bo maksymalna podprzestrzen Artina V!, D
Ve tez jest sktadnikiem pewnego rozkladu Witta, skad V., = V,,; na podstawie
izomorficznosci Vi, 1V ;. (Korzystamy z nieudowodnionej jeszcze czesci twierdzenia. )

¢) W szczegolnosci, dwie maksymalne podprzestrzenie Artina sa rownego wymiaru.[

Dla form antysymetrycznych, z twierdzenia wynika wazny

Whniosek 1. Antysymetryczna forma dwuliniowa g na przestrzeni V- jest w pewnej
bazie zadana wielomianem Y ¢ (Toi—1Yy2 — T2uy2i—1). (Oczywiscie, wtedy rk(g) =
2n < dimV.)

Dowod. Poniewaz Vg = {0}, wigc wystarcza szukana baze ,sklei¢” z bazy Artina
przestrzeni Vg, i bazy przestrzeni V+. O

Definicja. Baze, ktorej istnienie stwierdza wniosek 1, nazywamy symplektyczna
(wzgledem g), a wielomian u nazywamy postacia kanoniczna formy g.

Whniosek 2. Gdy dwuliniowe formy alternujgce g : VxV —Fig : V' xV' —F
magjg ten sam rzgd 1 dimV = dim V”, to przestrzenie (V. g) i (V', g') sq izometryczne.
Dowo6d. W bazach symplektycznych, macierze obu form sg rowne.[]

Na koniec udowodnimy lemat wykorzystywany w p.2 i ponizszych zadaniach.
Lemat 2. Niech przestrzen (V,g) bedzie nieosobliwa, a liniowo niezalezne wektory

uy, ..., u, € V bedqg izotropowe i wzajemnie ortogonalne. Wowczas istniejq wektory
W1, ..., W, € V takie, ze uktad uy, w, ..., u,, w, jest artinowsk:.
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Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Niech n > 1 i niech Wy := {uy, ..., u,}* i
W = {uy,...,u,_1}* (dla n = 1 przyjmujemy W := V). Poniewaz dim W > dim W
(patrz zadanie .... 3 w §4.3), wiec istnieje wektor w € W \ W,. Wektor u, jest
nieosobliwy w ptaszczyznie A := lin(u,, w), bo g(u,,w) # 0, i z lematu 1 wynika
istnienie wektora w,, € A takiego, ze (u,, w,) jest parg Artina. Pozostaje zastosowaé
zalozenie indukeyjne do nieosobliwej przestrzeni A+ i wektoréw uy, ..., u,—; € A+, by
otrzymac pozostate szukane wektory wy, ..., w,_1.0]

Zadania uzupeltniajace.

1. Z wniosku 1 wynika, ze dowolna macierz antysymetryczna A € My () jest nad
[F kongruentna z macierza B, bedaca suma zewnetrzng klatki zerowej i 2 x 2-klatek
o wierszach (0,1) i (-1,0). Poda¢ modyfikacje algorytmu z § 1.3, umozliwiajaca otrzy-
manie macierzy nieosobliwej C, dla ktorej C'AC = B.

2. Dowiesé, ze wyznacznik macierzy antysymetrycznej o wyrazach catkowitych jest
kwadratem liczby catkowitej. (Wskazowka: macierz traktowaé jako element My (Q).)

3. Niech w ciele skalarow IF przestrzeni V' kazdy element posiada pierwiastek kwadra-
towy. Dowies¢, ze dim(Vyer) < 1; w szczegolnosci, gdy przestrzen V' jest nieosobliwa i
dim(V') jest liczbg parzysta, to V' jest przestrzenia Artina.

4. Dla przestrzeni nieosobliwej V' dowies¢ réwnowaznosci warunkow:
a) V zawiera podprzestrzen izotropowa wymiaru > %dim V.
b) V jest przestrzenia Artina.

5. a) Dowies¢, ze gdy symetryczna forma dwuliniowa g jest nieosobliwa, to W :=
(V,9)D(V, —g) jest przestrzenia Artina. Powiazaé¢ to z zadaniem 1 b) w §1.3.

b) Dowiesé, ze kazda (nawet i osobliwa) przestrzenn wymiaru k jest izometryczna z
podprzestrzenig 2k—wymiarowej przestrzeni Artina.

6. Dowiesé, ze gdy U jest maksymalng podprzestrzenia izotropowa przestrzeni V', to:
a) U = V1L @ W dla pewnej podprzestrzeni W, zawartej w podprzestrzeni nieoso-
bliwe;j.
b) dimU = dim V' — rk(g) + ind, gdzie ind oznacza indeks przestrzeni V, czyli
potowe wymiaru jej (dowolnej) maksymalnej podprzestrzeni artinowskiej.

2. Izometrie i symetrie zwierciadlane przestrzeni z symetryczna forma metryczna. Jed-
noznacznos$¢ rozkladu Witta.

Az do korica rozdziatu zaktadamy, ze V' jest przestrzenia z wyrdzniong symetryczna
forma dwuliniowa ¢g. Przez ¢ oznaczamy wyznaczong przez g forme kwadratows.
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Przypomnijmy, ze gdy Vj jest podprzestrzenia nieosobliwa, to V = Vo@DV;-. (Patrz
§4.2.) Rzutowanie P przestrzeni V na Vy wzdluz Vb nazywamy ortogonalnym, bo
v — P(v)L1V, dla kazdego v € V. Przeksztalcenie Iy — 2P nazywamy symetriag
ortogonalng wzgledem V), a gdy dim V) = dim V' — 1 méwimy o symetrii zwier-
ciadlanej lub lustrzanej. Oczywiscie, S(vo + vi) = vo — vy dla vg € Vi vy € Vj-.

Definicje te s3 w pelni analogiczne do podanych w §IV, lecz maja sens tylko dla
niecosobliwej podprzestrzeni Vo (bo rzutowanie V na Vy zdtuz Vit nie istnieje gdy

Von Vit # {0}).

Lemat 1. Gdyu,w € V i q(u) = q(w) # 0, to wektor vi := u+w jest nieizotropowy
i symetria lustrzana wzgledem vi przeprowadza w na —w, lub tez nieizotropowy jest
wektor vo :=u — W i symetria lustrzana wzgledem vy przeprowadza u na w .

Dowod. Wektory vy 1 vy sa ortogonalne, bo g(vy,va) = g(u,u) 4+ g(u, w) — g(w,u) —
g(w,w) = 0. Ze wzoru Pitagorasa q(vi) + ¢(v2) = ¢(v1 + va) = 4¢(u) # 0 wynika
wiec, ze pewien z wektorow vi, vy jest nieizotropowy. Gdy jest nim vy, symetria
lustrzana S; wzgledem vi jest zdefiniowana i S1(2u) = S1(vy + va) = —v| + vy =
—2w, wobec czgo Si(u) = —w. Gdy nieizotropowy jest wektor vs, to zdefiniowana
jest symetria lustrzana Sy wzgledem vy i S3(2u) = vi — vo = 2w. [

Whniosek 1. Przy zatozeniach lematu, wektor u jest przeprowadzany na w przez pewng
izometrie, bedgcq symetrig lustrzang lub ztozeniem dwdch takich symetri.

Dowdd. Gdy wektor u 4+ w jest nieizotropowy, to symetrie S; pozostaje zlozyé¢ z
symetria wzgledem w, przeprowadzajacag —w na w. [

Twierdzenie 1 (Witta o przedtuzaniu). Niech Ly : Vo — V bedzie zanurzeniem
izometrycznym podprzestrzent Vi przestrzeni V.. Gdy V' lub Vi jest przestrzenig nie-
osobliwg, to Ly mozna przedtuzyé do izometris L -V — V.

Dowod. 1) Rozwazymy wpierw przypadek, gdy podprzestrzen Vj jest nieosobliwa, sto-
sujac indukcje wzgledem n = dim(Vg). (Gdy n = 0, teza jest oczywista.)

Jesli istnieje nieizotropowy wektor u € V; taki, ze Lo(u) = u, to rozpatrzmy ob-
ciecie Ly do podprzestrzeni Vj := ut N Vj. Wyznacza ono zanurzenie izometryczne
Vy — ut, ktore z zalozenia indukcyjnego mozna przedtuzyé do izometrii L' : ut — ut.
(Wykorzystalismy nieosobliwo$¢ podprzestrzeni Vi, bedacej dopetnieniem ortogonal-
nym, w nieosobliwej przestrzeni V{, wektora nieizotropowego u.) Niech L := 1@ L/,
gdzie I oznacza identycznosé na prostej Fu. Poniewaz V = Fu@u', wiec L jest izo-
metria; ponadto rownosé L(v) = Ly(v) zachodzi dla wszystkich v € V;, gdyz zachodzi
dlav eFuidlaveutnl.

W ogolnym przypadku obieramy dowolny wektor nieizotropowy u € V; (istnieje
na mocy uwagi 2 w §3.3, odniesionej do Vj), i korzystajac z wniosku 1 znajdujemy
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izometrie K : V — V taka, ze K(Lo(u)) = u. Jak juz wiemy, zanurzenie K'Lj : Vj —
V mozna przedtuzyé do izometrii M : V — V. Pozostaje przyja¢ L = K1 M.

2) Niech teraz przestrzeri V' bedzie nieosobliwa. (Przypadek ten nie jest dalej wy-
korzystany.)

Zatozmy wpierw dodatkowo, ze Vj jest przestrzenia izotropowa. Wybierzmy jej baze
uy, ..., U, przyjmijmy u, := Lo(u;) dla i = 1,...,n i utwérzmy artinowskie uktady
Uy, Wi, ..., U, W, 1 uj,wj,...,u ,w iich powloki liniowe A i A’. Przeksztalcenie
liniowe Ly : A — A’ takie, ze Li(w;) = u} oraz Li(w;) = w; dla i = 1,...,n, jest
izometria. (Patrz zadanie 1 w §3.3.). Z dowiedzionej czesci twierdzenia wynika, ze L4
mozna przedtuzy¢ do izometrii L : V' — V. Poniewaz Li|y, = Lo, to cel nasz zostal
osiagniety.

W ogdlnym przypadku powtoérzymy rozumowanie z 1), indukcyjne wzgledem dim(Vj).
Obierzmy wektor nieizotropowy v € Vg (gdy takiego nie ma, tezy dowiedlismy wy-
zej) 1 oznaczmy przez K izometrie V. — V taka, ze K(v) = Lo(v). Przyjmijmy
Ve = K(vtnVy) i w = Ly(vo); oczywiscie Vj € wt i Lo(V]) C wt. Zatem
LoK ™'y jest zanurzeniem izometrycznym Vj w w, ktore z zalozenia indukeyjnego
mozna przedtuzy¢ do izometrii L' : wbt — wt. Przyjmujemy L := (I ® L')K, gdzie I
oznacza identycznos¢ na Fw. []

Whniosek 2 (Witta o dopetnieniu ortogonalnym). Niech przestrzenie W i W' bedg
izometryczne, a Wy i W niech bedq ich izometrycznymi podprzestrzeniami. Jesli W
lub Wy jest przestrzeniq nieosobliwg, to podprzestrzenie Wit i Wit sq izometryczne.

Dowoéd. Niech Ky : Wy — Wi K : W — W' bedg izometriami. Z twierdzenia wynika
istnienie izometrii L : W — W takiej, ze L(w) = K 'Lo(w) dla v € W,. Oczywiscie,
KL :W — W' jest izometria przeprowadzajaca Wy na W, a wicc i Wy na W}+.OI

Dowod jednoznacznodci rozktadu V = V,,,y DV D Vier z p.1. Jak juz zauwazylismy,

Vo = V*+. Gdy oprocz rozwazanego mamy inny rozktad Witta V = V+QV! DOV, It
to przyjmijmy W = V,,:QVeer 1 W = chrt@vogef. Poniewaz V = ViOW =
VEOW’, wiec rzut V. — W’ wzdtuz V4 wyznacza izometric W — W’. Niech
dim V,,y < dimV,,. Wowczas V), = AjDA;, gdzie Ay 1 Ay sa podprzestrzeniami
Artina, przy czym dim Ag = dimV,,;. Na podstawie wniosku 2, zastosowanego do
par (W, Vi) 1 (W', Ag), podprzestrzeni AiDVy, , jest izometryczna z podprzestrzenia
Vies. Dowodzi to, ze Ay = {0}, bo inaczej w A; istniatby wektor izotropowy, a w Ve
takiego nie ma. Tym samym A1V, = Vj ;i Ag = V4, tzn. podprzestrzenie Vyey i

art?
/ . .
i, 0dpowiednio. [

Vart sa izometryczne z V;, I
Oto szczegodlny przypadek wniosku 2, sformutowany w postaci pozornie nie majace;j
nic wspolnego z izometriami. (Mozna sie nawet tudzi¢, ze to tatwe zadanie dotyczace

kongruentnosci macierzy.)
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Wnhiosek 3 (Witta o skracaniu). Niech symetryczne macierze diag(A, B) idiag(A’, B')
bedg kongruentne. Jesli macierze A 1 A’ sq nieosobliwe i kongruentne, to kongru-
entne sq macierze B 1 B'.

Dowdd. Oznaczmy stopien macierzy diag(A, B) przez k, a przestrzeii F* przez V lub
przez V', zaleznie od tego, czy wyrdzniamy na niej forme g o macierzy diag(A, B), czy
forme ¢’ o macierzy diag(A’, B"). Wowczas V' = UDW, gdzie w pewnej bazie prze-
strzeni U macierz formy g|y«y jest rowna A, a w pewnej bazie przestrzeni W macierz
formy g|w«w jest rowna B. Tak samo, V' = U'@QW’, gdzie wlasnosci U' i W' sa
,primowane” w stosunku do powyzszych (nalezy dopisaé¢ ,primy” przy A, B i g).
Przestrzenie V' i V' sa izometryczne, bo macierze form ¢ i ¢’ sa kongruentne; po-
dobnie, izometryczne sg przestrzenie U i U'. (Patrz zadanie 1 w §3.3.) Z wniosku 2
wynika wiec izometrycznosé przestrzeni Wi W/, a zatem kongruentnosé B i B'.[J

Problem 1. Gdy nieosobliwe macierze symetryczne diag(A, A) i diag(B,B) sa kon-
gruentne, czy kongruentne sa macierze A i B?

Zadania uzupetniajace. W 11 2 zaktadamy nieosobliwos$¢ przestrzeni (V, q).

1. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie E. Cartana: kazda izometria przestrzeni (V) q)
jest zlozeniem [ symetrii lustrzanych, dla pewnego | < 2dim V. (Mozna tez, co trud-
niejsze, zastapi¢ 2dim V' przez dim V'; patrz [Artin| czy |Berger].)

2. ,,Potpelnym obrotem” przestrzeni V nazywamy przeksztatcenie —Iyy & Ijy1, gdzie U
jest podprzestrzenia nieosobliwg wymiaru 2. Dowies¢, ze kazda izometria przestrzeni
(V, q), majaca wyznacznik 1, jest ztozeniem skonczenie wielu potpetnych obrotow.

3. Dowies¢, ze gdy zanurzenie izometryczne Ly : Vy — V spelnia warunek L vt =
V+ NV, to mozna je przedtuzyé do izometrii V' — V. (Nie zakladamy nieosobliwosci
podprzestrzeni V4 lub przestrzeni V.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 21, 22, 24 * 25 i 27 w §I1.2.1. (Podprzestrzen ,0so-
bliwa” w |Ko| oznacza tyle, co ,jizotropowa”.)
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3. Algebra Clifforda formy kwadratowej.

Definicja. Algebra nazywamy przestrzen wektorowa W z wyrdzniona operacja mno-
zenia x, taka, ze:
DusveWi(cu)sv=ux(cv)=c(uxv)dlau,veWicek,
2) mnozenie jest obustronnie rozdzielne wzgledem dodawania:
(u+v)sw=usw+viswiwx(u+v)=wxu+wxvdlauv,well.
O wszystkich rozwazanych tu algebrach zaktadamy, ze sa taczne, tzn. ze
3) (uxv)sxw=ux(vsw)dauv,well.
Na ogol, iloczyny u * v i v * v oznaczane beda przez uv i v2, odpowiednio.

Przyktad 1. Z wymienionym dziataniem mnozenia, algebra jest kazda z ponizszych
przestrzeni wektorowych:

a) My(F), z naturalnym dziataniem mnozenia macierzy;

b) przestrzen wszystkich operatorow liniowych na przestrzeni wektorowej V', z mno-
zeniem bedacym sktadaniem operatoréw;

c) przestrzei RY wszystkich funkcji rzeczywistych na zadanym zbiorze X, z natu-
ralnym mnozeniem funkcji.

Definicja. a) Element e algebry W nazywamy jej jedynka, gdy ew = w = we dla
w € W. (Nie kazda algebra ma jedynke, lecz tu rozpatrujemy tylko algebry z jedynka.)

b) Zbior S C W generuje algebraicznie algebre W, gdy ta jest najmniejsza
swa podprzestrzenia liniowa, zawierajaca S i zamknieta ze wzgledu na mnozenie (tzn.

gdy kazdy element algebry jest kombinacja liniowa skoniczonych iloczynéow elementow
zbioru S).

Bada¢ bedziemy przestrzeni wektorowa V' z wyrézniong forma kwadratowa ¢. Inte-
resuje nas to, jak konstruowaé przeksztalcenia L : V' — W spelniajace nastepujace
warunki Clifforda:

(C1) W jest algebra z jedynka e i (L(v))? = q(v)e dla wszystkich v € V. (Po
lewej jest kwadrat elementu L(v) algebry, a po prawej ¢(v)-krotnosé wektora e.)

(C2) L jest monomorfizmem liniowym, ktorego obraz L(V') generuje W algebra-
icznie.

Lemat 1. Gdy L : V — W jest przeksztatceniem lintowym w algebre z jedynkq e, to
warunek (C1) jest rownowazny kazdemu z nastepujgcych:

(C1") L(u)L(v)+ L(v)L(u) =2g(u,v)e dlau,v € V, gdzie g: V x V — F jest
wyznaczong przez q formaq dwuliniowq;

(C1”) stnieje baza ortogonalna v, ..., v, przestrzeni V taka, Ze przy e; :== L(v;)
Majq miejsce Townosct €;e; = —e;e; 0raz e’ =q(vi)edlai,j=1,...,n, i#j.

Dowdéd. Poniewaz 2g(u,v) = g(u+ v) — ¢(u) — q(v) oraz (L(u) + L(v))* — L(u)? —
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L(v)? = L(u)L(v)+ L(v)L(u), wiec z (C1) wynika (C1’). Oczywiscie, z (C1’) wynika
(C1”) (obieramy dowolng baze ortogonalna), zas jesli vy, ..., v, jest bazg zaswiadcza-
jaca o prawdziwosci (C1”), to dla v =Y | A\;v; zachodzi

(L(v))? = 22 Aef + 30, (ijeies + Aidjejer) = (30 Aq(vi))e = g(v)e.

(Pierwsza réwnos¢ wynika z liniowosci L, a ostatnia z réwnosci Pitagorasa. )]

Definicja. Uktad (eq, ..., e,) elementow algebry W z jedynka e nazywamy antykomu-
tujacym typu (A1, ..., \,), gdy e;e; = —eje; oraz €? = e dlai,j =1,...,n, i # J.

Przyktad 2. a) W ciele C liczb zespolonych, traktowanym jako algebra nad R, (i) jest
ukladem ortogonalnym typu (-1), rozpinajacym C algebraicznie.

b) Niech nieprzemienne ciato kwaternionow H traktowane bedzie jako algebra nad
R. Uktad (4,7, k) jest ortogonalny typu (—1,—1,—1) i kazde jego dwa elementy roz-
pinaja H algebraicznie.

0 c 0 —c 1 0 :
c) W algebrze My(IF), uktad ( L o > : ( L 0 ) , < 0 —1 ) jest ortogonalny

typu (¢, —c, 1), i dla ¢ # 0 kazde dwa jego elementy rozpinaja My(F) algebraicznie.
d) Uktad ( (1) (1) ) , ( (2) _OZ ) : ( (1) _01 ) rozpina algebraiczne przestrzen Mo (C),
traktowana jako algebra nad R, i jest ortogonalny typu (1,1, 1).H
Whniosek 1. W kazdym z ponizszych przypadkow istnieje monomorfizm L :V — W,
spetniajgcy warunk: Clifforda:
a) (V7 Q) - (Ra _12) W =C;
b) (V,q) = (R", —x] —...—22), dlan=2,3, i W =H (jako algebra nad R);
cl) W= My(F), V=Fiq=a}+a3
c2) W = My(F), V=F1iq=2}—a3;
c3) W = My(F), V=F i q=2}+23— 23
d) (V,q) = (R 23 + 23 + 23) i W = M3(C) (jako algebra nad R).

Dowdd. Za kazdym razem definiujemy L € L(V, W) tak, by standardowa baza (v;)
przestrzeni V' przeprowadzana byta na antykomutujacy uktad odpowiedniego typu w
W. Uklady z przyktadu 1 sa liniowo niezalezne, wiec L jest monomorfizmem. [

By wyjs¢ poza rozpatrywanie izolowanych (cho¢ waznych) przyktadow, potrzebne
sa dwa stwierdzenia. Pierwsze uogolnia czesé ¢) przyktadu, a drugie dotyczy iloczynow
algebraicznie ortogonalnych elementow algebry:.

Stwierdzenie 1. W algebrze macierzy Mok (F) rozpatrzmy nastepujgce macierze:

. ) ) 0 CIk 0 —CIk
Al = diag(A;, —A;) dla i < 7, ;’+1 = ( I, O ) ’ ;+2 - ( I, O )
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Gdy ¢ # 0 i macierze Ay, ..., A; € My(F) rozpinajq algebre My, algebraicznie, to
macierze Al ..., A’ 5 algebraicznie rozpinajg Moy, gdy zas macierze Ay, ..., Aj tworzq
antykomutujacy uktad typu (c1, ..., ¢;), to macierze Al ..., Al 5 tworzq taki uktad typu

(c1y .0y ¢y, 0, —C).

Dowdd. Ostatnia wtasnosé sprawdzic¢ jest bardzo tatwo; por. zadanie 1 w §I1.2.4.
Oznaczmy przez W podprzestrzen liniowa algebry Moy, generowang przez macierze
15 A5 algebraicznie. Gdy macierze Ay, ..., A rozpinaja My, to dla kazdej klatki
A € M istnieje klatka B € M, taka, ze diag(A,B) € W. Mnozac diag(A, B) przez
jedng z macierzy A’ + A’ , lub przez ich iloczyn stwierdzamy, ze do W nalezy kazda
macierz, ktorej 3 z 4 klatek sa rowne O, a pozostata jest zadana. Zatem W = Mgy
(bo kazda macierz z My jest suma czterech tej postaci).l]

Oznaczenie. Dla wy, ..., w, € Wi « C {1,...,n} przyjmijmy w, = e gdy a = () oraz,
gdy (wszystkimi) elementami zbioru o sa a(1) < --- < a(s), to

Wqo 1= Wa<1)Wa(2)...Wa(S) (20)

Stwierdzenie 2. Niech antykomutujacy uktad (e, ..., €,) elementow algebry W bedzie
typu (c1, ..., ¢n). Wowczas dla o, 8 C {1,...,n} zachodzi e,es = ce,, gdzie skalar ¢ i
2bidr v C U B zalezqg tylko od ciggu (o, B, cq, ..., ¢q) (a nie od algebry W ).

Dowod. Jesli liczba #a + #0 (gdzie # to moc zbioru) jest rowna 1, to teza jest
oczywista. Stosujac indukcje wzgledem tej liczby rozwazamy dwa przypadki:

a) #a > 1. Niech p = infa i o = a\ {p}. Wtedy e,es = e,(eves) = ceyey,
gdzie skalar ¢ i zbior 4/ spetniaja warunki tezy dla pary (o/, 3). Obierajac zas ¢ i~y
speliajace te warunki dla pary ({p},~’) stwierdzamy, ze mozemy przyja¢ ¢ = c”.

b) a = {p} dla pewnego p. Z definicji uktadu ortogonalnego zachodzi wowczas
e,e; = (—1)ege,, gdzie | = #(8\ {p}). To pozwala zamieni¢ o z 3 i sprowadzi¢ ten
przypadek do poprzedniego. (Patrz tez zadanie uzupelniajace 1.)0

Wnhniosek 2. Niech (e, ..., e,) bedzie antykomutujgcym uktadem elementow algebry W
i niech B:={e,: a C{l,...,n}}. Wowczas

a) podprzestrzen linB jest zamknieta ze wzgledu na mnozenie,

b) jesli uktad (e;) generuje algebraicznie przestrzen W, to zbidr B rozpina jg li-
niowo; za$ jest on jej bazq, jesli ponadto dim(W') > 2". (W ostatnim przypadku uktad
(e;) jest wiec liniowo niezalezny.)

Dowoéd. a) wynika ze stwierdzenia 2, a b) z a), bo #B = 2" < dim W.OO

Twierdzenie 1 (o istnieniu algebry Clifforda). Istnieje spetniajace warunki Clifforda
przeksztatcenie L 'V — W, w pewng algebre W, ktora jako przestrzen wektorowa
jest wymiary 29mV)
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Dowod. a) Rozpatrzmy wpierw przypadek, gdy macierz formy ¢ w pewnej bazie jest
nieosobliwa i postaci diag(ci, —ci, ..., ¢j, —¢;). Poniewaz dim My, = (27)? = 2dmV,
wiec mozemy wowczas przyja¢ W, = Mo; i skonstruowac L tak, by wektory bazy prze-
sytane byly na elementy antykomutujacego uktadu w Mo, typu (1, —c, ..., ¢j, —¢j).
[stnienie takiego uktadu wynika indukcyjnie z przyktadu 2 c) i stwierdzenia 1, a
roznowartosciowos¢ L — z liniowej niezaleznosci tego uktadu, patrz wniosek 2.

b) W ogolnym przypadku przestrzeri V' jest izometryczna z podprzestrzenia prze-
strzeni ‘7) speiajacej zatozenie wymienione w a). Wynika to z zadania uzupetnia-
jacego 5 w p.1 lub nastepujacego rozumowania. V' jest suma ortogonalna przestrzeni
nieosobliwej i przestrzeni izotropowej V*, ktora dla p := dim V= jest izometryczna
7z podprzestrzenia {x : x; = x9,73 = @4,...} nieosobliwej przestrzeni F? rozpa-
trywanej z forma Y 7 a3, | — x3,. Wobec tego przestrzen V jest izometryczna z
podprzestrzenig pewnej przestrzeni nieosobliwej V', a ta jest izometryczna z podprze-
strzenia zadanej przestrzeni V. Mozna bowiem przyjac V=V xV , przy czym gdy
macierz wyréznionej formy przestrzeni V' w pewnej bazie ortogonalnej vy, ..., v; jest
rowna diag(cy, ..., ¢;), to wyrdzniong forme przestrzeni V definiujemy tak, by w bazie
(v1,0),(0,v1), ..., (v;,0),(0,v;) jej macierz byta rowna diag(ci, —ci, ..., ¢, —¢;).

c¢) Pozostaje dowiesé, ze gdy V' jest podprzestrzenia przestrzeni Vi teza jest praw-
dziwa dla \N/, to jest prawdziwa i dla V. (Zaktadamy oczywiscie, ze forma ¢ : V — F
jest obcieciem wyrdznionej formy kwadratowej na ‘N/) W tym celu obierzmy spet-
niajace warunki Clifforda przeksztalcenie L:V—>Ww pewna algebre w wymiaru
2dim(V) - Gdy baze ortogonalng vy, ..., vj przestrzeni V rozszerzy¢ do bazy ortogonalnej
V1, ..., v, przestrzeni V i prayijac e; = L(v;), to zbior {e, : o C {1,...,1}} jest baza w
W. Jego podzbiér {ea : a C{1,...,k}} rozpina wigc liniowo przestrzen W, wymiaru
2 zamknieta ze wzgledu na mnozenie. (Kilkukrotnie skorzystalismy z wniosku 2.)
Indukowane przez L przeksztalcenie L : V' — W, speinia warunki Clifforda. U

Twierdzenie 2 (o uniwersalnosci algebry Clifforda). Niech algebry W i W' i prze-
ksztatcenia liniowe L :V — W i L' : V. — W' spetniajg warunki Clifforda. Jesli
dim W = 24mV)  to istnieje jedyne przeksztatcenie liniowe S : W — W' takie, ze
SolL =L oraz S(wiwy) = S(wy)S(ws) dla wy,wy € W. Przeksztatcenie to jest
surjektywne, a gdy ponadto dim(W') > 29™(V) 1o jest ono izomorfizmem.

Dowod. Niech vy, ..., v, bedzie baza ortogonalna przestrzeni V' i niech e; := L(v;) i
e, = L'(v;) dlai=1,...,n. Zdefiniujmy S : W — W’ wzorem S(v) := ) z,€,, dla
vV =) %.e, € W; definicja jest poprawna, bo uklad {e,}, jest na mocy wniosku
2 baza przestrzeni W. Ze stwierdzenia 1 wynika, Ze S(e,es) = e e;, wobec czego S
zachowuje mnozenie (bo jest ono rozdzielne wzgledem dodawania). Stad S(W) jest
podprzestrzenia liniowa zamknieta ze wzgledu na mnozenie i zawierajaca zbior L' (V) =
SL(V), a wiec rowng W'. Jesli wiec dim W < dim W', to S jest izomorfizmem. [J
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Uwaga 1. Twierdzenie to pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu warunek
S(wiws) = S(wy)S(ws) zastapi¢ przez S(wiws) = S(ws)S(wy) (zmieniona kolej-
nos¢ mnozenia po prawej). By sie o tym przekonaé, wystarczy w algebrze W' zmieni¢
mnozenie na . przeciwne” (tzn. przyja¢ wixwy := wowy dla wi, wy € W) i zastosowaé
twierdzenie w poprzedniej formie.

Uwaga 2. a) Para (W, L) spelniajaca teze twierdzenia 1 nazywana jest algebra
Clifforda formy ¢. Jest ona jedyna w nastepujacym sensie: gdy (Wy, L) i (W, L) sa
takimi parami, to istnieje izomorfizm S : Wy, — W/, opisany w twierdzeniu 2.

b) Z dowodu twierdzenia 1 wynika, ze gdy (V,q) jest 2j—wymiarowa przestrzenia
Artina, to za W, mozna obrac algebre Mo;.

¢) Przy zanurzeniu L speliajacym warunki Clifforda utozsamia sie niejednokrot-
nie kazdy wektor v € V' z jego obrazem L(v). Ponizej dokonujemy wszedzie takich
utozsamierl. Gdy (eq,...,e,) jest ortogonalna baza przestrzeni V', to baza W, (jako
przestrzeni wektorowej) jest zbior {e, :  C {1,...,n}}, a mnozenie elementéow bazy
jest wyznaczone stwierdzeniem 1 (lub zadanie uzpelniajacym 1).

d) Algebra Clifforda formy zerowej nazywana jest algebra zewnetrznag (lub:
Grassmanna) przestrzeni V. Algebre te oznaczamy przez AV, a iloczyn dwoch
jej elementow v, w — przez v A w. Algebra AV jest wyznaczona jednoznacznie na-
stepujacymi wlasnosciami: jej wymiar (jako przestrzeni wektorowej) jest rowny gdim V'
jest ona rozpinana przez podprzestrzen V algebraicznie, i v A v = 0 dla wszystkich
velV.

Uwaga 3. Niech W, D V bedzie algebra Clifforda formy g.

a) Kazda izometria przestrzeni (V) q), traktowana jako zanurzenie w W, spelnia
warunki Clifforda, wiec na podstawie twierdzenia 2 i uwagi 1 przedtuza sie do jedy-
nego automorfizmu algebry W, a takze do jedynego antyautomorfizmu tej algebry.
(Izomorfizm liniowy S : W, — W, nazywamy automorfizmem algebry W,, je-
sli S(wiwy) = S(wq)S(ws) dla wi,we € W, za$ jej antyautomorfizmem, jesli
S(wiwy) = S(wq)S(wy) dla wy, wy € W,. Patrz uwaga 1.)

b) W szczegolnosei, istnieje antyautomorfizm gtowny 7 : W, — W, —jedyny,
ktory na V' jest identycznoscia Iy (Stosujemy a) do izometrii Iy.) Podobnie, istnieje
automorfizm gtéwny S : W, — W, — jedyny, ktory na V jest rowny —Iy. Jesli
(e;)"_, jest baza ortogonalna przestrzeni V', to dziatania S i T na elementach bazy
{eq i a C {1,...,n}} sa takie: przy 1 < (1) < -+ < «a(j) < n zachodzi S(e,) =
(—1)eq i T(en) = €u(j) - - - €a(y = (—1)7U 1%, skad m.in. ST(e,) = TS(e,).

c¢) Kazde z przeksztatcenn L € {S,T, ST = TS} jest wiec inwolutywne (tzn. spenia
warunek L* = Iy) i gdy dla e = + przyjac W7, = {w € W, : L(w) = ew}, to L
jest symetria przestrzeni Wy wzdtuz W ;. wzgledem podprzestrzeni qu ;- (Ta jest i
podalgebra algebry W,,).
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W miejsce W g piszemy dalej W7 Z b) wynika, ze W, " (odp. W) jest powloka
liniowa elementow bazowych e, dla #«a bedacych liczba parzysta (odp. nieparzysta).
W szczegolnosci, dim W5 = dim W, = 24m V-1,

Uwaga 4. a) Oznaczmy przez [’y lub I' zbiér wszystkich elementow algebry W,
bedacych iloczynami nieizotropowych wektorow z V. Latwo sprawdzi¢, ze elementy
zbioru I posiadaja w I odwrotnosé (wynika to stad, ze ﬁu)u jest odwrotnoscig wektora
nieizotropowego u € V). Dlau € I' i w € W, przyjmijmy Fy(w) := S(u)wu .

b) Gdy u,v € V i u jest wektorem nieizotropowym, to Fy(v) jest obrazem v
przy symetrii ortogonalnej V' — V wzgledem podprzestrzeni ut. (Dowod: jesli v =
cu + vy, gdzie vilu, to Fy(v) = (—u)(cu + vi)u™! = —cu + vy, bo uv; = —vju
na mocy (C1’).) Poniewaz Fy, (Fy,(V)) = Fu,u,(V), wiec wynika stad, ze dla kazdego
elementuu € I'wzor V' 3 v — Fy(v) zadaje przeksztalcenie V- — V| ktore oznaczymy
przez Fy 1 ktore jest ztozeniem skonczenie wielu symetrii zwierciadlanych.

¢) Dowiedlismy wiecej: {Fy : u € I'} jest doktadnie zbiorem opisanych zlozeri.
Gdy przestrzen V jest nieosobliwa, jest to zbior wszystkich izometrii V' — V; patrz
twierdzenie E. Cartana w p.1. Natomiast {f, : u € I' N W} jest wowczas zbiorem
izometrii o wyznaczniku réwnym 1. (Jest to zadanie ....). Oczywiscie, dlau € T'NW,*
izometria F, zadana jest prostszym wzorem Fy(v) = uvu~!l. Mozna tez udowodnié,

ze gdy Fy = Fy (u,u’ €T'), to u’ = Au dla pewnego skalara A.

Uwaga powyzsza przesadza o znaczeniu algebry Clifforda W, i zbioru I', zwanego
grupa Clifforda formy ¢. Dalsze informacje o algebrach Clifforda znalez¢ mozna w
|[Artin], [Komorowski| i [Porteous|; patrz tez nizej.

Zadania uzupelniajace.

1. Dowies¢, ze przy oznaczeniach stwierdzenia 1 i jego dowodu zachodzi

a)) s = (—1)! gdzie t = (#a)(#5) — #(a N ),
b)Y c=.....

2. Dowies¢, ze dla ¢ = 1 stwierdzenie 2 pozostanie prawdziwe, gdy przyjac
0 A, . : 0 -1,
Al = ( A 0 ) dlai <j, Al =diag(ly, —Iz), Al = ( I 0 )

3. Niech V =R" i ¢(v) = —||v|]> dlav € V. Z wniosku 1 wynika, ze mozna przyjac
W,=Cgdyn=1oraz W, =H gdy n = 2.

a) W obu tych przypadkach opisa¢ wzorem wtlozenia Clifforda L : V — W,

b) Dowies¢, ze gdy n = 3, to mozna przyja¢ W, = H x H, przy czym dzialania w
W, zadane sa naturalnymi wzorami (,po wspolrzednych”), a wtozenie V- — W, zadane
jGSt tak: L(.T, Y, Z) - ZL’(’L, _Z) + y(]? _]) + Z(ka _k)
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c) Dowies¢, ze gdy n = 4, to mozna przyja¢ W, = My(H) oraz L(x,y,2,t) =

1 0 g 0 k0 0 —1
x(O—i>+y<0—j>+Z<O—k>+t(1 O)dlax,y,z,tER.

4. Korzystajac ze stwierdzenia 1 lub zadania 1 dowiesé, ze:

a) Gdy V =R% 1 ¢ = —2 — 23 + 23, to za W, przyja¢ mozna algebre My (C) (nad
R). Zdefiniowaé tez jawnym wzorem wiozenie Clifforda L : V — W,

b) Jak wyzej, ale przy V =R*Y ¢ = —2} — 23 — 23 + 25 1 W, = My(H).

¢)* Jak w a), ale przy V. =RS ¢= —2? — ... — 2+ 23 1 W, = My(H).

d -— L
0 ac > jest inwolutywnym anty-

izomorfizmem algebry My(IF), przy czym gdy A jest jedna z macierzy diag(a, —a),

0 . :
( b 8 ), to jej obrazem jest —A.
b) Opisaé¢ antyizomorfizm gltowny T, gdy i) ¢ = 22 + 23, lub ii) ¢ = 23 — 23, a
algebre W, i wlozenie F? — W, interpretujemy jak w czesciach cl) i ¢2) wniosku 1.
c¢) Tosamo lecz z F =R, q=—a2? — a3+ a3 i W, = My(C), patrz zadanie 3 a).

6. Niech ¢(v) = —||v||* dla v € R". Dlan =11 dlan = 2 zbada¢, czy algebry W_,
i W, sa izomorficzne.

5. a) Dowiesé, ze przeksztalcenie ( Z 2) — (

7. Dowiesé, ze gdy vy, ..., v, jest ortogonalng baza przestrzeni V', typu (cq, . .., ¢,), to:
a) uktad (vivy, ..., V,_1Vy, V,,) jest ortogonalny typu (—cicp, ..., —Cp1¢n, Cn).
b) uktad (vivy, ..., v,—1V,) rozpina algebre qu

8. Dowiesé, ze gdy u € V jest wektorem nieizotropowym, a forme kwadratows ¢’ na
przestrzeni V' zdefiniowaé tak, by ¢'(u) = g(u) i ¢'(v) = —q(u)q(v) dla v € ut, to
a) przy odpowiednim wlozeniu V' — W, mozna przyja¢ Wy = W, ,
b) przy odpowiednim wlozeniu ut — W, mozna za algebre Clifforda formy q|’u N
przyjac¢ W,'.
9. Gdy inkluzja przestrzeni V w algebre W spelnia warunek (C1) i wektor u € V
jest nieizotropowy, to symetria ortogonalna przestrzeni V wzgledem u' jest zadana
wzorem v — —u~'vu. (Nie zaktadamy warunku (C2) ani rownosci dim W = 24mV )

Powigzac to z .....

10. a) Dowies¢, ze iloczyn parzystej liczby wektorow v; € V nalezy do W; , a
nieparzystej — do W
b) W uwadze 4c) da¢ brakujace uzasadnienie.
11. Niech wektor u € V spelnia warunek q(u) = —1 i niech przeksztatcenie ut — W

spetnia warunki Clifforda. Przedtuzmy je do przeksztalcenia liniowego K : V. — W,
przyjmujac K (u) = —e; zdefiniujmy tez przeksztatcenie L : V' — W wzorem L(v) =
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vu, v € V. Przy zalozeniu, ze dim W = 24mV=1 dowiesé, ze

a) Istnieje izomorfizm algebr J : W — W, taki, ze JK = L.

b) Gdy na K(V) i L(V) rozpatrywaé¢ formy, odpowiadajace q przy przeksztal-
ceniach K i L, odpowiednio, to kazda izometria z Isot(K(V)) jest postaci z +—
wzu~'w'u, dla pewnego w € Iy "W, zas kazda izometria z Iso*(L(V)) — postaci
y — JH(J(w)J(y)utJ(w)u) dla pewnego w € Ty, gdzie I'y oznacza zbior
illoczynow (w algebrze W) nieizotropowych wektorow z K (V).

¢) Zapisa¢ ostatni wzor w postaci y — wyR(w) (mnozenie w W), gdzie R jest
antyautomorfizmem grupy I'y, danym wzorem R(w) = J~!(u™'J(w~')u) (mnozenie
w W)

d) Dowies¢, ze R(w) = —ﬁw gdyw=K(v)iveV.

12. Na przestrzeni R?* rozpatrzmy forme 22 + y? + 22 — 2, przyjmijmy W = My(C)
(jako algebra nad R) i zadajmy K : R* — W wzorem K (z,y, 2,t) = ( yx—k_ztz g;_mt >
Dowiesé, ze:

a) Obrazem przeksztalcenia K jest zbior H macierzy hermitowskich, a formie ¢
odpowiada przy K forma H > A +— —det(A). Ponadto, przeksztalcenie obciete
Ky, gdzie u = (0,0,0,1), spetnia warunki Clifforda. (Por. przyktad 2d).)

b) Przy oznaczeniach poprzedniego zadania zachodzi det(W)R(W) = W* dla
W € 'H, a tym samym i dla wszystkich W € T'yy.

¢) Wywnioskowad, ze kazda izometria z [ so™ (H, — det) jest postaci A +— WWAW*7
dla pewnej (zaleznej od izometrii) macierzy W € My(C) takiej, ze det(W) € R lub,
rownowaznie, dla takiej, ze det(W) = +1.

13. Dla uktadu V = (vy,...,v,) elementow algebry W przyjmijmy By = {v, : o C
{1,...,n}}.

a) Gdy lin}’ C linV, to linBy C linBy. W szczegolnosei, linBy = linBy gdy
lin)" = linV.

b) Gdy W jest algebra Clifforda przestrzeni V' iV jest baza przestrzeni V', to zbior
By jest baza przestrzeni wektorowej WW.

14. Dowies¢, ze gdy vy, ..., vy, jest ortogonalng baza przestrzeni V i w € Wy, to:

a) w € Fe lub wv # vw dla pewnego v € V.. W szczegolnosci vivs...v,, € Fe jesli
n € 27.

b) n jest liczba nieparzysta i w € Fvyvs...v,, lub wv # —wv dla pewnego v € V.
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§ 7. * Dodatek: czasoprzestrzenn Minkowskiego

1. Podstawowe wlasnosci metryczne

Przestrzenn Minkowskiego= przestrzen rzeczywista wymiaru 4 z symetryczng forma
metryczng o sygnaturze (3,1). Czasoprzestrzen= R* z iloczynem skalarnym

(1) (U, v) 1= —ugvy + uiv1 + ugva + u3vs.

Jesli nie powiedziano inaczej zaktadamy, ze rozwazane iloczyny skalarne majg sygna-
ture (3,1); oznaczamy je na ogél przez (.,.) lub literami u, v.

Wektory u przestrzeni Minkowskiego spetniajace warunek (u,u) > 0 nazywamy
przestrzennymi, spetniajace warunek (u,u) < 0 -czasowymi, za$ te, dla ktorych
(u,u) = 0 —$wietlnymi (inna nazwa tych ostatnich to wektory zerowe lub izotro-
powe). Zbior wektorow przestrzeni Minkowskiego, spetniajacych warunek (u,u) = ¢,
nazywamy sfera o $rodku 0 i kwadracie promienia réownym c. (Gdy ¢ < 0,
promien sfery bytby urojony, wiec go nie wprowadzamy.)

Gdy zamiast R* z forma (1) rozpatrzymy R?® z forma wgvg + uivy + ugve, to
zbiory wektoréw przestrzennych, czasowych i s$wietlnych tatwo mozemy sobie wyobra-
zi¢. Tstotnie, zbior wektorow $wietlnych, zadany réwnaniem —z2 + 2% + 23 = 0, tworzy
powierzchnie boczng stozka obrotowego o osi R(1,0,0) i tworzacej R(1,1,0), zas zbior
wektoréw czasowych, zadany nieréwnoscia —a3 + a2 + 23 < 0, tworzy wnetrze tego
stozka; zewnetrze stozka to wektory przestrzenne. (Z tego wzgledu i dla (R*, (.,.) mo-
wimy o "stozku” wektorow czasowych.) Warto tez naszkicowaé sfere o srodku w 0 i
promieniu 1 w (R3, (-,-)) (jest nig hiperboloida jednopowlokowa —a3 + 22 + 23 = 1)
oraz sfere o tymze §rodku i kwadracie promienia rownym —1 (jest nia hiperboloida
dwupowlokowa 22 — 22 — 23 = 1).

Rysunsk Wektory czasowe, przestrzenne i §$wietlne oraz sfery o kwadratach promieni
rownych 41 w przestrzeni R z metryka o sygnaturze (2,1).

Uwaga 1. Jedli u jest wektorem czasowym, to na ut sygnatura iloczynu skalarnego
jest rowna (3, 0), skad zaden wektor ortogonalny do u nie jest czasowy. Réwnowaznie:
iloczyn skalarny dwoch wektorow czasowych jest rozny od 0.

wynikajace z rezultatow dowiedzionych w ...
Przyktad 1. Dowiedziemy, ze w przestrzeni Minkowskiego ma miejsce nieréwnosé:
gdy pewien z wektorow u, v jest czasowy, to (u, v)? > (u,u)(v, v) (21)

W tym celu zauwazmy, ze istnieje izometria rozwazanej przestrzeni Minkowskiego na
czasoprzestrzen, przeprowadzajaca wektor czasowy u na proporcjonalny do (1,0, 0,0).
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(Patrz ....) Zastepujac u i v przez ich obrazy mozemy wiec zaktadaé, ze lezg one w
czasoprzestrzeni 1 u = (¢,0,0,0). W tym jednak przypadku (.) sprowadza sie do
oczywistej nieréwnosci t2v3 > —t*(—v3 + v} +v3 +0v3). O

Dla wektora u przestrzeni Minkowskiego przyjmijmy

lu| := e+/|(u,u)|, gdzie € :== Sgn((u, u))

Whiosek 1. Jesli wektory u,v sq czasowe i (u,v) < 0, to u + v jest wektorem
czasowym i |u+v| < |u] +|v|.

Dowod. Poniewaz wszystkie czynniki iloczynow wystepujacych w nieréwnosci (1.5) sa
ujemne, wiec (u + v,u+v) = —|u> — |[v]* + 2(u,v) < —|u* — |v|? = 2Ju||v] =
—(|u| + |v|)?. Stad teza.[]

Zadanie 1. Wektory czasowe u, v nazwijmy zgodnymi, jesli (u, v) < 0. Dowies¢, ze:

a) Gdy wektory czasowe u,v sg zgodne, to |[tu + (1 — t)v| < tlu| + (1 — t)|v|
dla t € [0,1], skad odcinek {tu+ (1 —t)v : t € [0, 1]} sktada si¢ tylko z wektorow
czasowych.

b) Wektory czasowe u i v wtedy i tylko wtedy sa zgodne, gdy mozna je pota-
czy¢ droga wektorow czasowych. Tu droga wektoréow czasowych nazywamy kazda
funkcje ciggly [0, 1] — R?*, przyjmujaca wartosci w wektorach czasowych.

¢) Zgodnosé wektorow czasowych jest relacja rownowaznosci i kazdy wektor czasowy
jest zgodny badz z zadanym wektorem czasowym u, badz z —u.

Wybor jednej z dwoch klas abstrakeji relacji zgodnosci wektoréow czasowych nazy-
wamy orientacja czasu rozwazanej przestrzeni Minkowskiego.

Problem 1. Niech S; := {u € R*: (u,u) = —1 oraz ug > 0}. Dowies¢, ze wzor
d(u,v) := arccosh(u, v) zadaje metryke na S,.

2. Kwaternionowy i macierzowe modele czasoprzestrzeni.

Przestrzen R* utozsami¢ mozemy ze zbiorem kwaternionéw H w sposéb opisany w
§IIL.... . Prowadzi to do wyrazenia formy Minkowskiego przy pomocy operacji alge-
braicznych w H (patrz wzor .... w §III ....):

1
p(u,v) = —Re(uv) = —§(uv +v*u*) dla u,v € H.

Zamiast ciata kwaternionow H rozpatrywac tez mozna jego macierzowy model. Przy-
pomnijmy, ze kazdy kwaternion u = t+xi+yj + zk utozsamiony jest w nim z macierza

() = ( t+ zi —x+yz‘)_

r+uyr t—z1
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Wrynika stad, ze Re(u) = $tr(®(u)) dla v € H. Poniewaz ponadto ® zachowuje
mnozenie, wiec formie p odpowiada przy ® forma p' na H' zadana wzorem

1
W(A,B) = —?cr(AB) dla A,B € H'.

(H, ) oraz (H', 1') sa przestrzeniami Minkowskiego, a ich bogata struktura algebra-
iczna moze by¢ uzyteczna.

Opis odmiennego macierzowego modelu czasoprzestrzeni poprzedzimy nastepujaca
obserwacja. Obrazem przy ® zbioru kwaternionéw czystych jest zbior wszystkich 2 x
2-macierzy antyhermitowskich o §ladzie 0 (patrz §V.... i §VI.....). Nie zmieniajac
go na kwaternionach czystych, mozna odwzorowanie ® zmodyfikowac¢ tak, by zbior
wszystkich kwaternionéw przeprowadzany byt na zbioér A macierzy antyhermitowskich
(o dowolnym gladzie). Oto wzér na tak zmienione odwzorowanie:

(1.75) () = ( (t+2)i —x+yi ) |

r+uyi (t—=z2)i

U jest liniowym monomorfizmem nad R, lecz nie zachowuje mnozenia ani sprzezenia.
Bezposredni rachunek wykazuje wazng zaleznosé:

(2) det(V¥(u)) = p(u,u) dla kadego u, gdzie u jest form Minkowskiego.

Szukanym nowym modelem czasoprzestrzeni jest wiec przestrzen A, wyposazona w
forme kwadratowa A > A +— det(A). Rownos¢ ... pokazuje, ze W jest izometria
czasoprzestrzeni na A.

Oznaczmy na koniec przez H zbiéor 2 X 2-macierzy samosprzezonych. Mnozenie
przez dowolng liczbe czysto urojona c zmienia znak wyznacznika i ustala liniowa bi-
jekcje A — H. W zwiazku z tym kolejnym modelem czasoprzestrzeni jest (H, — det).
Model ten umozliwia wykorzystanie znanych wlasnosci macierzy samosprzezonych (np.
tego, ze maja rzeczywiste wartosci wtasne, ze mozna mowic o ich okreslonosci itp). Pod
tym wzgledem jest on dogodniejszy, niz (A, det); wlasnosci jego dziatan algebraicznych
sa jednak jeszcze bardziej odlegte od dziatan w H, niz to jest w przypadku (A, v). Jesli
chcieé¢, by ¢W (1) = I nalezy przyja¢ ¢ = —i; wowczas c¥ jest zadane wzorem

) (my%z)H( t+2z a:i+y>.

—ri+y t—=z

3. Grupa Lorentza

Zbior wszystkich automorfizméw zadanej przestrzeni Minkowskiego M jest grupa prze-
ksztatcen; bedziemy ja oznaczaé¢ przez Lo(M) i nazywaé grupa Lorentza tej prze-
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strzeni. Gdy nie jest zaznaczone, o jakiej przestrzeni Minkowskiego M mowa, za-
ktadamy, ze jest to czasoprzestrzeri (R* z forma zadang wzorem (....)) i piszemy Lo
zamiast Lo(M). Oznaczajac przez T' dowolny izomorfizm rozwazanej przestrzeni Min-
kowskiego M na czasoprzestrzen otrzymujemy izomorfizm L — T LT~ grupy Lo(M)
na Lo. Elementy grupy Lo nazywamy przeksztatlceniami Lorentza.

Lemat 1. Niech T' € Lo(M) i niech u oraz e bedg wektorami czasowymi w M. Jesli
wektor e jest zgodny z T'(e), to wektor u jest zgodny z T'(u).

Dowod. Mozemy zaktadaé, ze wektory e i u sg zgodne (jesli nie, zastapimy e przez —e).
Wykorzystamy wielokrotnie to, ze wektory czasowe wtedy i tylko twedy sa zgodne, gdy
mozna je potaczyé droga wektorow czasowych. Mozemy wiec potaczy¢ e z u taks droga.
Jej obraz przy T jest droga wektorow czasowych taczacych T'(e) z T'(u). Jesli wiec e
mozna potaczy¢ drogg wektorow czasowych z T'(e), to mozna taks droga potaczy¢ i u
z T'(u): wystarcza wpierw i8¢ po drodze z u do e, nastepnie z e do T'(e) i na koniec z

T(e) do T(u). O

Gdy T € Lo przeprowadza pewien (a wiec i kazdy) wektor czasowy na wektor z
nim zgodny, to powiemy, ze 1" zachowuje orientacje czasu. Mamy wiec rozbicie
grupy Lorentza nastepujace: Lo = Loy ULo_ = Lo,y ULo,_ ULo_, ULo__, gdzie

Lo, ={T € Lo : det(T') > 0} oraz Lo_ = {T € Lo : det(T) < 0},
Lo.t = {T € Lo, : T zachowuje orientacje¢ czasu} i Lo._ = Lo \ Lo, (e = %).

Zadanie 1. a) Gdy oba lub zadne z przeksztatceni Lorentza T, Th zachowuje orientacje
czasu, to zachowuje ja ztozenie TiT5. Implikacja przeciwna tez ma miejsce.

b) Przeksztalcenie (¢,z,y,2) — (—t, —x,y, z) zmienia orientacje¢ czasu czasoprze-
strzeni, lecz ma dodatni wyznacznik.

Oprocz drog w przestrzeni Minkowskiego M wygodnie jest wprowadzi¢ drogi w
grupie Lorentza Lo(M). Przyjmujac dla prostoty za M czasoprzestrzen, przez droge
taka rozumiemy kazdg funkcje [0,1] 2 ¢t — S; € Lo o tej whasnosci, ze dla kazdego
wektora v € R? funkcja t — Sy(v) (z odcinka [0, 1] w R?) jest ciggla.

Zadanie 2. Gdy (S;) jest droga w Lo, to Sy € Lo, = S; € Loy, a takze Sy €
LO++ = Sl c LO++.

Opiszemy teraz jeden ze sposobéw badania grupy Lorentza, polegajacy na powia-
zaniu jej elementow z 2 X 2-macierzami zespolonymi. Opiera si¢ on na obserwacji,
ze kazda macierz nieosobliwa V. € My(C) wyznacza operator liniowy Ty : H — H
zadany wzorem

Ty(A) := VAV* dla A € H.



VII-52 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

(Dlaczego Ty (H) € H?) Gdy det(V) = £1, to det(VAV*) = det(A) i wobec tego
Tv € Lo; ponadto TuTyv = Tuv. Wzor H(V) = Ty zdaje wiec homomorfizm grupy
G ={V € My(C) : det(V) = £1} w grupe Lorentza Lo(H). Wyznaczymy obrazy
przy tym homomorfizmie zar6wno grupy G, jak i grupy SLe(C) = {V € M;5(C) :
det(V) = 1}.

Twierdzenie 1. Niech S = Ty dla pewnego V € G. Wowczas istnieje droga w
H(G), taczqaca S z identycznoscig gdy det(V) = 1, zas z przeksztatceniem ... gdy
det(V) = —1.

Dowod. Rozpatrzmy wpierw przypadek, gdy det(V) = 1. Wystarcza wtedy przyjacé
Sy = H(Vy), gdzie (V) jest droga w SLo(C), taczaca I z V. (Istnienie drogi (V)
wynika bezposrednio z zadania uzupekiajacego 2 w §V.4.3.)

Natomiast gdy det(V) = —1, to V = DU, gdzie D = diag(1,—1) i det(U) = 1.
Poniewaz Tp = L i istnieje droga (.5;), taczaca Ty z identycznoscia, wiec (LS;) jest
droga, taczaca S = L1y z L.UJ

Twierdzenie 2. Obrazem im(H) homomorfizmu H jest zbior tych transformacyi Lo-
rentza, ktorych wyznacznik jest dodatni; natomiast obrazem przy H grupy SLo(C) jest
zbior tych transformacyi Lorentza, ktorych wyznacznik jest dodatni 1 ktore zachowujg
orientacje czasu. Rownowaznie:

im(H) = Lo (H) i H(SL2(C)) = Lo, (H).

Dowdd. Teza wynika z nastepujacych dwoch stwierdzen, z ktorych pierwsze zalezy od
wiadomosci o algebrach Clifforda z poprzedniego paragrafu. (Dowod, zastepujacy je
wynikami o obrotach euklidesowej przestrzeni R? relegowany jest do zadafi.... i .....)

i) Z zadania .... wynika, ze Lo, (H) C H(G).

ii) Niech S = Ty, gdzie det(V) = 1. Poniewaz przy oznaczeniach twierdzenia 1
zachodzi L € Lo,_ (patrz zadanie 1), wiec z twierdzenia 1 i zadania 2 wynika, ze
S € Loy (H), przy czym S € Lo,y < det(V) = 1.0

Uwaga 1. * a) Nalezy odnotowaé, ze ker(H) = {I, —1I}, tzn. przeksztalcenie Ty jest
identycznoscia tylko gdy V = +1. Istotnie, jesli VAV* = A dla wszystkich A € 'H,
to kladac A = I stwierdzamy, ze V¥ = V=1, Zatem VA = AV m.in. dla kazdej
macierzy diagonalnej, wobec czego V = +1.

b) Stad wynika juz tatwo, ze dane przeksztalcenie Lorentza o dodatnim wyznacz-
niku jest postaci Ty dla doktadne dwoch, rézniacych sie znakiem, macierzy V (o
wyznaczniku +1).

Uwaga 2. * Lo, = Lo, U Loy _ jest rozbiciem Lo, na warstwy wzgledem Loy, a
Lo = Lo, ULo;_ULo_; ULo__ rozbiciem Lo na warstwy wzgledem Lo, . (Wynika
to tatwo zadania 1.) Wobec twierdzen 1 i 2, zbior Loy jest tukowo spojny, a w slad
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za nim spojna tukowo jest kazda z wymienionych warstw. Poniewaz sa one roztaczne,
wiec grupa Lo, ma dwie sktadowe tukowe (sa nimi Loy, i Loy _), a grupa Lo ma ich 4,
(Inaczej, informacje te wypowiedzie¢ mozna tak: dwa przeksztatcenia Lorentza wtedy
i tylko wtedy potaczy¢ mozna droga takich przeksztatcen, gdy oba nalezg do tej samej
z wymienionych warstw.)

Zadania uzupeltniajace.
1. Dowiesé, ze gdy T € Loyy 1S € Lo, to S™'TS € L.

2. Gdy A € Hidet(A) =1, to Ty(A) € {I, —I} dla pewnej macierzy V, bedacej ilo-
czynem macierzy unitarnej i rzeczywistej macierzy diagonalnej (obie o wyznaczniku 1).

Definicja. Przeksztalcenie T' € Lo, (M) przestrzeni Minkowskiego M nazywamy

a) obrotem hiperbolicznym, jesli istnieje istnieje ptaszczyzna P C M, nie za-
wierajaca wektora czasowego i taka, ze T' jest identycznoscia na P;

b) obrotem euklidesowym, jesli T'(vy) = vq dla pewnego wektora czasowego vy.
Prosta Rvy nazywamy osig czasowa tego obrotu.

3. a) Wywnioskowacé z ...., ze kazdy obrot euklidesowy przestrzeni Minkowskiego H,
z osia czasowa RI, jest postaci Ty dla pewnej macierzy V € SUy(C).
b) W oparciu o a) i zadanie ... udowodni¢ krok i) dowodu twierdzenia 2.

4. a) Dowies¢, ze gdy (u,u) = (v,v) i plaszezyzna lin(u, v) nie zawiera wektora
czasowego, to T'(u) = v dla pewnego obrotu euklidesowego T'.

b) Dowiesé, ze gdy (u,u) = (v,v) < 0, to T(u) = v dla pewnego obrotu
hiperbolicznego T'. (Wskazowka: sprowadzi¢ do przypadku czasoprzestrzeni i u =
(1,0,0,0) oraz vo = v3 = 0.)

5. Dowies¢, ze kazdy operator T' € Lo, jest zlozeniem obrotu hiperbolicznego z
euklidesowym.

6. Dowiesé, ze jesli V jest macierza unitarng (odp. samosprzezona) i det(V) = 1, to
H(V) jest obrotem euklidesowym (odp. hiperbolicznym). Czy prawdziwe sa implikacje
przeciwne?

4. Interpretacja fizyczna.

Podaé krotks interpr., ale z uwzglednienim Trautmana: Jesli obserwator 1 umieszczony
w punkcie 0 czasoprzestrzeni robi zdjecie wszech$wiata, to rztutuje wektory swietlne
o ujemnej wspoltrzednej czasowej na sferyczng euklidesowa ,klisze” S = {(1, z,y, 2) :
2?4+ y? + 2% = 1}; rzutowanie zadane jest wzorem

(6) Py(t,z,y,2z) = (1,x/t,y/t, z/t).
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(Wyjasnienie: S identyfikujemy ze zbiorem punktéow oddalonych o jednostke $wietlng
od 01idlat < 0 punktowi p = (¢,z,y, 2) przyporzadkowujemy punkt (1,q) kliszy,
jesli promient §wietlny Rp wystany z p przejdzie przez 0 i dotrze do ¢ w chwili 1.)
Analogicznie obserwator 2 rzutuje wektory swietlne na ,swg”’ klisze S. Wektory te
zostaly poddane pewnej transformacji Lorentza L € Lo,,. Wynika stad tatwo, ze
obraz na kliszy drugiego obserwatora otrzymany jest z takiegoz obrazu pierwszego, po
poddaniu go wpierw transformacji L, a nastepnie rzutowaniu Fj.

Najbardziej czytelny opis otrzymanego przeksztatcenia klisz L = RL:S — S
otrzymuje sie, gdy w naturalny sposob utozsamimy z C plaszczyzne dwoch ostatnich
osi w R*; umozliwia to traktowanie R* jako R x R x C. Odpowiedniosé¢ (3) pomiedzy
kwaternionami a macierzami samosprzezonymi jest teraz zastgpiona przez

U t—x

(3) RxRxCB(t,m,v)H(ter ! >€H.

(Odpowiedniosé (3) otrzymujemy wiec uzywajac utozsamienia v = z—yi, zas v = y+iz
prowadzi do odpowiedniosci © z zadania ....6 w p.3.) Jak uprzednio, H(V) € Lo,y
oznacza dla V€ SLy(C) przeksztalcenie odpowiadajace przy (3') przeksztalceniu
‘H — H zadanemu przez A — VAV™,

Odnotujmy tez, ze sfera S jest obecnie interpretowana jako {(1,z,v) € RxRxC :
22+ [v)> =1}

a b
c d
macja klisz L : S — S jest réwna P~*QP, gdzie:

P oznacza rzut stereograficzny z biequna (1,1,0) € R x R x C sfery S na C =
C U {0} (zadany jest on wzorem P(1,1,0) = oo oraz P(1,z,v) = v/(1 — x) gdy
x #1; patrz ..... ),

Q : C — C jest przeksztatceniem homograficznym v —

Twierdzenie 1. Gdy V = ( > € SLy(C) i L = H(V), to omawiana transfor-

av+b
cv+d’

Inaczej mowige, przy rzucie stereograficznym P . S — C przeksztatceniu klisz L :

S — S odpowiada homografia C — C, wyznaczona przez macierz V.

Whiosek 1. Poniewaz zarowno P, jak i Q zachowujg katy, ° wiec i przeksztatcenie
klisz ma te wltasnosé. Podobnie, zbior zaobserwowany jako okrqgg przez pierwszego
obserwatora jest okregiem 1 dla drugiego.

Innym waznym wnioskiem jest to, ze rozwazane przeksztatcenia klisz L zachowuja
pelng informacje o indukujacym je przeksztatceniu Lorentza L. Ma tez miejsce natu-
ralna 1 — 1 odpowiednio$¢ pomiedzy elementami Lo, a homografiami: transformac;ji
H(V) € Loy, odpowiada homografia, wyznaczona przez macierz V. (Korzystamy z

5patrz
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tego, ze zaréwno surjekcja H : SLy(C) — Loy, jak i przyporzadkowanie macierzy
V € SLy(C) wyznaczonej przez nia homografii, ,zlepia” kazda macierz V z —V i nie
wprowadza innych utozsamien.)

Dowod twierdzenia wykorzystuje nastepujacy

Lemat 1. Niech w € R X R x C bedzie wektorem Swietlnym, zas A € H macierzg
odpowiadajgcqg mu przy (3°). Wowczas ara/azs = PPy(w).

Dowod. Gdy w = (t,x,v), to Py(w) = (1, z/t,v/t) i PPy(w) = 1ﬁ{f/t =v/(t—x) =
aiz/22. U

Dowod twierdzenia. Ustalmy wektor w = (1,z,v) € S, w # (1,1,0). Rozumowa-
nie podzielimy na 3 czedci.

i) Macierz A € H odpowiadajaca wektorowi w przy (3’) ma wyraz ajs réowny v,
za$ wyraz as rowny 1 — x > 0; ponadto, jej wyznacznik jest rowny (w, w) = 0. Stad
ai1 = |[v|*/ag oraz

dla s:=1—2 mamy Az(’UE/S ”)z(”/\/ég)<”<}f>*.

v s
ii) Z definicji, przy (3’) wektorowi L(w) odpowiada w H macierz

oave v [ VIVE TN AN EAYARY
vy (V) (v () - () ()
gdzie u=a7z+ by/s, T = ¢+ dy/s.
iii) Stosujac lemat otrzymujemy wiec:

a) ur u a2 —+b
PP(L — 12 _ - _Z_ s
W) = = e =7 T ra

= Q(v/s) = Qv/(1 —x))

Poniewaz -~ = P(w), wiec dlaw # (1, 1,0) dowiedlismy zadanej réwnosci: P(L(w)) =

11—z

QP(w). Sprawdzenie jej gdy w = (1,* 1,0) pozostawione jest jako éwiczenie. (Wska-
zowka: wowczas A = (:f) (:f) , gdzie uw = a,r = ¢, co pozwala powtorzyc
dowod.) O

1. Niech A = (g(vi,v;))F

ij=1
strzeni V', za$ vy, ..., v € V. Macierz nieosobliwg C taka, ze macierz C'AC jest dia-
gonalna, potraktujmy jako macierz przejscia od uktadu vy, ..., v; do pewnego uktadu
W1, ..., W. (Oznacza to, ze w; = > . ¢;;v; dla j =1,...,k.) Dowies¢, ze:

a) Uktad wy, ..., wy jest g—ortogonalny i rozpina lin(vy, ..., vi).

gdzie g jest symetryczng forma dwuliniowa na prze-
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b) Gdy C otrzymano korzystajac z algorytmu z §1.3, to wy, ..., Wi otrzymamy wy-
konujac na uktadzie vy, ..., vi kolejne operacje, wykonywane w algorytmie na wierszach
macierzy A.

¢) Gdy ponadto nie wykonano czeSci 1 zadnego z krokéow algorytmu, to w; €
lin(vy,...,v;) dla j =1,..., k. (Ma to miejsce, gdy F = R i forma g jest potokreslona,
patrz zad. uz. 1 w §2.5.)

2. Niech macierz A € M;;, ma t¢ wlasnos¢, ze liczba jej minoréw poczatkowych
roznych od zera jest rowna rk(A). Wowczas istnieje rozklad Gaussa tej macierzy:
A = LDU, gdzie macierz D € M;;, jest diagonalna, a L i U sg macierzami kwadrato-
wymi, na przekatnych ktorych stoja same jedynki, przy czym macierz L jest trojkatna
dolnie, a U gornie. (Wskazowka: dowod istnienia rozktadu Cholesky’ego. )

3. Zbada¢ jednoznacznos¢ rozktadéw Gaussa i Cholesky’ego.

Uwaga 1. (i definicja) Dzieki twierdzeniu 1 mozemy w odniesieniu do symetrycznych

funkcji dwuliniowych uzywacé nazw przyjetych dla form kwadratowych: powiemy, taka
funkcja, g, ma dang wtasnos¢, gdy ma ja forma kwadratowa wyznaczona przez g. W
szczegolnosdci, w przypadku rzeczywistego ciata skalarow mozemy mowi¢ o okreslo-

nosci czy poltokreslonosci, a takze o sygnaturze funkcji g. Na podstawie ..... 1.,
sa takie, dla jak dla macierzy (g(vivj))szl funkcji ¢ w dowolnej bazie (v;)¥_;.

§ 8. Kwadryki w F” i ich afiniczna klasyfikacja.

1. Rownania kwadratowe i ich zbiory rozwigzan.

Nazwijmy réwnaniem kwadratowym w F* réwnanie postaci ¢(z) = ¢, gdzie ¢ € F
i ¢ jest wielomianem kwadratowym £ zmiennych. Interesuje nas zbior rozwiazan tego
roOwnania, tzn. zbior

fHe):={veF": q(v)=c},
o ktorym powiemy, ze jest zadany rozwazanym rownaniem ¢(z) = c¢. Odnotujmy, ze
w wielomianie ¢ pewne ze zmiennych moga nie wystepowaé, i dlatego zbior f~1(c)
zalezy od tego, w ktorej z przestrzeni F¥ rownanie g(x) = ¢ jest ono rozpatrywane
(patrz koncowe zdania w §1.1).

Zbior zadany rownaniem kwadratowym w FF nazywamy ¢ kwadryka w F*. La-
two jest opisa¢ kwadryki w [F: sa nimi podzbiory [F liczace nie wiecej, niz 2 elementy.

6Nasza terminologia odbiega tu od powszechnie przyjetej, zgodnie z ktora zbior X C F¥ nazywany jest kwadryka
tylko gdy k£ = 31 X posiada pewne dodatkowe (w stosunku do rozwazanych przez nas) wlasnosci. Wygodnie jest jednak
dopuséci¢ wszystkie wartosci k, zas dyskusje wlasnosci kwadryk oddzielié; por. poczatkowe zadania uzupelniajace w
koricowym punkcie tego rozdziatu.
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(Cwiczenie: podaé¢ uzasadnienie!) Gdy k > 1, kwadryki w F* sg zbiorami bardziej
skomplikowanymi: jak sie przekonamy, dla F = R i £ = 2 nalezy je sobie na ogot
wyobrazaé¢ jako pewne krzywe na plaszczyznie R?, zas dla F = R i k = 3 jako pewne
powierzchnie w przestrzeni R?. Podziatl kwadryk w F¥ na klasy kwadryk w duzej mie-
rze do siebie podobnych, utatwiajacy opis dowolnej kwadryki w F* —to zadanie, ktorym
sie teraz zajmiemy, uzyskujac (na drodze algebraicznej) catkowite jego rozwiazanie dla
F = R. Okaze sie tez, ze nie poznaliSmy jeszcze poje¢ pozwalajacych na petng geome-
tryczna interpretacje otrzymanych rezultatow; stad pewna wstepna taka interpretacje
podamy tylko dla k = 2.

Ustalmy réwnanie kwadratowe g(x) = ¢. By zbada¢ zadana nim kwadryke, natu-
ralne jest starac sie je uprosci¢ stosujac pewna afiniczng zamiane zmiennych. Spraw-
dzimy wiec, czym jest zbior rozwigzan w ten sposob zmienionego réwnania. Ponizej
rozwazamy afiniczng zamiane k zmiennych

(0) r=Cy+v

i oznaczamy ja dla krotkosci przez x = a(y); litera a oznaczamy tez przeksztalcenie
F¥ — F* zadane przez u — Cu + v.

Stwierdzenie 1. Niech zbior K bedzie zadany réwnaniem q(x) = ¢ i niech afiniczna
zamiana zmiennych (0) przeprowadza q w pewien wielomian g. Wdowczas dla zbioru
L zadanego réwnaniem g(y) = ¢ mamy

K =a(L) oraz L=a'(K),
gdzie a '(z) = Clx — C7 v dla x € F*,
Dowdd. Z implikacji (z = a(y)) = (q(x) = g(y)) dla x,y € F* wynika, ze y € K &
a(y) € L. Wyprowadzenie wzoru na a™! pozostawione jest jako proste é¢wiczenie. B

Zwroémy uwage na charakterystyczne ,odwrocenie kierunku”: jesli zamiana zmien-
nych z = a(y) przeprowadza jedno réwnanie kwadratowe w drugie, to zbior zadany
drugim réwnaniem jest przez odwzorowanie a : F¥ — F* przeksztalcany na zbior
zadany rownaniem pierwotnym.

Stwierdzenie 1 uzasadnia wprowadzenie nastepujacych pojec:

Definicja. Przeksztalcenie a : F¥ — F* nazwiemy afinicznym, jesli jest zadane wzorem
a(u) = Cu+v dla u € F*,

gdzie C € M, jest ustalong macierza, za§ v € F¥ ustalonym wektorem. Podzbiory
K, L przestrzeni F¥ nazwiemy afinicznie réwnowaznymi, jesli istnieje réznowarto-
$ciowe przeksztalcenie afiniczne a : F¥ — F¥ takie, ze L = a(K).
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Zadanie 1. a) Przeksztalcenie afiniczne a(u) = Cu + v wtedy i tylko wtedy jest
roznowartosciowe, gdy C jest macierza nieosobliwa. (Z tego wzgledu roznowartosciowe
przeksztalcenia afiniczne F¥ — F* nazywane sg tez nieosobliwymi.)

b) Nieosobliwe przeksztalcenia afiniczne F¥ — F* tworza grupe przeksztalceri.

¢) Afiniczna réwnowaznosé jest relacja rownowaznosci w zbiorze podzbiorow prze-
strzeni F*.

d) Jesli zbiory K i L w F* s afinicznie réwnowazne i jeden z nich jest kwadryka,
to drugi tez nia jest.

e) Jedli @ : F¥ — TF* jest przeksztalceniem afinicznym, to a(cu + (1 — ¢)v) =
ca(u) + (1 — ¢)a(v) dla wszelkich u,v € F*i c € F.

Ze stwierdzenia 1 wynika natychmiast natepujacy

Whiosek 1. Jesli f, g : F¥ — F sq afinicznie réwnowaznymi wielomianami kwadra-
towymi, to dla kazdego ¢ € F kwadryka zadana réwnaniem q(x) = c jest afinicznie
rownowazna kwadryce zadanej rownaniem g(x) = c.

W dalszej czesci interesowaé nas bedzie przede wszystkim przypadek, gdy F = R.
Wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1. Dowolny wielomian f € Rylxq, ..., x| jest afinicznie rownowazny wielomia-
nowi proporcjonalnemu do wielomianu [’ postaci

S al =Y a? tex,—c, gdzie 0<p<p+q<koraze,ce{0,1},

aponadto: e=1=(¢c=0 i p+q<k), c=0=p>q.

(1)

Ponadto, wielomian f' jest przez q jednoznacznie wyznaczony.

Dowd6d. Dowiedziemy wpierw istnienia f’. Mozemy zakladaé¢, ze rozwazamy wielomian
q postaci (1) z wniosku 3 w §8.3. Jesli ¢ = 0, to zadnej zamiany zmiennych nie
musimy juz stosowaé i w przypadku p < ¢ piszemy ¢ = (—1)(—q)). Natomiast dla

¢ # 0 stosujemy zamiane zmiennych exy/ = —x) 1 z;/+/|c| = 2} dla i < p+ ¢,
przeprowadzajaca g w wielomian f’ spelniajacy wymagane warunki i taki, ze ¢ =
(—=o)f"

Dla dowodu jednoznacznosci ustalmy ¢ i przyjmijmy C' = ¢(p) dla dowolnego $rodka
symetrii wielomianu ¢, jesli taki srodek istnieje, oraz C' = 0 jesli nie istnieje. Jesli
wielomiany ¢ i pf’ sa afinicznie rownowazne, gdzie u # 0 i f’ jest postaci 1), to z
lematu 1 w §7.5 wynika, iz:

a) e =0 < f ma srodki symetriii c = 1< C # 0, oraz

b) Jesli ¢ = 1, to u jest przeciwnego znaku, co C'.

Ponadto, przy (po, qo) := o(q) wnosimy z b) i twierdzenia o bezwtadnosci, ze (p, q) =
(po, qo0) gdy (C < 0lub C =01ipy > q), oraz (p,q) = (qo,po) W przeciwnym razie.
Wraz z a) wyznacza to wspotezynniki wielomianu p.[]
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Twierdzenie 1. Kazda niepusta kwadryka w R jest afinicznie réwnowazna kwadryce
zadanej rownaniem g(x) = 0 dla wielomianu g bedgcego jednej z trzech nastepujgcych
postaci:

(2a) it —a — =1 gdziel <p<p+q<k,
(2b) LAt —a — . — 1 gdziel <p<p+4+q<korazp > q,
(2c) x%+...+x§—x§+1—...—ajg+xk gdziel <p<p+4+q <k orazp > q.

Dowdd. Niech kwadryka, ktorej afiniczng réwnowaznosé z pewna kwadryka opisane;j
postaci chcemy wykazac, bedzie zadana rownaniem ¢(x) = 0, dla pewnego wielomianu
[ € Rolzy,...,xx]. Wielomian ¢ jest afinicznie rownowazny wielomianowi ug, gdzie
€ R\ {0} oraz g jest postaci (1), dla pewnych p, q, e, c. Zauwazmy, ze jesli p = 0,
to dla ¢ = 0 wielomian g jest stopnia 0, za$ dla ¢ = 1 mamy € = 0 i zbiér zadany
rownaniem g(z) = 0 jest pusty. Poniewaz f~1(0) # (0 i deg(q) = 2, wiec z .... wynika,
iz p > 1. Stad postaci (2a)-(2¢) odpowiadaja temu, czy ¢ = 1 (przypadek (2a)), czy
c = 0 = ¢ (przypadek (2b)), czy tez wreszcie € = 1 (przypadek (2¢)).0

Do kanonu afinicznego réwnan kwadryk w R” zaliczymy réwnanie 0 = 1 oraz
kazde rownanie g(z) = 0, gdzie g jest jednej z postaci (2a), (2b) lub (2¢). Twierdzenie 1
orzeka, ze kazda kwadryka jest afinicznie rownowazna pewnej kwadryce L wyznaczone]

przez réwnanie nalezace do kanonu. Okazuje sie, ze taka kwadryka L oraz opisujace
ja rownanie kanoniczne sg jednoznacznie wyznaczone:

Twierdzenie 2. Rdine réwnania kanonu afinicznego opisujo w R* afinicznie nierow-
nowazne kwadryks.

Dowdd tego twierdzenia podany bedzie w punkcie 3.

Twierdzenia 1 i 2 ustalaja pewna liste kwadryk ,afinicznie kanonicznych” w R”, taka,
ze kazda kwadryka w R¥ jest afinicznie réwnowazna doktadnie z jedna umieszczona na
liscie. Dla k = 2, 3 listy te omdéwione sa ponizej.

Problem 1. (kombinatoryczny) Przy zadanym k, ile jest kwadryk na liscie?

Zadania uzupelniajace.

1. Kazda kwadryka w C* jest afinicznie réownowazna pewnej kwadryce zadanej row-
naniem

(3) Zx?qtexk =c, gdzie 1 <r <k, e,ce{0,1}oraz (e=1)=(r<k i ¢=0).
i=1

2. Kwadryki K i L w CF nazwiemy R-afinicznie réwnowaznymi, jedli (z € K) <
(Axz +v € L) dla pewnego wektora v oraz nieosobliwej macierzy A majacych wyrazy
rzeczywiste.
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a) Udowodni¢, ze kazda kwadryka w CF zadana rownaniem kwadratowym o rzeczy-
wistych wspotczynnikach jest R-afinicznie réwnowazna kwadryce o réwnaniu postaci
(1) (lub, co to samo oznacza, jednej z postaci (2a), (2b) lub (2¢), lecz przy warunku
p > 1 zmienionym na p > 0).

b) Wywnioskowaé, ze jesli K i L sa kwadrykami w C* zadanymi réwnaniami o
wspotezynnikach rzeczywistych oraz kwadryki K NR¥ i L NR* sa niepuste i afinicznie
rownowazne jako kwadryki w R¥, to K i L sa w C* R-afinicznie réwnowazne.

2. Kwadryki afinicznie kanoniczne w R? i w R3.

Dla k£ = 2,3 podamy teraz zapowiedziane listy afinicznie kanonicznych kwadryk i ich
rownari. (Dla skrocenia zapisu, niektore rownania nieznacznie zmieniamy, dodajac 1
do obu stron.) Kazda kwadryka w R? lub w R? jest, w mysl twierdzen 11 2 z p.1,
afinicznie rownowazna z doktadnie jedng z kwadryk umieszczonych na listach. Gdy
k = 2, zgodnie z tradycja piszemy dalej "stozkowa’ zamiast ,kwadryka.”

Kanon afiniczny stozkowych:

Lp. | Rownanie kanoniczne | Nazwa kanonicznej stozkowe;j
1 |23 +a235= okrag
2 |23 +23=0 punkt
3 |23 —al= hiperbola
4 |23 —25=0 para przecinajacych si¢ prostych
5 a3 =1 para prostych réwnolegtych
6 |22=0 prosta
7 |23 +19=0 parabola
8 10=1 zbior pusty

Stozkowsq afinicznie rownowazng okregowi nazywamy elipsa; kazda innag — tak jak
afinicznie jej rownowazng stozkowa kanoniczna. (Wobec twierdzenia 2 z p.1 nie prowa-
dzi to do niejasnosci, np. zadna kwadryka nie jest i elipsa, 1 parabola). W niektorych
porecznikach prosta i zbiér pusty nie sa zaliczane do stozkowych, gdyz sa zbiorami
stopnia nizszego niz 2; por. przypis na poczatku p.1. (Podobna uwaga dotyczy poniz-
szej tabeli: plaszczyzna i zbior pusty nie zawsze sa traktowane jako kwadryki w R?,
dla tej samej przyczyny.)

Cwiczenie. Naszkicowaé w prostokatnym uktadzie wspotrzednych 0xzo stozkowe ka-
noniczne.

Zadanie 1. Ustalmy state dodatnie e,c i niech K bedzie zbiorem tych punktow
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(1 cos ¢, rsin ¢) plaszezyzny R?, dla ktorych
(1 — ecos )| = c.
Dowiesé, ze K jest elipsa gdy e € [0, 1), parabola gdy e = 1 i hiperbola gdy e > 1.
Ograniczjac sie do r > 0, przy e < 1 réwnanie (1 — e cos ¢) = ¢ opisuje zbior K, zas
przy e > 1 —jedno z dwoch ramion hiperboli.
Analogiczng liste kwadryk mozna podaé¢ przy k = 3. Do zagadnienia tego wrocimy
jeszcze w jednym z nastepnych rozdziatow, w ktérym zbadamy pewne wtasnosci geo-

metryczne stozkowych i kwadryk. Najprostszych z nich, wyjasniajacych pochodzenie
,wyttuszczonych” ponizej nazw, dotycza dalsze zadania.

Kanon afiniczny kwadryk w R3

Lp. | Rownanie kanoniczne | Nazwa kanonicznej kwadryki
1 |23 +2d+2i=1 sfera
2 |zt +as+a3=0 punkt
3 |43 —a5=1 hiperboloida jednopowlokowa
4 |2t +ai—25=0 stozek obrotowy
5 ot —ai—a2i=1 hiperboloida dwupowlokowa
6 |2i+a3=1 walec nad okregiem (obrotowy)
7 zi4+23=0 prosta
8 |22+ a3+x3=0 paraboloida obrotowa
9 |23 —a3=1 walec nad hiperbola (hiperboliczny)
10 (22 —25=0 para plaszczyzn przecinajacych sie
11 |22 — 234+ 23=0 paraboloida hiperboliczna
12 |23 =1 para ptlaszczyzn rownolegltych
13 |23=0 plaszczyzna
14 |22 +123=0 walec nad parabola (paraboliczny)
15 10=1 zbior pusty

Kwadryke afinicznie rownowazng sferze nazywamy elipsoida, stozkowi obrotowemu
—stozkiem eliptycznym, walcowi obrotowemu —walcem eliptycznym, zas parabo-
loidzie obrotowej —paraboloida eliptyczna; kazda inng kwadryke w R? nazywamy
tak, jak afinicznie jej rownowazna kwadryke afinicznie kanoniczna.

Zadanie 2. Niech K = {(z,y,2) € R® : 2z = q(\/22 + y2)}. Udowodni¢, ze dla
kazdego s € R przeciecie K z plaszczyzng I, := {(z,y,2) € R®: 2 = s} jest suma
wszystkich okregow w Il zawierajacych punkty krzywej {(x,0,¢(z)) : = > 0}.

Zadanie to uzasadnia nazwanie K powierzchnig obrotowa otrzymana przez obrot
krzywej z = q(x) wokot osi z. (Analogicznie otrzymujemy réwnania powierzchni
obrotowych otrzymanych przez obroty krzywych wokot innych osi.)
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Zadanie 3. Kwadryki o numerach 1-6 oraz 8 sa powierzchniami obrotowymi. Dla
kazdej z nich, rozpoznaé¢ obracana krzywa i o§ obrotu.

Zadanie 4. Naszkicowaé kazda z (niepustych) kwadryk kanonicznych. (W przypadku
paraboloidy hiperbolicznej zaczaé¢ od narysowania jej przecie¢ z ptaszczyznami x; = €,
gdzie i = 1,2,3 oraz e = —1,0,1.)

3. * Dalsze wlasnosci kwadryk i funkcji kwadratowych, pewne uzyteczne stwierdzenie
algebraiczne i dowoéd dowod twierdzenia o afinicznej klasyfikacji kwadryk.

Udowodnimy tu twierdzenie 2 z p.1 1 w ten sposob zakonczymy dowod twierdzenia o
afinicznej klasyfikacji kwadryk w R¥. (Tak na ogé! nazywane sg tacznie oba twierdzenia
z p.1) Pomocne nam bedzie pojecie §rodka symetrii funkcji, zdefiniowane w §7.5 | oraz
pojecie prostej w F¥.

Definicja. Prosta F* przechodzaca przez punkty a,b € F¥, a # b nazywamy zbior
Ly ={ta+(1—1t)b:a,beF}.

Zadanie 1. Jesli o/, € Ly, to a,b € Lyy (a # b,a’ # V).

Uwaga 1. Niech niepusta kwadryka K C RF bedzie zadana réwnaniem > \iw? +
exy = ¢, gdzie Ay # 01 e\, = 0. Jesh nie istnieje prosta przecinajgca K w doktadnie
2 punktach, to ¢ = 01 M\, > 0 dla kazdego i. (Istotnie, jeli e = 01 A\ < 0
dla pewnego 7, to K jest przeciete w dwoch punktach przez pewna prosta lezaca w
plaszczyznie xyw;, np. przez prostg zadana réownaniami z; = 1 oraz x; = 0 dla
g & {1,i}), zas gdy € # 0, to przez prosta lezaca w plaszczyznie zyzy,).0]

Zadanie 2. 0 = 1 jest jedynym réwnaniem kanonu afinicznego, opisujacym zbior
pusty.

Zasadnicza role w dalszym rozumowaniu odgrywa nastepujace

Stwierdzenie 1. Niech f,g € Ro[zy, ..., 2] majg te wlasnosé, ze f~1(0) C ¢g~1(0),
przy czym istnieje prosta przecinajgca zbior f71(0) w doktadnie dwdch punktach.
Wowczas g = Af dla pewnego A € R.

Podany nizej btyskotliwy dowod oparty jest na podanym przez N. Kuipera. Udo-
wodnimy wpierw

Lemat 1. Niech K bedzie kwadrykg, zas L prostq w R* przechodzqcq przez punkty p
iq,p#q.

a) Jesti LN K liczy wiecej, niz 2 punkty, to L C K.

b) Jesli #(L N K) = 2 to istniejqg otocznia N, punktu p i N, punktu q takie, Ze dla
kazdej prostej L' przecinajacej zarowno N, jak i N, mamy #(L' N K) = 2.
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Dowdd. Niech f € Ro[zy, ..., 2] bedzie wielomianem takim, ze K = f~1(0). Warunek
tp+(1—t)q € K jest spetniony, gdy ¢ jest pierwiastkiem réwnania q(tp+(1—t)q) =0
wzgledem ¢. Jedli rownanie to ma wiecej niz 2 pierwiastki, to funkcja kwadratowa
t— q(tp+ (1 — t)q) jest stala i rowna zeru, skad L C K.

Wyrdznik ten w sposob ciagly zalezy od pary (p, q) (mozna go tatwo okresli¢ wzorem
zaleznym od wspotezynnikow funkeji ¢ 1 od wspotrzednych punktow p i g) i wobec tego
jesli Ay, >0, to Ay o > 0dla (p', ¢') dostatecznie bliskich (p, ¢).0]

Wniosek 1. Jesli q jest funkcjq kwadratowq i q(z) = 0 dla wszystkich x z pewnego
zbioru otwartego U, to ¢ = 0.

Dowdd. Obierzmy p € U i niech ¢ € F*\ {p} bedzie dowolnym punktem. Prosta L
przechodzaca przez p i przez q przecina U, a zatem i f~1(0), w nieskoniczenie wielu
punktach. Mamy wiec g(x) = 0 dla x € L i wobec tego ¢(q) = 0. O

Podamy teraz dowod stwierdzenia. Niech punkty p i ¢ wyznaczaja prosta L prze-
cinajaca zbior K := f~1(0) w dokladnie 2 punktach; zmieniajac p mozemy zaktadac,
ze p € L\ K. Obierzmy otoczenia N, i N, jak w lemacie i przyjmijmy h(x) =
q(p)g(x) — g(p)g(x). Wowezas h=1(0) D f~1(0) U {p}, przy czym h jest funkcja
kwadratowa. 7 konstrukcji wynika, ze kazda prosta przechodzaca przez p i dowolny
punkt ¢’ € N, przecina f~1(0) w dokladnie 2 punktach, a zatem h~'(0) w co najmnie;
trzech (dochodzi punkt p). Stad kazda taka prosta jest zawarta w h=1(0) i wobec tego

9(p)

N, C h1(0). Na mocy wniosku mamy wiec h = 0, tzn. g = o900

Dowod twierdzenia 2 z p.1. Niech ¢(z) = 01 f'(x) = 0 beda rownaniami kanonu
afinicznego kwadryk, takimi, ze kwadryki f=1(0) i (¢/)71(0) sa afinicznie rownowazne;

dowiedziemy, ze ¢ = f’. Ze na wzgledu zadanie 2 mozemy zalozy¢, ze obie kwadryki
sg niepuste.

Oznaczmy przez a nieosobliwe przeksztalcenie afiniczne R¥ — R takie, ze a(K) =
K'; wowcezas funkcja x — f’(a(x)) zeruje sie na K. Rozpatrzymy dwa przypadki.

i) Istnieje prosta przecinajaca zbior f~1(0) w dokladnie dwoch punktach. Ze stwier-
dzenia 1 wnosimy, ze f'oa = Af dla pewnego A € R\ {0}. Dla tego A, wielomiany f’ i
Af sa afinicznie rownowazne. Inaczej moéwige, wielomian ¢ jest afinicznie rownowazny
z wielomianem proporcjonalnym do f’, i oczywiscie tez z wielomianem proporcjonal-
nym do g. Poniewaz zarowno ¢, jak i f’ sa postaci (1) (opisanej w lemacie 1 z p.1),
wiec z jednoznacznosci f’ ustalonej w tym lemacie wynika, ze ¢ = f’

To koniczy dyskusje i). Ze wzgledu na uwage 1 i symetrie pomiedzy ¢ i f' pozostaje
do rozpatrzenia przypadek, gdy

i) ¢ = 23+ ... +:C22) i fl=at4 .. +x§/ dla pewnych p,p’ > 1. Wtedy K = f~1(0)
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i K' = (¢')71(0) sa zbiorami rozwiazan bardzo prostych ukltadéw réwnaii:

(4) K={(zy,..op) eR" 15y = ... =2,=0} i K'={(2y,...,73) ER" 1y = ...

Zadana réwnosé¢ p = p’ najszybciej ,zobaczy¢” mozna uzywajac pojeé, ktore wprowa-
dzimy dopiero w nastepnym rozdziale: k — p jest wymiarem pierwszego, zas§ k — p/
wymiarem drugiego z tych zbiorow rozwiazan, i z istnienia niesosobliwego przeksztal-
cenia afinicznego K na K’ wynika, ze wymiary te sa rowne. Czytelnik cheacy juz teraz
uporaé sie z przypadkiem ii) powinien rozwigzaé¢ ponizsze zadanie. 5

Zadanie 3. Niech a(x) = Cz + v bedzie nieosobliwym przeksztalceniem afinicznym
i niech K i K’ beda okreslone jak w (4).

a) Rownosé a(K) = K’ pozostanie niezmieniona przy a zastapionym przez prze-
ksztatcenie z +— Cu.

b) Jesli k—p' <k—pia(K)= K’ to oznaczajac przez B klatke wyznaczona przez
ostanich k — p’ wierszy i ostatnich & — p kolumn macierzy C zauwazy¢, ze Bz = 0
dla pewnego ciagu x = (Tp41,...,25) # 01 ze dla T := (0,...,0,2p11, ..., T) mamy
Cz = 0, whrew nieosobliwosci C. (Wskazowka: Cz € K'.)

Na koniec kilka wiadomosci o srodkach kwadryk.

Definicja. Powiemy, ze punkt p € F¥ jest érodkiem symetrii zbioru (lub: srodkiem
zbioru) K C F* jesli dla wszystkich v € FF mamy p+v e K < p—v € K.

Przyktad 1. a) Gdy K = @) lub K = F*, to kazdy punkt p € F¥ jest srodkiem zbioru
[F*.

b) Punkt p wtedy i tylko wtedy jest §rodkiem zbioru K = {x € R¥ : 2y = ... =
z, =0}, gdy pe K. B

Lemat 2. a) Punkt p wtedy i tylko wtedy jest srodkiem zbioru K C F*, gdy dla
wszystkich w € K mamy 2p —w € K.

b) Jesli p jest srodkiem zbioru K C R¥ i a : F* — F* jest nieosobliwym przeksztal-
ceniem afinicznym, to a(p) jest Srodkiem zbioru a(K).

Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie (w b) uzyteczne jest zadanie 1 e) z p.1 ).

Stwierdzenie 2. Wielomian kwadratowy f € Ro[zy, ..., 23] i kwadryka f~1(0) majg
ten sam zbior srodkow symetrii.

Dowdd. Poniewaz jedna z inkluzji jest oczywista, wiec pozostaje dowiesé, ze jesli punkt
p jest srodkiem kwadryki f~1(0), to jest i érodkiem symetrii wielomianu q. W tym
celu przypusémy wpierw, ze ¢ jest wielomianem postaci Y, Nie122 +exy, + ¢, gdzie € #
0= (r <k ic=0). Jedli nie istnieje prosta przecinajaca K w dokladnie 2 punktach,
to na mocy uwagi 1 mamy ¢ = >_; \j_127, gdzie wszystkie wspolezynniki 1, ..., A, sa
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rozne od zera i wspolnego znaku. Stad, jak stwierdzono w czesci b) przyktadu, p,1 =
... = pr = 01 p jest srodkiem symetrii ¢ (latwy rachunek pomijamy). Jesli natomiast
omawiana prosta istnieje, to przyjmijmy g(z) := ¢(2p — x); wowczas g(z) = 0 dla
x € K ina mocy stwierdzenia 1 istnieje # 0 takie, ze ¢(2p — x) = Ag(z) da kazdego
x. Rownowaznie, mamy wtedy ¢(p — z) = Aq(p + z) dla kazdego = i poréwnujac
wspotezynniki jak w dowodzie lematu 2 w §7.5 wnosimy, ze € = 01 p;A; = 0 dla
kazdego i, skad p jest srodkiem symetrii wielomianu q.

To konczy dowdd lematu gdy q jest rozwazanej wyzej postaci. W ogdlnym przy-
padku oznaczamy przez y = a(x) afiniczng zamiane zmiennych przeprowadzajaca q
w wielomian f’ powyzszej postaci. (Zamiana taka istnieje na mocy twierdzenia La-
grange’a). Przy S(g) oznaczajacym zbior srodkow symetrii wielomianu g, zas T'(g)
—zbior drodkow kwadryki ¢~1(0), mamy wiec

a(S(q")) = S(q) na podstawie lematu 2 a) w §7.5, oraz
a(T(q")) = T'(q) na podstawie stwierdzenia 1 w p.1 i lematu 2 a).
Poniewaz S(q') = T(q'), wiec wynika stad, ze S(q) = T'(q)..0

Uwaga 2. Ze stwierdzenia 2 i zadania uzupelniajacego 2 w §7.5 wynika wiec, ze
punkt p wtedy i tylko wtedy jest §rodkiem kwadryki f~1(0) C R*, gdy %(p) =0 dla
1=1,... k.

Cwiczenie. Gdy deg(q) = 1, to ¢ nie ma $rodkow symetrii, lecz zbiér f71(0) je ma.

4. * Stopien hiperpowierzchni; kwadryki w C* (zadania uzupekiajace).

Ponizej proponujemy Czytelnikowi zadania, rozwigzujac ktore moze tatwo wykorzystaé
uzyskane rezultaty (lub ich dowody) do ustalenia dalszych wtasnosci kwadryk i funkeji
kwadratowych.

1. Niech K bedzie zbiorem rozwigzan ukladu réwnan liniowych w R¥. Wéwezas

a) K jest kwadryka.

b) Gdy K # 0, to zbior srodkow K jest rowny K. (Jest tak i przy R zastgpionym
dowolnym ciatem F.)

c) Jesli K # 0, to K jest zbiorem afinicznie rownowaznym kwadryce opisanej row-
naniem postaci 23 + ... + :c% = 0. (Wskazowka: dla zbioru opisanego innym réwnaniem
kanonicznym teza b) jest falszywa.)

Nazwijmy zbior K C F* hiperpowierzchnig w F* jesli K = f~1(0) dla pewnego
wielomianu ¢ zmiennych z1, ..., xx. Stopniem hiperpowierzchni K nazywamy liczbe
nul(K) := min{deg(q) : K = f1(0)i f € Flzy, ..., 2]}

W szczegolnosci, F¥ jest hiperpowierzchnia w F* stopnia —1 (bo F*¥ = f71(0) dla
q = 0), za$ zbior pusty hiperpowierzchnia stopnia 0 ((bo @ = f71(0) dla ¢ = 1); sa
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to jedyne hiperpowierzchnie w F* stopni —1 i 0. Z definicji wynika wiec, Ze niepuste
kwadryki w F* sg hiperpowierzchniami stopni 1 lub 2.

2. a) Kazda hiperpowierzchnia stopnia 1 w R* jest afinicznie réwnowazna zbiorowi
Ko = {(u1,...,u;) € R¥ : uy = 0}. (Wskazowka: jesli K = ¢g71(0) i g = bywy + ... +
brzi + ¢, gdzie by # 0, to zastosowaé przeksztalcenie u — (g(u), ua, ..., ug).)

b) Powyzszy zbior Ky, zadany rownaniem x? = 0, jest jedyna kwadryks kanoniczng
stopnia 1. (Wskazowka: czesé a) i twierdzenie klasyfikacyjne dla kwadryk.)

3. (Por. problem w p.1). Wyznaczy¢ liczbe wielomianow kazdej z postaci (2a)-(2c).

4. Jesli kwadryka K C CF spelnia zalozenia uwagi 1, z R¥ zastapionym przez CF, to
jest ona zadana réwnaniem 7 = 0.

5. a) Niech f71(0) c ¢'(0), gdzie f,g : R¥ — R sa funkcjami kwadratowymi.
Wowezas albo ¢ = Ag dla pewnego A € R, albo f~1(0) jest zbiorem rozwigzan pewnego
uktadu rownan liniowych.

b) Sformutowaé¢ i udowodnié¢ odpowiednik powyzszej tezy przy R¥ zastapionym
przez C*. (Wskazowka: poprzedzajace zadanie.)

6. Stwierdzenie 2 pozostaje prawdziwe przy R zastapionym przez C.

7. (Por. zadanie uzupetiajace 1 w p.1.) Dwa rozne rownania postaci (3) zadaja w
C* kwadryki, ktore nie sg afinicznie réwnowazne (nad C).

8. (Por. zadanie uzupetniajace 2 w p.1.) Dwa rézne rownania postaci (1) zadaja w
C* kwadryki, ktore nie sg R-afinicznie réwnowazne.

5. Nieco heurezy (czyli rozwazan przedwczesnych).

Przypus$émy, ze rozwazane dwie kwadryki K i L zadane sa rownaniami kwadratowymi
q(x) = c oraz g(x) = ¢, odpowiednio, i Ze afiniczna zamiana zmiennych z = Cy + v
przeprowadza funkcje ¢ w g. Jaka interpretacje geometryczng mozemy temu nadac?
Zajmiemy sie tu przede wszystkim przypadkami, gdy F = R oraz k = 2 lub £ = 3.
Wyobraznia geometryczna, ktorej mozemy wowczas uzy¢, pomoze nam wskazac, jak w
dalszej czesci nalezy w podobny sposob rozwazaé kwadryki w przestrzeniach bardziej
ogblnych.



