VI-1 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

VI MACIERZE ENDOMORFIZMOW LINIOWYCH
(,,ELEMENTY TEORII SPEKTRALNEJ”)

Wstep.* W tym rozdziale zajmujemy sie nastepujacymi waznymi zagadnieniami: jak znalez¢ baze
V przestrzeni V', w ktérej macierz zadanego operatora liniowego L : V' — V ma mozliwie prosta
postac¢? Jak prosta moze by¢ ta posta¢? Gdy przestrzen jest unitarna, to czy baze te mozna obrac
ortonormalng?

Oczywiscie, najbardziej pozadane jest, by macierz [L], byla diagonalna, i niektore wyniki z §2 1 §3
zmierzaja do ustalenia, kiedy taka baza V istnieje i jak ja znalezé¢. Badamy to zagadnienie doktadniej
gdy przestrzeni jest unitarna, za$ baza ma by¢ ortonormalna. (Cialem skalarow jest wowczas R lub
C.) Okazuje sie, ze jesli operator jest samosprzezony (spelnia warunek L* = L), to zadana baza
istnieje — jest to wynik o wielu zastosowaniach w analizie i geometrii. Podamy nawet przejrzysty
warunek charakteryzujacy operatory ,unitarnie diagonalizowalne”, czyli te, dla ktérych szukana baza
ortonormalna istnieje.

Gdy macierzy zadanego operatora w zadnej bazie nie mozemy uczyni¢ diagonalna, to pokusié¢
sic mozna o zbadanie, czy mozemy ja uczyni¢ trojkatna i jak prosta moze ta macierz trojkatna
by¢. Tu na plan pierwszy wybijaja sie dwa twierdzenia, oba dotyczace zespolonego ciata skalarow.
Pierwsze z nich pochodzi od 1. Schura i orzeka, ze kazdy operator liniowy z C* do C" ma macierz
trojkatna w pewnej ortonormalnej bazie przestrzeni C". Drugie za$ pochodzi od C. Jordana i orzeka,
ze macierz t¢ mozemy nawet uczyni¢ bardzo bliska diagonalnej — lecz wybrana baza niekoniecznie
bedzie ortonormalna

Wyniki tu uzyskane maja liczne zastosowania. Na przyktad, pozwalaja one efektywnie wyzaczy¢
warto$¢ funkcji (np. wielomianowej) na danej macierzy, co omawiamy zaréwno w §2, jak i w §3. Row-
nie wazne jest to, ze umozliwiaja one wnikniecie we wlasnosci rozwazanego operatora. Komentarz na
ten temat znalez¢ mozna w koncowych punktach §3 i w zamykajacej rozdzial ,,probie podsumowania’”.

Umowy: Rozwazamy tu tylko przestrzenie wektorowe skoriczonego wymiaru. W odniesieniu do
przestrzeni unitarnych (rzeczywistych czy zespolonych) uzywamy wymiennie nazw ,izometria liniowa”
i ,przeksztalcenie unitarne” czy ,izomorfizm unitarny”, a w przypadku rzeczywistym zamiast ,uni-
tarny” mowimy tez ,ortogonalny”. Dla krotkosci piszemy

L(V):=L(V,V) i [L]y:=[L}, dla bazy V przestrzeni V i L € L(V).

Przeksztalcenia L € £(V') nazywamy endomorfizmami (liniowymi) przestrzeni V. Czesto zamiast
,przeksztalcenie liniowe” méwimy ,operator liniowy”, a nierzadko tez stowa ,liniowy” czy ,liniowe”
pomijamy, bo nieliniowych operatoréw nie rozpatrujemy.

§ 1. Podobienstwo macierzy badz operatorow.
1. Podstawowe definicje.
Definicja. a) Operatory K € L(V), L € L(W) sa podobne, jesli istnieje izomorfizm liniowy S :

V — W taki, ze L =SKS™!. (Tu, Vi W to przestrzenie liniowe.)
b) Macierze A, B € M, (F) sa podobne, gdy podobne sa operatory La, Ly € L(F¥).

Niejednokrotnie zalezy nam na tym, by powyzszy izomorfizm S : V' — W mial jeszcze dodatkowe
wlasnosci. Najwazniejszy przypadek ujmuje nastepujaca
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Definicja. Niech V' i W beda przestrzeniami unitarnymi. Operatory K € L(V) i L € L(W) sa
unitarnie podobne, gdy istnieje unitarny izomorfizm S : V. — W taki, ze SKS™! = L. Tak
samo, dla F € {R, C} macierze A, B € M (F) nazwiemy unitarnie podobnymi nad F, jesli operatory
La, Ly € L(F*) sa unitarnie podobne. (Przestrzen F* rozpatrujemy ze standardowym iloczynem

skalarnym.) Zamiast junitarnie podobne nad R” méwimy tez ,ortogonalnie podobne”.

Lemat 1. a) Macierze A, B € M (F) wtedy i tylko wtedy sq podobne, gdy B = SAS™! dla pewnej
nieosobliwej macierzy S € My(F).

b) Macierze A, B € My(F), gdzie F € {R,C}, wtedy i tylko wtedy sq unitarnie podobne nad F,
gdy B =SAS™! dia pewnej unitarnej macierzy S € M, (F).

Dowdd. Dla F,G,S € L(F¥) rownosé G = SFS™! ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy [G] =
[SI[F][S]™!. Gdy F = La i G = Lg, to [F] = A i [G] = B, co daje a).

By dowiesé b) korzystamy jeszcze z tego, ze unitarnosé operatora S : F* — F* jest réwnowazna
unitarnosci jego macierzy [S]. O

Zadanie 1. Podobienstwo endomorfizméw liniowych czy podobieristwo macierzy sa relacjami row-
nowaznosci, i tak samo jest dla unitarnego podobienistwa endomorfizmoéw przestrzeni unitarnych czy
unitarnego podobienistwa macierzy nad F € {R, C}.

Zadanie 2. Jesli macierze A,B € M,(FF) sa podobne, to podobne sa tez macierze A’ i B, jak
rowniez macierze p(A) i p(B), dla p € Flz]; a gdy F = C, to takze macierze A* i B* sa podobne.

Zadania uzupelniajace.

1. Kazda 2 x 2-macierz A jest podobna do macierzy A’. (Tak samo wigksza macierz, lecz dowod
jest trudny.)

2. Zdefiniowa¢ podobienistwo permutacji o, 7 € Sy, i dowies¢, ze ma ono miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy w przedstawieniu o w postaci iloczynu cykli roztacznych wystepuje dla kazdego n tyle cykli
dhugosci n, co w przedstawieniu 7 w postaci takiego iloczynu.

2. Pewne niezmienniki podobienstwa.

Wazne i wielokrotnie wykorzystywane dalej jest to, ze podobne macierze maja zblizone wlasnosci
algebraiczne. Ograniczymy sie do nastepujacej ilustracji tego stwierdzenia:

Zadanie 1. Gdy macierze A, B € M (F) sa podobne, to
a) dla kazdej liczby n € N, (A" =0) & (B" =0) oraz (A" =1) & (B" =1).
b) det(A) = det(B) i tr(A) = tr(B).
c) rk(A) = rk(B).

Skrotowo, stwierdzenia od te wyrazi¢ mozemy moéwiac, ze rozwazane w nich wtasnosci A" = 0,
A" =1, det(A) = A, tr(A) = X oraz rk(A) = n sa niezmiennikami podobieiistwa macierzy.

Cwiczenie. Udowodni¢, ze posiadanie pierwiastka kwadratowego jest niezmiennikiem podobieristwa:
jesli macierze A,B € M, sa podobne i A = X? dla pewnej macierzy X, to B = Y? dla pewnej
macierzy Y.

Wazne wlasnosci podobnych operatoréw niejednokrotnie tez sa takie same:

Zadania.
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2. Niech operatory K € L(V) i L € L(W) oraz izomorfizm S € L(V,W) speliaja warunek
K = S7'LS. Dowies¢, ze
a) dla wielomian6w p € F[z] zachodzi p(K) = S~'p(L)S;
b) ker(L) = S(ker(K) i im(L) = S(im(K)), i tak samo z p(K) i p(L) w miejsce K i L, odp.
c)* Jesli V = @t_, ker(p;(K)), gdzie py,...,p; € Flz], to W = @L_, ker(p;(L)).

3. a) Jesli jeden z operatorow podobnych P, @ jest rzutem, to drugi tez. Sciglej, gdy P jest rzutem
przestrzeni V na X wzdluz Y, a S : V — W jest izomorfizmem takim, ze Q = SPS™!, to @ jest
rzutem przestrzeni W na S(X) wzdhuz S(Y).

b) Jesli jeden z unitarnie podobnych operatoréw P, ) dzialajacych w przestrzeniach unitarnych jest
rzutem ortogonalnym, to drugi tez.
¢) Sformutowaé i udowodni¢ analogiczne stwierdzenia dla symetrii wzgledem podprzestrzeni.

4. Jesli operatory K, L € £(R? R?) s unitarnie podobne i jeden z nich jest obrotem, to drugi tez.

5. Gdy operatory K, L na przestrzeni unitarnej V' sa unitarnie podobne i (K (v),v) > 0 dla kazdego
v eV, to (L(v),v) > 0 dla kazdego v € V.

Tak wiec o wlasnosciach jednej z dwoch macierzy podobnych wiele mozna powiedzie¢, gdy znamy
wlasnosci drugiej, i tak samo jest z operatorami. Niestety, pytanie, czy zadane dwie macierze (réw-
nowaznie: dwa operatory) sa podobne jest na ogot trudne. Dla F = C, odpowiedz na nie umozliwia
dopiero wyniki z §2.2.

Zadanie uzupetniajace 1. Wyposazmy przestrzeri My, (C) w norme wyznaczona przez iloczyn skalarny
(X,Y) = tr(XY"*). Udowodnié, ze ||A|| = ||B|| dla unitarnie podobnych macierzy A, B € M,(C).

3. Podobienistwo a zapis operatora w bazie.

Jednym z powodéw znaczenia podobienstwa macierzy jest to, ze pojawia sie ono, gdy badamy ma-
cierze operatora w réznych bazach.

Stwierdzenie 1. Niech A bedzie macierzq operatora L € L(V) w bazie V przestrzeni V. Wowczas
nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) B = [L],,, dla pewnej bazy W przestrzeni V;

b) macierz B jest podobna do A.

Dowdd. By dowiesé implikacji b) = a) oznaczmy przez S macierz nieosobliwa, dla ktorej S™'[L],,S =
B. Baza W przestrzeni V, dla ktorej [[}Y = S, spelnia zarazem warunek [L],,, = B. (Korzystamy z
wynikow §I11.2.2: wniosku 1 i twierdzenia 1.) Podobnie dowodzimy implikacji a)=-b). O

Wersja stwierdzenia 1 odgrywa tez role, gdy V = W = F*,

Whiosek 1. Dia macierzy A, B € F* réwnowazne sq warunki:
a) B jest macierzq operatora La w bazie V = (v, ..., vy,) przestrzeni F¥;
b) B=C'AC dia macierzy C, ktorej kolejnymi kolumnami sq vy, ..., Vi.

Dowod. Oznaczmy przez € = (e, ..., €;) standardowa baze przestrzeni F*. Mamy [Laly, = ([I]¢) " [Lalg[I]¥
oraz [I[|Y = C, [Lale =A. O

Uwaga 1. Przeksztalcenie pewnej macierzy A przez podobienistwo tak, by otrzymac¢ macierz zadanej
postaci, jest wiec réwnowazne znalezieniu bazy przestrzeni F¥, w ktorej macierz operatora L, jest
tej postaci. Ponadto, gdy F € {C,R} i chcemy by podobieristwo byto unitarne, nalezy zada¢, by
baza byla ortonormalna. Ten punkt widzenia okaze si¢ dalej bardzo uzyteczny.
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Wazna role odgrywa tez nastepujaca

Uwaga 2. Niech A = [L]y, bedzie macierza operatora L € L(V') w bazie V przestrzeni V. Z definicji,
La = SLS™', gdzie S : V — F* jest mapa wyznaczong przez V. W szczegdlnosci, operator L jest
podobny do operatora L, : F¥ — F* o0 macierzy A. O

Whniosek 2. Niech V bedzie bazq przestrzeni V', zas$ W bazq przestrzent W. Dane operatory K €
L(V)iL e LW) wtedy i tylko wtedy sq podobne, gdy podobne sq ich macierze A = [K},, i B := [L],.

Dowdd. Z uwagi 2 i przechodniosci podobienstwa wynika, ze K ~ L < L ~ Lg. B .

Uwaga 3. Ustalenia te pozostaja prawdziwe, gdy w sformutowaniach zastapi¢ stowa ,baza” przez
sbaza ortonormalna”’, a ,podobienistwo” przez ,podobieristwo unitarne”. (By sie o tym przekonad,
wystarcza tak samo zmieni¢ dowody i wykorzystaé to, ze mapa wyznaczona przez baze ortonormalng
jest izomorfizmem unitarnym.)

Przyktad 1. Niech macierz B powstaje z macierzy A € My, przez zamiane pierwszych dwoch kolumn
A, a nastepnie pierwszych dwoch wierszy otrzymanej macierzy. Latwo widzieé¢, ze B jest macierza
operatora L, w bazie (e, e, ...,e;). Stad macierze A i B sa podobne. Roéwnie dobrze mozemy
zamieni¢ inne dwie kolumny i odpowiadajace im dwa wiersze. Ogolniej, jesli poddamy kolumny, a
nastepnie wiersze macierzy A tej samej permutacji, to otrzymamy macierz podobna do A. (Wynika
to z podanego rozumowania; mozna tez przedstawi¢ permutacje w postaci iloczynu transpozycji).
Gdy ponadto F € {R, C}, podobieristwo jest unitarne.

Tak wiec podobne sg dwie macierze takie, ze wzdtuz przekatnej pierwszej stoja pewne kwadratowe
klatki, wzdtuz przekatnej drugiej —te same klatki, ale byé¢ moze w innej kolejnosci, za§ w obu poza
klatkami sa zera. [

Przyklad 2. Rozwazajac macierz operatora L, w bazie (e, €x_1,...,€1) stwierdzamy, ze jest ona po-
dobna do macierzy B otrzymanej z A przez ,odbicie wzgledem $rodka” (tzn. jej bj = ag—jt1x—i+1)-
Ponadto, dla F € {R,C} podobienistwo jest unitarne. W szczegolnosci, kazda macierz gornie troj-
katna jest podobna do pewnej macierzy dolnie trojkatnej (i to unitarnie, gdy F € {R, C}).

Zadanie uzupetniajace 1. Niech E;; oznacza k X k-macierz, ktorej ¢j-ty wyraz jest rowny 1, a pozo-
state s rowne 0. Przyjmujac wpierw k = 2 dowies¢, ze:

a) Macierze E;; i E;; sa podobne.

b) Gdy i # j, to macierz E;; jest podobna do AE;; dla A # 0.

c) Gdy #F > 21 f : My(F) — F jest funkcja liniowa, przyjmujaca na kazdych dwoch macierzach
podobnych te sama wartosé, to f(A) = f(Eq;)tr(A) dla A € M,,.

4. 'Wlasno$ci operatoréw wyznaczone przez niezmienniki podobienistwa macierzy. Wie-
lomian charakterystyczny.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad F wymiaru k, a f funkcja okreslona na My (FF) (zbior
wartosci nie jest istotny). Zapytajmy: czy f wyznacza funkcje f na zbiorze L(V') wszystkich ope-
ratoréw liniowych V' — V7 Okazuje sie, ze jest tak gdy funkcja f jest niezmiennicza wzgledem
podobienstwa macierzy, tzn. gdy:

f(A) = f(B) dla kazdych dwoch podobnych macierzy A, B € M(IF) (1)

Dla operatora L € L(V') przyjmiemy bowiem f(L) := f([L]),), gdzie V jest baza przestrzeni V.
Wynik nie zalezy od V, bo gdy V i W sa bazami, to macierze [L],, i [L],,, sa podobne (stw. 1 w p.3).
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Zadanie 1. Zachodzi f(K) = f(L) dla podobnych operatoréw K € L£(V), L € L(W).

(Material poprzedzajacy nastepna definicje mozna uwazac za uzupelniajacy.) Wlasnosé macierzy
mozemy traktowac jako funkcje w zbiér dwu—elementowy: macierzy przyporzadkowujemy wartosé¢ T’
gdy ma te wlasno$¢, a N gdy nie ma. Wtasnosci, bedacej niezmiennikiem podobienstwa macierzy,
odpowiada funkcja speliajaca warunek (1); wyznacza wiec ona pewna wlasnosé operatorow.

Przyktad 1. a) Rozpatrzmy wlasnosé A'® = 0. Jest ona niezmiennikiem podobieristwa, wobec czego
wlasnos¢ operatora L € L(V):  ([L],)!* = 0, gdzie V jest baza w V,
nie zalezy od wyboru bazy V. Latwo zauwazy¢, ze L ma te wlasnosé wtedy i tyko wtedy, gdy L = 0.
b) Funkcja A +— rk(A) spelia warunek (1) (patrz przyktad 2 w p.1), wiec wzor
rk(L) := rk([L],,), gdzie V jest bazg V', zas L € L(V),
okresla pewna funkcje rk : L(V) — N. Z twierdzenia 1 w §II.5.3 wynika, Ze jest ona identyczna z
funkcja rzedu operatora, zdefiniowana w §I11.4.1 wzorem L — dim(L(V)).

Gdy rozpatrujemy funkcje operatora, wyznaczong przez funkcje macierzy niezmienniczg wzgledem
podobienistwa, to pozytecznie jest wyrazi¢ ja w sposob nie wykorzystujacy macierzy rozwazanego
operatora. W powyzszych przykladach bylo to nietrudne (wtasnosci L' = 0 i dim L(V) = n nie
zaleza juz od macierzy operatora L w jakiejkolwiek bazie). Nie jest tak jednak zawsze. Niekiedy
funkcje czy wtasno$é operatora umiemy definiowaé tylko przy pomocy macierzy tych operatorow;
niekiedy za$§ podanie ,bezmacierzowej” interpretacji wymaga sporej pomystowosci. Np. funkcja
wyznacznika macierzy wyznacza funkcje wyznacznika endomorfizméw liniowych danej przestrzeni,
ktorej interpretacje umielismy podac tylko gdy przestrzen ta jest euklidesowa.

Korzystajac z opisanego przed zadaniem 1 schematu przyporzadkujemy teraz macierzom kwadra-
towym i endomorfizmom liniowym pewne wielomiany.

Definicja. Niech A € M (F). ,Pelne rozwiniecie wyznacznika” det(A — zI) daje wielomian zmiennej
x stopnia k. Wielomian ten bedziemy oznacza¢ przez x4 i nazywa¢ wielomianem charaktery-
stycznym macierzy A.

Zadanie 2. Gdy macierz A jest trojkatna (gornie lub dolnie), to xa = [[,(ai; — x). Ogoélniej, gdy
wzdhuz przekatnej macierzy A ustawione sg klatki Aj, ..., A, a nad nimi (lub gdy nimi) sa same
zera, to xa jest iloczynem wielomianéw xa,.

Twierdzenie 1. Macierze podobne majg ten sam wielomian charakterystyczny.
Dowéd. Gdy B = S71AS, to
Xg = det(STTAS — 21I) = det(S™(A — 2I)S) = det(S™!) det(A — 2I) det(S) = x4

(Wykorzystano dwukrotnie twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy.) Moznaby
uznaé¢ dowod za zakonczony, gdyby nie nastepujacy szkopul. Twierdzenie Cauchy’ego dotyczy ma-
cierzy o wyrazach w ciele, a wyzej macierz A — xI ma wyrazy bedace wielomianami. Mozna jednak
udowodnié, ze bez zmiany dzialain dodawania i mnozenia, F[z] zanurza sie jako podzbiér pewnego
(nieskoniczonego, co czasem jest wazne) ciata K — wobec czego mozemy twierdzenie Cauchyego zasto-
sowaé, traktujac S, S™! i A —zI jako macierze o wyrazach w K. Wymagane twierdzenie o zanurzaniu
udowodnione bedzie na wyktadzie Algebry. Tu odnotujmy jeszcze, ze przeprowadzony rachunek po-
prawnie dowodzi roéwnosci xa(A) = xs(A) dla wszystkich A € F — co w przypadku najwazniejszych
dla nas ciat nieskoriczonych wystarcza juz, by ya = xs. (Patrz wniosek 3 w §1.2.2.) O

Definicja. Wielomian charakterystyczny x; endomorfizmu L € L(V), gdzie dim(V) < oo,
definiujemy jako x,, gdzie A = [L], i V jest baza przestrzeni V. Jak juz wyjasniono, ze stwierdzenia
wynika poprawnos¢ tej definicji. Zas z zadania 1, zastosowanego przy f(A) = ya, wynika



VI-6 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

Whiosek 1. Twierdzenie 1 pozostaje prawdziwe dla operatoréw: gdy operatory K € L(V) i L € L(W)
sq podobne, to X = X[-

Uwaga 1. Dla A € F ma miejsce réownos¢ x () = det(L — \I). Istotnie, gdy V jest baza przestrzeni
V, to det(L — ) := det([L — M]y) = det([L]y — AI) = xz(\).

Uwaga 2. Odwrocenie twierdzenia 1 nie jest prawdziwe: macierz o wierszach (0,1) i (0,0) ma ten
sam wielomian charakterystyczny, co macierz zerowa, a nie jest do niej podobna.

5. * Pewne wlasnosci wielomianu charakterystycznego.

Twierdzenie 1. * Dla macierzy A, B € M (F) zachodzi réwnosé X ag = Xga-

Dowdd. Jest on pouczajacy, bo korzysta z mozliwosci powickszenia ciata . Wyr6znimy 3 przypadki.
i) det(A) # 0. Wtedy macierze BA i AB sa podobne, bo BA = A7}(AB)A, i wystarcza
skorzysta¢ z twierdzenia 1 w p.4.
ii) F jest cialem nieskoncznym. Przyjmijmy A; = A +¢I (t € F) i oznaczmy przez ¢;(t) i przez
d;(t) wspotezynniki wielomianéw charakterystycznych macierzy A;B oraz BA;, odpowiednio:

XaB = Z ci(t)r'  oraz XBA, = z:dz(t)xZ

7

Jest jasne, ze ¢;, d; oraz det(A + tI) sa wielomianami zmiennej t. Stad tylko dla co najwyzej k
wartosci ¢ mamy det(A +tI) = 0, a dla pozostalych ¢ macierz A, jest nieosobliwa i x 5,5 = Xga, Da
podstawie i). Tak wiec ¢;(t) = d;(t) dla nieskoriczenie wielu ¢, a tym samym dla wszystkich ¢ € F.
(Korzystamy z wniosku 3 w §1.2.2.) Przy t = 0 otrzymujemy teze.

iii) W przypadku ogélnym oznaczamy przez K rozszerzenie ciata I, bedace ciatem nieskonczonym.
(Patrz dowod twierdzenia w p.4.) Traktujac A, B jako elementy M (K) znajdujemy sie w przypadku
ii) rozstrzygnietym wyzej. [

Zadanie 1. Dla A € M (F) oznaczmy przez c;(A) wspotczynniki wielomianu x ,:

a) ¢;(A) = ¢;(B) dla macierzy podobnych A, B (tzn. funkcje ¢; sa niezmiennikami podobienistwa).

b) co(A) = det(A) i ¢ 1(A) = (=1)FLtr(A).

¢) Ogolniej, ¢s(A) = (=1)*>_4p_; ,det(Ap) dla s =0,....k — 1, gdzie Ap oznacza podmacierz
wyznaczong przez wiersze i kolumny o numerach ze zbioru P C {1, ..., k}.

d) Gdy x, ma, uwzgledniajac krotnosci, k pierwiastkow Aj,..,\p € F, to A\ + ... + N\ =
tr(A), M. Ax = det(A) oraz, ogdlniej,

#P=sicP #P=s

Zadania uzupelniajace.

1. a) Znalez¢ zaleznosci pomiedzy ya, xa-: i det(A), gdy det(A) # 0.
b) Dla macierzy unitarnej A stopnia 2 lub 3, o dodatnim wyznaczniku, wyrazi¢ x przez tr(A).
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2. Niech A € My (C) i xa(A) = 0. Dowies¢, ze:
a) A lezy w jednym z tzw. kot Greshgorina [\ —a;| < 3., |a;|. (Por. zad. uz. 3 w §11.5.2.)
b) |\l < R :=max; ) _; |a;;|, wobec czego |det(A)] < R*. Ponadto, R < kmax; ; |a;;|.

6. * Podobienstwo macierzy rzeczywistych nad C versus nad R.

Dla kwadratowych macierzy zespolonych A, B mozna méwi¢ o ich podobienistwie nad R (gdy istnieje
nieosobliwa macierz rzeczywista S, dla ktérej ST'AS = B) lub nad C (gdy istnieje zespolona taka
macierz).

Twierdzenie 1. Jesli macierze rzeczywiste A, B sq podobne nad C, to sqg podobne i nad R. !

Dowod. Niech S € M (C) bedzie macierza nieosobliwa dla ktorej SA = BS. Piszac S = P+iQ, gdzie
P i Q maja wyrazy rzeczywiste, otrzymujemy PA = BP i QB = BQ. Stad (P+tQ)A = B(P+tQ)
dla wszystkich ¢ € R. Zauwazmy, ze wielomian det(P 4+ Q) € C[x] nie jest zerowy, bo w punkcie i
jego wartosé jest rozna od 0. Ma on wiec tylko skoriczenie wiele pierwiastkow i istnieje liczba t € R
nie bedaca pierwiastkiem. Macierz T := P + tQ jest nieosobliwa i spetnia réwnos¢ TA = BT.

7. ™ Podobienstwo a automorfizmy algebry operatoréw (problem i zadanie).

Problem 1. Dowiesé¢, ze kazdy automorfizm algebry £(V') wynika ze zmiany bazy. Czyli: gdy bijekcja
U L(V) — L(V) jest taka, ze U(cLiLy) = W (L1)W(Ly) 1 W(Ly + Lo) = V(Ly) + V¥(Ly) dla
Li,Ly€ L(V)ic €T, to V(L) =S"'LS dla pewnego izomorfizmu S : V — V i wszystkich L € L(V).

Czytelnik zainteresowany tym problemem moze uwzgledni¢ ponizsze zadanie jako wskazowke.

Zadanie uzupelniajace 1. Gdy ¥ : L(F*) — L(FF*) jest automorfizmem, to:

a) Dla L € £(V) mamy dim(im(¥(L)) = dim(im(L)). (Wskazéwka: dim(ker(L)) = max{s :
istnieja P, ..., P € L(F*)\ {0} takie, ze P, + ...+ P = Iy oraz LP, = 0i PP, = 0 dlai,j =
1,50 %))

b) Dla i,j = 1, ..., k istniejg wektory kolumnowe v;;, w;; € F* takie, ze [¥(Lg,,)] = v
E;; € M, to macierz o (i, j) tym wyrazie réwnym 1, a pozostatych 0.

t

1 Wij, gdzie

§ 2. Diagonalizacja i posta¢ kanoniczna Jordana.

1. Macierze i endomorfizmy diagonalizowalne.

Definicja. a) Operator L € L(V) jest diagonalizowalny, jesli istnieje baza V przestrzeni V' taka, ze
[L],, jest macierza diagonalna. O bazie V powiemy, ze diagonalizuje operator L.
b) Macierz A € M, (FF) jest diagonalizowalna (nad F), gdy taki jest operator L, € L(F¥).

Uwaga 1. Macierz diagonalizowalna jest podobna do diagonalnej, i odwrotnie. Co wiecej, jesli baza
V = (v, ..., vi) przestrzeni F* diagonalizuje operator L, i S jest macierza o kolumnach v, ..., v, to
S~!AS jest macierza diagonalna. (Patrz wniosek 1 w §1.3.) Znalezienie takiej bazy V czy, rowno-
waznie, macierzy S, nazywamy wiec zagadnieniem diagonalizacji macierzy A przez podobieristwo.

1Jest to (wazny) przypadek szczegolny twierdzenia, dotyczacego dowolnego ciala i jego podciata.
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Naszym celem jest ustalenie, ktére operatory sa diagonalizowalne, a takze zbadanie wtasnosci
takich operatoréow. Zasadnicza jest

Uwaga 2. Gdy L € L(V)i1V = (vy, ..., Vi) jest baza przestrzeni V, to warunek [L],, = diag(Aq, ..., \g)
jest rownowazny temu, by L(v;) = A\;v; dlai = 1,..., k. Tak wiec kazdy wektor v bazy diagonalizu-
jacej operator L ma te wlasnosé, ze L(v) € Fv.

Pytanie: Kiedy (i jak) znalez¢é mozna baze, ztozona z wektorow v o tej whasnosci?

Definicja. Gdy L(v) = Av i v # 0, to méwimy, ze v jest wektorem wlasnym, a A\ wartoscia
wlasng operatora L, i ze odpowiadaja one kazde drugiemu. Przestrzenia wlasna operatora
L € L(V), odpowiadajaca wartosci wlasnej A, nazywamy zbior

VIA) :={v eV :L(v)=Av}=ker(L - \).
(Tak wiec przestrzen ta sklada sie z zera i wektorow wlasnych, odpowiadajacych wartosci \.)

Stwierdzenie 1. Dla operatora L € L(V) i skalara \ réwnowazne sq warunki: a) X jest wartosciq
wtasng operatora L, b) det(L — A\I) = 0,tzn. xp(\) =0, ¢) operator L — A jest nieodwracalny.

Dowod. Kazdy z tych warunkow jest rownowazny temu, by ker(L — A\I) # {0}. O

Definicja. a) Zbior skalarow A, speliajacych te roéwnowazne warunki, nazywamy spektrum lub
widmem operatora L i oznaczamy spec(L).

b) Gdy L = La dla pewnej k x k-macierzy A, to wektory wlasne operatora L, nazywamy
wektorami wlasnymi macierzy A, i podobnie czynimy z warto$ciami wtasnymi, przestrzeniami
wlasnymi i spektrum. Te ostatnie oznaczamy przez Va(\) i spec(A), odpowiednio. Tak wiec

Va(AN) ={veF: Av=Av} i spec(A) ={\€F:xa(A) =0}

Przyktad 1. By znalez¢ przestrzen wlasna Vi (A) macierzy A nalezy wiec rozwiazaé jednorodny uktad
rownan (A — AXI)x = 0. Dla przyktadu, gdy F = R i A jest macierza o wierszach ..... , to xa =
.., spec(A) = ... i A ma dwie podprzestrzenie wlasne: Va() = R() 1 Va() = R(). (Pomijam
rachunki.)

Przyklad 2. Gdy A = diag(Ay, ..., \i), to Va(A\) = {(z:)F, € F¥ 1 2, = 0 gdy \; # A}

Uwaga 3. Widmo macierzy zalezy od rozpatrywanego ciata skalaréw F. Np., dla macierzy o
wierszach (0,1) i (1,0) jest ono puste przy F = R, lecz rowne {—i,i} przy F = C. Dlatego ciato F
niekiedy zaznaczamy, piszac specp(A) w miejsce spec(A).

Stwierdzenie 2. Uktad skornczenie wiele wektorow wtasnych operatora L, odpowiadajgcych jego roz-
nym wartosSciom wtasnym, jest lintowo niezalezny.

Dowdd. Niech wektorami tymi beda v, ... vy, i niech odpowiadaja one (parami) réznym wartosciom
A1, - A € F. Wykorzystamy indukcje wzgledem liczby s. Dla s = 1 teza wynika stad, ze wektory
wlasne sg rozne od 0. Niech wiec s > 1 i przypu$émy, ze ) . ¢;v; = 0. Dzialajac na obie strony
operatorem L otrzymujemy zaleznosé¢ > \;¢;v; = 0. Odejmujac od niej poprzednia, pomnozona przez
Ag, Otrzymujemy Zf;ll ci(Ai — As)v; = 0. Poniewaz skalary \; — A\ sa niezerowe, wiec z zalozenia
indukcyjnego wynika, ze ¢; = 0 dla ¢ < s, skad tez ¢; =0 (bo >, ¢;v; = 0). O

Whniosek 1. Suma algebraiczna Z)\Espec(L) VL (X) wszystkich podprzestrzeni wtasnych operatora L jest
prosta. W szczegolnosSci, suma wymiarow tych podprzestrzeni nie przekracza wymiaru przestrzeni V.
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Dowo6d. Wynika to ze stwierdzenia 2 i definicji, a koricowa konkluzja stad, ze wymiar sumy proste;j
jest suma wymiarow sktadnikow.

Poprzedzajace wyniki pozwalaja ustali¢, kiedy dany operator jest diagonalizowalny.

Twierdzenie 1. Nastepujace warunki sq rownowazne dla operatora L € L(V):

a) operator ten jest diagonalizowalny;

b) istnieje baza przestrzeni V', ztozona z wektorow wtasnych operatora L;

¢) suma wymiarow podprzestrzeni wltasnych operatora L nie jest mniejsza od wymiaru przestrzeni
V., tzn. 3 o5e specry Am(Vi(A)) = dim(V);

d) V jest sumq prostq podprzestrzeni wtasnych operatora L, tzn. V = @xecspec(r)Vi(A)-

Dowoéd. Roéwnowaznosé a) < b) odnotowano juz w uwadze 1.

b) = ¢). Gdy A jest (nieuporzadkowana) baza, o ktorej mowa w b), to rozpada sie ona na sume
roztacznych zbioréw Ay, = {a € A : L(a) = A\a}, gdzie ) przebiega wszystkie wartosci wlasne. Kazdy
zbior A, jest liniowo niezalezny (jako podzbior takiego) i zawarty w Vi(L), skad ), dim(V; (X)) >
S H#A, = #A = dim(V).

¢) = d). Niech W = >, V,(\). Jak wiemy, suma po prawej stronie jest prosta, skad dim(WW') =
Yoy dim(Vz(A)). Jesli wiec zachodzi c), to dim(W) > dim(V'), skad W = V.

d)=b). Dla kazdej wartosci wlasnej A obierzmy baze B, odpowiadajacej jej podprzestrzeni
wlasnej Vi (A\). Gdy zachodzi d), to B jest szukang baza przestrzeni V. (Patrz uwaga 1 w §III. 6.2.)

Whniosek 2. Gdy wielomian xp ma k = dim(V') réznych pierwiastkéw, to operator L jest diagonali-
zowalny. (Odwrotna implikacja nie ma miejsca, co pokazuje przyktad L = Iy .)

Dow6d. Poniewaz wymiar kazdej podprzestrzeni wtasnej jest > 1, wiec przy zatozeniach wniosku
spelniony jest warunek c) twierdzenia. [J

Uwaga 4. Dowdd twierdzenia 2 podsuwa sposob znajdywania bazy diagonalizujacej dany operator
L, czy diagonalizacji macierzy przez podobienstwo (gdy sa one mozliwe). Sprowadza sie on do
wykonania nastepujacych krokow:

1). Znalezienie wszystkich pierwiastkow wielomianu charakterystycznego x; (czyli wszystkich
elementow widma spec(L)).

Cho¢ na ogdt mozemy pierwiastki te wyznaczy¢ tylko z pewnym przyblizeniem, to pomijamy dys-
kusje tego, na ile mozliwe btedy wplywaja na wynik dalszych krokéw. Zaktadamy dla uproszczenia,
ze znamy dokladne wartosci wszystkich pierwiastkow.

2). Dla kazdego A € spec(L), znalezienie bazy B przestrzeni Vi (\)

3). Gdy warunek c) twierdzenia nie jest spelniony, to operator nie jest diagonalizowalny. W
przeciwnym razie jest, a | J Aespec(l) B, jest diagonalizujaca go baza.

Gdy diagonalizujemy macierz A € My, to podobnie tworzymy baze B) kazdej podprzestrzeni
wlasnej Va (). Jesli liczebnosé zbioru B = (J{B) : A € spec(A)} jest mniejsza od k, to macierz nie
jest diagonalizowalna. W przeciwnym za$ razie jest, a macierz S, ktorej kolumnami sg wektory zbioru
B, ma te wlasnoéé, ze STAS jest macierza diagonalng. Ostatniego iloczynu nie musimy wyliczaé:
na i—tym miejscu jego przekatnej stoi warto$¢ wtasna, odpowiadajaca i—tej kolumnie macierzy S,
patrz wniosek 1 w §1.3. [J

Umiemy wiec zbadaé, czy dany operator jest diagonalizowalny, a gdy jest, to umiemy wskaza¢ baze
diagonalizujaca. Podobnie umiemy rozstrzygnaé, czy diagonalizowalna jest dana macierz A, a gdy
jest, to wskazaé zaréwno podobng do niej macierz diagonalng D , jak i macierz S taka, ze STTAS = D.
Czy jednak diagonalizacja jest mozliwa, dowiadujemy sie w obu przypadkach dopiero po (na ogot
niewykonalnym) wyznaczeniu widma. W nastepnym paragrafie poznamy ogolne twierdzenia, ktore
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bez znajomosci widma umozliwia rozpoznanie diagonalizowalnosci pewnych macierzy i operatoréow

(ale tylko dla F € {R,C}).

Uwaga 5. Z przykladu 2 i ponizszego zadania 2b) wynika réownowazno$¢ warunku c) twierdzenia z
nastepujacym, tatwiejszym do sprawdzenia:

¢)’” Wielomian xj rozktada sie nad cialem skalaréw czynniki liniowe i wymiar kazdej podprze-
strzeni wlasnej V7, () jest rowny krotnosci A jako pierwiastka wielomianu yi.

Uwaga 6. Gdy macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej D, to na przekatnej macierzy D
wystepuja pierwiastki wielomianu x ,, kazdy powtorzony tyle razy, ile wynosi jego krotnosé. (Patrz w
§1.4 zadanie 2 i twierdzenie 1.) Macierz D jest wiec przez A wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia
do kolejnosci wyrazow przekatnej. Macierzy ustalajacych podobienistwo A do D istnieje jednak wiele.

Podajmy przyktady ilustrujace powyzsze wyniki.

1 2 3
Przyktad 3. Niech A = | 0 4 5 |. Wowczas spec(A) = {1,4,6}, skad macierz A jest na mocy
0 06

wniosku 1 podobna do macierzy diagonalnej, ktorej przekatna ztozona jest z wszystkich elementow
spec(A), np., do macierzy D = diag(1,4,6). Réwnosci ST'AS = D czyni zado$¢ macierz S, kto-
rej kolumnami sg wektory wlasne odpowiadajace, kolejno, wartosciom wtasnym 1,4,6. (Cwiczenie:
wyznaczy¢ je.) O

Przyktad 4. Niech A € M, bedzie macierza o wszystkich wyrazach rownych 1. Jej wartosci wtasne
mozna znalezé¢ nie wyliczajac wielomianu charakterystycznego. Mamy bowiem Av = A\v & v+ ...+
vy = vy dlad = 1, ...k, wiec jeSi Av = Avi X # 0, towv = ... =1, codaje N =k iVa(k) =
F(1,...,1); baze zas przestrzeni Va (0) tworzy uktad fundamentalny rownania v, ... +v, = 0, za ktory
mozemy obra¢ (—1,1,0,...,),(-1,0,1,0,...,0),...,(—1,0,...,0,1). Stad dimV (k) = 1,dim V,(0) =
k — 1. Warunek c) twierdzenia 1 jest wiec spelniony, a dla macierzy S, ktorej kolejnymi kolumnami
sa wektory (1,...,1),(=1,1,0,...,0),...,(=1,0,...,0,1), zachodzi ST*AS = diag(k,0,...,0). (Daje to
tez xa = (—x)* 1k — x); dlaczego?)

Zadania.

1. Gdy A = diag(A1, As), to Va(A) = Va,(A) X Va,(N) 1 ogolniej VA(A) = VA, (A) X -+ X Vi (N)
dla A = diag(Ay, ..., A,).

2. a) Gdy operatory K € L(V), L € L(W) sa podobne i A € F, to dim(Vx (X)) = dim(VL(N)); co
wiecej, wtedy S(Vi (X)) = Vi,(\) dla kazdego izomorfizmu S : V' — W takiego, ze L = SKS™!.
b) Gdy wiec A jest macierzg operatora K € L(V') w pewnej bazie V przestrzeni V', to spec(K) =
spec(A) oraz dim(Vi(N)) = dim(Va () dla A € spec(K).

3. Gdy (v, ..., vi) jest baza przestrzeni V, ztozona z wektorow wlasnych operatora L € L(V), to
te z wektorow v;, ktore odpowiadaja danej wartosci wlasnej A, tworza baze przestrzeni Vi ().

Zadanie uzupetniajace 1. Rozpatrzmy przestrzeri C*°(R) funkcji posiadajacych wszystkie pochodne.
a) Dowies¢, ze funkcja exp(At) jest wektorem wlasnym operatora rozniczkowania f +— Df, za$
funkcja sin(At) jest wektorem wlasnym operatora f — D?f.
b) Wywnioskowa¢, ze gdy A; # A; dla i # j, to funkcje sin(A?), ..., sin(\,t) sa liniowo niezalezne,
podobnie jak funcje exp(Ait), ..., exp(Ant).

Zadanie uzupelniajace 2. Niech operator L € L(V) spelnia warunek L? = [,. Zakladamy tez, ze
F=CidimV < oco. Udowodni¢, ze operator ten jest diagonalizowalny, a kazda jego wartosé¢ wtasna




VI-11 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2010)

jest pierwiastkiem z jedynki. Uogélni¢ na przypadek L* = I;,. (Wskazowka: uzyteczne moze okazad
sie zadanie 6 w §1.2.2.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: od 1 do 5, od 13 do 18 oraz 9, 20 i 21 w §I1.3.2.

2. Sformulowanie twierdzenia Jordana i jednoznacznos$é postaci Jordana.

Definicje. Klatka Jordana, odpowiadajacg wartosci A\, nazywamy macierz kwadratowa, ktorej
wyrazy na przekatnej sa réwne A\, wyrazy bezposrednio pod nig réwne 1, a pozostate 0. Gdy klatka
jest rozmiaru s X s, to oznaczamy ja przez J(A, s):
A 0

1 A
JAL) =) e My(F) 1 J(N,s) = 1 € M (F) dla s > 2.

Y
0 1 A

Macierza Jordana nazywamy macierz postaci diag(Jy, ..., J;), gdzie kazda macierz J; jest klatka
Jordana. (Rozne klatki moga odpowiada¢ réznym wartosciom, lecz moga i tym samym. Moga mie¢
tez rozne lub te same rozmiary.)

Macierze te odgrywaja wazna role ze wzgledu na

Twierdzenie 1 (C. Jordana). Niech L € L(V), gdzie V' # {0} jest przestrzeniq wektorowq nad
ciatem F. Jesli wielomian charakterystyczny xp operatora L rozktada sie nad F na iloczyn wielomia-
now liniowych, to istnieje baza B przestrzeni V' taka, ze [L]g jest macierzq Jordana. (Jak wszedzie
zaktadamy, ze dimV < c0.)

Baze, o ktorej mowa w tezie, nazwiemy baza Jordana dla operatora L, a macierz [L]z — ma-
cierza Jordana operatora L.

Uwaga 1. Warunek rozktadalnosci wielomianu x jest dla istnienia bazy Jordana konieczny. Istot-
nie, wielomiany charakterystyczne operatora L i macierzy [L]g sa identyczne, a drugi z nich jest
iloczynem czynnikéw liniowych, bo [L]s jest macierza trojkatna. (Patrz zadanie 2 w §1.4). Gdy
F = C (ogodlniej: gdy ciato F jest algebraicznie domkniete), to kazdy operator spelnia ten warunek.

Gdy twierdzenie 1 i uwage 1 zastosowaé wraz z wnioskiem 1 w §1.3 do przeksztalcenia La, o
zadanej macierzy A € My (FF), to otrzymamy rownowazne im

Twierdzenie 1°. Macierz A € M (F) wtedy i tylko wtedy jest nad F podobna do pewnej macierzy
Jordana J, gdy wielomian xa rozktada sie nad F na iloczyn czynnikow liniowych.

Powyzsza macierz J (gdy istnieje) nazywamy postacia Jordana macierzy A.

Dowdd twierdzenia 1 podamy w punktach 4 i 5; az do p.4 zaktadamy jego prawdziwosé. Obecnie
zajmiemy sie zbadaniem wlasnosci macierzy Jordana i jednoznacznosci macierzy [L|s z twierdzenia 1.

Zadanie 1. i —ta kolumna n—tej potegi J(0, s)™ macierzy J(0, s) jest €4, dla i < s —n oraz 0 dla
pozostalych wartosci ¢ < s. (Patrz zadanie 2 w §11.2.1.) Wobec tego, wymiar przestrzeni kolumn
macierzy J(0, s)" jest rowny max(s — n,0).

Whiosek 1. Gdy K = J(u, s), to dla A € F in € N mamy tk(K — AXI)"! — k(K — \I)" = 1 jesli
A= in<s, aw przeciwnym razie k(K — AXI)"~! — rk(K — A\I)" = 0.
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Dowod. Gdy A # p, to macierz K — Al jest nieosobliwa, skad rk(K — AI)™ = s dla kazdego m — co
daje odpowiednig czes¢ tezy. Gdy zas A = p, to K — AI = J(0, s) i pozostaje skorzystaé¢ z zadania.

Twierdzenie 2. Niech macierz Jordana J bedzie podobna do danej macierzy A. Dla A € F oraz
n € N oznaczmy przez p,(\) (odpowiednio: przez qn,(N)) liczbe tych jordanowskich klatek macierzy J,
ktore odpowiadajg wartosci \ i majg stopienn > n (odpowiednio: sq stopnia n). Wowczas

Pu(N) = 1k(A — A" ' — 1k(A — AI)" i gu(A) = k(A — AI)" ' — 2rk(A — ALI)" + k(A — AI)™*1,

Réwnowazne sformutowanie: gdy J jest macierzq Jordana operatora L, to powyzsze liczby p,(N\) i
qn(N) wyrazajq sie analogicznymi wzorami, z A zmienionym na L.

Dowdd. Udowodnimy wersje operatorowa; macierzowa jest jej konsekwencja dzieki stwierdzeniu 1 w
§1.3. Ustalmy n € N i niech J bedzie suma zewnetrzng klatek Jordana K, ..., K;. Dlam =n,n —1
macierz (J — AI)™ jest wtedy suma zewnetrzna klatek (K; — AIL;)™, a takze jest macierza operatora
(L — A\J)™ w pewnej bazie, wobec czego tk(L — A\I)™ = 1k(J — AXI)™ = 7! rk(K; — AI)"™. Stad
k(L — A"t —1k(L — A" = S0, (bk(K; — AI)" ™ — rk(K; — A\I)"). Na podstawie wniosku 1,
pod znakiem sumy pojawiaja sie procz zer tylko jedynki, ktorych jest p,(A). To konczy dowdd, bo
ponadto ¢,(A) = pa(A) — paa1(A). O

Whniosek 2. Macierz Jordana operatora L i posta¢ Jordana macierzy A jest przez L czy A wyzna-
czona jednoznacznie z doktadnosciqg do kolejnosci klatek Jordana.

Dowod. Macierz czy operator wyznaczaja wszystkie liczby ¢,(A) (A € F,n € N). O

Uwaga 2. By wskaza¢ macierz Jordana J operatora L, wystarcza zna¢ liczby ¢, () dla n < dim(V)
i A € spec(L). (Klatki Jordana macierzy J odpowiadaja bowiem pierwiastkom wielomianu xj = x,
i sa rozmiaru < dim(V').) Dla malych n, wystarczajace do wyznaczenia J moze by¢

Zadanie 2. Niech J(A, s1),J(\, s2), ..., J(A, s;) beda tymi klatkami jordanowskimi macierzy Jordana
operatora L, ktore odpowiadaja wartosci . Dowiesé, ze

a) t jest wymiarem przestrzeni wlasnej V().

b) ny := s1 + ... + s; jest krotnoscia A jako pierwiastka wielomianu y;,

¢) liczba my = max; s; (wskazujaca rozmiar najwiekszej sposrod wymienionych klatek) jest rowna
inf{n : rk(A — A\I)" = rk(A — AXI)"*!}

Cwiczenie. Niech operator L € L(V) i baza vy, ..., v4 przestrzeni V maja nastepujace whasnosci:
L(v1) = va, L(vy) = avi+bva+cevs oraz L(v;) = 0dlai = 2,3. W zaleznosci od wartosci parametrow
a,b, c wyznaczy¢ macierz Jordana tego operatora. (Wskazowka: wypisa¢ obrazy wektorow v; przy
L? iprzy L3.)

Cwiczenie. Jaka jest posta¢ Jordana macierzy J(0,n)%?

Wnhniosek 3. Niech macierze A,B € M (F) majqg wspolny wielomian charakterystyczny xa = xs,
rozktadajgcy sie nad F na czynniki liniowe. Do tego, by macierze te byty podobne nad F potrzeba
i wystarcza, by k(A — AXI)" = rk(B — AI)" dla n = 1,...,k i wszystkich \ bedgcych pierwiastkami
wielomianu xa = XB-

Dowdd. Zaldézmy, ze ostatni warunek jest spelniony. 7 twierdzenia Jordana wynika, ze A i B sa
podobne do pewnych macierzy Jordana J, i Jg, odpowiednio, a z uwagi 2 — ze Ja i Jg roznia sie
tylko kolejnoscia klatek Jordana, a wiec sa podobne. (Korzystamy tu z z koricowej czesci przyktadu
1 w §1.3.) W glad za nimi, podobne sa macierze A i B.

Odwrotnie, gdy macierze A i B sa podobne, to podobne sg tez macierze A — A\I i B — Al skad
rk(A — AI)" = 1k(B — AXI)" (A € F,n € N); por. zadania 112 w §1.2. [
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Uwaga 3. * Rezultaty dotyczace macierzy Jordana dostarczaja tez wartosciowych informacji o
diagonalizowalno$ci operatora czy macierzy. 1 tak:

a) Operator L wtedy i tylko wtedy jest diagonalizowalny, gdy jego wielomian charakterystyczny
X1 rozktada si¢ na czynniki liniowe i tk(L — AI) = rk(L — AI)?, dla kazdego A € spec(L). (Istotnie,
oba warunki sa réwnowazne temu, by macierz Jordana operatora L miata 0 klatek jordanowskich
stopnia > 2; patrz twierdzenie 2.)

b) Operator L jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy p(L) = 0 dla pewnego wielomianu
p bez pierwiastkow wielokrotnych. (Bedzie to trescia zadania 6 w p.3.)

Zadania uzupelniajace.

1. Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy dolnie trojkatnej, majacej na przekatnej wyrazy rowne A, zas
bezposrednio ponizej wyrazy niezerowe.

2. Udowodnié, ze jesli A jest macierza kwadratowa o wyrazach w ciele F € {R, C}, to macierze A i
A' s3 podobne nad F.

3. Niech k x k—macierz A bedzie postaci diag(Ky, ..., K;), gdzie kazda klatka K; jest trojkatna, o
,stalej” przekatnej (\;, ..., \;). Oznaczmy przez W; przestrzen zerowa macierzy (A — \;I)*. Dowies¢,
ze FF = @;W; i wymiar przestrzeni W; jest réwny rozmiarowi [; klatki K; (i = 1,...,s).

4. Niech L € L£(V) i wielomian y, rozklada si¢ nad cialem skalaréw przestrzeni V' na czynniki
liniowe: xr = [[_; (A — )™. W oparciu o poprzednie zadanie dowies¢, ze

V = @5_ W, oraz dim(W;) = n;, gdzie W; := ker(L — \1)*

Uwaga 4. * a) Zbior Wy := ker(L — M\I)* nazywany jest przestrzenia pierwiastkowa opera-
tora L, odpowiadajaca wartosci A; teza powyzszego zadania zas — twierdzeniem o rozktadzie na te
przestrzenie. Moze ono postuzy¢ do dowodu twierdzenia Jordana. (Tu przyjeto odwrotna kolejnosé.)

b) Przyjmijmy oznaczenia zadania 2c). Liczba dimker(L — AI)™ + rk(L — AI)™ nie zalezy od n,
wiec ker(L — AI)" C ker(L — AI)"*! dla n < my, oraz ker(L — A\I)" = ker(L — AI)"™ dlan > m,. A
ze my < k, to ker(L — \I)™ = W,, co ulatwia znalezienie przestrzeni pierwiastkowej W).

Zadania ze zbioru Kostrykina: 1, 2, 4, 5, 6, 10 w §I1.3.3.

3. Funkcje macierzy.

Latwo wyznaczy¢ wartos¢ wielomianu p na macierzy diagonalnej diag(Ay, ..., A\g): jest nia macierz
diag(p(A1), ..., p(Ax)). Podobnie wyznaczy¢ mozna p(A) gdy macierz A jest diagonalizowalna i znamy
macierz S taka, ze

A = Sdiag(\i, ..., \p)S™? (2)
Wtedy bowiem, na podstawie zadania 5a) z §1.2

p(A) = Sdiag(p(A1), ..., p(Ae))S ™ (3)

Poniewaz {1, ..., \x} = spec(A), wiec dla py, po € Flx] zachodzi:

gdy pi(A) = p2() dla kazdego A € spec(A), to pi(A) = pa(A). (4)

Uwaga 1. Zaltozenie diagonalizowalnosci jest istotne!
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18

Cwiczenie. Gdy a, b, ¢ sa réznymi pierwiastkami stopnia 18 z 1, to =1

o O R
S SN
O =~ W

Niech teraz f : spec(A) — F bedzie dowolng funkcja. Poniewaz spec(A) jest zbiorem skoniczonym,
wiec istnieja wielomiany p € Flz] takie, ze p(A) = f(A) dla wszystkich A € spec(A). Wielomianow
takich istnieje wiele, lecz wartos¢ p(A) jest dla nich wspdlna, na mocy (4). Uzasadnia to celowos¢
nastepujacej definicji:

Definicja i uwaga. Dla diagonalizowalnej macierzy A obierzmy przedstawienie (2) dowolnie i przyj-
mijmy

f(A) :=Sdiag(f(\), ..., f(Ax))S™" dla f : spec(A) — TF. (5)

Lewa strona jest niezalezna od uzytego przedstawienia (2) i jest rowna p(A), dla kazdego wielomianu
p € F[z] takiego, ze p(\) = f(A) dla wszystkich A € spec(A). Z (5) wynika, ze macierz f(A) jest
diagonalizowalna. Nazywamy ja wartodcia funkcji f na macierzy A.

Cwiczenie. a) Wyznaczy¢ sin(A) oraz e dla macierzy A z przykltadu 3 w p.1.

0 a ) (Wskazowka: diagonalizacji doko-

b)* Wyznaczyé¢ e® dla macierzy rzeczywistej A = ( —a 0

na¢ nad C, skorzysta¢ ze wzoréw Eulera.)

Zadanie 1. Dla diagonalizowalnej macierzy A € My(F) i funkcji f, g : spec(A) — F,

a) (af +bg)(A) =af(A)+bg(A) dlaa,beF.

b) (f9)(A) = f(A)g(A), skad f(A)g(A) = g(A)f(A) oraz (1/g)(A) = (9(A))™" gdy 0 ¢
g(spec(A)).

c) f(CAC™!) = Cf(A)C™! dla kazdej macierzy nieosobliwej C € My(TF).

d) spec(f(A)) = f(spec(A)).

e) h(f(A)) = (ho f)(A) dla kazdej funkcji h : f(spec(A)) — F.

f) f(A) = >0 A" dla pewnych ¢, ...,c; € F, wobec czego f(A)B = Bf(A) dla macierzy
B € M (F) takich, ze AB = BA.

g) Gdy F = C i ciag funkcji f, : spec(A) — C jest zbiezny do f, to f,(A) — f(A), tzn. wyrazy
macierzy f,(A) sa zbiezne do odpowiadajacych im wyrazoéw macierzy f(A).

h) Gdy F = C i macierz A jest unitarnie podobna do diagonalnej, to (f(A))* = f(A). W
szczegolnosci, zachodzi wowezas A* =57, c; At dla pewnych co, ..., c, € C.

Rozszerzymy teraz te wyniki na przypadek niediagonalizowalnej macierzy A. Dla uproszczenia
zakltadamy, ze F € {R, C}. Wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1. Niech macierze Xo, X € My(F) bedg przemienne (tzn. XoX = XXg). Wowczas dla
kazdego wielomianu p € Flz| prawdziwy jest wzor Taylora, w ktorym D"p oznacza n—tq pochodng
wielomianu p (w tym D"p =0 gdy n > deg(p) ):

p(Xp + X) = 3 PPl )

n=0

Dowod. Zbior W tych wielomianéw p, dla ktorych réwnosé (6) ma miejsce, jest zamkniety wzgledem
dodawania wielomianéw i mnozenia ich przez skalar. Poniewaz wielomiany 1,z,z?%, ... rozpinaja
liniowo F[x], wigc pozostaje dowiesé, ze naleza one do W. Jednak gdy p = !, to z przemiennosci X,
i X otrzymujemy tatwo p(Xy 4+ X) = Zl (i)Xé‘”X", i pozostaje skorzysta¢ z tego, ze %D”p =

n=0
(i)xl*” dlan <l O
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Wniosek 1. Wartosé p(J(A,s)) wielomianu p na klatce Jordana J(X,s) jest macierzq dolnie trdj-
kgtna, w ktorej na przekgtnej stojg wyrazy rowne p(X), bezposrednio ponizej nich — wyrazy réwne
(Dp)(N\) /1!, ponizej—wyrazy (D*p)(N\)/2! itd, az do wyrazu (D*"'p)(N\)/(s—1)!, znajdujgcego sie w le-
wym dolnym rogu. W szczegdlnosci, macierz p(J(\, s)) zalezy tylko od wartosci p(\), (Dp)(A), ..., (D*71p)(N).

Dowo6d. Wynika to ze wzoru (6), przy Xo = A\, X = J(0, ), i zadania 1 w p.2. O

Uwaga 2. Gdy S™!AS = diag(Jy, ..., J;), gdzie J; sa klatkami Jordana, to p(A) = Sdiag(p(J1), ..., p(J¢))S™1,
a wartos¢ p(J;) dla kazdej klatki J; wyznaczy¢ mozna w oparciu o wniosek. Macierz p(A) za-

lezy wiec tylko od wartosci (D7p)(A), dla A € spec(A) i j € {0,...,my — 1}, gdzie my to roz-

miar najwiekszej sposrod klatek J;, odpowiadajacych wartosci A. (Z zadania 2c) w p.2 wynika, ze

my = inf{n : k(A — \XI)" = k(A — A\I)""'}.)

Uwaga 3. Przyjmijmy oznaczenia uwagi 2, lecz niech dodatkowo specs(A) C R gdy F = R. Funkcje
skalarnag f nazwiemy A-—dopuszczalna, jesli jest ona okreslona na pewnym otoczeniu Uy widma
spec(A) w F i ma w kazdym punkcie A € spec(A) pochodne (Df)(N), ..., (D™ f)(A). (Przy F =C
chodzi o pochodne zespolone.) Dla kazdej takiej funkeji definiujemy macierz f(A) nastepujaco:

x gdy A = J(\, s) jest klatka Jordana, to f(A) jest dolnie trojkatna macierza opisana we wniosku
1, z p zamienionym przez f;

* gdy ST'AS = diag(Jy, ..., J;) i J; to klatki Jordana, to f(A) = Sdiag (f(J1),..., f(J¢)) S7L.

Wynik jest niezalezny od uzytej macierzy S i kolejnosci klatek Jq,...,J;, bo f(A) = p(A) dla
dowolnego wielomianu p takiego, ze D'p(\) = D? f(\) dla A € spec(A) 10 < j < my. (Wielomiany
takie istnieja, nawet stopnia < k, por. zad. uz. 4 w §I11.5.1.) Jak w czesci g) zadania 1 przekonujemy
sie, ze gdy (fn)S2, jest ciagiem funkcji A-dopuszczalnych i D'f, (A) — D'fo(\) dla A € spec(A) i
0 <i<my to fr(A) — fo(A). Dla przyktadu, macierz e® obliczona zgodnie z ta definicja jest
zarazem granica ciggu I+ A + ...+ S A", (Dlaczego?)

Cwiczenie. Obliczy¢ e® dla A = J(2,3).

Zadanie 2. * Udowodni¢, ze iloczyn A-dopuszczalnych funkeji f1, fo tez jest funkcja A-dopuszczalna
i(fi-f2)(A) = fi(A)fa(A). Rowniez inne czesci zadania 1 sa shuszne po podobnych zmianach.
(Wskazowka: dla pewnych p; € F|x] zachodzi p;(A) = f;(A), Poréwna¢ pochodne fi fa i p1ps.)

Zadania uzupeiajace. (W zadaniach 1 i 2 zacza¢ od macierzy Jordana.)

1. Dla kwadratowej macierzy zespolonej A dowiesé, ze lim,, .., A" =0 < |A| < 1 dla X\ € spec(A).

2. Niech wielomian charakterystyczny macierzy A € My(F) rozklada sie nad F na czynniki liniowe:

Xa = (M —2)...(A\g — ), gdzie A\, ..., A\, € F. Dowies¢, ze dla kazdego wielomianu p € F[z] mamy
Xpay = (P(A1) = @)...(p(Me) — 2); w szezegolnosel, tr(p(A)) = 3-, p(Ni) oraz det(p(A)) = [T, p(\).
Wywnioskowad, ze det(e) = e (tu F = R).

3. Dowies¢, ze dla A € My(F) i p € Flz] zachodzi p(A) = r(A), gdzie r to reszta z dzielenia p
przez xa (lub z dzielenia przez wielomian c taki, ze ¢(A) = 0). Wywnioskowac, ze gdy A € My (R)
jest macierza ortogonalna o dodatnim wyznaczniku, to tr(A!%) mozna wyrazi¢ przez tr(A).

4. a) Dowies¢, ze macierz zespolona, ktorej wszystkie wartosci wlasne sg dodatnie, jest kwadratem
pewnej macierzy o takiejze wlasnodci.

b)* Dowies¢, ze mozna wyzej zastapic¢ ,pewnej” przez ,,jedynej”. (Wskazowka: zbior rozwazanych
macierzy oznaczmy przez P. Dowiesé, ze funkcje P 5 A — A%2i P 3 A — VA maja wartosci w P i
sa wzajemnie odwrotne.)

5. Dla wielomianu p € F[z] i macierzy A € M (F), ktorej wielomian charakterystyczny rozktada
sic nad I na czynniki liniowe, dowie$¢ rownowaznosci warunkow:
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a) p(A) = 0;

b) (Dip)(A\) =0 dla A € spec(A) 10 < j < my — 1 (liczby my zdefiniowano w uwadze 2);

¢) wielomian p jest podzielny przez ¢ := HAESpeC(A) (x — A)™
Uwaga 4. * Powyzszy wielomian ¢ nazywamy wielomianem minimalnym macierzy A; ma on
najnizszy stopien sposrod wszystkich, ktore zeruja sie na A. Poniewaz g|xa, patrz zadanie 2 w p.2,
wiec otrzymujemy twierdzenie Cayley’a—Hamiltona: ya(A) = 0 dla kazdej zespolonej macierzy
kwadratowej. (Inny dowod bedzie w zad. uz. 6 w p.4.)

6. Udowodni¢ czesé ¢) uwagi 3 z p.2.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 3, 17, 18, 19, 20, 43, 45 w §IL.3.3.

4. Podprzestrzenie niezmiennicze (przygotowanie do dowodu twierdzenia Jordana).

Niech L bedzie operatorem na przestrzeni wektorowej V.

Definicja. a) Podprzestrzeni Vj przestrzeni V nazwiemy L—niezmiennicza, jesli L(Vy) C V5.
b) Na podprzestrzeni takiej, L wyznacza operator Ly € L(Vp), zadany wzorem Lg(v) = L(v) dla
v € Vp. Oznaczamy go Ly, i nazywamy operatorem indukowanym przez L na Vj.
c) Gdy V = F* i L = L, dla pewnej macierzy A € M,(F), zamiast o podprzestrzeni L,—
niezmienniczej méwimy o A—niezmienniczej.

Przyktad 1. Kazda podprzestrzeri wlasna operatora L jest L-niezmiennicza. Gdy L jest obrotem
przestrzeni euklidesowej R3, to o§ obrotu i plaszczyzna ortogonalna do niej sa L-—niezmiennicze.
Operatory indukowane to homotetia, identycznosé i obrét ptaszezyzny, odpowiednio. B

Uwaga 1. a) Gdy podprzestrzestrzeni U jest L-niezmiennicza i jej baze U = (u;);_, rozszerzy¢ do
bazy V = (uy, ..., us, W1, ..., Wy) calej przestrzeni, to macierz [L], mozna rozbi¢ na 4 klatki, z ktorych

lewa goérng klatka jest macierz [Lo)y operatora indukowanego Lo := Ly, a lewa dolna klatka jest
zerowa. (Wynika to z definicji macierzy [L]y.)
b) Gdy zas baza V przestrzeni V jest postaci (uy, ..., up, Wi, ..., W,), gdzie U = (uy,...,u,) i

W = (wi,...,w,) sa bazami podprzestrzeni L-niezmienniczych , to [L]y, = diag(A,B) dla pewnych
klatek A € M,,B € M, (réwnych [Liyly i [Ljw]w, odpowiednio). Implikacja odwrotna tez ma
miejsce, i tak samo jest przy rozbiciu V na wieksza liczbe baz podprzestrzeni niezmienniczych.

Zadanie 1. Niech L € £(V'). W oparciu o uwage 1 dowies¢, ze:

a) Wielomian charakterystyczny operatora, indukowanego przez L na podprzestrzeni niezmien-
niczej, jest dzielnikiem wielomianu yy.

b) Gdy zas V = Vi @ V] i podprzestrzenie V; sa L—niezmiennicze, to x1 = Xr, - X1,, gdzie L;
oznacza operator indukowany przez L na podprzestrzeni V.

Stwierdzenie 1. Gdy operator L € L(V) jest osobliwy, to istniejq podprzestrzenie L—niezmiennicze
U i W takie, 2¢ U W =V, W £V i L¥U) = {0} dla k = dimV. Ponadto, mozina przyjaé
U := ker(L*) i zqdaé, by LOW) =W

Dowéd. Skoro V O L(V) D L*(V) D ..., to dim L™(V) = dim L™ (V) dla pewnego n < k. Woéwczas
dla W := L™(V') zachodzi L(W) = W i wobec tego L¥(W) = W. Stad WNU = {0} dla U := ker(L*);
a ze ponadto dimker(L¥) + dimim(L*) = dim V', wigc V = U & W. (Patrz twierdzenia 1 w §I1L.5.1
i w §I11.6.2.) Pozostaje zauwazy¢, ze W # V, bo U = ker(L*) # {0} wobec osobliwosci L. [J

Zadanie 2. a) Jesli Vj D im(L) lub V; C ker(L), to podprzestrzen V; jest L-niezmiennicza.
b) Podprzestrzeri L—niezmiennicza jest i p(L)-niezmiennicza, dla p € F[z].
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c) Niech K,L € £(V)i KL = LK. Gdy podprzestrzeni V; jest L-niezmiennicza, to K (V}) i
K~Y(Vp) tez sa takie. W szczegolnosci, L-niezmiennicze sa ker(K), im(K), czy ogolniej podprze-
strzenie ker(p(K)) i im(p(K)), dla p € F[x], w tym podprzestrzenie wlasne operatora K.

Zadania uzupelniajace.

1. Niech J bedzie klatka Jordana stopnia k. Dowie$¢, ze jedynymi J —niezmienniczymi podprze-
strzeniami przestrzeni F* sa {0} i przestrzenie V; = lin(e;, ..., e;), 1 <i < k. (Wskazéwka: uproscié
sobie zadanie odejmujac od macierzy Al.)

2. Niech W bedzie przestrzenia niezmiennicza diagonalizowalnego operatora L € L(V).

a) Udowodnié¢, ze gdy V = @,V jest rozkladem na podprzestrzenie wtasne operatora L, to
W = @&\(W N Vy). (Wskazowka: nalezy dowies¢, ze gdy > , vy € W dla pewnych vy € Vj, to
vy € W VA, Wykorzysta¢ dowod stwierdzenia 2 z p.1.)

b) Wywnioskowa¢, ze operator indukowany Ly jest diagonalizowalny, i ze V. = W @ W' dla
pewnej L-niezmienniczej podprzestrzeni W' C V.

3. Niech L € L(V), gdzie xp, rozklada si¢ na czynniki liniowe, i niech L' := Lyy» € L(V’) dla pewnej
L-niezmienniczej podprzestrzeni V! C V. Dlan € Ni X\ € F dowies¢, ze:

a) liczba rk(L"1) — rk(L") jest réwna dim (ker(Lpn-111)).

b) pn(A) > pl(N), gdzie obie strony maja to znaczenie, co w tw.2 z p.2.

c)* Czy zawsze ¢,(\) > ¢,,(A\)? (Nie znam odpowiedzi.)

4. * a) Dowies¢, ze gdy {L;}ier C L(V) jest przemienna rodzing diagonalizowalnych operatoréw, to
istnieje baza przestrzeni V', diagonalizujaca kazdy z nich.

b) Wywnioskowaé, ze gdy dwie przemienne macierze zespolone sa diagonalizowalne i maja tylko
nieujemne wartosci wtasne, to ich iloczyn tez jest taki.

5. * Niech operatory L; € L(V) (i € I) beda przemienne, przy czym pewien z nich ma wektor
wlasny. Dowiesé, ze:
a) Istnieje (wspolny) wektor, wlasny dla kazdego operatora L;.
b) V.= U @ W dla pewnych roznych od V podprzestrzeni U, W, ktoére sa L;—niezmiennicze dla
kazdego i € I.

6. * Ustalmy operator L € £(V') i niezerowy wektor v € V.

a) Dowie$¢ istnienia liczby s € N i skalaréw ¢y, ..., ¢, takich, ze L¥T1(v) = Y7 ;L (v).

b) Dowies¢, ze jesli co, ..., ¢s jest najkrotszym z takich ciagoéw (tzn. liczba s jest najmniejsza z
mozliwych), to v, L(v), ..., L*(v) jest baza L-niezmienniczej podprzestrzeni Vp, a wielomian charak-
terystyczny p indukowanego operatora Ly € L(Vp) jest rowny z5T! — >io c;x' i spelnia warunek
p(L)(v) = 0. (Por. przyktad 2 w §IV.3.1.)

¢) Wywnioskowaé, ze xr(L)(v) = 0 i wobec tego x(L) = 0, por. uwage 4 w p.3.

7. * Udowodnié, ze kazdy operator L € £(R¥) ma podprzestrzen niezmiennicza wymiaru 1 lub 2.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 7, 31 i 32 w §11.3.2.

5. Dowdd twierdzenia Jordana

Potrzebne beda definicja i lemat.

Definicja. Macierz kwadratowa B jest nilpotentna, jesli B" = 0 dla pewnego k; analogicznie,
operator L € L(V) jest nilpotentny, jesli L™ = 0 dla pewnego n € N.
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Lemat 1. Niech operator L € L(V), gdzie V' # {0}, bedzie nilpotentny. Wowczas istnieje baza V
przestrzeni V' taka, ze macierz [L]y jest postaci diag(Jy, ..., J;), gdzie J; to klatki Jordana, odpowia-
dajgce wartosci 0.

Udowodnimy wpierw twierdzenie Jordana (=tw. 1 z p.2), przyjmujac lemat za prawdziwy.

Dowdd twierdzenia Wykorzystamy indukcje wzgledem liczby k& = dim V', dzielac krok indukcyjny na
2 czesci. (Gdy k = 1 nie ma czego dowodzié.)

a) Zalozmy dodatkowo, ze det(L) = 0. Na podstawie stwierdzenia z p.4 istnieje rozktad V =
U @ W na L-niezmiennicze podprzestrzenie U, W C V takie, ze L¥(U) = {0} i dim W < k. Z lematu
wynika istnienie bazy Jordana dla indukowanego operatora U — U, a z zalozenia indukcyjnego —
istnienie jej dla indukowanego operatora K € L(W). (Korzystamy z tego, ze wielomian xx dzieli xy,
wiec rozktada si¢ na czynniki liniowe.) Lacznie wzicte, bazy te daja baze Jordana dla operatora L.

b) Gdy det(L) # 0, to zalozenie z a) stosuje sie do operatora L' = L — A\, gdzie A jest dowolnym
pierwiastkiem wielomianu x; patrz uwaga 1 w §1.4. Istnieje wiec baza Jordana dla L’. Jest ona
zarazem baza Jordana dla operatora L = L' + X, bo J(u,s) + Xl =J(p+ A, s) dla A, u € FiseN.

Dowdd lematu.* Dla unikniecia zbednych indekséw stworzymy pewna baze nieuporzadkowana A,
a potem ja uporzadkujemy. Sa wiec 2 kroki (zasadniczy jest pierwszy):
a) Dowiedziemy istnienia bazy A przestrzeni V' takiej, ze L(A) C AU {0} oraz

gdy L(v) = L(w) # 0, gdzie v,w € A, to v =w. (7)

Wyjasnijmy wpierw sens tych warunkéw. Kazdy wektor a € A\L(A) wyznacza ciag Va = (a, L(a), ..., L%(a)),
gdzie d := max{s : L*(a) # 0} < oo (bo L jest nilpotentny). Ciag ten nazwiemy strumieniem, ze
zrédlem a i ujsciem L%(a). Skoro L(A) C AU {0}, to strumien sktada sie z wektorow zbioru A.
Warunek (7) oznacza, ze strumienie o roznych zrodtach (zawsze z A\ L(A)) sa roztaczne. (Dlaczego?)

Do konstrukeji bazy A wykorzystamy indukcje wzgledem liczby n := inf{i € N : L' = 0}. Gdy
n=1,to L =01 A moze by¢ dowolna baza. Dla n > 1 rozwazamy operator Ly : L(V) — L(V),
indukowany przez L na L-niezmienniczej podprzestrzeni L(V). Poniewaz L}~ = 0, wiec z zalozenia
indukcyjnego istnieje baza B przestrzeni L(V'), spelniajaca zadane warunki przy A zastapionym
przez B. Wykorzystujac to, ze B C L(V'), obierzmy dla kazdego b € B pewien wektor b e L7 (b),
tak, by b € B gdy b € L(B). Wobec (7), wybér b jest dla b € L(B) jedyny.

Rozszerzmy zbior B N ker(L) pewnym zbiorem Zy do bazy Z przestrzeni ker(L). Z lematu 1 w
§I11.5.1 wynika, ze ponizszy zbior A jest baza przestrzeni V:

A:=ZU{b: be B}.

Jednak, w §lad za B, zbiér A tez rozpada si¢ na rozlaczne strumienie: sg nimi strumienie o Zrédtach
w {b:b e B\ L(B)}, procz zrodla plynace w B, oraz strumienie o zrodtach w Z; (te sktadaja sie
tylko ze zrodta).

b) Uporzadkujemy teraz baze A. Jak odnotowalismy, A rozpada sie na roztaczne strumienie
Vi = (a;, L(a;), ..., L%(a;)), gdzie a; przebiega zbior A\ L(A) wszystkich zrodel. Za V obierzmy zbior
A uporzadkowany tak, by jako poczatkowe wystepowaly kolejne wyrazy strumienia V;, jako nastepne
— kolejne wyrazy strumienia Vs itd. Jest oczywiste, ze [L],, = diag(J(0,d; +1),J(0,d2 + 1), ...). O

Zadanie uzupetniajace 1. Dowiesé, ze gdy A € Mi(F) i A" =0, to rk(A) < k — k/n.
Zadania ze zbioru Kostrykina: 18, 20, 25, 26 w §1.4.3.
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6. Znajdywanie bazy Jordana.

Niech V = (vi,...,vy) bedzie baza Jordana dla operatora L € L(V). O wektorze v; tej bazy
powiemy, ze odpowiada wartosci A, jesli A jest i—tym wyrazem przekatnej macierzy [L]y. (Nie musi
to by¢ wektor wtasny, odpowiadajacy \.)

Uwaga 1. Dowdd twierdzenia Jordana wskazuje, ze baze Jordana dla operatora L konstruowac
mozna nastepujaco. Obierzmy A € spec(L) dowolnie; zastepujac L przez L — A\l mozemy zalozy¢, ze
A = 0. Niech V = U@ W bedzie rozktadem, o ktérym mowa w stwierdzeniu 1 z p.4. Dowdd nakazuje
szukang baze przestrzeni V' utworzyé¢ przez polaczenie baz Jordana: U dla operatora Ly € L(U),
i W dla operatora Ly € L(W). Przy tym, wszystkie wektory bazy Jordana dla Ly odpowiadaja
wartosci 0, za$ zaden wektor bazy W tej wartosci nie odpowiada (bo Lyy jest izomorfizmem, skad
jego macierz Jordana nie ma zera na przekatnej). Po wyznaczeniu bazy U mozemy wiec zastepowac
L przez L — ul dla innych wartosci wlasnych p, by w ten sam sposéb wyznaczaé¢ wektory szukanej
bazy, odpowiadajace pozostalym wartosciom wtasnym.

Uwaga 2. * Przyjrzyjmy sie, jak ostatecznie konstruowaé¢ mozna wektory bazy U. Dla malych
wartosci dim V' wystarczajaca moze byé¢ ta wlasno$é, ze U rozpada sie na roztaczne strumienie, w
liczbie rownej dim V(0). (Patrz zadanie 2 w p.2.) W ogdlnym przypadku przyjmijmy

Vi=L'(V)dlai=0,1,... oraz n = max{i: V; # Vi;1}

i niech A,, bedzie dowolna baza przestrzeni V,,Nker(L). Gdy znamy juz zbior A; wektorow przestrzeni
Vi, © < n, bedacy sumag roztgcznych strumieni, to

a) rozszerzamy A; Nker(L) pewnym zbiorem Z;_; do bazy przestrzeni ker(L) N V;_y;

b) znajdujemy, dla kazdego strumienia S = (v, L(v),... ) zbioru 4;, wektor v.e L~ (v) NV, 4, i
tworzymy strumien S = (v,v=L(V),... ).

Zbior A;_1 tworza strumienie S , gdzie S przebiega strumienie bazy A;, oraz strumienie {z}, z €
Z; 1. Twierdzimy, ze postepujac w ten sposob uzyskujemy na koniec szukana baze Jordana Ay = U
dla operatora Ly .

Istotnie, gdy operator L jest nilpotentny, wynika to wprost z dowodu lematu 1 z p.5. Gdy nie
jest, mozemy wyznaczy¢ U jak wyzej, lecz z V zastapionym przez U = ker(L¥), a L przez L.
Znajdywanie przestrzeni U i kolejnych U; = L'(U), oraz dokonywanie zastapien, jest jednak zbedne.
Gdy bowiem przyjac¢ V; = L*(V), to wobec L = Ljy® Ly, gdzie Ly jest izomorfizmem, otrzymujemy
Vi =U; @ W. Liczba n := max{i : V; # V;41} jest wiec rowna max{i : U; # {0}}. Poniewaz ponadto
ViNker(L) C U; i L™YU;41) NV; = U;, wigc podana recepta (bez zastepowania V; przez U; etc.) da
zawsze A; C U;, a na koncu otrzymamy szukang baze¢ Jordana Ay dla operatora L. [

Uwaga 3. * W b) mozna unika¢ rozwiazywania rownania liniowego L(x) = v, jesli kazdy element
bazy A; tworzy¢ tak, by znane byto jego przedstawienie w postaci kombinacji liniowej elementow
zbioru L'(G), gdzie G jest pewna baza przestrzeni V. (Gdy bowiem v = >~ cgL'(g), to L(V) = v
dlav =3 c5cal’ ' (g).)
Przyktad 1. * Niech V' bedzie przestrzenia wielomianéw rzeczywistych stopnia < 2 zmiennych z, vy, 2,
zas L € L(V) operatorem zadanym wzorem L(f) := % + g—i + % + % dla f € V. Mozna tez o
L mysle¢ jako o operatorze wyznaczonym tabela, w ktorej najwyzszym wierszu wypisano elementy
bazy przestrzeni V', za$ ponizej — ich obrazy przy kolejnych iteracjach operatora L (juz 2 najwyzsze
wiersze wyznaczaja L):

nr.0 1 =z y =z x? y? 22 ay Tz Yz

nr.l 0 1 1 1 2242 2y 22 z4+y x4+2 y+=2

nr.2 0 0 0 O 2 2 2 2 2 2

nr.3 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0
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Oznaczmy przez G; zbidr wyrazéow wiersza o numerze i. Za baze przestrzeni Vo = lin(G3) przyjacé
mozna Ay = {2}, przy czym 2 przedstawiamy jako kombinacje wyrazéow wiersza nr 2. Mozna n.p.
za piaty wspolezynnik kombinacji przyja¢ 1, a za pozostate 0; wtedy 2 = L(2z + 2). Nastepnie {2}
uzupetniamy do bazy przestrzeni ker(L) N'V;. Jak wida¢ z tabeli, przestrzenia Vi = lin(G1) jest zbior
wielomianow stopnia < 1, skad ker(L)NV} = {a+bz+cy+dz : b+c+d = 0}. (UwzgledniliSmy definicje
operatora L.) Jest to przestrzen wymiaru 3, a elementy zbioru rozszerzajacego {2} do jej bazy
obieramy tak, by utatwi¢ przedstawienie ich w postaci kombinacji liniowej wyrazéw wiersza nr.1; np.
przyjmujemy Z; = {x —y,r—z}. Baza A; przestrzeni V; jest suma strumienia {2z +2,2} i strumieni
{z —y}i{z—z}. By utworzy¢ Ay stwierdzamy, ze ,przodkiem” wektora 2z + 2 jest x? (tzn. L(z?) =
22+2), wektora z—y jest xy—y? (bo (z+y)—2y = L(zy)—L(y?)), a wektora z—z jest xz—2z%. Szukana
baza Ag przestrzeni V jest wiec suma strumieni {22, 22 +2, 2}, {zy—y?, v —y}, {xz— 22 x—2} i zbioru
Zy, takiego, ze tacznie z {2, x—y, x— 2z} tworzy on baze ker(L). Zgodnie z zadaniem .... mozna przyja¢
Zy = {2*—xy—xz+yz—2x,y* —xy—yz+xz, 22 —x2—y2+xy}. Baza Ay, po uporzadkowaniu, jest wiec
taka: (22,2042, 2;0y—y?, v—y; 22— 2%, 0 —2; 22 —vy—wz+yz—2x; Y —xy—yz+rz; 22 —x2—yz+ay),
gdzie $rednikami oddzielono strumienie bazy. ,Wytwarzaja’ one klatki Jordana stopni 3, 2, 2, 1, 1,
1, odpowiednio, odpowiadajace wartosci 0. Macierz operatora L w tej bazie ma wiec 100 wyrazow,
lecz tylko 4 rézne od 0: dwie jedynki w klatce stopnia 3 i po jednej w klatkach stopnia 2. [J

7. ** Uogo6lniona postaé¢ Jordana macierzy rzeczywistych.

Zalozenie rozktadalnosci wielomianu charakterystycznego na czynniki liniowe, zasadnicze dla p.1,
jest przy F = R spetnione tylko dla niektorych macierzy czy operatoréw. Podamy wersje twierdzenia
Jordana, stosowalna do dowolnej macierzy rzeczywistej. W tym celu dla A=a+bi € C\RiseN
oznaczmy przez JX(), 2s) macierz rzeczywista stopnia 2s, w ktorej wzdtuz przekatnej umieszczone
sa 2 x 2-klatki K(\) (patrz ponizej), pod kazda z nich, procz ostatniej —klatka jednostkowa I, za$
na pozostatych miejscach zera:

K()\) 0
L, K\
JE(N, 25) = I, . € My (R), gdzie K()\) := ( Z _ab )
o K(A)
0 I, K(\)

Uogo6lniong macierza Jordana nazwiemy macierz bedaca zewnetrzng suma klatek, z ktorych
kazda jest badZz klatka Jordana odpowiadajaca rzeczywistej warto$ci wtasnej, badz jest postaci
JE(X,2s) dla pewnych s e Ni X € C\R.

Lemat 1. ** Macierz J®()\,2s) jest nad C podobna do macierzy J = diag(J(\, s), J(}, 5)).
Dowod. Oznaczmy przez ey, ..., €ss wektory standardowej bazy przestrzeni C?* i przyjmijmy
fi =ey; orazuj:=e; +1f;, vj:=ie; —if; dlaj=1,..,s.

Mamy wiec Je; = Ne; + e, Jf; = ij +f;11 dla j < s oraz Je; = Xe,, Jf; = M. Stad, piszac
A = a + bi, otrzymujemy tatwo Ju; = au; + bv; + w1, Jv; = av; — bu; + v dla j < s oraz
Ju, = au, + bv,, Jv, = avy — bu,. Tak wiec w bazie (uy, vy, ..., u,, v,) przestrzeni C?*, macierza
przeksztalcenia Ly jest J®(\, 2s). O
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Twierdzenie 1. ** Rzeczywista macierz kwadratowa jest nad R podobna do pewnej uogslnionej ma-
cierzy Jordana. (Rownowaznie: w pewnej bazie, macierz operatora na rzeczywistej przestrzeni wek-
torowej jest uogdlniong macierzq Jordana.)

Dowod. Ustalmy macierz A € My (R). Jest ona nad C podobna do macierzy Jordana J = diag(Jy,...,J,),
gdzie J; = J(\;, s;) dla pewnych s1,...,5, € N oraz Ay,...,\, € C. Mozemy oczywiscie wartodci \;
uporzadkowaé tak, by \; € R < j < p dla pewnego p < ¢ (dopuszczamy mozliwos¢ p = 1). Poniewaz
macierz A jest podobna do macierzy J, a A ma wyrazy rzeczywiste, wiec A = A i zaréwno J, jak i

J sa postaciami Jordana macierzy A. Z jednoznacznosci tej postaci wynika, ze ciag klatek Jy, ..., J,
tylko kolejnoscia roézni sie od ciggu Ji, ...,J_q Dowolna klatka Jordana J; pojawia sie wiec w nim
doktadnie tyle razy, co klatka J;. Przy odpowiednim uporzadkowaniu par (A, sp), ..., (A, 5,) mamy
wiec dla pewnego 7 :

J =diag(Jy, ..., I, 1,35, Jp, s Iy J))

Z lematu, zastosowanego do kazdej z macierzy diag(J j,J_j), gdzie p < j < r, wynika, ze macierz A
jest nad C podobna do macierzy diag(J1, ..., Jp—1,J%(Np, 8p); ey J¥(Ary 8,)). Jest wiec tak i nad R,
na mocy twierdzenia 1 w §1.6. [J

Zadanie 1. ** Uogoélniona macierz Jordana, podobna do zadanej macierzy rzeczywistej, jest jedyna,
z doktadnoscia do kolejnosci uogélnionych jordanowskich klatek.

§ 3. Macierze i operatory unitarnie diagonalizowalne.

Umowa: O ile nie powiedziano inaczej, w tym pararafie zaktadamy, ze F € {R, C} i rozwazane przestrzenie

s unitarne. Przestrzeri F* rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym. Gdy nie jest ono
istotne, okreslenie ciata ' pomijamy.

1. Twierdzenie Schura o unitarnym podobienistwie do macierzy tréjkatnej.

Twierdzenia Jordana stwierdza w szczeg6lnodci, ze kazda kwadratowa macierz zespolona jest podobna
do macierzy trojkatnej. Taka jego wersja pozostaje prawdziwa dla unitarnego podobieristwa:

Twierdzenie 1 (I. Schura). Gdy V' jest zespolong przestrzeniq unitarng 1 L € L(V), to istnieje
ortonormalna baza przestrzeni V', w ktorej macierz operatora L jest dolnie trdjkgtna.

Rownowazne sformutowanie: Zespolona macierz kwadratowa jest unitarnie podobna do macierzy
dolnie trojkgtney.

Dowo6d. Dowodzi¢ bedziemy wersji ,operatorowej”; stosujac indukcje wzgledem k := dim(V'). Teza
jest oczywista dla k = 1; niech wiec k£ > 1. Obierzmy wektor wtasny w operatora L (taki istnieje,
bo F = C) i oznaczmy przez P rzutowanie wzdluz w na podprzestrzen U := w*. 7 zaloZenia
indukcyjnego, zastosowanego do operatora PLjy : U — U, wynika istnienie ortonormalnej bazy
(by,...,bg_1) przestrzeni U, w ktorej macierz tego operatora jest dolnie trojkatna. Ale to oznacza,
ze w bazie B = (by,...,bi_1, w/||w||) macierz operatora L jest dolnie trojkatna. Istotnie, jej ostatnia
kolumna jest postaci (0, ...,0,\), a kolumna i-ta dla i < k zaczyna si¢ od i —1 zer (bo ciag [PL(b;)]|s

zaczyna sie od i — 1 zer, a ciag [(L — PL)(b;)|s — nawet od k — 1 zer.) O

Uwaga 1. a) ,Rownowaznos¢” wersji operatorowej i macierzowej twierdzenia oznacza mozliwosé
tatwego uzasadnienia jednej wersji, gdy przyjmiemy druga. Wynika ona bezposrednio z wniosku 1 w
§1.3. W dalszej czesci bedziemy formutowaé podobne réwnolegte wersje innych tez, dowodzac czesto
tylko jednej z nich.
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b) Twierdzenie 1 ma zasadnicze znaczenie i postuzy w nastepnym punkcie do charakteryzacji
macierzy unitarnie diagonalizowalnych. W ponizszych zadaniach uzupeiniajacych podajemy dalsze
jego zastosowania.

¢) Mozna uzyska¢, by macierz podobna do A byta trojkatna gornie (a nie dolnie), i by wzdltuz jej
przekatnej wartosci wlasne wystepowaly w zadanej kolejnosci.

Zadania uzupeiajace. (W 11 2a) zalozy¢ wpierw, ze macierz jest trojkatna.)

1. Udowodni¢ nieré6wnosé Schura: dla kwadratowej macierzy zespolonej A mamy > |a;|? >
ST N2, gdzie Ap, Ag, ... sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu 4, kazdy powtérzony tyle razy, ile
wynosi jego krotnosé.

2. Niech A, B € M, (C).
a) Dowiesé, ze jesli Aulu dla kazdego u € C*, to A = 0.
b) Dowiesé, ze jesli (Au,u) = (u, Bu) dla kazdego wektora u € C*, to B = A*
c¢) Czy tezy te pozostana prawdziwe, gdy C zamieni¢ na R?

3. Niech A € My(F) itr(A) = 0. Zaktadamy, ze F € {R,C} (ogo6lniej: ze nlp # O dla n < k).
a) Dowies¢ podobienstwa A do macierzy o zerowej przekatnej. (Wskazowka: dowod tw. Schura.)
b) Dowies¢, ze macierz A jest komutatorem, tzn. A = XY — YX dla pewnych macierzy kwa-
dratowych X,Y. (Wskazowka: zad. uz. 2b) w §11.2.2.)

4. Dowies¢, ze rzeczywista macierz kwadratowa, ktorej wszystkie wartosci wtasne sa rzeczywiste,
jest ortogonalnie podobna do macierzy dolnie tréjkatne;j.

2. Diagonalizacja unitarna.

Definicja. Operator L € L(V'), gdzie V to przestrzen unitarna, nazywamy unitarnie diagona-
lizowalnym, jesli w pewnej ortonormalnej bazie V jego macierz [L], jest diagonalna. Macierz
A € My(F) nazywamy unitarnie diagonalizowalna (nad ), jesli taki jest wyznaczony przez nia
operator L, : F¥ — F*.

Uwaga 1. Mapa S : V — F¥, wyznaczona przez baze diagonalizujaca operator L, zaswiadcza o jego
podobienistwie do operatora F* — F* o macierzy diagonalnej. (Patrz §1.3.) Mapa ta jest izometrig
gdy baza jest ortonormalna. Tak wiec operator L € L£(V') wtedy i tylko wtedy jest unitarnie dia-
gonalizowalny, gdy jest unitarnie podobny do operatora L’ € L(F*), zadanego macierza diagonalna.
Podobnie, macierz unitarnie diagonalizowalna to taka, ktéra jest unitarnie podobna do macierzy
diagonalnej. (Definicja i najprostsze wlasnosci unitarnego podobieristwa sa w §1.1-1.3)

Stwierdzenie 1. Dla operatora L € L(V), gdzie V to przestrzen unitarna, réwnowazne sq warunki:
a) operator L jest unitarnie diagonalizowalny;
b) przestrzen V jest ortogonalng sumaq podprzestrzeni wtasnych operatora L, tzn. V = D, VL(A),
gdzie X przebiega wszystkie wartosci wtasne operatora L;
c) Istnieje ortonormalna baza przestrzeni V., ztozona z wektorow wtasnych operatora L.

Dowdd. a)=b). Gdy zalozymy a), to istnieje izomorfim unitarny S : V' — F* taki, Ze macierz [K]
operatora K := SLS™! jest diagonalna. Przestrzenn F* jest ortogonalng suma przestrzeni wlasnych
operatora K (patrz przyktad 2 w §2.1). Analogiczny warunek b) jest wiec spetniony, bo S(V,(\)) =
Vi () dla kazdego A € F, a S zachowuje iloczyn skalarny.

b)=-c). Dla kazdego A € spec(L) obierzmy pewna ortonormalng baze B, przestrzeni wlasnej
Vi(N). Gdy zachodzi b), to B := |, By jest ortonormalna baza przestrzeni V = @0, V. (\).
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c)=a). Jak wiemy z uwagi 2 w §2.1, baza z c) diagonalizuje operator L. [J

Uwaga 2. Dowodd wystarczalnosci jawnie wskazuje, jak utworzyé mozemy baze ortonormalng dia-
gonalizujaca dany operator (gdy taka istnieje). Gdy diagonalizujemy macierz A € My (F), mozemy
By otrzymaé ortonormalizujac metoda Grama-Schmidta uktad fundamentalny rozwigzan réwnania
(A — MXI)x = 0; macierz za$ S o kolumnach przebiegajacych zbioér B jest unitarna i czyni ST'AS
macierzg diagonalng. Tak wiec procedura diagonalizacji unitarnej jest prosta, gdy znamy widmo.

Zaskakujace jest to, ze macierze unitarnie diagonalizowalne rozpozna¢ mozna bardzo tatwo, bez
znajomosci widma. Celem naszym jest podanie tyczacych sie tego ogdlnych twierdzen i ich konse-
kwencji, umozliwiajacych zrozumienie wlasnosci operatoréw na przestrzeniach R* i C*. Najbardziej
spektakularny jest wynik koricowy: kazdy taki operator jest ztozeniem izometrii liniowej z operatorem
,rozciaggajacym” lub ,Sciagajacym” przestrzen wzdtuz wzajemnie ortogonalnych osi.

Uwaga 3. Gdy macierz A jest rzeczywista, to przy oznaczeniach uwagi 2 zbior B, sklada sie
dla A € R wylacznie z wektorow o wszystkich wspolrzednych rzeczywistych. (Istotnie, dla A € R
wspolczynniki uktadu (A — AI)x = 0 sa rzeczywiste, wiec takie sa zaréwno wspoétrzedne wekto-
row fundamentalnego uktadu rozwiazan, jak i uktadu otrzymanego zen przy pomocy ortogonalizacji
Grama—Schmidta.) Wynika stad

Whniosek 1. Macierz rzeczywista, ktora jest unitarnie diagonalizowalna nad C i ktorej wszystkie
wartosci wtasne sq rzeczywiste, jest tez unitarnie diagonalizowalna nad R.

Zadanie uzupetniajace 1. * a) Dowies¢, ze operator unitarnie diagonalizowalny L indukuje takiz ope-
rator na kazdej podprzestrzeni L-—niezmienniczej.
b) Sformutowaé i udowodni¢ unitarny odpowiednik zadania uz.5 z §2.4.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 5,6 w §11.4.4, oraz 4,7 w §11.4.3.

3. Charakteryzacja zespolonych macierzy unitarnie diagonalizowalnych.

Wszystkie macierze w tym punkcie sg zespolone i kwadratowe. Macierz A nazywamy:
normalna, gdy A*A = AA~*,
samosprzezong lub hermitowska, gdy A* = A
antysamosprzezong lub antyhermitowska, gdy A* = —A.

Zadania.

1. a) Suma A + B macierzy normalnych jest tez taka macierza, jesli AB* = B*A lub AB* = A*B.
b) lloczyn AB macierzy normalnych jest taka macierza, jesli AB* = B*A.
¢) Z a) i b) wynika normalno$¢ macierzy p(A), dla kazdego wielomianu p € Clz] i macierzy
normalnej A.
2. a) Kazda macierz kwadratowa jest suma macierzy samosprzezonej i macierzy antysamosprzezonej

— a wiec sumg dwoch macierzy normalnych.
b) Macierz A wtedy i tylko wtedy jest samosprzezona, gdy ¢A jest macierza antysamosprzezona.

3. Gdy macierz A jest normalna (odp. samosprzezona), to A*, A, A’ tez; tak samo A~! (jesli
istnieje).

4. diag(K, K3) wtedy i tylko wtedy jest macierza normalna (odp. samosprzezona), gdy takie sa
klatki K1 1 KQ.
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Odnotujmy nastepujace dwie uwagi (pierwsza wynika wprost z przyjetych definicji):

Uwaga 1. W kazdym z nastepujacych przypadkéw macierz A jest normalna:
a) A jest macierza samosprzezona,
b) A jest macierza antysamosprzezona,
c¢) A jest macierza unitarng;
d) A jest macierza diagonalna. B

Uwaga 2. Wlasnosci a), b), ¢) sa niezmiennikami unitarnego podobienistwa: w $lad za dana macie-

rza, ma ja kazda podobna do niej unitarnie. Normalno$¢ macierzy tez jest takim niezmiennikiem.
(Dowod dla a) jest taki: jesli A = A* i B = S™'AS, gdzie macierz S jest unitarna, to S™' = S* i

B* = (S*AS)* = S*A*(S*)* = B, bo (S*)* = S. Dowody w innych przypadkach sa analogiczne.) O

Dowiedziemy teraz zaskakujacej i waznej charakteryzacji macierzy unitarnie diagonalizowalnych:

Twierdzenie 1 (O.Toeplitza). Zespolona macierz kwadratowa wtedy i tylko wtedy jest unitarnie
diagonalizowalna nad C, gdy jest normalna.

Dowod. Jesli macierz A jest unitarnie diagonalizowalna, to jest normalna na mocy uwag 1d) i 2.
Zalozmy teraz, ze macierz A jest normalna. Niech B bedzie macierza dolnie tréjkatna, unitarnie
podobna do A; taka istnieje na mocy twierdzenia Schura z p.1. Jak wiemy z uwagi 2, macierz B jest
normalna. Ponizszy lemat pokazuje wiec, ze jest ona diagonalna, co koriczy dowod twierdzenia:

Lemat 1. Kazda dolnie tréjkgtna macierz normalna B € My (C) jest diagonalna.

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem k. Odnotujmy, ze ||Bv||> = ||[B*v||> dla v € C*, bo wo-
bec normalnosci macierzy B obie strony sa rowne (B*Bv,v). Przyjmujac v = e, otrzymujemy
11(0,0, ..., 0, bix) || = ||(br1, ..., bx)||, skad wszystkie wyrazy k-tego wiersza B, poza by, sa zerowe. Z
zadania 4 wynika wiec, ze klatka, powstata z B przez wykreslenie ostatniego i ostatniej kolumny, jest
normalna. Z zatozenia indukcyjnego jest ona diagonalna, a w $lad za nig taka jest i macierz B. [J

Wnhiosek 1. a) Macierz samosprzezona jest unitarnie podobna do rzeczywistej macierzy diagonalne;.

b) Macierz unitarna jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktorej przekatna ma wytqcz-
nie wyrazy o module 1;

¢) Macierz antysamosprzezona jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktdrej przekatna
ma wytgcznie wyrazy lezgee na 0si urojone;.

Implikacje przeciwne tez sq prawdziwe.

Dowdd. Ad a) Gdy macierz A jest samosprzezona, to jest normalna i wobec tego podobna unitarnie
do pewnej macierzy diagonalnej D. Na podstawie uwagi 2, macierz D tez jest samosprzezona, wobec
czego wyrazy jej przekatnej sa rzeczywiste. Implikacja przeciwna rowniez wynika z uwagi 2.

Ad b) i ¢). Dowody sa analogiczne i wykorzystuja to, ze macierz diagonalna wtedy i tylko wtedy
jest unitarna (odp. antysamosprzezona), gdy wszystkie wyrazy jej przekatnej maja modut 1 (odp.
sa czysto urojone). B

Whniosek 2. a) Wartosci wtasne macierzy samosprzezonej sq rzeczywiste.
b) Wartosci wtasne macierzy antysamosprzezonej lezq na osi urojonej.
c) Wartosci wtasne macierzy unitarnej lezg na okregu {\ € C : |\| = 1}.

Dowdd. Wynika to z wniosku 1, bo na przekatnej macierzy diagonalnej, podobnej do danej macierzy,
wystepuja wszystkie jej wartosci wiasne. [

Zadania uzupeiajace. (W zadaniach 1-3 zacza¢ od macierzy diagonalnych.)
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1. Dla macierzy normalnych prawdziwe sg implikacje przeciwne do stwierdzonych we wniosku 2.

2. Jesli v jest wektorem wlasnym macierzy normalnej A, odpowiadajacym wartosci A, to jest tez
wektorem wlasnym macierzy A*, odpowiadajacym wartosci .

3. Dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) macierz A jest normalna i spec(A) C [0, c0);

b) macierz A jest samosprzezona i dodatnio potokreslona (tzn. (Av,v) = (v,Av) > 0 dla
wszystkich v € F¥);

¢) macierz A jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktorej przekatna ma wylacznie
wyrazy > 0;

d) A = B? dla pewnej macierzy samosprzezonej B;

e) A = B*B dla pewnej macierzy kwadratowej B.

4. Dowiesé, ze normalno$é macierzy A € My (C) jest rownowazna temu, by ||Av|| = [|A*v]|| dla
kazdego wektora v € CF. (Wskazowka: zad. uz. 2 w p.1.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 16,20,21 w §11.4.2 oraz 6,21,22 w §11.4.4 (z macierzami w miejsce
operatorow).

4. Postaé¢ ortogonalnie kanoniczna rzeczywistych macierzy normalnych.

Twierdzenie i wniosek z poprzedniego punktu dotycza diagonalizacji nad C i nie zapewniaja diago-
nalizowalnosci nad R rzeczywistej macierzy normalnej:

cosa —sina

. ) jest ortogonalna (a zatem normalna) i jej war-
sina  cos

Przyktad 1. Macierz obrotu A := (

to$ciami wlasnymi sg e'® := cos a+isin « oraz e . Gdy sin a # 0 nie jest wiec ona diagonalizowalna
nad R (bo specg(A) = ), cho¢ na mocy twierdzenia Toeplitza jest unitarnie podobna (nad C) do
macierzy D = diag(e®, e™™).

Zamiast ,przeksztatcenie unitarne nad R” czy ,rzeczywista macierz unitarna” zwykto sie mowié
przeksztalcenie ortogonalne oraz macierz ortogonalna, odpowiednio; bedziemy tych nazw nie-
kiedy uzywacé. W szczegdlnosci, zamiast ,macierz unitarnie diagonalizowalna nad R” bedziemy tez
mowic ,macierz ortogonalnie diagonalizowalna”. Podamy teraz charakteryzacje takich macierzy.

Twierdzenie 1. Kwadratowa macierz rzeczywista wtedy i tylko wtedy jest ortogonalnie diagonalizo-
walna, gdy jest symetryczna.

Dow6d. Wpierw odnotujmy, ze gdy jedna z dwoch ortogonalnie podobnych macierzy jest symetryczna
i rzeczywista, to druga tez. (Wynika to z uwagi 2 w p.3, bo dla macierzy rzeczywistych samosprzezo-
nos¢ oznacza symetrie.) Jesli wiec macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna, to jest symetryczna
(bo jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalnej).

Przeciwnie, niech rzeczywista macierz A bedzie symetryczna. Jest ona wowczas samosprzezona,
wobec czego jest unitarnie diagonalizowalna nad C i jej wartosci wlasne sg rzeczywiste. (Patrz p.3.)
Pozostaje wiec skorzysta¢ z wniosku 1 w p.2. [J

Niech A bedzie rzeczywistg macierza normalng. Gdy A # A’ macierz ta nie jest ortogonalnie
diagonalizowalna. Pokazemy jednak w ponizszym materiale uzupelniajacym, ze jest ona ortogonalnie
podobna do macierzy niewiele rézniacej sie od diagonalnej i wyznaczonej przez pierwiastki wielomianu
Xa 1ich krotnosci. W dowodzie wygodnie jest uzy¢ oznaczen z zadann rozdziatu II:

v = (T7, ... T), Re(v) i %(v +9), Tm(v) = %(v ~9) dlav = (v, 08) € CF.
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Zadanie 1. Niech A € M, (R) oraz A = a+bi € Ci v € CF spehiaja warunek Av = \v. Wowczas
A(Re(v)) = aRe(v) — bIm(v) i A(Im(v)) = bRe(v) + alm(v).

Oznaczenie Dla A = a + bi € C oznaczmy przez K(\) € My(R) macierz o pierwszej kolumnie (a, b),
za$ drugiej (—b, a). Zauwazmy, ze gdy A # 0, to ﬁK(/\) jest macierza obrotu, wobec czego operator
R? — R? o macierzy K(\) jest ztozeniem obrotu z jednokladnoscia v +— |A|v. (Kolejnosé¢ sktadania
nie jest istotna.)

Umoéwmy sie tez, ze (zs, ..., 4) oznacza dla t < s ciag pusty.

Twierdzenie 2. * Rzeczywista macierz normalna A jest ortogonalnie podobna do macierzy B postaci
diag( A1, .oy Ay K(Ast1), oo, K(Asit)), dla pewnych Ay, .. ;A s € R Agiq, .o, Asye € C\ R, (Moze sie
zdarzyé, ze s =0 lubt =0.)

Dowo6d. * Niech k to stopienn macierzy A, a Ai, ..., \x to jej wartosci wlasne (z powtorzeniami). Z
wartodci tych wybierzmy wszystkie, majace nieujemna czes¢ rzeczywista; przy tym niech Aq,...; A
leza na osi rzeczywistej, a Asi1, ..., Ast¢ poza nia. (By¢ moze s = 0 lub t = 0.) Korzysta¢ bedziemy
z tego, ze VA(N)LVa(Nj) gdy A; # A; — co wynika z twierdzenia Toeplitza i stwierdzenia w p.2.
7Z tych samych rezultatéw wynika tez istnienie takiej ortonormalnej bazy (v;)*_, przestrzeni C*, e
Avi=\v;dlai=1,. . kiv,eRFdlai=1,.., s (Patrz uwaga 3 w p.2.)

Wyréznimy 3 czedci dalszego rozumowania:

i) Niech s < i < j < s+ t. Wektory ¥; i v; odpowiadaja réznym warto$ciom wilasnym i
i A\j, odpowiednio, wiec sa ortogonalne. Tak samo, V;Lv; i wobec tego {v;,v;} L{v;,V;}. A ze
Re(vy),Im(v,,) € lin(v,,v,) dlan =1, j, to {Re(v;), Im(v;)} L{Re(v;),Im(v;)}. Podobnie tez v; Lv;
oraz v, L{Re(v;),Im(v;)} dlan <s.

ili) Z przytoczonych wtasnosci wektorow v, i zadania uzupelniajacego 1 w §IV.1.2 wynika, ze
ponizszy uktad jest ortonormalny:

Vi, Ve, V2Re(Viy1), =V2Im(Ves), oo, V2Re(Vore), —V2Im(vy ).

iii) Uktad ten liczy s+2t wyrazow — czyli tyle, ile ciag A1, ..., s, Ao, Aot 1s s Aoty Asiy WSzystkich
pierwiastkow wielomianu y, (kazdy powtarzany zgodnie ze swa krotnoscia). Jest to wiec uktad k
wektoréw przestrzeni R”¥; a ze jest ortonormalny, to jest jej baza. Na podstawie zadania 1, macierza
operatora L, : R¥ — R* w tej bazie jest macierz B z tezy twierdzenia —co konczy dowod. [J

Uwaga 1. Z dowodu wynika, ze liczby As11, ..., As1+ mozna obra¢ o dodatniej czesci urojonej. Latwo
zauwazyC, w oparciu o rowno$¢ xg = Xa, ze ciag (A1, ..., Asiy) z twierdzenia 2 jest tym warunkiem
wyznaczony jednoznacznie, z doktadnoscia do kolejnosci.

7 twierdzenia 2 i wniosku 2 w p.3 wynika natychmiast

Whiosek 1. a) Macierz ortogonalna A € My(R) jest ortogonalnie podobna do macierzy postaci

) cosay —sinog cosq; —sinoy
diag(A1, ...y As, ( ),..., < ),

sino;  cosag sino;  cosoy

gdzie \j =+1 dlaj=1,...,s i a;€R dla j=1,..,1t.
b)* Macierz antysymetryczna A € My (R) jest ortogonalnie podobna do macierzy postaci

. 0 —h 0 —b C_
diag(O0, ..., 0, ( b0 ),..., ( b, 0 )) (bj eR dlaj=1,..,1)
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Uwaga 2. 2 x 2-klatki wystepujace w czesci a) wniosku sa macierzami obrotu. Ponadto, macierz
+1I, tez jest macierza obrotu (o 0 lub 7 radianéw). Stad taczac w pary te same wartosci A; dla j <'s
wnosimy, ze kazda macierz ortogonalna A € M, (RR) jest ortogonalnie podobna do sumy zewnetrznej
klatek, z ktorych wszystkie poza byé moze jedna sa 2 X 2-macierzami obrotu, a pozostata badz jest

) (symetrii osiowej plaszczyzny). O

1 x 1-klatka, rowna +1I;, badZ macierza ( é _01

Cwiczenie. a) Podaé interpretacje przeksztalcenia plaszczyzny o macierzy ( 2 _Ob )

Zadania uzupelniajace. Dowiesé, ze:

1. Dwie podobne macierze normalne sa unitarnie podobne. Tak samo, dwie podobne macierze,
ktore sa rzeczywiste i symetryczne, sg ortogonalnie podobne.
2. a) Rzad antysymetrycznej macierzy rzeczywistej jest liczba parzysta.
b) Jesli powyzszy rzad jest rowny 2m, to rozwazana macierz jest sumg m macierzy antysyme-
trycznych rzedu 2.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 4 i 7 w §11.4.2.

5. Unitarna diagonalizacja operatoréw.

W tym punkcie V' oznacza zespolong lub rzeczywista przestrzen unitarna. Przeniesiemy na operatory
L € L(V) twierdzenia, udowodnione wyzej dla macierzy.

Definicja. Operator L € L(V) jest:

normalny, jesli L*L = LL*,

samosprzezony (lub hermitowski), jesli L* = L,

antysamosprzezony (lub antyhermitowski), jesli L* = —L.
Gdy ciatem skalarow przestrzeni V' jest R, zamiast ,samosprzezony” czy ,antysamosprzezony”’ uzy-
wane s tez nazwy symetryczny i antysymetryczny.

Zadanie 1. Wtasnosci powyzsze sa niezmiennikami unitarnego podobienistwa.

Lemat 1. Niech V bedzie bazq ortonormalng w V. Dla operatora L € L(V') nastepujace warunki sq
rOWNOWazne:

a) L jest operatorem normalnym (odp. samosprzezonym, antysamosprzezonym, unitarnym,)

b) [L],, jest macierzq normalng (odp. samosprzezong, antysamosprzezong, unitarng).

Dowoéd. Niech A := [L],,. Przyporzadkowanie operatorowi jego macierzy w bazie V jest bijekcja
L(V) na My, (k= dim(V)), zachowujaca sprzezenie i mnozenie, skad L*L = LL* < A*A = AA*.
Tak samo, L=4+L" < A=4+A"i L*L = 1 & A*A =1L

Twierdzenie 1. Operator L € L(V), gdzie V jest zespolong przestrzeniq unitarng, jest unitarnie
diagonalizowalny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest normalny.

Dowdd. Zatézmy normalno$¢ L i niech V bedzie dowolng bazg ortonormalng w V. Macierz [L],, jest
normalna, wiec istnieje macierz unitarna C taka, ze D := C7![L],,C jest macierza diagonalna. Baza
W, okreslona rownoscia [I]}Y = C, jest ortonormalna (w $lad za V, wobec unitarnosci macierzy C) i
spelia warunek [L]y, = D.

Implikacja przeciwna wynika z lematu 1, bo macierze diagonalne sa normalne. [J

Tak samo otrzymujemy
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Twierdzenie 2. Dla operatora L € L(V) na przestrzeni euklidesowej V' réwnowazne sq warunki:
a) L jest operatorem symetrycznym;
b) L jest operatorem ortogonalnie diagonalizowalnym.

Niech {V;}:_; bedzie rodzing podprzestrzeni przestrzeni unitarnej V' iniech L; € L£(V;) dla kazdego
i. Operator L € L(V) nazwiemy suma ortogonalna operatoréow L, gdy V = ViD..DV; i
L(vi+..4+vs)=>,L(v;) dlavy, € Vq,...,v, € V. Piszemy wtedy L = @,L; oraz V = D, V..

Twierdzenie 3 (Uogodlnione twierdzenie Eulera). lzometria liniowa przestrzeni euklidesowej jest
sumg ortogonalng rodziny operatorow L;, z ktorych wszystkie poza pierwszym sq obrotami wokdt O
pewnych ptaszczyzn (tj. podprzestrzeni 2—wymiarowych), a Ly badZ tez jest takim obrotem, bgdZ syme-
trig ostowq ptaszczyzny, badz przeksztatceniem +1lyy, dla pewnej jednowymiarowe) podprzestrzeni W.

Dowéd. * Gdy V = RF teza wynika z uwagi 2 w p.4. Gdy nie, rozpatrzmy mape S : V — RF,
wyznaczong przez pewna ortonormalng baze przestrzeni V. Woéwezas L' == SLS™! jest izometrig
(jako zlozenie izometrii). Jak juz wiemy, L’ jest wiec suma ortogonalna operatorow L. zadanej
postaci, z odpowiadajacym temu przedstawieniem przestrzeni R* jako ortogonalnej sumy podprze-
strzeni V/ C R*. Gdy przyja¢ L; := S~'L.S i V; = S71(V/), otrzymamy szukane rozktady V = @, V;
oraz L = @),L;. (Por. §1.2, zadanie 2 i 4.)

Definicja. * Homotetia (lub: jednokladnoscia) przestrzeni wektorowej W nazywamy przeksztatce-
nie postaci w — Aw; wyznaczajacy je skalar A\ nazywamy skala tej homotetii. Homotetia przestrzeni
rzeczywistej jest zatem jej proporcjonalnym ,kurczeniem” badz ,rozciaganiem” (zaleznie od tego, czy
A € [0,1], czy tez A > 1), polaczonym by¢ moze z odbiciem wzgledem 0 (gdy A < 0).

Uwaga 1. * Rozumowanie z dowodu twierdzenia 3 pokazuje tez, ze operator symetryczny L na
przestrzeni euklidesowej jest suma ortogonalna homotetii dziatajacych na podprzestrzeniach jedno-
wymiarowych. Warto odnotowaé, ze skale otrzymanych homotetii sa wartosciami wtasnymi L.

Uwaga 2. * Rowniez w przypadku zespolonym mozemy, na mocy twierdzenia 1, interpretowac
zadany operator normalny L jako sume ortogonalna homotetii dziatajacych na podprzestrzeniach
wymiaru 1. Jednak zespolona podprzestrzenn wymiaru 1 wyobraza¢ sobie nalezy nie jak prosta rze-
czywista, lecz podobnie jak plaszczyzne Gaussa liczb zespolonych; zas jej homotetie w — Aw — jako
ztozenie obrotu w +— (A/|A|)w z homotetia o skali |[A\| > 0. Gdy operator L jest samosprzezony,
wspolezynniki A sa juz rzeczywiste (bo leza w spec(L)) i zn6w mamy do czynienia z ,kurczeniem”
lub ,rozcigganiem” rozwazanych podprzestrzeni, ztozonym by¢ moze z odbiciem wzgledem zera.

Cwiczenie. Zdefiniujmy operator L € £(C*) wzorem L(v) = (v, ..., v, v1) dla v = (v1,...,v) € CF.
a) Dowies¢, ze jest on unitarny, a jego widmo to zbiér pierwiastkow stopnia k z jedynki.
b) Znalezé baze diagonalizujaca ten operator i uzasadnic¢ jej ortogonalnosé.

Zadanie 2. Udowodni¢ tw. 3 bezposrednio, bez korzystania z wynikow p.4. (Wskazoéwka: poniewaz
3 & 27, to L ma wektor wlasny v. Rozpatrze¢ operator indukowany na podprzestrzeni v*.)

Zadania uzupehiajace. (Zalozy¢ wpierw, ze V = C* i macierz [L] jest diagonalna.)

1. Gdy operator L jest normalny, to ker(L) = ker(L*) i im(L) = im(L*).

2. Niech v bedzie wektorem wtlasnym operatora normalnego L. Dowiesé, ze:
a) v jest podprzestrzenia niezmiennicza dla L i dla L*, a operator Ly1 jest normalny.
b) Jedli operator L jest samosprzezony, to Li,. tez.

3. Dowies¢, ze gdy L jest operatorem samosprzezonym, to:
a) liczba a := sup{(L(v),v) : ||v|| = 1} jest jego najwicksza wartoscia wlasna,
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b) liczba b := inf{(L(v),v) : ||v|| = 1} jest jego najmniejsza wartoscia wtasna;
c) jesli (L(v),v) = A|v||* 1 X € {a, b}, to v jest wektorem wlasnym operatora L.

Uwaga 3. Zdanie to moze by¢ uzyte do (przyblizonego) numerycznego wyznaczenia wartosci i
wektoréw wlasnych operatora samosprzezonego L: wpierw wyznaczamy liczby a i b oraz odpowia-
dajace im wektory wlasne v,, vy, po czym czynnosé te iterujemy, zastapiwszy V przez {v,, vyt i
obciawszy L. (Moze si¢ zdazy¢, ze a = b, lecz to nie przeszkadza.)

4. Oryginalne twierdzenie Eulera orzeka, ze kazda izometria liniowa przestrzeni R3 jest obrotem

wokot prostej lub ztozeniem obrotu z odbiciem zwierciadlanym wzgledem ptaszczyzny, prostopadte;j
do osi obrotu. Dowies¢ tego i uzyskaé¢ taki rozklad dla izometrii, zadanej macierza o wierszach

Zadania ze zbioru Kostrykina: §11.4.2: 15-17,19.21; §IL.4.3: 5*.7,10,10,14,16,17; §I1.4.4: 56,21 23.

6. * Rozklad biegunowy i zwigzki miedzy operatorami samosprzezonymi a unitarnymi.

Niech A € M;(C) bedzie macierza unitarnie diagonalizowalna, za$ f : spec(A) — C pewna funkcja.
Poniewaz we wzorach (2) i (5) w §2.3 mozna za S obra¢ macierz unitarna, wiec macierz f(A) jest
unitarnie diagonalizowalna, za$ jej widmem jest f(spec(A)). Jesli wiec F = C i f(spec(A)) C R,
to f(A) mozemy rozpoznaé jako macierz samosprzezona, jesli f(spec(A)) C [0, 00) —jako nieujemnie
okreslona, jesli zas f(spec(A)) C Ri —jako antysamosprzezona; wreszcie jesli f(spec(A)) sklada sie
wylacznie z liczb zespolonych o module 1, to f(A) jest macierza unitarna. (Wykorzystujemy wniosek
1 w p.3.) Daje to sposob konstruowania interesujacych przeksztalcen pomiedzy wymienionymi zbio-
rami macierzy (badz odpowiadajacych im operatoréw) i ustanowienia sugestywnej analogii pomiedzy
wlasno$ciami macierzy samosprzezonych a liczb rzeczywistych, macierzy nieujemnie okreslonych a
liczb nieujemnych, macierzy unitarnych a liczb zespolonych o module 1.

Przyklad 1. * Niech f : [0,00) — [0,00) bedzie pewna bijekcja, niech g = f~! i niech H, bedzie
zbiorem nieujemnie okreslonych macierzy hermitowskich. Poniewaz spec(A) C [0,00) dla A € Hy
(patrz zadanie uzupekiajace 3 w p.3), wiec funkcje A — f(A) i A — g(A) sa dobrze okreslone na
H., a takze przyjmuja wartosci w ‘H. Ponadto, jako przeksztalcenia ‘H, — H. sa one wzajemnie
odwrotne: f(g(A)) = A =g(f(A)) dla A € H,, na podstawie zadania 1e) w §2.3. W szczegolnosci,
dla kazdej macierzy B € H, istnieje dokladnie jedna macierz A € H, taka, ze f(A) = B.

Przyjmujac f(t) = t" stwierdzamy np., ze kazda macierz A € H, posiada doktadnie jeden
nalezacy do H, pierwiastek zadanego stopnia n. [

Przyklad 2. * Oznaczmy przez f obciecie do [0,27) przeksztalcenia t +— e, traktowane jako prze-
ksztalcenie w okrag jednostkowy S' C C, a przez g : S' — [0,27) przeksztalcenie odwrotne do f.
Jak wyzej, wzory A — exp(A) oraz A — ¢(A) zadaja wzajemnie odwrotne odpowiedniosci pomie-
dzy macierzami unitarnymi a samosprzezonymi o widmie w [0, 27). W szczegdlnosei, kazda macierz
unitarna jest postaci e dla pewnej samosprzezonej macierzy nieujemnie okreélonej A. O

Przyktad 3. * Homografia z — (1 — z)/(1 4 z) jest swa odwrotnoscia i przeprowadza o§ urojona
na S'\ {—1}. (Patrz ....) Wynika stad, ze A — (I — A)(I + A)~! przeksztalca zbiér macierzy
antysamosprzezonych na zbiér macierzy unitarnych o widmie nie zawierajacym —1; przeksztalcenie
odwrotne zadane jest tym samym wzorem.

Zauwazmy, ze gdy macierz A ma wyrazy rzeczywiste, to macierz (I — A)(I + A)~! tez. Prze-
ksztalcenie nasze ustala zatem zarazem 1 — 1 odpowiednio$¢ pomiedzy rzeczywistymi macierzami
antysymetrycznymi a macierzami ortogonalnymi, ktorych widmo nie zawiera —1. (Mozna tego tez
dowies¢ bezposrednio, por. zad. uz. 5 w §11.5.2, przy A =1.)
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Poniewaz kazda k x k—macierz antysymetryczna mozna wyrazi¢ przy pomocy k(k— 1)/2 parame-
trow rzeczywistych (wyrazow nad przekatna), wiec korzystajac z powyzszych tzw. przeksztalcen
Cayley’a mozna przy pomocy tyluz parametrow przedstawié¢ i kazda macierz ortogonalng stopnia
k, ktorej widmo nie zawiera —1. [

Do sformutowania zasadniczego rezultatu tego punktu w wersji mozliwie ogblnej (obejmujacej
operatory, nie tylko za$ macierze) potrzebny bedzie nastepujacy

Lemat 1. * Dla operatora samosprzezonego L w przestrzeni unitarnej V- rownowazne sq¢ warunk:
a) (L(v),v) >0 dla wszystkich v € V;
b) spec(L) C [0, 00).

Dowéd. Latwo widzieé, ze lemat jest prawdziwy gdy V = F* i macierz operatora L (w standardowej
bazie) jest diagonalna. W przypadku ogolnym pozostaje wykorzysta¢ unitarne podobienstwo L do
operatora o tych wtasnosciach. H

Operator samosprzezony spelniajacy powyzsze rownowazne warunki nazywamy nieujemnie okre
$lonym lub dodatnio poélokreslonym. 7 przyktadu 1 wynika latwo, ze operator taki posiada
jedyny nieujemnie okreslony pierwiastek.

Twierdzenie 1. * Kazdg macierz A € Mg(F), F € {R,C}, mozna przedstawi¢ w postaci A = UH,

gdzie macierz U jest unitarna, a H- samosprzezona i nieujemnie okreslona. (Obie sq nad IF).
Rownowaznie: Gdy L € L(V), gdzie V jest przestrzeniq unitarna, to istniejg operatory U, H €

L(V) takie, ze L = UH i operator H = H* jest nieujemnie okreslony, a U — unitarny (tzn. jest

izometrig liniowq).

Dodatek: W przedstawieniu L = UH operator H jest przez L wyznaczony jednoznacznie. Gdy L

jest izomorfizmem, to i operator U jest wyznaczony jdnoznacznie.

Uwaga 1. * Powyzsze przedstawienie L = UH nazywane jest (lewym) rozkladem biegunowym
operatora L; nazwa bierze si¢ od biegunowgo przedstawienia liczby zespolonej jako iloczynu liczby o
module 1 i liczby nieujemnej. Wraz z rezultatami z poprzedniego punktu, twierdzenie daje przejrzysty
opis operatora dziatajacego na przestrzeni euklidesowej: jest on ztozeniem operatora H, polegajacego
na ,rozcigganiu” przestrzeni we wzajemnie ortogonalnych kierunkach, z izometria liniowa U, ktorej
dziatanie opisano w p.5 (w twierdzeniu 3 i uwadze 2.)

Stosujac twierdzenie do operatora L* i sprzegajac wynik, otrzymujemy prawy rozktad biegunowy:
L = H Uy, gdzie nadal U; jest operatorem unitarnym, zas Hy; = H; nieujemnie okreslonym. [J

Dowod twierdzenia. Jesli zadane przedstawienie istnieje, to L*L = H*(U*U)H = H*H = H*.
Definiujemy zatem H jako nieujemnie okreslony pierwiastek z L*L. Pierwiastek taki, i to jedyny,
istnieje, bo (L*L)* = L*L i (L*L(v),v) = (L(v), L(v)) > 0 dla v € V. (Patrz przyktad 1 i lemat 1.)

By zdefiniowa¢ U zauwazmy, ze ||L(v)|| = ||H(v)|| dla v € H, bo

LI = (L(v), L(v)) = (L"L(v),v) = (H"H(v),v) = || H(v)||" (8)

Gdy wiec ker(L) = {0}, to ker(H) = {0} i operator U := LH~! jest unitarny. Dow6d twierdzenia,
wraz z jednoznaczoscia H i L, jest wtedy zakoniczony.

W ogélnym przypadku dla w € H(V) przyjmijmy Uy(w) := L(v), gdzie v.€ H'(w). Takich
wektorow v moze by¢ wiele, lecz definicja jest poprawna: gdy H(vy) = H(vs) = w, to ||H(v1—Va)|| =
0, skad ||L(v1 — v2)|| = 0 wobec rownosci (8), zastosowanej do v = v — va.

Definicja przeksztalcenia Uy : H(V) — V jest wiec poprawna i wynika z niej wprost, ze jest ono
liniowe i spelnia warunek ||Up(v)|| = ||v|| dla v € H(V). (Por. (8).) Obieramy za U : V — V
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izometrie liniowa taka, ze U(v) = Uy(v) dla v € H(V); patrz zadanie 4 w §IV.3.1. Z przyjetych
okreslen, L = UH jest zadanym rozktadem. [J

Zadanie uzupetniajace 1. a) W oparciu o twierdzenie 1 dowies¢ nastepujacego twierdzenia Kra-
snosielskiego: operator liniowy L € L(RF) wtedy i tylko wtedy jest unitarny, gdy dla pewnego
n < k zachowuje n-wymiarowa miare w R* (tzn. u,(R) = p,(L(R)) dla kazdego réwnolegtoscianu
rozpietego na n wektorach).

b) Czy unitarny jest kazdy operator L € L(R¥), zachowujacy k—wymiarowa miare?

Zadanie uzupetniajace 2. Udowodnié¢, ze gdy dwie samosprzezone macierze sa podobne, to sa unitar-
nie podobne.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 14, 15*, 17 w §11.4.3.

4. * Préba podsumowania: skad ,teoria spektralna” w tytule rozdziatu?
y

Przy okazji badania macierzy operatoréw ustaliliémy, ze niejednokrotnie omal pelna informacja o
operatorze L € L(V) przekazywana jest przez wlasnosci jego widma spec(L). Ma bowiem miejsce

Whniosek 1. a) Z doktadno$cig do podobieristwa, operator diagonalizowalny jest wyznaczony przez
swe wartosci wltasne 1 ich krotnosci jako pierwiastkow wielomianu charakterystycznego.

b) Z doktadnosciq do podobieristwa, operator L € L(V') o catkowicie rozktadalnym wielomianie
charakterystycznym jest wyznaczony przez skonczenie wiele liczb tk(L — AI)", gdzie 1 < n < dim(V)
i A € spec(L).

¢) Z doktadnosciq do podobienistwa unitarnego, operator normalny L na zespolonej lub rzeczywi-
stej przestrzeni unitarnej jest wyznaczony przez pierwiastki wielomianu charakterystycznego xr, i ich
krotnosci.

Dowod a) wynika bezposrednio z uwagi 6 w §2.1 i przyktadu 1 w §1.3, dowdd b) — z wniosku 3 w
§2.2 wraz z wnioskiem 2 w §1.3, a dowod c¢) — z uwagi 3 w §1.3 wraz z twierdzeniem Toeplitza z §3.3
(gdy F = C) i twierdzeniem 2 w §3.4 (gdy F' = R; trzeba to twierdzenie przeformutowaé jak tw. 3 w
§3.5). Przytoczone twierdzenia opisuja nawet dokladnie posta¢ macierzy ,kanonicznego” operatora
F¥ — F* podobnego do L; postaé ta zalezy tylko od wymienionych we wniosku niezmiennikéw. Nie-
zmienniki takie nazywamy spektralnymi, gdyz zaleza od wlasnosci widma. Teoria spektralna dotyczy
wyrazania wlasnosci operatora przez jego niezmienniki spektralne. Badajac macierze operatorow za-
awansowaliSmy ja znacznie i wickszosé rezultatow tego rozdziatu do niej nalezy.

Dla przyktadu, ,uogélnione twierdzenie Eulera” z §3.5 pozornie dotyczy wtasnosci ortogonalnych
przeksztalcen przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy jednak, ze katy obrotéw as, ..., a, i posta¢ ope-
ratora L sa (pomijajac kolejnosé¢ katow) wyznaczone przez wartosci wlasne operatora L i przez ich
krotnosci. Z dokltadnoscia do podobienistwa ortogonalnego, twierdzenie to opisuje wiec jednoznacznie
operator ortogonalny L poprzez jego niezmienniki spektralne. Podobnie jest z opisem operatorow
symetrycznych w twierdzeniu 2 z §3.5.

7 tych wzgledéw wyniki §3.5, wzbogacone o powyzsze uwagi, bywaja nazywne ,twierdzeniami
spektralnymi” (odpowiednio: dla operatoréow ortogonalnych i operatoréw symetrycznych na prze-
strzeni euklidesowej, a takze dla n.p. operatoréw normalnych czy hermitowskich na zespolonej prze-
strzeni unitarnej).

Zasadniczego znaczenia teoria spektralna nabiera, gdy badamy operatory na przestrzeniach nie-
skoriczonego wymiaru. Wykorzystanie macierzy, nawet nieskoriczonych, okazuje sie wtedy niewystar-
czajace.
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§ 5. Przewodnik.

Wyniki tego rozdziatu s wazne i powinny byé¢ dobrze przyswojone. Moge wynotowaé¢ pewne wybi-
jajace sie hasta:

1. (§1.1-1.4, lecz wazne przyklady tez w uwadze 2 w §3.3 i zadaniu 1 w §3.5.)

Podobienstwo macierzy i przeksztalcenn (unitarne i ,zwykle”). Przyklady wtasnosci, niezmienni-
czych wzgledem podobienistwa zwyktego wzgl. unitarnego (macierzy czy przeksztalceri). Podobieri-
stwo a zapis operatora w bazie. Wielomian charakterystyczny macierzy i operatora; poprawnosé
definicji.

2. (8§2.1, wlacznie z konicowymi zadaniami 11 2.)

Wartosci wtasne. Podprzestrzenie wtasne i ich niezalezno$é. Warunki konieczne i dostateczne
diagonalizowalno$ci macierzy wzgl. operatoréow, wyrazone w terminach przestrzeni wlasnych czy
wektorow wlasnych.

3. (§2.2-2.4)

Sformutowanie twierdzenia Jordana (wersja dla macierzy i dla operatoréw; rownowaznosé tych
wersji). Sposob wyznaczania postaci Jordana i jej jednoznacznosé. Zastosowanie diagonalizowalnosci
lub postaci Jordana do wyznaczania warto$ci wielomianéw i bardziej ogdlnych funkcji na danej
macierzy. Podprzestrzenie niezmiennicze i ich proste wlasnosci. Umiejetno$é znajdywania bazy
Jordana dla matych macierzy metodami ,,ad hoc” lub opisanymi w §2.6.

4. (§3.1-3.4; fragmenty §3.5)

Twierdzenie Schura z §3.1 (wersja dla macierzy i dla operatoréw). Diagonalizacja unitarna i
ortogonalnos$é¢ podprzestrzeni wlasnych operatoréw/macierzy unitarnie diagonalizowalnych. Cha-
rakteryzacja zespolonych macierzy unitarnie diagonalizowalnych (jako normalnych) i rzeczywistych
macierzy ortogonalnie diagonalizowalnych (jako symetrycznych). Réwnowazne sformutowania dla
operatorow.

Uwaga 1. Pewne fragmenty dowodéw byly relegowane do ,zadan” (nie chodzi o uzupeiajace
czy z gwiazdka). Nalezy je rozwiazywac, by mie¢ sprawdzian opanowania minimum umiejetnosci
teoretycznych. (Czesé byla zreszta rozwigzana na wyktadzie lub ¢wiczeniach.)



