Tematy egzaminacyjne

A1) Wyznacznik, jego wlasnosci i charakteryzacja. Znak permutacji i petne rozwiniecie wyznacz-
nika. Wyznacznik endomorfizmu i interpretacja w przypadku rzeczywistym (zwiazek z objetoscia i
zachowywaniem orientacji). Wyznacznik Grama, jego wlasnosci i zastosowania. Definicja i wlasnosci
iloczynu wektorowego.

A2) Tloczyn skalarny i wyznaczona przez niego norma (przypadek rzeczywisty i zespolony). Ist-
nienie baz ortogonalnych i rzutu ortogonalnego, sposoby wyznaczania.

A3) Nierownosé CBS i nierownosé trojkata. Pojecia metryczne w przestrzeni unitarnej: odlegtosé,
miara kata, odlegtos¢ od warstwy i miedzy warstwami, zwiazek z rzutem ortogonalnym.

A3) Unitarnos¢ i i hermitowskie sprzezenie macierzy i przeksztalcen: definicja izometrii linio-
wej, zwiazek z macierzami unitarnymi (ortogonalnymi), charakteryzacja tych macierzy przy pomocy
sprzezenia, sprzezenie hermitowskie operatora miedzy przestrzeniami unitarnymi.

Ab) Izometrie liniowe przestrzeni euklidesowych: zwiazek z symetriami ortogonalnymi, obroty w
wymiarach 2 i 3, kat zorientowany na ptaszczyzZnie.
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B1) Podobieristwo macierzy i przeksztatcen (unitarne i,zwykle”). Przyktady wlasnosci, niezmien-
niczych wzgledem podobienistwa zwyklego wzgl. unitarnego (macierzy czy przeksztalceri). Podo-
bieristwo a zapis operatora w bazie. Wielomian charakterystyczny macierzy i operatora; poprawnosé
definicji.

B2) Wartosci whasne. Podprzestrzenie wlasne i ich niezaleznosé. Warunki konieczne i dostateczne
diagonalizowalno$ci macierzy wzgl. operatoréw, wyrazone w terminach przestrzeni wlasnych czy
wektoréw wlasnych.

B3) Sformutowanie twierdzenia Jordana (wersja dla macierzy i dla operatorow; rownowaznosé tych
wersji). Sposob wyznaczania postaci Jordana i jej jednoznacznosé. Zastosowanie diagonalizowalnosci
lub postaci Jordana do wyznaczania wartosci wielomianéw i bardziej ogdlnych funkcji na danej
macierzy. Podprzestrzenie niezmiennicze i ich proste wlasnosci. Umiejetno$é znajdywania bazy
Jordana dla matych macierzy metodami ,ad hoc” lub opisanymi w §VI. 2.6.

B4) Twierdzenie Schura z §VI. 3.1 (wersja dla macierzy i dla operatoréw). Diagonalizacja uni-
tarna i ortogonalnos¢ podprzestrzeni wtasnych operatorow /macierzy unitarnie diagonalizowalnych.
Charakteryzacja zespolonych macierzy unitarnie diagonalizowalnych (jako normalnych) i rzeczywi-
stych macierzy ortogonalnie diagonalizowalnych (jako symetrycznych); réwnowazne sformutowania
dla operatorow.
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C1) Wielomiany stopnia < 2 kilku zmiennych i wyznaczone przez nie funkcje F* — F, jedynos¢
wielomianu, wyznaczajacego funkcje. Funkcje wielomianowe stopnia < 2 na przestrzeni wektorowej;
formy kwadratowe jako wielomiany i jako funkcje na przestrzeni wektorowej; macierz formy kwadra-
towej w obu przypadkach. Zmiana macierzy formy przy zmianie bazy wzgl. podstawieniu liniowym;
kongruentnos¢ macierzy i jej podstawowe wlasnosci.

C2) Twierdzenie Lagrange’a (rozne wersje).

C3) Twierdzenie o bezwladnosci i jego zwiazek z badaniem funkcji kwadratowych. Klasyfikacja
zespolonych i rzeczywistych form kwadratowych przy pomocy rzedu i sygnatury.

C4) Ortogonalna diagonalizacja form kwadratowych; wyrazenie sygnatury rzeczywistej macierzy
symetrycznej przez jej wartosci wlasne. Okreslonosé¢ rzeczywistych form kwadratowych i macierzy;
kryterium Jacobiego—Sylvestera.

C5) Funkcje dwuliniowe: macierz w bazie i zmiana tej macierzy przy zmianie bazy, przeniesienie
na funkcje dwuliniowe pojecia rzedu i sygnatury (gdy F = R). Odpowiednio$é¢ miedzy symetrycznymi



funkcjami dwuliniowymi a formami kwadratowymi. Pojecia geometryczne, wyznaczone przez syme-
tryczna lub antysymetryczna forme dwuliniowa (ortogonalnos$é, izometrycznosé, rzut ortogonalny,
izotropowos¢).
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D1) Definicja i wtasnosci afinicznych przestrzeni, podprzestrzeni i przeksztalcen. Przestrzenie
afiniczne euklidesowe.

D2) Przestrzenie wektorowe jako afiniczne; ich podprzestrzenie i przeksztalcenia (afiniczne).
Grupy GL(F), SLx(F), Ok, SOy, i odpowiadajace im grupy przeksztatceri.

D3) Funkcje kwadratowe na przestrzeniach afinicznych. Zmiana wielomianu podstawieniem afi-
nicznym wzgl. euklidesowym, wielomiany w postaci kanonicznej afinicznie (F = R, C) czy euklide-
sowo (F =R). Znajdywanie mapy, w ktorej funkcji kwadratowej odpowiada taki wielomian.

D4) Kwadryki w rzeczywistych przestrzeniach afinicznych. Twierdzenie o redukeji w wersji afi-
nicznej i euklidesowej. Podstawowe wtasnosci i rozréznianie afiniczne kwadryk w R? i stozkowych
w R2. Znajdywanie srodkéw kwadryk, definicja stozkéw i walcow, prostokreslnosé, réwnania bryt
obrotowych w R3.

D5) Uklady odniesienia, wspotrzedne barycentryczne i kartezjarskie, pochodna przeksztalcenia
afinicznego, charakteryzacja przeksztatcen i podprzestrzeni afinicznych przy pomocy kombinacji ba-
rycentrycznych, zastosowanie tych kombinacji do opisu podprzestrzeni, rownolegtos¢ podprzestrzeni.



