Drugie kolokwium z GAL I, potok II 22 1 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko jeden), oznaczenie
tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

TEMAT A

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o podawanie wyczer-
pujacych wyjasnieni, umozliwiajacych zrozumienie toku rozumowania.

1. Niech V = (v1,va,v3) 1 W = (w1, W), gdzie
= (1,0,0),ve = (1,1,1),v3 = (1,2,3) oraz w; = (1,1), wy = (1,2)

a) (6p.) Dowiesé, ze V i W sa bazami przestrzeni R3 i R?, odpowiednio.

b) (7p.) Niech, w tych bazach, macierz przeksztalcenia liniowego L : R?* — R? bedzie réwna
(L = [ (1) (2) :1 . Zmalez¢ wspotrzedne wektora L(vy + 2vy — v3) w bazie W oraz wzor, okresla-
jacy przeksztatcenie L we wspotrzednych kartezjanskich.

c) (7p.) Niech z kolei macierz przeksztalcenia liniowego K : R? — R3, w bazach W i V, bedzie

1 2

= | 0 1 |. Znales¢ baze obrazu przeksztalcenia K o L i wymiar jego jadra.
1 0

rowna [KJ}Y

2. Niech V; (t € R) i V beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R*, takimi, ze
V, =lin((1,1,2,—-1),(1,1,t,—1)), V={x€R*: 2z + 225+ 25 — 324 = 0 iz + dxy + 24, = 0}.

a) (10p.)Znalez¢ te wartosci parametru ¢, dla ktorych R* =V @V} .
b) (10p.) W zaleznosci od t znalezé baze przestrzeni V +V; .

3. Niech W bedzie baza przestrzeni R? opisang w zadaniu 1. Niech
Z ={L € L(R*,R?) : macierz A = [L}}}, spetnia warunki a;; = ag i aja = 0}

a) (10p.) Wyznaczy¢ dim(Z), gdy Z traktowac jako podprzestrzen liniowa przestrzeni £(R? R?).
b) (10p.) Znalezé¢ wszystkie przeksztalcenia P € Z, bedace rzutami liniowymi. Kazdy z tych
rzutow opisa¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich.

4. a) (10p.) Do macierzy rzeczywistej 2I; dopisano pierwszy wiersz i pierwsza kolumne, réwne
(0,1,...,1) € R Obliczy¢ wyznacznik otrzymanej macierzy.
b) (10p.) Niech A; bedzie macierza o wierszach (1,0, 1,0), (3,¢,3,1t),(2,1,t + 3,¢),(1,0,1,¢). W
zalezno$ci od wartosci parametru ¢ € R obliczy¢ jej wyznacznik i rzad.

5. a) (8p.) Niech L € L(V,W), gdzie przestrzenie V i W sa skoriczonego wymiaru. Wskazac
(uzasadnienie nie jest tu konieczne), jak znalezé mozna baze przestrzeni V', gdy znane sg bazy jadra
ker(L) i obrazu im(L) przeksztalcenia L.

Punkt b) jest do wyboru:

bl) (12p.) Udowodni¢ prawdziwosé swej odpowiedzi z punktu a), lub

b2) (12p.) Sformutowaé réwnos¢ Grassmana, dotyczaca wymiaréw przeciecia i sumy dwoch pod-
przestrzeni skonczonego wymiaru, i udowodnic ja.

Mozna tez rozwiagzywaé zarowno bl), jak i b2), uzyskujac do 8 dodatkowych punktow.



Drugie kolokwium z GAL I, potok II 22 1 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko jeden), oznaczenie
tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

TEMAT B

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o podawanie wyczer-
pujacych wyjasnieni, umozliwiajacych zrozumienie toku rozumowania.

1. Niech V = (vq, v, v3) i W = (wy, ws), gdzie
= (1,0,0),ve = (1,1,1),v3 = (1,2,3) oraz w; = (1,1), wy = (2, 3)

a) (6p.) Dowiesé, ze V i W sa bazami przestrzeni R3 i R?, odpowiednio.

b) (7p.) Niech, w tych bazach, macierz przeksztalcenia liniowego L : R?* — R? bedzie réwna
L], = (1) g :} ] Znalez¢ wspotrzedne wektora L(2vy + vy — 3vs) w bazie W oraz wzor,
okreslajacy przeksztatcenie L we wspolrzednych kartezjanskich.

c) (7p.) Niech z kolei macierz przeksztalcenia liniowego K : R? — R3, w bazach W i V, bedzie

2 1
= | 0 1 |. Znales¢ baze obrazu przeksztalcenia K o L i wymiar jego jadra.
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rowna [KJ}Y

2. Niech V; (t € R) i V beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R*, takimi, ze
‘/t = hn((l, 1,2, —1), (1, 1,t, _1))7 V= {X S ]R4 : 21‘1 +Zo+ 23 — 3ZE4 =01z + 31’2 +x4 = 0}

a) (10p.)Znalez¢ te wartosci parametru ¢, dla ktorych R* =V @V} .
b) (10p.) W zaleznosci od t znalezé baze przestrzeni V +V; .

3. Niech W bedzie baza przestrzeni R? opisang w zadaniu 1. Niech
Z ={L € L(R*,R?) : macierz A = [L}}}, spetnia warunki a;; = ag i aja = 0}

a) (10p.) Wyznaczy¢ dim(Z), gdy Z traktowac jako podprzestrzen liniowa przestrzeni £(R? R?).
b) (10p.) Znalezé¢ wszystkie przeksztalcenia P € Z, bedace rzutami liniowymi. Kazdy z tych
rzutow opisa¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich.

4. a) (10p.) Do macierzy rzeczywistej 3I; dopisano pierwszy wiersz i pierwsza kolumne, roéwne
(0,1,...,1) € R Obliczy¢ wyznacznik otrzymanej macierzy.
b) (10p.) Niech A; bedzie macierza o wierszach (1,0, 1,0), (3,¢,3,t),(2,1,¢ — 1,¢),(1,0,1,¢). W
zalezno$ci od wartosci parametru ¢ € R obliczy¢ jej wyznacznik i rzad.

5. a) (8p.) Niech L € L(V,W), gdzie przestrzenie V i W sa skoriczonego wymiaru. Wskazac
(uzasadnienie nie jest tu konieczne), jak znalezé mozna baze przestrzeni V', gdy znane sg bazy jadra
ker(L) i obrazu im(L) przeksztalcenia L.

Punkt b) jest do wyboru:

bl) (12p.) Udowodni¢ prawdziwosé swej odpowiedzi z punktu a), lub

b2) (12p.) Sformutowaé réwnos¢ Grassmana, dotyczaca wymiaréw przeciecia i sumy dwoch pod-
przestrzeni skonczonego wymiaru, i udowodnic ja.

Mozna tez rozwiazywaé zarowno bl), jak i b2), uzyskujac do 8 dodatkowych punktow.



