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III PRZESTRZENIE WEKTOROWE.

Wstep.* Gdy badamy przeksztalcenie liniowe przestrzeni wspotrzednych, napotykamy
nastepujaca powazna trudnosé. Obraz rozwazanego przeksztatcenia niekoniecznie jest
przestrzeniag wspotrzednych, podobnie jak i przeciwobraz zera przy tym przeksztatceniu
(tzn. zbiory te na ogot nie sa postaci F¥ dla jakiegokolwick k). By tej trudnoséci wyjsé
naprzeciw, w algebrze liniowej bada sie przestrzenie wektorowe, na tyle ogélne, by
kazdy zbior rozwiazan uktadu liniowych réwnan jednorodnych, a takze obraz kazdego
przeksztatcenia liniowego F¥ — F! byl taka przestrzenia. Pojecie przeksztalcenia
liniowego tez musi woéwczas zostaé uogoélnione, by moc rozwazaé przeksztatcenia liniowe
miedzy dowolnymi przestrzeniami wektorowymi. Otrzymana ,kategoria’ przestrzeni
wektorowych ma te zasadniczg zalete, ze mozna w niej moéwi¢ o podprzestrzeniach.
W tym rozdziale opisujemy wstepne pojecia tej nowej kategorii. Jezyk, ktory roz-
budujemy, ma podstawowe znaczenie, bo przestrzenie wektorowe czesto w matematyce
spotykamy. Przede wszystkim okaze sie tez w dalszej czesci wyktadu, ze nawet o prze-
ksztatceniu liniowym przestrzeni wspotrzednych powiedzie¢ mozna znacznie wiecej,
gdy uzywac pojec takich, jak np. ,obciecie odwzorowania liniowego do podprzestrzeni”,
wykraczajacych poza to, co wyrazaliSmy jezykiem uzywanym w rozdziale II.

§ 1. Podstawowe pojecia.

1. Przestrzenie i podprzestrzenie.

Niech [F bedzie pewnym ciatem, a V' niepustym zbiorem. Elementy zbioru V' nazwijmy
wektorami, a ciala [ — skalarami. Powiemy, ze V jest przestrzenig wektorowsa
(lub: liniowa) nad F, jesli okreslone zostaty:

operacja V x V' 3 (v, va) — vy + vy € V dodawania wektorow, oraz

operacja F x V' 5 (¢,v) — c¢v € V mnozenia ich przez skalary
spelniajace ponizsze warunki dla wszystkich wektorow v, vy, ve, v3 1 skalaréw c, d:

a) vi+ vy =vo+vy 1 (V4 Vs)+vy=vy+ (vo+ v3);

b) c(dv) = (cd)v, (c+d)v=cv+dv, c(vi+ V) = cvi+ cvy;

¢) Iv =v i 0v = 0, dla pewnego wektora 0, nie zalezacego od v.

Warunek a) oznacza, ze dodawanie wektorow jest przemienne i taczne, a b) — ze
mnozenie ich przez skalary jest rozdzielne wzgledem dodawania (tak wektorow, jak
i skalarow), i ze ma miejsce naturalna forma lacznosci tego mnozenia. Wektor 0
nazywamy zerowym; czasem oznaczamy go 0y dla zaznaczenia przestrzeni, do ktorej
nalezy. Wektor ten jest neutralny wzgledem dodawania, bo dla v € V zachodzi 0+v =
Ov+1v = (0+1)v = v. Wektor neutralny jest jedyny, bo suma dwoch takich wektorow
jest rowna kazdemu z nich.
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O wektorze cv powiemy, ze jest c-krotnoscig v. Gdy ciatem skalarow jest R
mowimy o rzeczywistej przestrzeni wektorowej, gdy zas C —o zespolonej. Te dwa
przypadki sa dla nas najwazniejsze.

Podkresli¢ nalezy, ze méwiac o przestrzeni wektorowej V' nad F mamy na mysli
nie tylko zbiér wektorow V| ale i dziatlania dodawania wektoréw i mnozenia ich przez
skalary. Gdy okreslenie tych dziatan nie budzi watpliwosci, to nie bedziemy o nich
przypominaé¢ (co nie powinno sprawiaé¢ wrazenia, ze je zaniedbujemy).

Zadanie 1. Dla wektoréow u, v przestrzeni wektorowej V', rownanie v + X = u ma
w V jedyne rozwiazanie, rowne u + (—1)v.
W dalszej czesci piszemy u — v zamiast u 4 (—1)v, a —v zamiast (—1)v.

Definicja. Niepusty podzbior W przestrzeni wektorowej V' nad F jest jej podprze-
strzenia liniowa (lub: wektorowa), jesli

ew €W oraz w+w €W dlaceForaz w,w € W.

Latwo zauwazy¢, ze z dzialaniami zadanymi przez dziatania przestrzeni V', podprze-
strzen W jest przestrzenig wektorows. (Cwiczenie: dlaczego Oy € W?)

Nazwy ,przestrzen wektorowa” i ,podprzestrzent wektorowa” (czy liniowa) bedziemy
na ogo6t skraca¢ do ,przestrzen” i ,podprzestrzen”, odpowiednio, bo az do rozdziatu
VIII innych przestrzeni i podprzestrzeni niz wektorowe nie rozwazamy.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 1 w §I1.1.1 1 1-7 w §I1.1.2 (bez bazy i wymiaru).

2. Przykltady przestrzeni wektorowych.

O uzytecznosci wprowadzonych poje¢ przesadza i to, ze wiele zbioréw ma naturalng
strukture przestrzeni wektorowej. Oto przyktady:

1. Przestrzen F*, z dzialaniami okreslonymi w poprzednim rozdziale, jest dla kaz-
dego k > 0 przestrzenig wektorowa nad I, nazywana przestrzenia wspolirzednych.
(Przyjmujemy F° := {Op} oraz F! := F). Przestrzenie wspotrzednych i ich podprze-
strzenie nadal odgrywaja kluczowa role w tym wyktadzie.

2. Dla kazdej macierzy A € M .(F), zbior R = {v € F¥ : Av = 0;} jest
podprzestrzenia liniows przestrzeni F¥. (R jest zbiorem rozwigzaii wyznaczonego przez
macierz A uktadu [ rownan jednorodnych).

3. Zbior Flz] wielomianéw o wspolezynnikach w danym ciele F jest (przy natural-
nych dziataniach dodawania i mnozenia przez skalar) przestrzenia wektorowa nad FF, a
dla kazdego k € N zbior Fy|z| wielomianow stopnia < k jest jej podprzestrzenia.

4. Niech T' bedzie dowolnym zbiorem, a V' przestrzenia wektorows nad ciatlem F.
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Wowczas zbior VT wszystkich funkeji T — V z dziataniami okreslonymi wzorami
(vA+w)(t) ;== v(t)+w(t) i (cv)(t) :=cv(t), dlakazdych v,we V!, ceF, teT.

jest przestrzenia wektorows. (Uwaga: jest ona rowna F¥ gdy V =FiT = {1,...,k}.)

5. Przyjmujac w poprzednim przyktadzie V = F otrzymujemy przestrzen wekto-
rowg F7. Dla F = R ma ona wiele waznych podprzestrzeni:

i) JesliT = [0,1] lub T = R, to przestrzeni C'(T, R) wszystkich funkcji ciagtych T —
R jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni wektorowej R”. (Czytelnik zaznajomiony z
pojeciem przestrzeni metrycznej zauwazy, ze o przestrzeni C'(T', R) mozna dla dowolnej
takiej przestrzeni 7T'.)

ii) Zbior C1(R) wszystkich funkcji f : R — R, posiadajacych ciagla pochodna, jest
podprzestrzenia liniowa przestrzeni C (R, R).

iii) Dla dowolnego zbioru T, zbior [, (T') wszystkich funkeji ograniczonych 7" — R
jest podprzestrzenig liniows przestrzeni wektorowej R, (Funkcje f : T — R nazy-
wamy ograniczona, gdy sup,.r | f(t)] < 00).

iv) Wektory przestrzeni RY sg nieskoniczonymi ciggami liczb rzeczywistych. (Kazda
funkcja N — R jest takim ciagiem.) Oto pewne jej znane podprzestrzenie.

a) przestrzen lo = lo(N) wszystkich ciaggéw ograniczonych.

b) przestrzefi ¢y := {(u,) € RY : limu, = 0} wszystkich ciggéw zbieznych do 0.

6. Powyzej, mozna uzy¢ ciata liczb zespolonych C w miejsce R, uzyskujac odpowied-
nie przestrzenie zespolone. Uzupetnienie szczegdtow pozostawione jest jako éwiczenie.

7. Przestrzen wektorowa mozna tez traktowac jako przestrzen nad dowolnym pod-
ciatem G jej ciala skalaréw. (Nie zmieniamy dodawania wektoréw ani mnozenia ich
przez skalary, lecz zakladamy, ze te ostatnie nalezg do G.) Dla przyktadu, kazda ze-
spolong przestrzen wektorowa mozemy trakowac i jako przestrzen nad R, a kazda taka
przestrzen —jako przestrzen nad ciatem liczb wymiernych.

8. Jesli V' jest rzeczywista przestrzen wektorows, to zbior wyrazen u + iv, gdzie
u, v € V, tworzy przestrzen nad C z dzialaniami okreslonymi wzorami (u+iv)+ (u'+
v :=u+u +i(v+v)oraz (a+bi)(u+iv) ;= au—bv +i(bu+ av). Otrzymana
przestrzen nazywamy kompleksyfikacja przestrzeni rzeczywistej V.

9. Przecigcie W := ({W, : v € I'} dowolnej rodziny podprzestrzeni W, przestrzeni
V' tez jest podprzestrzenig. Istotnie, gdy wi,wo € Wic € F, to wi,wg € W, i wobec
tego wi + cwg € W, dla kazdego v € I', skad wy + cwqo € W.

Zadania uzupetniajace. Dla Ay, ..., Ar C V przyjmijmy Zle A =A{vi+ ...+ v
Vi €Ay, .. vy € A1 A+ Ay = 2?21 A;. Dowiesé, ze:

a) (V—I—Al)ﬂ(V—I—Ag) :V—f—(AlmAg).

b) Gdy A;, Ay sa podprzestrzeniami w V' i zadna z nich nie jest zawarta w drugiej,
to ich mnogos$ciowa suma nie jest podprzestrzenig. Jest nig jednak A; + As.




I11-4 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

c) Gdy A, Ay, Ay sa podprzestrzeniamii A; C A, to AN(A1+A42) = ANA+ANA,.
Czy jest tak, gdy podprzestrzenie spetniaja warunek A C A;? Gdy sa dowolne?

3. Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wektorowych.

Zasadnicze dla teorii przestrzeni liniowych jest tez nastepujace pojecie.

Definicja. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F. Przeksztatce-
nie L : V — W nazwiemy liniowym, jesli maja miejsce ponizsze rownosci (dziatania
po ich lewych stronach sa w V', a po prawych w W):

Lu+v)=L(u)+ L(v) i L(ev)=cL(v), dla u,veVicel.

Zbior wszystkich przeksztatceni liniowych V' — W oznaczamy przez L(V, W), a gdy
V =W —przez L(V). Piszac ,L € L(V,W)” czy ,L : V — W jest przeksztalceniem
linlowym” zaktadamy, ze V' i W to przestrzenie liniowe nad tym samym ciatem.

Przeksztatcenie liniowe nazywamy
zanurzeniem lub monomorfizmem (liniowym), jesli jest réznowartosciowe,
izomorfizmem (liniowym), jesli jest bijektywne, tzn. jest roznowartosciowe i ,na’.
Przeksztalcenie V' — W zadane wzorem v +— Oy nazywa sie zerowym i oznacza przez
0, a przeksztatcenie V' — V zadane wzorem v — v nazywa si¢ identycznosciowym
i oznacza I lub przez Iy; oba sg liniowe.

Uwaga 1. Zamiennie z nazwg przeksztalcenie liniowe uzywamy tez odwzorowa-
nie liniowe. Stowa ,przeksztalcenie” i ,odwzorowanie” majg tu to znaczenie, jakie
na wyktadzie Wstepu do Matematyki przystuguje stowu ,funkcja”. Jednak dla nas
Jfunkcja” i funkcjonal” oznaczaé¢ bedzie na ogdt przeksztalcenie w ciato skalarow.

Zadanie 1. Jesli L : V — W jest przeksztatceniem liniowym, to
L(civi+...+cpvy) = e L(vi)+...+cp L(vy) dla kazdych ¢y, ...,cp € Fivy, ... v, € U.

W szezegolnosci, L(0y) = 0w i L(—v) = —L(v) dla kazdego v € V.

Uwaga 2. 7 twierdzenia 1 w §II.1.2 wynika, ze powyzsza definicja przeksztatcen
liniowych jest dla V' = F*¥ W = F zgodna z podang w §II.1. Oznacza to, ze kazde
przeksztatcenie L : F¥ — F!. liniowe w sensie obecnej definicji, jest postaci F¥ 3 v
Av € F! dla pewnej (jednoznacznie przez L wyznaczonej) macierzy A € M (F).

Przvkltad 1. Iloczyn kartezjanski przestrzeni wektorowych V; i V5 definiujemy
jako zbior Vi x Vs, wyposazony w dziatania (vi,vs) + (W1, Wo) = (V] + Wy, Vo + Wo)
oraz ¢(vy,ve) = (cvy, cve) (po prawych stronach sa dziatania w przestrzeniach V;, V3).
Latwo sprawdzi¢, ze iloczyn ten jest przestrzenig wektorows, a kazde z rzutowan P; :
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Vi x Vo =V, j =1,2, jest przeksztalceniem liniowym. (Oczywiscie, rzutowania sa
zadane wzorami Pj(vy,ve) = v, dla (v, ve) € Vi x V5.)

Tak samo jest z iloczynem kartezjanskim dowolnej rodziny przestrzeni wektorowych,
kory oznaczamy przez [[;,.; Vi, a w przypadku skonczonej i ponumerowanej rodziny
przestrzeni przez Hle Viczy Vi X ... X V.

Przyklad 2. Dla dowolnych wektoréw vy, ..., v € V, przeksztalcenie z F* do V, zadane
wzorem (cq, ..., Cx) — €1V1 + ... + Cx Vg, jest liniowe. B

Definicja. Dla przeksztalcenia L € L(V, W), zbiér L~(Oy/) jest na mocy zadania 4
podprzestrzenia przestrzeni V. Zbior ten nazywamy jadrem przeksztalcenia L i
oznaczamy ker(L) (od angielskiego ,kernel”). Role jadra opisuje ponizsze zadanie:

2. Dla L € L(V,W)ivy, vy €V mamy
L(vy) = L(vy) & vy — vy € ker(L).

W szcezegolnosei, L wtedy i tylko wtedy jest zanurzeniem, gdy ker(L) = {0}.

Sformutujmy w postaci zadan dalsze uzyteczne, lecz tatwe do uzasadnienia odwzo-
rowan liniowych.

Zadania. (Rozwazamy przestrzenie liniowe V, W etc. nad ustalonym ciatem F.)
3. Ztozenie odwzorowan liniowych jest odwzorowaniem liniowym.

4. Ztozenie izomorfizmow liniowych jest izomorfizmem liniowym; podobnie, odwrot-
no$¢ izomorfizmu liniowego jest izomorfizmem liniowym.

5. Jesli L : 'V — W jest odwzorowaniem liniowym, a Vy i Wy podprzestrzeniami
przestrzeni V' i W, odpowiednio, to L(Vp) i L™ (W) sa podprzestrzeniami przestrzeni
W iV, odpowiednio. W szczegélnosci, obraz im(L) := L(V) i jadro L™*(0w) (por.
nizej) przeksztalcenia L sa podprzestrzeniami przestrzeni W i V', odpowiednio.

6. Zbior L(V, W) wszystkich przeksztatcen liniowych V' — W jest podprzestrzenia
przestrzeni WV wszystkich przeksztalcen V. — W. W szczegdlnosci, L(V, W) jest
przestrzenia wektorowa nad F.

7. LO(K1+CK2) = LOK1+C(LOK2) dla Kl,KQ € L(U,V), L e E(V,W)IC eF.

8. * (Zadanie to wykorzystamy dopiero w rozdziale VIII.) Niech 2 # O (lub, ogdlniej,
#IF > 2).

a) Zbior Vy C V jest podprzestrzenia wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € Vi i cv + (1 —
c)w € Vy dla wszystkich v,w € Vjic € F.

b) Przeksztalcenie L : V' — W jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy L(0) = 0 i
Lev+(1—cw)=cL(v)+(1—c¢)L(w)dlav,weViceF.




I1I-6 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

Zadania uzupeltniajace.

1. Dowies¢, ze przeksztalcenie L : V — V) x Vi wtedy i tylko wtedy jest liniowe, gdy
liniowe sg oba jego ztozenia Py o L i Pyo L. z rzutami P, : Vi x Vo — V.

2. Niech K € L(U, V)i L € L(UW). Dowies¢, ze gdy ker(K) C ker(L), to
L = S o K dla pewnego przeksztalcenia liniowego S : K (U) — W. Rozumowac tak:
a) Dla kazdego wektora v € K(U) obra¢ taki wektor uy € U, 7ze K(uy) = v, i
przyja¢ S(v) = L(uy). Dowiesé, ze wartos¢ S(v) nie zalezy od wyboru wektora uy.
b) Dowies¢ liniowosci otrzymanego przeksztalcenia S,

3. Niech operatory K, L € L(V,W) maja te wtasnos¢, ze dla kazdego v € V' wektor
L(v) jest proporcjonalny do K(v). Dowies¢, ze L = cK dla pewnego skalara c.

4. Wywnioskowaé z ktoregokolwiek z tych zadan, ze gdy funkcjonaty ¢, ¢ € L(V,F)
spetniaja warunek ker ¢ C kery, to ¢ = ¢ - ¢ dla pewnego skalara c.

5. Niech f : X — V bedzie bijekcja (=przeksztalceniem roznowartosciowym i ,na’”)
zbioru X na przestrzenn wektorowa V' nad F. Wyposazmy X w dziatania przecia-
gniete: x1 Bxy 1= fT1(f(x1) + f(x2)) ic-x:= fcf(x)) dlax;,xo € XiceT.

a) Wykazac, ze X jest przestrzenig liniowa nad F, a f : X — V jest izomorfizmem.
b) Okresli¢ dzialania w X wzorami, gdy V=F =R, X = (0,00) i f(z) = Inz.
¢) To samo, gdy F = Zs, X to zbiér podzbioréow zbioru T, V = FT a f : X —

V' przyporzadkowuje kazdemu zbiorowi A € X jego funkcje charakterystyczng ya,
zdefiniowana wzorem x4(t) =1dlat € Aixa(t)=0dlate T\ A.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §11.3.1: zadania 1 (bez d), e)) i 5.

§ 2. Bazy (skoriczone) przestrzeni wektorowych.

1. Definicje i przyktlady.

Definicja. Ciag V = (vy,...,Vv)) wektorow przestrzeni V nazywamy jej baza (Sci-
slej: baza uporzadkowana), jesli dla kazdego wektora v € V istnieje jedyny cigg
(c1,...,cx) skalarow taki, ze v .= ), ¢v;. Skalar ¢; nazwiemy i-ta wspolrzedna

wektora v w bazie V, a ciagg wspohrzednych (cq, ..., ;) € F¥ oznaczamy przez [v]y.

Przyklad 1. Ustalmy k& € N i oznaczmy przez e; € F* wektor, ktorego i-ty wyraz
jest rowny 1, a pozostate 0. Poniewaz (), cie; = v) & (¢1 = vy, ...,c; = vg), wiec
(e1,...,ex) jest baza przestrzeni F*. Oznaczamy ja przez £ i nazywamy baza stan-
dardowa. (Taka ,wzorcowy’ baze wyréznimy tylko w przestrzeniach wspétrzednych!)

Przyklad 2. Dla danych ay, ..., a;, € F¥ utworzmy k x k — macierz A, ktorej ay, ..., ay, sa
kolumnami. Twierdzimy, ze A := (ay, ..., a;) wtedy 1 tylko wtedy jest baza przestrzeni
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F* gdy macierz A jest nieosobliwa.

Istotnie, A jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora b € F* uktad
rownan ma jedyne rozwigzanie — co ma miejsce dla nieosobliwych macierzy A i tylko
dla nich. (Patrz twierdzenie 1 w §IL.5.1.) [

Przyktad 3. Gdy R = {v € F¥ : Av = 0} jest niepustym zbiorem rozwigzan ukladu
rownail jednorodnych o zadanej macierzy A € M, ;(F), to umiemy efektywnie wyzna-
czy¢ pewna baze przestrzeni R, zwana w §11.3.4 ukladem fundamentalnym rozwigzan.

Przyktad 4. Niech V' = Fy[x] bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich wielomianow
nad F stopnia < k. Jedna z baz tej przestrzeni tworza wielomiany 1, z, ..., 2. Ogolniej
jednak, jesli fo, ..., fr sa wielomianami takimi, ze deg(f,) = n dlan = 0,1,....k,
to (fo, ..., fr) jest baza przestrzeni Fi[x]. (Dowod: mamy wykazaé, ze dla kazdego
f € Fi[x] istnieje doktadnie jeden ciag skalarow cy, ..., cx takich, ze f = co fo+...+ck fr
Jest to oczywiste gdy £ = 0, a dla £ > 0 wykorzystujemy indukcje matematyczna:
obieramy c;, tak, by wielomiany f i ¢ fi mialy réwne wspotczynniki przy ¥, po czym
korzystajac z zatozenia indukcyjnego wyznaczamy cy, ..., cx_1 dla ktorych cofy + ... +
ck—1fr—1 = [ — crfr; wybory te sa jednoznaczne.)

W szezegolnosei, dla kazdego a € R ciag 1,2 — a, (z — a)?, ..., (x — a)* jest baza
przestrzeni Ry[x]. Wspohrzedne wektora f € Ry[z] wzgledem tej bazy V wyznaczy¢
mozna rozniczkujac n—krotnie rownosé f(x) = co + c1(x — a) + ... + cp(x — a)*:

2

d"f(a) =nle, dla n=0,1,....k, gdzie d"f jest n-ta pochodna funkcji f.

Stad [fly = (f(a), dfl(!“), o dkifa)) (co jest twierdzeniem Taylora dla wielomianow).

Definicja. a) Gdy zmienimy numeracje wektoréw bazy, znéw otrzymamy baze. Pozwala
to nazwaé niepusty skoriczony zbior A C V baza (nieuporzadkowana) przestrzeni
V', jesli ustawiajac jego elementy w ciag (dowolny, byleby bez powtorzen) otrzymamy
baze uporzadkowana.

b) Przyjmujemy tez, ze zbior pusty jest baza przestrzeni {0} (ktora to przestrzen
nie ma bazy uporzadkowanej!).

¢) Podobnie, bazg nazwiemy dowolny skoriczony uktad! wektorow (vy)er taki, ze
po ponumerowaniu zbioru 7' (w dowolny sposob, bez powtorzen) otrzymujemy baze
uporzadkowana (v, ..., vy, ). Gdy trzeba, omawiamy dodatkowo, czy rozwazana wla-
$nie baza jest uktadem wektorow, czy tez ich zbiorem. (Zbiory tez mozna traktowac
jako uktady, ale tego juz tu nie rozstrzgsamy.)

W ponizszych przyktadach wygodnie jest uzywaé baz nieuporzadkowanych.
Przyktad 5. Niech M, ;, bedzie przestrzenia wszystkich [ X k-macierzy nad I, z natural-

w glad za [BB], uktadem elementéw zbioru V nazywamy dowolna funkcje o wartosciach w V; przy tym uktad
f:T — V czesto oznaczamy tez przez (fi)ier. Ukladem takim jest wiec i kazdy ciag w V, skoriczony lub nie.
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nymi dziataniami dodawania macierzy i mnozenia ich przez skalar. Dla: =1,...,1, j =
1,...,k oznaczmy przez E;; € V macierz o ij-tym wyrazie rownym 1, a pozostalymi
rownymi 0. Wowczas dla A = (a;;) € M;; mamy Zézl Z?:l ai;Ei; = A; wynika
stad zarazem, ze przedstawienie A w postaci kombinacji liniowej macierzy E;; ist-
nieje i jest jest jedyne. Zbior macierzy {E;; : 1 < i < [,1 < j < k} jest wiec
(nieuporzadkowana) baza w M, liczaca Ik elementow.

Przyktad 6. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni My, ztozona z macierzy sy-
metrycznych. Bazg W jest zbior macierzy F;;, 1 <1 < j <k, okreslonych tak: wyrazy
ij-ty oraz ji-ty macierzy F;; sa rowne 1, a pozostale 0. Istotnie, A = Zlgigjgk a;iFi;
jest jedynym przedstawieniem macierzy A € W jako kombinacji liniowej macierzy F;;.

Cwiczenie. Znalezé baze przestrzeni macierzy antysymetrycznych rozmiaru k X k.

Cwiczenie. Znalezé wspotrzedne wektora v € V w bazie V, gdy
a) V=R2 v=(1,1), V=((1,-1),(-2,3));
D)V =Rslz], v=1+z+2* V= (r+2%0—2°1+x).

Uwaga 1. Nietrudno jest okresli¢ wspotrzedne wektora w bazie nieuporzadkowane;j;
a 7e nie sa one ponumerowane, to tworzg pewien uktad, ale nie element przestrzeni F¥.
Baz uporzadkowanych wygodnie jest zatem uzywaé¢, gdy wazne jest ustalenie kolej-
nosci wspotrzednych; w innych przypadkach rownie dobre sg bazy nieuporzadkowane.
Bazy uporzadkowane oznaczamy duzymi literami pisanymi (np. V, W), a bazy bedace
zbiorami —duzymi literami drukowanymi (np. A, B), jak inne zbiory.

Uwaga 2. W tym wyktadzie bazy sa skoiiczone. Niejednokrotnie wprowadza sie tez
bazy nieskoriczone, ktore tu nazywamy bazami Hamela (patrz dalej w §4.4). Dla
unikniecia nieporozumien, skonczonosé baz niekiedy wyraznie zaznaczamy.

Uwaga 3. Nie kazda przestrzenn wektorowa ma baze skonczona; jednak te, ktore ja
maja, sa tu najwazniejsze.

Cwiczenie. Udowodnié, ze przestrzeni wektorowa F[z], opisana w przyktadzie 3 z §1.2,
nie ma bazy skonczone;j.

2. Rola wspélrzednych wzgledem bazy.

Przypomnijmy, ze gdy V = (vi, ..., Vi) jest baza przestrzeni V., to przez [v]y ozna-
czamy jedyny ciag (cq, ..., c;) € F¥ taki, ze v = Zle Civi.

Twierdzenie 1. Przyporzgdkowanie kazdemu wektorowi v € V ciggu [v]y jego wspot-
rzednych w ustalonej bazie V = (v, ...,v), jest izomorfizmem przestrzeni V. na FF,
przeprowadzajgeym dla i = 1,....k wektor v; na e; € F*. Izomorfizm odwrotny
F* — V' zadany jest wzorem (cy, ..., cp) > GV
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Dowdd. Z definicji bazy, przeksztatcenie F¥ 3 (cy, ..., cp) — c1vi + ... + vy, € V jest
roznowartosciowe i ,,na’; jest ono tez liniowe. W §lad za nim, izomorfizmem jest i jego
odwrotnos¢, bedaca przeksztalceniem v — [v]y, dla v € V; patrz zad. 4 z §1.3. O

Definicja. Kazdy izomorfizm V' — F* nazywamy mapa przestrzeni V. Mape, o ktorej
mowa w twierdzeniu, nazwiemy wyznaczong przez baze V.

Tak wiec baza uporzadkowana przestrzeni V' wyznacza mape, pozwalajaca trakto-
waé V' pod niejednym wzgledem podobnie, jak znang nam juz przestrzen wspotrzed-
nych. Nie jest to jedyna przyczyna, dla ktérej dazy¢ mozemy do wprowadzenia bazy
w V:igdy V =TF* odpowiedni wybor bazy znacznie upraszcza niektore zagadnienia.

3. Wymiar przestrzeni wektorowej
Podstawowe znaczenie ma ponizsze
Twierdzenie 1. Kazde dwie skoniczone bazy przestrzeni liniowej sq rownoliczne.

Dowdd. Niech jedna baza danej przestrzeni V' liczy s, a inna ¢ elementow. Mozemy
zaktadac¢, ze s > 1 it > 1 (inaczej teza jest oczywista). Gdy bazy uporzadkowac,
wyznacza one na podstawie twierdzenia 1 z p.2 izomorfizmy S : V — FSiT : V — F'.
Odwzorowanie T'o S~ : F$ — F! jest liniowe i roznowarto$ciowe (patrz zadanie 3 z
§1.3), skad s <t na mocy wniosku 3b) z §11.3.3. Tak samo, ¢t < s.

Definicja. Gdy przestrzen V ma baze ztozong z k wektoréow to méwimy, ze jej wymiar
jest rowny k i piszemy dim(V') = k. (Odnotujmy, ze dim({0}) = 0, bo zbior pusty
jest baza przestrzeni {0}.) Gdy V nie ma bazy skonczonej, piszemy dim(V') = oc.

Przyklad 1. a) przestrzen F* jest wymiaru k;
b) przestrzen Fj|x] wielomianow stopnia < k jest wymiaru k + 1;
c) Przestrzen My (F) wszystkich k x k — macierzy jest wymiaru k2, a jej poprzestrzen
zlozona z macierzy symetrycznych jest wymiaru k(k + 1)/2.
Dla dowodu wystarcza odwotac sie do przyktadow 1,4,51 6 z p.1.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §I1.1.1: 8 b),d)* i 10; w §I1.1.2: 2,37 (czesci tych
zadari, dotyczace baz i wymiaru) i 9*.

§ 3. Bazy a przeksztalcenia liniowe.

1. Wyznaczanie przeksztalcenia przez wartosci na wektorach bazy.

Twierdzenie 1. Niech (vy, ..., vi) bedzie bazq przestrzeni V.. Wowczas:
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a) Dla danej przestrzeni W i wektorow wy, ..., wy € W, istnieje jedyne przeksztal-
cenie liniowe L : V — W takie, ze L(v;) =w; dlai=1,... k.

b) Przeksztatcenie to jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy (w;)%_| jest bazq
przestrzent W.

Dowod. Ad a). Jesli przeksztalceni L istnieje, to z liniowosci otrzymujemy dla v =

>l Civi
(%) L(Z Civ;) = Zciwi, lub inaczej: L(v) = ZCin‘, gdzie (¢;) = [v]y.

(3 (3 (3
To dowodzi jedynosci L. Jego istnienie wynika stad, ze gdy wzoru (*) uzy¢ jako de-
finicji, to otrzymamy przeksztalcenie liniowe. (Sprawdzenie jest prostym ¢wiczeniem,
lecz patrz tez nizej.)

Ad b). Zapiszmy wzor (*) tak: L(v) = T(S(v)), gdzie S : V — F* to mapa
wyznaczona przez baze V i T(cy,...,cx) = >, ¢;w; dla ¢y, ..., ¢ € F. Przeksztalcenie
S jest bijektywne, a T : F¥ — W jest takie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (w1, ..., w})
jest baza przestrzeni W (z definicji bazy). Zatem i bijektywnosé ztozenia L = T o S
jest rownowazna temu, by uktad ten byt baza. []

Uwaga 1. Gdy V i W sa przestrzeniami wspotrzednych, to uwaga 2 z §I1.5.2 opisuje,
jak wyznaczy¢ mozna macierz X = [L] przeksztalcenia L takiego, ze L(v;) = w; dla
i = 1,....k. Nie jest w niej wymagane, by uklad (v;)¥_, byl baza; jednak bez tego
rozwigzan X moze nie by¢ lub byé¢ wiele.

Definicja. Dwie przestrzenie wektorowe sg izomorficzne, gdy istnieje izomorfizm jed-
nej z nich na druga.

Whniosek 1. Dune przestrzenie wektorowe nad tym samym ciatem, posiadajgce bazy
skonczone, sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy sq tego samego wymiaru.

Dowdd. Gdy istnieje izomorfizm V' — W, to przeprowadza on baze przestrzeni V' na
(rownoliczna z nia) baze przestrzeni W, wobec czego dim (V') = dim(W). Odwrotnie,
gdy przestrzenie V i W maja réwnoliczne bazy (v;)¥, i (w;)¥ |, to na podstawie
twierdzenia istnieje izomorfizm L : V' — W, wyznaczony warunkiem L(v;) = w; dla

i=1,...k (Tu, k > 1, lecz teza jest oczywista gdy dim(V') = 0.)

2. Macierze przeksztalcen liniowych w bazach skornczonych.

Pokazemy teraz, jak — przy wybranych bazach dziedziny i przeciwdziedziny— prze-
ksztatceniu liniowemu dogodnie przyporzadkowac¢ macierz. W ten sposob rozszerzymy,
na przeksztatcenia pomiedy przestrzeniami z wyroéznionymi bazami, omawiang w roz-
dziale IT odpowiednios¢ pomiedzy przeksztalceniami liniowymi a macierzami.
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Definicja. Niech V = (vy,...,vg) 1 W = (w1, ..., w;) beda bazami przestrzeni V i W,
odpowiednio. Bazy te wyznaczaja mapy: S : V — FFi T :V — F'. Dla zadanego
L € L(V,W), przeksztalcenie To Lo S™! : F* — ! jest poprawnie okreslone i liniowe;
powiemy, ze odpowiada ono przeksztalceniu L w bazach V, W (lub: w mapach
S, T). Jak kazde przeksztalcenie liniowe F* — !, wyznaczone ono jest przez doktadnie
jedng [ X k-macierz. Nazywamy ja macierza przeksztalcenia L. w bazach V, VW

(lub: w mapach S,T) i oznaczamy [L]}},.

Uwaga 1. Wygodnie jest definicje macierzy przeksztatcenia zapisa¢ w postaci dia-
gramu:

Vv — W
L

ls lT przy A =L}y := [T'o Lo S™] (1)
ztozenia T'o L i L oS s3 rowne
F¥F —— F!
La
Zaswiadcza on, ze w omawianych mapach przeksztatceniu L odpowiada przeksztatcenie
L,. Mowimy tez, ze w bazach V, W, przeksztalcenie L jest zadane wzorem
x — Ax, bo L przeksztatca wektor v o wspotrzednych (z1, ..., zx) wzgledem bazy V,

na wektor w o wspolrzednych Ax wzgledem bazy W.
Twierdzenie 1. j-ta kolumna macierzy [L]}fv jest ciggiem wspotrzednych, w bazie VW,
wektora L(v;). Réwnowaznie: macierz A = [L}}, € My jest wyznaczona tym, ze

!

L(VJ) = E:CL”WZ dla ] — 1, ,k’ (2)
i=1
Dowdd. Cigg wspotrzednych wektora v; wzgledem bazy V jest rowny e; € F*. 7 uwagi
wynika wiec, ze ciag wspotrzednych wektora L(v;) wzgledem bazy W jest rowny Ae;,
tzn. j—tej kolumnie macierzy A. [J
Cwiczenie. Wypisaé macierz [D]}, operatora rézniczkowania D : Ri[z] — Ry[z], gdy
V=W=(l,x,..12%.
Zbadamy teraz wtasnosci macierzy przeksztatcenia.
Twierdzenie 2. Przy oznaczeniach definicyi,
a) [L(V)lw = [LIW[v]y dlav € V;
b) dla danej macierzy A € M, ;(FF) istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie liniowe
L:V — W takie, ze [L]}), = A;
¢) Przyporzadkowanie L — [L]}, jest liniowe, tzn.

(K + L1, = [K]W, + [LI), i [eL) = ¢[L)), dla K, L € L(V,W)icecF.
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Dowod. a) odpowiada rownosci obu ztozen w diagramie (1), patrz uwaga 1. Podobnie,
gdy w (1) potraktowa¢ L, jako zadane przeksztalcenie liniowe, to wyznacza ono jed-
noznacznie przeksztalcenie liniowe L :=T"'o L, o S takie, ze [L]};, = A. Natomiast
¢) wynika z réwnosci (2). O

Twierdzenie 3. Niech K : U — V i« L .V — W bedq przeksztatceniami lintowyms,
ald, V., W — bazami przestrzeni U,V 1 W, odpowiednio. Wowczas

(Lo K1, = [L]W[K (po prawej jest iloczyn macierzy).

Dowod. Dla kazdego u € U otrzymujemy, na podstawie czesci a) twierdzenia 2:

(Lo K)(wy = [LEp[E (w)]y = [LE(KS[ule) = (LEYKTS) [uly-

Oznacza to, ze [L]},[ K% spelnia warunek charakteryzujacy macierz [L o K5, O

Uwaga 2. |mnemotechniczna] Sposob umieszczania wskaznikow V, W itp. dobrany
jest tak, ze gdy mnozenia jak te w tw.2a) czy w tw.3 czyta¢ od prawej strony, to kazdy
dolny indeks ma ,skracac si¢” z tym samym kolejnym indeksem goérnym; pozostate zas
indeksy maja na swych miejscach pojawi¢ sie po lewej stronie réwnosci.

Uwaga 3. Z twierdzen 2 i 3 wynika, ze przyporzadkowanie kazdemu przeksztatceniu
L € L(V,W) jego macierzy w ustalonych bazach jest liniowym izomorfizmem prze-
strzeni wektorowej £(V, W) na przestrzen wektorowa My, , gdzie | = dim(W), k =
dim(V'). Ponadto, przy dowolnym wyborze baz U w U, V w V i W w W, sktadaniu
przeksztatcen U — V 1V — W odpowiada mnozenie macierzy.

Uwaga 4. Wynika stad juz, ze izomorfizmom liniowym odpowiadaja macierze od-
wracalne, 1 vice versa. Istotnie, gdy przeksztalcenia K € L(V.W) i L € L(W,V) sa
wzajemnie odwrotne, to

LYIKY, = (Lo KT} = [Iv]} = L, gdzie s = dim(V) = dim(WW),

i tak samo [K)[L]Y = L. Jesli wiee K € L(V,W) jest izomorfizmem, to macierz
(K ]VW jest odwracalna, a zamieniajac role macierzy i przeksztatcen dowodzimy tak
samo implikacji odwrotnej.

Zadanie uzupeiajace 1. i) Jaki jest zwiazek miedzy [L]}), a [L]}), , jesli V' otrzymano

7z bazy V = (v;)F_, przez a) zastapienie wektora v; wektorem cv;? b) zastapienie go

wektorem v; +c¢v;? c) zamiane wektoréw v; i v; miejscami? (Tul <i4,j <kiceF.)
ii) A pomiedzy [L]Y), a [L]}, , jesli W' w podobny sposob otrzymano z W?

Zadania ze zbioru Kostrykina: 3,4 w §II 1.3; 22 (z V zamiast 3) i 23 w §11.3.1.
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3. Zmiana bazy i jej wplyw na macierz przeksztalcenia liniowego.

Ustalmy dwie bazy przestrzeni V:  starg” baze V = (vy,...,vg) i ,nowg” W =
(Wi, ..., wg). Dla opisania, jak zmienia sie macierz przeksztalcenia przy zmianie baz,
rozwazmy macierz C := [Iy]}Y, ktora nazwiemy macierza zmiany bazy z V na W.
Zgodnie z definicja z p.2, jest to k X k—macierz, ktorej j-ta kolumna, dla 1 < 57 < k,
jest ciag [w|y wspolrzednych, wzgledem starej bazy, j—tego wektora bazy nowej. (Tak
wiec w; = >, ¢;;vi.) W szezegolnosei, [Iy]Y, = 1, dla kazdej bazy V.

Niech teraz L € L(V', V), przy czym w przestrzeni V' roéwniez wyrdzniono baze
stara” V= (v, ..., v) 1,nowa” W = (w], ..., w),). Rozpatrujemy tez macierz C’' :=
[[y/)}Y zmiany baz, przy czym nizej piszemy I i I’ zamiast Iy i Iy, odpowiednio.

Twierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach,
V

a) Macierz zmiany bazy C := (I} jest odwracalna i jej odwrotnosciq jest [1]%;
b) [LI}Y = CHLIYC;
c¢) dlav €V zachodzi [v]y = C[v]w, lub réwnowaznie [v]yy = CHv]y.

Dowdd. Poniewaz L =ITo Lol" i I =101, wiec na mocy twierdzenia 2 z p.2,
LIy = ULV IR 1 WY = [T o Iy = 1.

Stad wynikaja obie czesci a) i b). Natomiast w ¢) pierwsza réownosé wynika z twier-

dzenia 2a) w p.2, bo C = [I]}Y, a druga — z pierwszej i a). [

Najwazniejszy dla dalszej czesci jest przypadek, gdy V/ =V, V =V iW = W.
Dla krotkoscei, macierz [ L)Y, oznaczaé bedziemy [L]y i nazywaé macierza przeksztatcenia
L:V — V w bazie V. Zaleznos¢ b) przyjmuje charakterystyczna postac

[L]w = C7[L]yC lub réwnowaznie [L]y = C[L]yC™, gdzie C = [I}Y.  (3)

Cwiczenie. Niech V = (vy, Vo, v3) oraz W = (W1, Wy, w3) beda bazami przestrzeni V/,
przy czym vy = Wi + Wy + W3, Vo = Wy + w3, vz = ws. Niech L € L(V, V). Znalez¢

1 01
macierze [I3Y, [L]y i [L]w jesli wiadomo, ze [L]}, = | 3 1 0
2 01
Uwaga 1. * Gdy C = [I]}} jest macierza zmiany baz, to zalezosci w; = Y, ¢;;v;

mozna umownie zapisa¢ tak: W = VC, gdzie W = (wy,...,wi) 1 V = (v1,..., Vi)
traktujemy jako wiersze, przy czym wiersz V ,w zwykty sposob” mnozymy przez ma-
cierz C. Zalezno¢ ta ma inna postaé, niz zaleznosé [v]y = C~1v]y z twierdzenia 1c).

Uwaga 2. * Tloczyn dwoch kolejnych czynnikéw w (3) jest postaci X = C™IP czy
Y = QC ! dlaP = [L]yiQ = [L])y. Rachunki, prowadzace do jego wyznaczenia,
mozna uproscié¢ korzystajac z wiadomosci z §11.3.5 1 tego, ze CX =P 1 YC = Q.
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Oznaczenie. Macierz, ktorej j-ta kolumna jest wektor [w;ly (j = 1,...,n) mozemy
rozwazaé 1 gdy W = (wq,...,w,) jest dowolnym ciagiem wektorow przestrzeni V,
niekoniecznie bedacym baza. Oznaczamy ja nadal [I]Y.

Twierdzenie 2. Uktad W = (wq, ..., w,,) wtedy i tylko wtedy jest bazq przestrzeni V,
gdy macierz [IY} jest nieosobliwa. (Zaktadamy nadal, ze'V jest bazg.)

Dowod. Oznaczmy przez S : V. — F¥ mape, wyznaczong przez baze V. Jest ona
izomorfizmem, skad uktad W wtedy i tylko wtedy jest baza przestrzeni V', gdy jest nig
uktad S(wy),...,S(w,). (Patrz twierdzenie 1b) z p.1.) Jak wiemy, jesli ostatni uktad
jest baza, to n = k. Poniewaz S(w),...,S(w,) sa kolejnymi kolumnami macierzy
[1]}Y, wiec pozostaje wykorzystaé przyklad 2 z §2.1. O

Uwaga 3. Dla bazy V i ukladu wektoréw W przestrzeni V| macierz [I]}) pozwala wiec
sprawdzié¢, czy W tez jest baza; a gdy nig jest, to mozna przy pomocy tej macierzy
wyrazi¢ tak wspotrzedne wektora w ,nowej” bazie W przez wspotrzedne w starej, jak
i macierz przeksztatcenia w nowej bazie przez jego macierz w starej.

Wniosek 1. Dila zadanej bazy V = (vy,...,Vy) i nieosobliwej macierzy A € My,
istnieje doktadnie jedna baza W taka, ze macierz [I}}Y (przejscia z V do W) jest
rowna A.

Dowdd. Jesli baza W istnieje, to jej j—ty wektor w; jest zadany wzorem w; = > . a;;Vv;.
To, ze wzor ten okresla baze, wynika z twierdzenia 2. []

Zadanie uzupetniajace 1. Niech Vi W beda bazami przestrzeni V. Przeksztalcenie L €
L(V) zadane jest warunkiem [L]y = [I]}Y. Opisa¢ L przez wskazanie jego dzialania
na wektory odpowiedniej bazy.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §11.1.1:10-13; w §I1.3.1:15 (bez b),c),d),e)),16 1 19-21.

4. Jeszcze o izomorfizmie L(V, W) na M, (F) dla k = dim(V),l = dim(W).

(Wyktad 15 lub material uzupetniajacy.)

Powr6¢my do przyporzadkowania przeksztalceniom L € £(V, W) ich macierzy [L]),
w ustalonych bazach V = (v;)i_; przestrzeni V i W = (w;)i_, przestrzeni W. Jak
wiemy z uwagi 2 w p.2, przyporzadkowanie to, ktore oznaczymy przez S, jest izomor-

fizmem z L(V, W) na M, ;(F). A ze dim(M,;,) = ki, wiec
Wniosek 1. Wymiar przestrzeni liniowej L(V, W) jest réwny dim(V') - dim ().

Znamy tez baze {E;; : 1 < i <[,1 < j < k} przestrzeni My, patrz przyktad 5
w §2.1. Poniewaz S™!' : My — L(V,W) jest izomorfizmem, wiec baza przestrzeni
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L(V,W) jest zbior przeksztalcen L;; := S™HE;;) —czyli takich, ze [Li;|h, = Eqj. Ze
wzoru (2) z p.2 odezyta¢ mozemy warunki wyznaczajace przeksztalcenie Ljj:

LZ](VJ) = W; Oraz Lij(vs) =0dlas € {1, 7/{} \ {]} (4)

Na koniec, niech L € L(V,W) i A := [L]},. Wowczas A = 3, ia;BEy, L =
ST'(A) i Lij = ST'(Eij), skad L = 37, ; ajjLij. (Zakres sumowania to 1 <i < 1,1 <
j < k.) Otrzymalismy

Whiosek 2. Zbior zdefiniowanych wyzej przeksztatcen Lyj jest bazq przestrzeni linio-
wej L(V,W). Kazde przeksztatcenie L € L(V,W) przedstawia sie (jednoznacznie)
jako kombinacja L = Zw a;jLij, gdzie a;; to wyrazy macierzy A = [L]}fv c M.

Wazny jest przypadek, gdy W = F. Przeksztalcenia liniowe £ : V' — F nazywamy
funkcjonalami (liniowymi) na przestrzeni V, a przestrzen liniowa L£(V,F) nazy-
wamy sprzezona do V i oznaczamy V*. Dla W = (wy), gdzie wi; = 1 ( jest to
baza przestrzeni F !), wzor (4) okresla baze przestrzeni V*, sprzezona do bazy V
przestrzeni V. Tak wiec

Wniosek 3. Wymiar przestrzeni V* = L(V,TF) jest rowny wymiarowi przestrzeni V.
Dla zadanej bazy V = (Vj)é‘?:l przestrzent V', bazq przestrzeni V* jest V* = (goj)é‘f:l,
gdzie funkcjonat ¢; zadany jest warunkami p;(v;) = 1 i ¢;(vs) = 0 dla pozosta-
fychs (1<s<k).?

Uwaga 1. Specyfikacja wniosku 2 brzmi przy W = F tak: gdy V = (vj)g?:1 jest bazg
przestrzeni V', to dla funkcjonatow ¢ € V* ma miejsce réwnosé

t =73, Uvj)pj, lub rownowaznie, [{]y- = (£(v1), ..., €(V)).
Uzasadnienie mozna w tym przypadku stresci¢ tak: skoro £ = > ;i Cipj dla (¢;)k | =
[€]y-, to badajac wartos¢ ¢ na wektorze v stwierdzamy, ze £(vs) = >, cjpi(vs) =
cs, Vs.

§ 4. Bazy a liniowa niezaleznos$é i generowanie; lemat o wymianie.

1. Charakteryzacja baz przez liniowa niezalezno$¢ i generowanie.

Definicja bazy oparta jest na dwoch jej wtasnosciach: mozliwosci przedstawienia dowol-
nego wektora w postaci kombinacji liniowej wektorow bazy, i jedynosci tej kombinacji.
Rozdzielmy te wlasnosci.

Definicja. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni V.

2Czesto funkcjonal ¢; oznacza sig v — co jest nieco mylace, bo ¢; zalezy od calej bazy V), a nie tylko od wektora v;.
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a) Zbior A jest liniowo zalezny, jesli istnieja rozne wektory ay, ..., a, € A i skalary
C1, ..., Cp, Nie wszystkie rowne 0, dla ktorych Y. c;a; = 0. Gdy tak nie jest, zbior A
nazwiemy liniowo niezaleznym.

b) Oznaczmy przez lin(A) zbior wszystkich kombinacji liniowych elementéw zbioru
A # (); przyjmijmy tez lin(()) = {0}. Tak wiec

lin(@) = {0} 1 lin(A) := {Z cvi:n €Ny, ...,cp €F, vy, ...,v, € A} gdy A# 0D
i=1

Zbior lin(A) nazywamy powloka liniowa zbioru A; moéwimy tez, ze jest on (li-
niowo) generowany lub rozpiety przez A. Zamiast lin({vy,...,vi}) piszemy tez
lin(vy, ..., vi) badz Fvy + ... + Fvy.

Mowié tez bedziemy o liniowej niezaleznosci uktadu (v;);e;r wektorow przestrzeni V;
oznacza ona, ze v; # v dla i # j i zbior {v; : i € I} jest liniowo niezalezny. Podobnie
mowi¢ mozna o powtoce liniowej uktadu wektorow.

Twierdzenie 1. Uktad V = (v1,...,vy) wektorow przestrzeni V- wtedy i tylko wtedy
jest jej bazq, gdy rozpina V' i jest lintowo niezalezny.

Dowdd. Z definicji wynika, ze gdy uktad V jest baza, to rozpina V', a takze jest liniowo
niezalezny (bo przedstawienie 0 = ). 0v; jest jedyne).

Odwrotnie, gdy V rozpina V, to dla kazdego wektora v istnieja ¢y, ..., cx € F takie,
ze v.=y_.c;v;. Jesli za§ uklad V jest tez liniowo niezalezny, to skalary ¢; sa przez v
wyznaczone jednoznacznie: gdy bowiem v => . ¢;v; = > . d;v;, to Y .(¢; —d;)v; =0,
skad ¢; —d; =0 (i =1, ..., k) na podstawie liniowej niezaleznosci. Skonczony i iniowo
niezalezny uktad wektoréw, rozpinajacy przestrzen, jest wiec jej baza. [

Zbadajmy wtasnosci powtloki liniowej i liniowej niezaleznosci.

Twierdzenie 2. Powtoka lintowa zbioru A C 'V jest podprzestrzeniq przestrzeni V' ;
ponadto, jest to najmniejsza podprzestrzen sposrod tych, ktore zawierajg A.

Dowdd. Teza oznacza, ze zbior lin(A) ma takie whasnosei:

i) lin(A) jest podprzestrzenia przestrzeni V,

ii) A C lin(A), oraz

iii) lin(A) jest podzbiorem kazdej podprzestrzeni, ktora zawiera A.
Wtasnosci te wynikaja jednak wprost z przyjetych definicji. H

Whiosek 1. Jesli A C lin(B), to lin(A) C lin(B) (7 odwrotnie tez). B
Przyjmujac B = AU {v} otrzymujemy
Whiosek 2. Jesli v € lin(A), tolin(AU{v}) =1lin(A). O
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Umowa. Dla uproszczenia jezyka mowimy ,wektory vy, ..., vi sg liniowo (nie)zalezne”,
lub tez: ,wektory te rozpinaja dang podprzestrzen”, gdy taka wtasnos¢ ma uktad
(v1,...,Vk), a nie wtedy, gdy ma ja kazdy z wektoréow v;. (Podobnie ,Asia i Kasia
maja oczy tego samego koloru” oznacza co innego, niz ze kazda z nich ma oczy tego
samego koloru.)

Lemat 1. Jesli uktad (vy, ..., vg) jest liniowo zalezny, to vi = 0 lub pewien wektor v
jest kombinacjq liniowq poprzedzajgcych go wektorow vy, ..., v;_.

Dowdd. 7 zalozenia wynika istnienie skalaréow cq, ..., cx, nie wszystkich rownych zeru,
dla ktorych ), ¢;v; = 0. Niech j = max{i : ¢; # 0}. Jesli j = 1, to vi =0, aw
przeciwnym razie v; = S| (—ci/c;)vi. O

Uwaga 1. a) Gdy V = R?® mozemy wigza¢ z powloks liniows nastepujace geome-
tryczne wyobrazenia. Dla vi = 0 mamy lin(vy) = {0}, a dla v; # 0 zbior lin(vy)
jest prosta wyznaczong przez wektor vy (a Scislej: przez srodek ukladu i koniec za-
czepionego w nim wektora vy). Dalej, gdy vi # 0, to lin(vy, va) jest plaszczyzna
wyznaczong przez vi i vo gdy wektory te nie sa wspotliniowe, a prosta lin(vy) gdy sa.
Wreszcie dla niewspotliniowych wektorow vy, vo, zbior lin(vy, vo, v3) jest plaszcezyzna
lin(vy, vo) gdy v3 do niej nalezy, a w przeciwnym razie jest przestrzenia R3.

Nie podajemy tu dowodu tych obserwacji, bo musiatby on odwotywac sie do tego,
czym sg prosta i plaszezyzna w R?. (W rozdziale VIII zdefiniujemy je przy pomocy
algebry liniowej, a wiec i przy pomocy tej uwagi!) Jest jednak ,widoczne”, ze w R? wek-
tory proporcjonalne do ustalonego tworza prosta, zbiér kombinacji liniowych dwoch
wektorow niewspotliniowych — ptaszczyzne, a zbiér kombinacji trzech wektorow nie le-
zacych na wspolnej plaszcezyznie -przestrzen R3. (O prostych i plaszezyzach zaktadamy
tu 1 nizej, ze przechodza przez 0.)

b) Z a) i lematu 1 wynika nastepujaca interpretacja liniowej niezaleznosci wektorow
Vi, Vo, vy € R3: sg one takie wtedy i tylko wtedy, gdy vi # 0, vy nie lezy na prostej
wyznaczonej przez vi, oraz vs nie lezy w plaszczyZznie wyznaczonej przez vy i va.
(Kolejnosé okazuje sie by¢ nieistotnal!) Przez analogie, mozemy podobnie mysle¢ o
liniowe] niezalezno$ci w innych przestrzeniach wektorowych.

Uwaga 2. Gdy V = F! jest przestrzenia wspotrzednych, to liniowa zaleznosé wektorow
Vi, ...,V € F' umiemy bada¢ algebraicznie: nalezy ustali¢, czy uklad réwnan Ax = 0,

o macierzy A ktorej wektory te sa kolumnami, ma niezerowe rozwigzanie. Podobnie,

umiemy bada¢ powloke liniowa tych wektorow: jest nig przestrzen kolumn powyzszej
macierzy A. (Patrz §I1.5.2 1 §11.5.3).

Zadanie 1. Niech A, Ay,..., A, C V.
a) Dowies¢, ze lin(A; U Ag) = lin(A4;) + lin(A2) = lin(A4; + As). (Stosujemy
oznaczenia zadania uzupelniajacego w §1.2.)
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b) Wywnioskowaé, ze lin(A; U Ay) = lin(A U Ay) gdy lin(A) = lin(A4;), oraz
lin(Ay U...UA) = Zle A; gdy Ay, ..., Ag sa podprzestrzeniami.

Odnotujmy tez, jak wprowadzone pojecia zachowuja sie przy przeksztatceniach:

Zadanie 2. Niech L € L(V,W) i niech A C V. Udowodni¢, ze
a) Jesli zbior A jest liniowo zalezny, to L(A) tez.
b) Implikacja odwrotna jest stuszna gdy ker(L) = {0}.
¢) Ma miejsce rownosé L(lin(A)) = lin(L(A)).

Zadanie 3. (Por. dowdd tw.2 w §3.2.) Niech V bedzie bazg przestrzeni V, a W
skoniczonym uktadem jej wektorow. Dowiesé rownowaznosci warunkow: a) uktad W
jest liniowo niezalezny (odpowiednio: rozpina przestrzen V'), i b) kolumny macierzy
[1]}Y sa liniowo niezalezne (odp. rozpinaja F¥).

Zadanie 4. a) Niezerowe wiersze macierzy schodkowej sa liniowo niezalezne, podobnie
jak jej kolumny prowadzace.

b) Jesli poczatkowych s kolumn macierzy schodkowej jest liniowo niezaleznych, to
wszystkie one sa prowadzace.

Zadania uzupemniajace.

1. Niech funkcje fi,...,fn, : T — T i punkty t,....,t, € T maja te wlasnos¢, ze
fi(ti) #01 fi(t;) =0dla 1< i < j < n. Dowies¢, ze funkcje te sa liniowo niezalezne,
jako wektory przestrzeni F7.

2. Niech V' bedzie k-wymiarowa przestrzenig nad cialem o ¢ < oo elementach.

a) Ile jest wektorow w przestrzeni V7
b) Dla s =1, ..., k, ile jest liniowo niezaleznych uktadow (vy,...,vg)?
c) A ile jest s—wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni V', dla s j.w.?

Zadania ze zbioru Kostrykina: 5,7,8,9,10 w §1.2.1 1 2,3,4,8¢)**.d)*,9 w §I1.1.1.

2. Lemat o wymianie.

Okazuje sie, ze z dwoch zbiorow, z ktorych jeden rozpina V', a drugi jest liniowo
niezalezny, sklei¢ mozna zrecznie zbior bedacy baza. Mowi o tym wazny

Lemat 1 (,0 wymianie”). Niech A i B bedg skoriczonymi podzbiorami przestrzeni V.,
przy czym A jest liniowo niezalezny, a B rozpina V. Wtedy

a) istnieje zbior By C B taki, ze AU By jest bazq przestrzeni V', oraz

b) #A < #B, gdzie # oznacza moc zbioru.

Dowdd. a) Ustawmy elementy zbioru AUB w ciag, w ktorym te ze zbioru A wystepuja
na poczatku. Nastepnie, poczawszy od ostatniego, usuwajmy z ciggu wektory, bedace
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kombinacja liniowa wczesniejszych. Usuniecia te nie zmieniaja powtloki liniowej roz-
patrywanych uktadoéw (patrz wniosek 2 z p.1), skad otrzymany uktad koricowy nadal
rozpina przestrzen V. Jest on wiec jej baza, bo na mocy lematu 1 z p.1 jest liniowo
niezalezny. Baza ta jest zadanej postaci A U By, gdzie By C B, bo w zadnym kroku
nie usuneliémy elementu zbioru A (poniewaz te poprzedzaja pozostate i zbior A jest
liniowo niezalezny).

b) Zastosujmy a) dwukrotnie, raz przy A = (); otrzymamy bazy AU By i By, dla
By, B1 C B. A 7Ze bazy sa rownoliczne, to #A < #(AU By) = #B1 < #B. O

Gdy zbior A U By jest bazg przestrzeni V i AN By = 0, to mowimy, ze rozsze-
rzyliSmy A, zbiorem B, do bazy. Liniowo niezalezny zbiér A mozna wiec pewnym

podzbiorem skonczonego zbioru generujacego rozszerzy¢ do bazy. Dla A = () daje to

Whniosek 1. Skoniczony zbior, generujgcy przestrzen wektorowq, zawiera jej baze.
Cwiczenie. a) Rozszerzyé zbior {z2 — z, 2% + 2} do bazy przestrzeni Ry[x].
b) Znalez¢ wszystkie bazy przestrzeni Rs[z], zawarte w {1, z, 2% — z, 2% + x, 23 + 2%},

Gdy V jest podprzestrzenia przestrzeni wspotrzednych F¥, sposéb rozszerzenia
zbioru liniowo niezaleznego do bazy podany bedzie w p.5.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 12 1 13 w §[.2.1.

Zadania uzupetniajace. (o kombinatorycznych zastosowaniach lematu o wymianie).

Czesé b) lematu ma zaskakujaco bogate zastosowania kombinatoryczne i geome-
tryczne, dyskutowane w ksigzce L. Babai’a i P.Frankla ,Linear Algebra Methods in
Combinatorics” (U. of Chicago, preprint z 1992r.) Oto dwa przyktady, wykorzystujace
niestety pojecie, ktore doktadniej omoéwimy dopiero w rozdziale V.

1. * Zdefiniujmy odlegtoéé od v € R*¥ do w € RF jako liczbe ||v —wl]|, gdzie
Ju]| := /3% w2 dla u € RF. Okazuje sie, ze jesli moc zbioru A C R¥ jest wieksza

(3
od (k+1)(k+4)/2, to wérdd odleglosci ||v — w||, gdzie v # w przebiegaja A, istnieja
trzy rozne. Dowie$¢ tego na nastepujacej drodze: przypusémy, ze wsrod tych liczb
istnieja tylko ¢ i d (dopuszczamy ¢ = d).

a) Dla v € A okredlmy funkcje f, : R¥ — R wzorem f,(x) := (||[x—v]|]*>—*)(]|x—
v||? —d?). Dowies¢, ze zbior funkeji {fy : v € A} jest liniowo niezalezny. (Wskazowka:
zad. uz. z p.1.)

b) Dowies¢, ze fy lezy w podprzestrzeni generowanej przez nastepujace funkcje:
1x|[*, [|1x||?%i, zizj, =, 1, gdzie i < j przebiegaja 1,...,k. Moc zbioru A nie prze-
kracza wiec liczby tych funkcji.

2. * Dowies¢ podobnie, ze jesli #A > k + 1, to wérod liczb ||[v — wl| (v,w € A i
v # w) istnieja dwie rozne.
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Problem 1. (otwarty). Niech pi(n) oznacza moc najliczniejszego zbioru A C RF ta-
kiego, ze wsrod liczb ||[v — w|| (v,w € Aiv # w) istnieje < n roznych. Z zadan 1
i 2 wynika, ze pi(1) = k + 1 (wartos¢ te realizuja wierzchotki k—wymiarowego odpo-
wiednika foremnego trojkata czy czworoscianu), i ze pi(2) < (k+1)(k+4)/2. Jednak
wartosé liczb pi(2), a tym bardziej pr(n) dla n > 2, jest nieznana.

3. 'Wazne konsekwencje lematu o wymianie.

Definicja. Przestrzen wektorows, generowana przez pewien jej podzbiér skonczony,
nazywamy skonczenie generowana.

Przestrzen taka ma na mocy wniosku 1 w p.2 baze skoriczong, skad jej wymiar jest
dobrze okreslong liczba. Zamiast moéwic¢ o przestrzeni V', ze jest skoniczenie generowana,
mowimy wiec tez, ze jest skoniczenie wymiarowa i piszemy dim (V) < oo.

W dalszej czesci, gdy mowa o przestrzeni k-wymiarowej zaktadamy, ze k < oo.

Twierdzenie 1. Niech V' bedzie k-wymiarowq przestrzeniq wektorowq, a A zbiorem
jej wektorow, liczgcym k elementow. Wowczas rownowazne sq warunki:

a) A rozpina przestrzen V;

b) A jest zbiorem liniowo niezaleznym.

c) A jest bazq przestrzeni V.

Dowod. a)=>c). Jesli A rozpina przestrzen V, to w mysl wniosku 1 w p.2 zawiera pewna

jej baze B. Wowczas #B =dimV =k = #A, skad A = B, tj. A jest baza.
Podobnie, gdy zbiér A jest liniowo niezalezny, to mozna go rozszerzy¢ do bazy C

przestrzeni V', i znow A = C'; tak wiec b) = ¢). Implikacje odwrotne sa oczywiste. [

Twierdzenie 2. Niech V' bedzie przestrzeniqg wektorowqg wymiaru k. Wowczas:
a) Dla kazdego liniowo niezaleznego zbioru S C V' zachodzi #S < k.
b) Dla kazdego zbioru B C V', generujgcego przestrzen V', zachodzi #B > k.

Dowdd. Ustalmy skoriczong baze C' przestrzeni V.

a) Gdy zbior S jest liniowo niezalezny, to dla kazdego zbioru skoriczonego A C S
mamy #A < #C' = k na podstawie lematu o wymianie, zastosowanego przy B := C'.
Zatem i #S < k.

b) Gdy zbior B generuje V', to z lematu o wymianie, zastosowanego przy A := C,
otrzymujemy #B > #C' = k. [J

Twierdzenie 3. Niech V| bedzie podprzestrzeniq skornczenie wymiarowej przestrzeni V.
Wowczas dim(Vy) < dim(V'), przy czym nierdwnosé jest ostra gdy Vo # V.
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Dowo6d. Kazdy liniowo niezalezny zbior A C Vj jest mocy < dim V', na podstawie
twierdzenia 2a). Niech Ay = {vy,..., vi} bedzie najliczniejszym takim zbiorem. Gdy
v € )\ Ao, to uktad (vq, ..., v, v) jest liniowo zalezny, skad v € lin(Ap) na podstawie
lematu 1 w p.1. Tym samym zbior A, jest baza podprzestrzeni V; (bo ja rozpina i
jest liniowo niezalezny), wobec czego dim Vy = k < dim V. Gdy za$ k = dim V', to Ay
rozpina V' na mocy twierdzenia 1, skad V' = lin(A4y) = V;. O

Twierdzenie 4. Przy zatozeniach twierdzenia 3, przeksztatcenie Ly € L(Vo, W),
gdzie W to przestrzen liniowa, mozna przedtuzyé do L € L(V,W).

Dowdd. Dowolng baze (v;)¥_, przestrzeni V rozszerzmy do bazy (v;)l_; przestrzeni V.

(Tu, I > k.) Przedtuzenie L przeksztatcenia Ly wyznaczy¢ mozna warunkami L(v;) =
Lo(v;) dlai < k oraz L(v;) =0 dlai > k.

Zadanie 1. Gdy B jest podzbiorem przestrzeni k—wymiarowej, to wérod liniowo
niezaleznych podzbioréw zbioru B istnieje najliczniejszy, i liczy on < k elementow.
(Wynika to z twierdzenia 2.) Dowies¢, ze zbior taki jest baza przestrzeni lin(B).
(Wskazowka: dowod twierdzenia 3.)

Zadania uzupetniajace.

1. Dowiesé, ze gdy dim V' < dim W < oo, to V' mozna liniowo zanurzy¢ w W.

2. Niech V{ bedzie podprzestrzenia przestrzeni V' i niech v € V'\ V. Dowies¢, ze jesli
dim(V) < oo, to istnieje taka funkcja £ € L(V,F), ze £(v) # 01 £y, = 0.

3. * Niech ¢, ¢y, ...,4, € U* := L(U,F). Dowiesc, ze:

a) Jesli ker(¢) D ﬂleker(&), to £ = Zle cil; dla pewnych skalarow cq, ..., cg.
(Wskazowka: zad. uz. 2z §1.3, przy L =01V = F* wraz z tw. 4.)

b) (01, ..., k) jest baza przestrzeni U* < (k = dim(U) i ﬂle ker(¢;) = {0}).

4. * Bazy Hamela (zadania uzupelniajace, wykorzystujace pewnik wyboru).

Definicja. Zbiér A nazwiemy maksymalnym w rodzinie zbioréw A, gdy nie jest
zawarty w zadnym innym zbiorze z A; nazwiemy go minimalnym w A, gdy nie
zawiera zadnego innego zbioru z A.

1. Dla podzbioru A przestrzeni wektorowej V' udowodnié¢ réwnowaznosé warunkow:
a) A jest minimalnym zbiorem generujacym przestrzen V;
b) A jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem przestrzeni V;
¢) zbior A jest liniowo niezalezny i rozpina V;
d) dla kazdego wektora v € V istnieje dokladnie jeden uktad skalarow (ca(v))aca
taki, ze zbior {a € A : ca(v) # 0} jest skoticzony i v =), 4 ca(Vv)a.
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Zbior A nazwiemy baza Hamela przestrzeni V', jesli spelniony jest pewien (=kazdy)
z powyzszych warunkéw. Korzystajac z tzw. indukeji pozaskoriczonej lub lematu
Kuratowskiego-Zorna nietrudno wykazac, ze kazdy zbior generujacy zawiera baze Ha-
mela, a kazdy liniowo niezalezny mozna do takiej bazy rozszerzy¢. (Patrz [BBJ.)

2. Niech zbior R liczb rzeczywistych bedzie rozpatrywany jako przestrzen wektorowa
nad ciatem Q liczb wymiernych. (Patrz przyktad 7 z §1.2.) Ustalmy baze Hamela
A tej przestrzeni wektorowej i wektor (=liczbe) a € A, i oznaczmy przez 1 funkcje
R > v +— ¢,(v) € Q. Dowies¢, ze:

a) ¥ jest funcja addytywna, tzn. ¥ (v + w) = ¥(v) + ¥ (w) dla v, w € R;

b) v jest funkcja niecigglty w kazdym punkcie v € R.

3. 1) Udowodnié¢ lemat o wymianie bez zalozenia skonczonosci zbioru B (dowodzimy,
ze AU By jest bazg Hamela). (Wskazowka: rozwazy¢ rodzine zbiorow C' C B ta-
kich, ze zbior A U C' jest liniowo niezalezny i dowies¢, ze za By mozna obra¢ dowolny
maksymalny zbior w tej rodzinie. Skorzysta¢ z lematu Kuratowskiego-Zorna.)

ii) Korzystajac z i) dowiesé, ze kazde dwie bazy Hamela w V' sa rownoliczne.

§ 5. Rzad (zbioru wektoréw, przeksztalcenia, macierzy).

1. Twierdzenie o rzedzie i defekcie. Dogodna baza dziedziny przeksztalcenia.

Twierdzenie 1 (,0 rzedzie i defekcie”). Jesli L : V- — W jest odwzorowaniem linio-
wym i jego obraz L(V') oznaczymy przez im(L), to

(%) dim(V') = dim(im(L)) + dim(ker(L)),
(Oznacza to: gdy ktoras ze stron w (x) jest liczbg skoriczong, to druga jest jej réwna.)

Definicja. Liczby dim(im(L)) i dim(ker(L)) nazywamy, odpowiednio, rzedem (ang.
ank”) 1 defektem przeksztatcenia L i oznaczamy rk(L) i def(L), odpowiednio.

W dowodzie wykorzystamy wazny dla nas

Lemat 1. Niech L € L(V,W), niech (vi,...,v,) bedzie bazq przestrzeni ker(L), a
(W1, ..., Wy) bazq przestrzeni L(V'). Wybierzmy wektory wy, ...,u, € V tak, by w; =
L(w;) dlai=1,...,q. Wowczas (uy,...,uy,V1,...vp) jest bazq przestrzeni V.

Dowod. Nalezy dowiesé, ze dla kazdego v € V istnieje jedyny ciag skalarow (cq, ..., ¢g, di, ...

taki, ze v.= Y L cu; + >0 divi. W tym celu ustalmy v i zauwazmy, ze jesli
rownosé ta jest spelniona, to L(v) = Y7 ¢;L(u;). (Korzystamy z liniowosci L i
tego, ze L(v;) = 0.) Rozwazmy wiec rownanie L(v) = Y 7 | x;L(w;), z niewiado-

mymi z1,...,2,. Ma ono jedyne rozwiazanie, bo L(u;) = w; 1 (w;)]_; jest baza w
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L(V). Oznaczmy je przez (¢;)i_;; poniewaz L(v — > 7 cyu;) = 0, a (v;)!_; jest baza
w ker(L), to rownanie v — > 7 cu; = Y P, y;v; tez ma jedyne rozwiazanie, np.
yi=d; (i=1,...,p). Zatem (cq, ..., ¢4 d1, ..., dp) jest clagiem o zadanej wlasnosci, i to
jedynym takim. []

Dowdd twierdzenia. Z lematu wynika, ze gdy przestrzenie ker(L) i L(V') maja (skori-
czone) bazy mocy p i ¢, odpowiednio, to V' ma baze mocy p + ¢, skad dimV =
p+ q = dim(ker(L)) 4+ dim(L(V)). Ponadto, gdy V' ma skoriczong baze, to ma ja tak
ker(L) C V (patrz twierdzenie 3 z §4.3), jak i L(V') (bo obraz tej bazy jest skonczony
i generuje L(V)). Stad wynika teza. [J

Przyktad 1. Niech V' i W bedg przestrzeniami liniowymi nad F i niech U :=V x W
bedzie ich iloczynem kartezjanskim. (Patrz przyktad 1 w §1.3.) Poniewaz rzutowanie
V x W — V jest przeksztatceniem liniowym, wiec z lematu wynika, ze dla dowol-
nych baz vi,...,v, przestrzeni V i wy,...,w, przestrzeni W, zbior {(v;,Ow)}_; U
{(Ov, w;)}_; jest baza przestrzeni V x W. (Mozna to tez uzasadnié¢ bezposrednio.)
W szczegolnosei, dim(V x W) = dim (V') + dim(W), co przez indukcje przenosi si¢ na
iloczyn wiekszej liczby przestrzeni liniowych.

Whiosek 1. Niech L € L(V,W), gdzie dim(V'), dim(W) < co. Wowczas:
a) 1k(L) < dim(W) i rk(L) < dim(V);
b) przeksztatcanie L jest ,na” < rk(L)=dim(W);
c) przeksztatcanie L jest réznowartosciowe < rk(L)=dim(V);
d) L jest izomorfizmem < rk(L) = dim(V') = dim(W).

Dowod. Oczywiscie L jest ,na” (odp. jest 1-1) wtedy i tylko wtedy, gdy dim(im(L)) =
dim(W) (odp. gdy dim(ker(L)) = 0). Wobec tego b) i pierwsza nieréwnos¢ w a)
wynikaja z definicji, a ¢) i druga nieréwnosé w a) —z (*). Z b) i ¢) wynika zas d). O

Uwaga 1. Zatem L nie jest ,na” gdy dim(V') < dim(W), i nie jest 1-1 gdy dim (V') >
dim(W); jesli zag dim(V) = dim(W), to L jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy jest
1-1. Przy V. =FF W = F' i L(v) = Av dla v € F*, stwierdzenia te odpowiadaja
rezultatom z rozdziatu II, dotyczacym ukladéw réwnan Ax = b, b € F. (Por.
wniosek 3 w §11.3.3 oraz wniosek 11 zad. uz. 1 w §IL.5.1.) O

Zadanie 1. Niech L € L(V,W), gdzie dim(V) < oo i dim W = 1. Wowczas albo
ker(L) =V i L =0, albo dim(ker(L)) = dim V' — 1.

Whniosek 2. r—wymiarowa podprzestrzen k—wymiarowej przestrzeni wektorowej V' jest
jadrem pewnego przeksztatcenia L € L(V,FY) gdy 1 =k —r, lecz nie gdy | < k —r.

Dowdd. Gdy [ = k — r, to rozszerzamy baze vy, ..., v, rozwazanej podprzestrzeni do
bazy vi, ..., vy przestrzeni V' i definiujemy L warunkami L(v;) = 0dlai = 1,....7
oraz L(v;) = e;_, gdy r < i < k. (Sprawdzenie, ze ker(L) = Vj, jest pozostawione
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jako ¢éwiczenie.) Koncowa czesé tezy wynika z twierdzenia 1, bo dla L € L(V,F')
zachodzi dim(ker(L)) = dim(V') — dim(im(L)) > dim(V) — . B

Gdy V = F*, to przeksztalcenie liniowe V' — F! jest postaci v — Av, dla pewnej
macierzy A € My, a jego jadrem jest zbior rozwigzan rownania Ax = 0. Stad:

Whiosek 3. r—wymiarowa podprzestrzen przestrzeni F* jest zbiorem rozwigzar pew-
nego uktadu k — r rownan lintowych jednorodnych, lecz nie jest zbiorem rozwigzan
uktadu | takich rownan, gdy | < k —r.

Zadania uzupetniajace.

1. a) Przy oznaczeniach lematu 1 i rozszerzmy uktad (w;)?_; do bazy (w;)!_, prze-
strzeni W. Znalez¢ macierz L w bazach (uy, ..., Uy, Vi, ..., vp) 1 (W;)l_;.
b) Rozwigzaé¢ zadanie 4 z §11.5.3, stosujac a) do przeksztatcenia Ly : F¥ — ..

2. Udowodni¢ nastepujace ,,odwrocenie” tezy lematu 1: jesli vq,..., vy, uy, ..., u, jest
bazg przestrzeni V', przy czym vy, ..., v, jest bazg jadra przeksztalcenia liniowego L :
V. — W | to L(w), ..., L(u,) jest baza w L(V). (Wskazowka: dowdd jest bardzo
krotki, gdy skorzysta¢ z twierdzenia 1 w §4.3 i twierdzenia 1.)

3. Dla jakich n istnieje przeksztalcenie L € L(R",R") takie, ze im(L) = ker(L)?

4. * Zadajmy na wielomiany f € R[z] warunki postaci D°f(a;) = bio, Df(a;) =
bits..., D™ f(a;) = bim, , dlaskonczenie wielu liczb ay, ..., as € R (a; # a;), mq,...ms €
NU {0} ib;; € R. (D"f oznacza n-ta pochodna f i D°f = f.) Dowies¢, ze je-
sli warunkoéw tych jest tacznie k, to speinia je dokladnie jeden wielomian stopnia
< k — 1. (Wskazéwka: rozwazy¢ przeksztalcenie L : Ry_([z] — R* zadane przez

L(f) = (f(ar), Df(ar), ..., D™ f(ar), ..., f(as), Df(as), .., D™ f(as)). )

2. Rzad zbioru wektoréw i rzad macierzy.

Definicja. Niech B bedzie podzbiorem skonczenie-wymiarowej przestrzeni wektorowe;j
V. Liczbe dim(lin(B)) nazywamy rzedem zbioru B i oznaczamy przez rk(B) (od
angielskiego ,rank”). Jest ona rowna mocy najliczniejszego liniowo niezaleznego pod-
zbioru zbioru B; patrz zadanie 1 z §4.3.

Definicja. Rzedem [ x k—macierzy A, oznaczanym przez rk(A), nazywamy rzad
zbioru jej wierszy. Tak wiec rk(A) jest wymiarem przestrzeni wierszy macierzy A, a
tez jest najwicksza z liczb s > 0, dla ktérych A ma s liniowo niezaleznych wierszy.

Zaskakujace jest, ze gdy w definicji powyzszej zamiast wierszy uzy¢ kolumn macie-
rzy A, to otrzyma sie te sama liczbe. Dowodzi tego
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Twierdzenie 1. Dia macierzy A € M, (F) i liczby s rdwnowazne sq warunki:
a) pewnych s wierszy A jest liniowo niezaleinych (w przestrzeni F¥);
b) pewnych s kolumn A jest liniowo niezaleznych (w przestrzeni F');
c) istnieje nieosobliwa podmacierz macierzy A, magjgca rozmiar s X s.

Whiosek 1. Dla kazdej macierzy A ma miejsce rownosé tk(A) = rk(A'). Réwnowaz-
nie: przestrzern wierszy macierzy A € My (bedaca podprzestrzeniq w F* ) i przestrzen
kolumn tej macierzy (bedgca podprzestrzeniq w F') sq tego samego wymiaru. O

Dowdd twierdzenia wykorzystuje nastepujacy

Lemat 1. Niech macierze A, B € M, bedg wierszowo réownowazne. Wowczas:
i) Macierz A ma te samq przestrzen wierszy, co B.

i) Jesli kolumny macierzy A o numerach ki, ..., ks sq¢ liniowo niezalezne, to jest
tak i dla B.

Dowod. a) Wystarczy rozpatrzeé przypadek, gdy B powstaje z A w wyniku wykonania
jednej operacji A — B. Wtedy kazdy wiersz B jest kombinacja liniowa wierszy A,
skad przestrzen wierszy B jest podzbiorem przestrzeni wierszy A. A ze istnieje i
operacja odwrotna B — A, to prawdziwa jest tez inkluzja przeciwna.

b) Mozna zalozy¢, ze rozwazamy wszystkie kolumny obu macierzy (inaczej wykre-
slamy pozostate). Wtedy uktady rownan Ax = 0 i Bx = 0 sa rownowazne, i gdy
pierwszy ma tylko rozwiazanie zerowe, to drugi tez.

Dowdd twierdzenia. a)=-c). Niech s wierszy macierzy A bedzie liniowo nieza-
leznych; mozemy zlozyé, ze sa to wszystkie wiersze (inaczej wykreslimy pozostale).
Niech B bedzie macierza zredukowana, wierszowo rownowazng A. Przestrzen jej wier-

szy jest wymiaru s, bo tak jest dla macierzy A. A ze B ma tylko s wierszy, to sa
one liniowo niezalezne i wobec tego niezerowe. B ma wiec s kolumn prowadzacych.
Kolumny te sa liniowo niezalezne (bo sa rowne ey, ..., ;). Wobec tego odpowiadajace
im kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne, a wyznaczona przez nie podmacierz
kwadratowa jest nieosobliwa. (Patrz przyktad 2 w §2.1.)

¢)=b). Kolumny rozwazanej podmacierzy nieosobliwej sa liniowo niezalezne, skad
wyznaczone przez nie kolumny macierzy A tez sa liniowo niezalezne.

b)=-a). Dowiedlismy wiec, ze a)=b), i pozostaje zastosowac to do macierzy A’. []

Powstaje pytanie, jak wyznaczyé¢ niesosobliwg s X s — podmacierz macierzy A, dla
zadanej liczby s < rk(A). Sprowadzenie macierzy A do postaci schodkowej pozwala
wyznaczy¢ r = rk(A) jej liniowo niezaleznych kolumn. Wykreslajac pozostale i trans-
ponujac powstala macierz, mozemy nastepnie tak samo znalezé r wierszy macierzy A,
takich, ze klatka wyznaczona przez te wiersze (i znane juz kolumny) jest nieosobliwa.,
Tak samo mozna postapi¢ przy s < r.
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Uwaga 1. Zdefiniowany przez nas rzad nazywany jest rzedem wierszowym macie-
rzy A. Za$ najwicksza liczba s, dla ktorej zachodzi warunek b) (odp. ¢)) twierdzenia,
nazywana jest jej rzedem kolumnowym (odp. rzedem wyznacznikowym, powod
wskaze twierdzenie 2 w §IV.1.1). Tak wiec te trzy rzedy sa zawsze réwne.

Zadania uzupetniajace. Dowies¢, ze:

1. Sposob z uwagi 2 w §4.5 daje minimalng liczbe réwnan liniowych jednorodnych
(wsrod uktadow, opisujacych dang podprzestrzen V = lin(vy, ..., v) C F¥).
2. a) tk([A|B]) < rk(A) + rk(B).
b) rk(A 4+ B) < rk(A) + rk(B) gdy suma A + B istnieje. (Uzy¢ a).)
3. a) Gdy T jest zbiorem skoriczonym, a funkcje fi,...,f, : T — T sa liniowo
niezalezne w przestrzeni F7, to istnieje n—elementowy zbior Ty C T taki, ze obciecia

tych funkeji do T} sa liniowo niezalezne.
b)* Tak samo jest dla nieskoniczonego zbioru T

4. Gdy przcksztalcenie Ly : F¥ — F! jest ,na”, to wiersze macierzy A sa liniowo
niezalezne, i odwrotnie.

5. Niech G bedzie podciatem ciala F i niech A € My(G). Dowiesé, ze rk(A) nie
zalezy od tego, czy A rozpatrujemy jako macierz nad F, czy jako macierz nad G.

6. Kazda podmacierz danej macierzy A, wyznaczona przez jej r = rk(A) liniowo
niezaleznych wierszy i r liniowo niezaleznych kolumn, jest nieosobliwa.

7. Gdy pewna s x s-klatka macierzy A € M, jest zerowa, to rk(A) < 2min(k—s, s).

8. Gdy Ay jest nieosobliwa s x s—podmacierza macierzy A i s < rk(A), to istnieje
nieosobliwa (s + 1) X (s 4+ 1)-podmacierz macierzy A, obejmujaca Ay (tzn. taka, ze
Ay jest jej podmacierza,).

9. * Oznaczmy przez {; € L(V,F) i-ta skladowy przeksztalcenia L € L(V,FF).
Dowiesé, ze jesli dim V' < oo, to def(L) = rk(¢y, ..., ¢;). (Wskazowka: zadanie uz. z
§4.3 1 wniosek 2¢) w p.2.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: od 12 do 15 w §1.2.1; 2b) w §I1.1.3 i 1,2¢),d),e),3,7-14
(bez 9) w §1.2.2. (W zad. 8 ,minor # 0" czytaé¢ jako ,podmacierz nieosobliwa”.)

3. Oszacowanie rzedu zlozenia.

Przypomnijmy, ze dla przeksztalcenia liniowego L pomiedzy skoniczenie wymiarowymi
przestrzeniami wektorowymi, liczbe dim(im(L)) oznaczylismy w p.1 przez rk(L) i na-
zwalismy rzedem tego przeksztatcenia. Gdy L, : F¥ — F! jest przeksztalceniem
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wyznaczonym macierzg A € My, to rk(L,) = rk(A), bo obie strony sa rowne wy-
miarowi przestrzeni kolumn macierzy A.

Twierdzenie 1. Niech L € L(V,W) i niech V i W bedq bazami przestrzeni Vi W,
odpowiednio. Wowczas tk(L) = rk([L]}},).

Dowéd. Oznaczmy przez S : V. — FF i T : W — F' mapy wyznaczone przez te
bazy, i niech A := [L]};,. Poniewaz T o L = L, o S, wiec izomorfizm T przeprowadza
przestrzen im(L) na im(L, ). Przestrzenie te sa wiec rownego wymiaru. [J

Twierdzenie 2. Dia przeksztatcen lintowych Ly, Lo @ macierzy A, B zachodzi
rk(Lo o L) < min(rk(Lq),rk(Ls)), rk(AB) < min(rk(A), rk(B))
gdy tylko ztozenie Lo o Ly (odp. iloczyn AB) istnieje.

Dowdd. Mamy im(Lgo Ly) C im(Ls), skad rk(Lgo L) < 1k(Ls). Ponadto, przyjmujac
V :=1im(L;) zauwazamy, ze im(Lg o L1) = Lo(V'), skad rk(Ls o L;) = dim(Ly(V)) <
dim(V') = rk(L;). To dowodzi pierszej nieréwnosci, a z niej przy Lo := La, Ly := Ly
wynika druga. [J

Whniosek 1. Niech A @ B bedg macierzama, ktorych iloczyn AB istnieje. Jesl A jest
(kwadratowq) macierzq nieosobliwg, to tk(AB) = rk(B), a jesli B jest takq macierzq,
to rk(AB) = rk(A).

Dowo6d. Gdy macierz A jest nieosobliwa, to tk(AB) < rk(B) irk(B) = rk(A"1(AB)) <
rk(AB), skad rk(AB) = rk(B). Drugiej czesci tezy dowodzimy analogicznie. [
Ponizszy materiat jest uzupetniajacy.

Uwaga 1. * Dla przeksztatcenia L € L(V, W) i podprzestrzeni Wy przestrzeni W ma
miejsce nieré6wnosé (definicja liczby def(L) jest w p.1):

dim (L (Wy)) < dim(Wy) + def(L)

Istotnie, przy Vy := L™Y(W,) zastosujmy twierdzenie z p.1 do indukowanego przez L
przeksztalcenia Vy — W, (majacego to samo jadro, co L). Otrzymamy dim(Vy) =
dim(L(Vp)) + def(L) < dim(Wy) + def(L).

Twierdzenie 3. * Gdy istnieje ztozenie Lo o Ly przeksztatcen liniowych Ly, Lo, to
def(Ly o Ly) < def(Ly) + def(Lo).

Dowéd. Niech V' := ker(Ly o Ly) i W := ker(L;). Poniewaz V = L; (W), wiec
def(Lyo L) = dim(V) < dim(W) + def(Ly) = def(Ly) + def(L2).

Zadania uzupelniajace.
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1. Wykorzystujac twierdzenie 3 dowies¢, ze jesli A ma ¢ kolumn, a B ma ¢ wierszy,
to rk(AB) > rk(A) + rk(B) — ¢q.

2. Dla macierzy A przyjmijmy def(A) := def(La). Dowiesé¢, ze gdy iloczyn AB ist-
nieje, to def(AB) > def(B), a tez def(AB) > def(A) gdy macierz B jest kwadratowa.
(Nierownosci z ostatnich dwoch twierdzerni i zadan to nieré6wnosci Sylvestera.)

3. Niech L; € L(V;, Vi) dlai = 0,1,2. Dowies¢, ze
a) 1k(Ly) — 1k(Lg o L1) = def(La|im(z,)) = dim(ker(Ly) Nim(Ly));
b) rk(Lq) —rk(Lg o Ly) > rk(Ly o Ly) — rk(Lg o Ly o Ly).
¢) Wyprowadzi¢ nieréwnosci Sylvestera z powyzszej nier6wno$ci Frobeniusa.

4. a) Niech L € L(V,W) irk(L) = r. Dowies¢ istnienia przeksztatcen Ly € L(V,F")
i Ly € L(F", V) takich, ze L = Ly o L.

b) Wywnioskowaé, ze gdy A € M, irk(A) =r, to A = BC dla pewnych macierzy
B e M;,,C e M, takich, ze 1k(B) = rk(C) = r.

¢) W szezegolnosel, tk(A) < 1 & (A = wv' dla pewnych wektorow kolumnowych
v e weT).

5. Niech L € L(V,W) 1 A € My, gdzie k = dimV,[ = dim W. Dowies¢, ze jesli
rk(A) =rk(L), to [L]}}, = A dla pewnych baz V, W przestrzeni V i W, odpowiednio, z
ktorych jedna moze by¢ z gory zadana. (Wskazowka: zadanie uzupetniajace 1b) w p.1.)

6. r gatunkow roslin rozsadzonych jest na p plantacjach tak, ze:

a) na kazdej plantacji jest tyle samo roslin, i zadne dwie z nich nie sg tego samego
gatunku;

b) liczba plantacji, majacych dany gatunek, nie zalezy od gatunku, jak rowniez
liczba plantacji, majacych dang pare gatunkoéw, nie zalezy od tej pary; przy tym te
dwie liczby sa rozne.

Udowodni¢ nieréwnosé Fishera: r < p. (Wskazowka: oznaczy¢ przez M r X p—
macierz taka, ze m;; = 1 jesli i-ta roslina rosnie na j-tej plantacji i m;; = 0 w
przeciwnym razie; przyja¢ B = MM’ i dowies¢, ze rk(B) = r.

Patrz http://en.wikipedia.org/wiki/Fisher%27s_inequality.)

4. Rzad macierzy a uklady réwnan.
(Wyktad 15.) Rozpatrywaé bedziemy uktad rownan liniowych nad ciatem F:
(U)  Ax=b, gdzie A€ My, beF.

Twierdzenia udowodnione w rozdziale II dotyczace takiego uktadu mozemy teraz uzu-
petié¢ dalszymi, ktorych dowiesé jest najtatwiej wykorzystujac pojecie wymiaru.
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Twierdzenie 1 (L. Kroneckera i A. Capellego). Uktad rownan (U) wtedy i tylko wtedy
jest niesprzeczny, gdy rk(A) = rk([A|b]).

Dowod. Oznaczmy przez V i W przestrzenie kolumn macierzy A i [A|b], odpowiednio.
Uktad jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy b € V', lub réwnowaznie, gdy W = V;
por. wnioski 112 w §4.1. Ponadto, V' C W, skad rownos¢ W = V' ma miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy dim(W') = dim (V') (patrz twierdzenie 3 z §4.3). Stad wynika teza,
bo dim(W) = rk([A|b]) i dim(V) =rk(A). O

Twierdzenie 2. Gdy uktad (U) jest niesprzeczny, to

a) Dla kazdego jego rozwigzania wy, 2bidr rozwigzan tego uktadu jest rowny Ry+w,
gdzie Ry to zbior rozwigzan uktadu jednorodnego Ax = 0.

b) Ry jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni F* i dim(Ry) = k — tk(A)

Dowéd. a) Gdy Awy = b, to dla kazdego w € F*¥ mamy Aw = 0 < A(w+wg) = b.
b) Ry = ker(L,), wiec Ry jest podprzestrzenia i dim(Ry) = k — dim(im(Ly)) =

k—1k(A). O

Uwaga 1. Czes$¢ b) czesto bywa wypowiadana tak: dla kazdej macierzy A € My,

suma wymiaréw jej przestrzeni kolumn i przestrzeni zerowej Ry = {v € F¥ : Av = 0}
jest rowna k.

Zadania uzupelniajace.

1. Niech K; € £(V, Wz) 1w; € W, dla® = 1,2. ZdeﬁHIUme L; € E(V X ]F,WZ)
wzorem L;(v,t) = K;(v) — tw;. Dowiesé, ze jesli ) # K;'(w;) C K, '(ws), to
ker(Ly) C ker(Ls).

2. Wywnioskowa¢ stad i zadania uzupelniajacego z §4.3, ze jesli kazde rozwigzanie
uktadu (U) jest rozwiazaniem innego uktadu (U’), to uktad (U) jest sprzeczny lub
kazde rownanie uktadu (U’) jest kombinacja liniowa rownan uktadu (U).

Ponizszy materiatl mozna traktowac jako uzupetniajacy. Dotyczy on znaczenia rzedu
macierzy dla ,rozwiklywania” niewiadomych uktadu réownan liniowych Ax = b, tzn.
wyrazania pewnych niewiadomych przez pozostate, nazywane wolnymi. Zaktadamy;,
ze uktad jest niesprzeczny i pierwszych r = rk(A) kolumn macierzy A jest liniowo
niezaleznych. Jak wyjasniono w §7, redukcja klatki A macierzy [A|b] doprowadzi do
macierzy [A’|b’], w ktorej prowadzacych bedzie pierwszych r kolumn (i tylko te) —
co pozwala w kazdym rozwiagzaniu wyznaczy¢ niewiadome xq, ..., x, przez pozostate.
Tak wiec kazdych r = rk(A) niewiadomych, odpowiadajacych liniowo niezaleznym
kolumnom macierzy A, traktowa¢ mozna jako zwigzane — tzn. w kazdym rozwigza-
niu, ich wartosci sa wyznaczone przez (dowolne) wartosci pozostatych niewiadomych
wolnych. Uwaga ta ma wazne uogolnienie na przypadek rownan nieliniowych, gdzie
prowadzi do tzw. ,twierdzenia o funkcji uwiktanej”.
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Zadania uzupetniajace. (o podziale niewiadomych na wolne i zwiazane).

3. Niech uktad (U) bedzie niesprzeczny. Dowiesé, ze w kazdym podziale jego niewia-
domych na wolne i zwigzane:

a) liczba niewiadomych zwiazanych jest rowna rk(A);

b) kolumny macierzy A, odpowiadajace niewiadomym zwiazanym, sa liniowo nie-
zalezne.
4. Niech uktad (U) bedzie niesprzeczny i niech 1 < ky < ... < ks < k. Dowies¢
réwnowaznosci warunkow:

a) istnieje podzial niewiadomych na wolne i zwiazane, w ktorym zy,, ..., zj, sa wsrod
wolnych;

b) wykreslenie z macierzy A kolumn o numerach ki, ..., ks nie zmienia jej rzedu.

§ 6. Sumy podprzestrzeni.

1. Wymiar sumy podprzestrzeni.

Definicja. Suma, algebraiczna podzbioréw Vi, ..., Vi przestrzeni V nazywamy zbior
oznaczany Zle Vi lub Vi 4 ... 4+ V} i zdefiniowany wzorem

k

ZV} ={vi+..+vp: vieW,. ., vpeVi}
i=1

Uwaga 1. Przez sume podprzestrzeni V; zawsze rozumiemy sume algebraiczna
> Vi, bo mnogosciowa na ogoél nie jest podprzestrzenia. Suma algebraiczna za$ jest
podprzestrzenia, rowna lin(V; U ... U V). (Patrz zadanie uz. 1 w §1.21 1 w §4.1.)

Twierdzenie 1. Dia podprzestrzeni Vi, Vy przestrzeni lintowej V--ma miejsce r6Gwnosé
Grassmana:

dim(V; + V5) 4+ dim(V; N'V,) = dim(V;) 4 dim(V5)

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze dimV; < oo dla ¢ = 1,2. Okreslmy przeksztalcenie
L : Vi x Vo — V wzorem L(vy,vse) = vy + vo. Wowezas ker(L) = {(v,—Vv) : v €
Vi NV}, bojesli vi + vy = 0, gdzie vi € Vi, vy € Vo, to vi = —vy € V1 N V4.

Stad v — (v, —v) jest izomorfizmem V; N V5 na ker(L) i wobec tego dim(ker(L)) =
dim(V; N'V3). Poniewaz im(L) = Vi + V5, wiec teza wynika z twierdzenia 1 w §5.1 i
rownosci dim(V; x V5) = dim(V;) + dim(V5) z §5.1. O

Whiosek 1. Gdy podprzestrzenie Vi, Vy przestrzeni V- sq takie, ze dim(V;)+dim(V3) >
dim(V), to Vi1 NV, £ {0}.
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Dowdéd. Poniewaz V) + Vo C V, wiec dim(Vy + V3) < dim(V). Stad dim(V; N V3) >
dim(V3) + dim(V3) — dim(V) > 0. O

Whniosek 2. * Gdy Vi, ..., Vs sq podprzestrzeniami przestrzeni V, to:

a) dim(Vy + ... + V) < dim(V}) + ... + dim(Vj), oraz

b) dim(ViN...NVy) > dim(Vy) + ... + dim(V;) — (s — 1) dim(V') (tu zaktadamy, ze
dim(V) < o0).

Dowod. Dla s = 2 obie czesci wynikaja z twierdzenia 1 i nieréwnosci 0 < dim(V; NV3)
i dim(V; + V5) < dim(V). Dla s > 2 stosujemy indukcje matematyczng. B

Zadania uzupemniajace.

1. Gdy baze Ay podprzestrzeni Vi N V5 rozszerzymy do bazy A; podprzestrzeni V;,
dlai =1,2, to A; U Ay jest bazg podprzestrzeni V; + V5. Uzasadni¢ to bezposrednio i
wyprowadzi¢ stad twierdzenie 1; daé tez krotkie uzasadnienie oparte o twierdzenie 1.

2. Niech V bedzie podprzestrzenia przestrzeni Ry[x]. Dowiesé, ze gdy dim V' = 2, to
dla kazdego a € R istnieje w V' wielomian f # 0 taki, ze f(a) =0, a gdy dim V' = 3,
to dla kazdych a,b € R istnieje w V' wielomian f # 0 taki, ze f(a) = f(b) = 0.

3. Wykorzysta¢ dowod twierdzenia 1 do uzasadnienia nastepujacej konstrukeji bazy
podprzestrzeni UNW przestrzeni F!, gdy znamy baze (u;)P_; podprzestrzeni U i gene-
ratory wi, ..., w, podprzestrzeni W: tworzymy macierz A o kolumnach uy, ..., u,, wy, ..., Wy,
znajdujemy baze A przestrzeni zerowej tej macierzy i dla kazdego wektora a = (aj)gif S
A ktadziemy v, := ajuy + ...+ apuy. Szukang baza w UNW jest {va:a € A}. (Kon-
strukcja ta wymaga mniej rachunkéw, niz przedstawiona w uwadze 3 z §7.)

4. a) Dla operatora L € L(V) przyjmijmy Fix(L) = {v € V : L(v) = v}. Udowod-
ni¢, ze dim(Fix(KoL)) > dim(Fix(K)) +dim(Fix(L)) —dim(V). (Tu, K, L € L(V).)
b) Wywnioskowaé, ze rk(AB —I,,) <tk(A —1I,) + k(B —1I,) dla A,B € M,,.

2. Sumy proste.

Definicja. Powiemy, ze podprzestrzenie Vi, ..., Vi przestrzeni V tworza sume pro-
sta, jesli

(vi+..4vp=0)=(vi=0,...,vp,=0) dla vi € Vj,...,v} € V}. (5)

Gdy rozwazamy sume algebraiczng takich podprzestrzeni, piszemy & w miejsce + lub
S, Tak wiec ®F | V; oznacza ten sam zbior, co Zle Vi, lecz uzycie @ przekazuje
informacje, ze spekiony jest warunek (5). Odnotujmy, ze wektory vy, ..., vy sg li-
niowo niezalezne, gdy sa niezerowe i podprzestrzenie Fvq, ..., Fv, tworzg sume prosta.
Zmnaczenie sum prostych ujmuje nastepujace
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Zadanie 1. Jesli Vy = ®F | V;, to dla kazdego v € Vj istnieje jedyny ciag wektorow
vi € Vi, ..., vy € V. taki, ze v =v; + ... + vi. Implikacja odwrotna tez ma miejsce.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla skonczenie wymiarowych
podprzestrzent Vi, Vo przestrzent V.

a) suma Vi + Va jest prosta;

b) VinVy, = {0}7

c) dim(V; + V3) = dimV; + dimVs.

Dowod. a) = b). Jeslive ViNnWy, tovi+vo=0dlavy:=veEViivy:=—v e
skad (wobec a)) vi = vy =0, tzn. v = 0.

b)=a) Jesli vi +vo =01ivy € Vi, vy € V3, to vi = —vy € V1 N V5. Przy zalozeniu
b) mamy wiec vi = vy = 0.

Réwnowaznosé b)<c) wynika z rownosci Grassmana z p.1. [

Uwaga 1. Gdy suma U + W jest prosta i (uy, ...uy) jest baza w U, a (w1, ..., w;) baza
w W, to (uy,..,ug, wi, ..., w;) jest baza w U + W. (Nietrudno tego dowie$¢ wprost,
lecz jeszcze tatwiej jest zauwazyé, ze ostatni uktad rozpina U+ W i liczy tyle wektorow,
ile wynosi dim(U + W).)

Definicja. Jesli V= Vi @ Vs, to o kazdej z przestrzeni Vi, Vo mowimy, ze jest (alge-
braicznym) dopelnieniem drugiej.

Dopetnieni takich moze byé wiele, np. dopelnieniem podprzestrzeni Re; w R? jest
kazda podprzestrzern W C R? taka, ze dimW = 1i W # Re;. Czasem istotne jest,
by wybraé¢ szczegdlne dopetnienie; nierzadko jednak wystarcza

Twierdzenie 2. Kazda podprzestrzen przestrzeni V--ma dopetnienie algebraiczne.

Dowod. Rozpatrzymy tylko przypadek, gdy dim(V') < co. Rozszerzmy pewna baze A;
rozwaznej podprzestrzeni V4 do bazy A; U Ay przestrzeni V. Niech V5 := lin(As). Z
definicji bazy, dim(V;)+dim(V2) = dim(V'), a z definicji sumy algebraicznej, Vi + V5 D
lin(A; U Ay) = V. Zatem V =V} @ V5 na mocy twierdzenia 1. [J

Twierdzenie 1 rozszerzy¢ mozna na przypadek wiekszej liczby podprzestrzeni.

Twierdzenie 3. * Nastepujgce warunki sq rownowazne dla skoriczenie wymiarowych
podprzestrzent Vi, ..., Vi przestrzeni wektorowej V' :

a) suma ZZ Vi jest prosta;

b) Vi ﬂZjQ-Vj ={0} dlai=2,..,k;

c) dim(Vy + ... + Vi) = dimVj + ... + dimV};

d) Viﬂzﬁéivj ={0} dlai=1,.. k.

Dowdd. a) = b). Jesli v; = vi + ... + v;_1 dla pewnych wektorow v; € Vj, to
O=vi+..4+v,1—v;+0+ ...+ 0, skad wobec a) mamy v; = ... = v; = 0.
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b) = c¢). Przy zalozeniu b), z twierdzenia 1 z p.1 wynika, ze dim(V; + ... + V}) =
dim(Vi+...+V;_1)+dim(V;). Stad indukcyjnie dim(V; +...+V;) = dim Vi +...+dim V;
(1=1,...,k), codla i = k daje warunek c).

c) = d). Niech W; = > ., V;. Wobec wynikéw z p.1, dimW; < >, dimVj
i dim(Vy 4+ ... + Vi) = dim W; + dim V; — dim(V; N W;). Jesli wiec zachodzi ¢), to
dim(V; N W;) = 0.

d) = a). Niech Y ,v; = 0, gdzie v; € V; dlai = 1,.... k. Jedli zachodzi d), to
przestrzenie Vi i Vo + ... + Vi sa niezalezne, patrz twierdzenie 1, skad vi = 0. Tak
samo, v; = 0dla: > 1. [

Zadania uzupeltniajace.
1. Dowies¢, ze gdy U W =U W' i W Cc W' to W = W'

2. Niech V; i V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni V', a V; bedzie dopelnieniem
algebraicznym podprzestrzeni Vi NVo w V. Dowiesé, ze Vi 4+ Vo = (ViNnVe) @ Vi@ Vi,

Zadania ze zbioru Kostrykina: 17 w §I1.1.2.

3. Rzuty liniowe.

Niech przestrzen wektorowa V' bedzie suma prosta swych podprzestrzeni U, W. Wow-
czas kazdy wektor v € V' mozna przedstawi¢ w postaci v =u+ w, gdzieu € U,w €
W, 1 przedstawienie takie jest jedyne. Wektor u nazywamy rzutem wektora v na
U wzdtuz W. Poniewaz U C V', wiec przyporzadkowujac kazdemu wektorowi v € V
jego rzut na U definiujemy przeksztatcenie P : V — V| ktére nazwiemy operato-
rem rzutu (lub rzutem 3) przestrzeni V na U wzdtuz W. (Moze by¢ U = V lub
W=V,

Pokazemy, ze przeksztatcenie to jest liniowe. Istotnie, jeslic € Fiv = u+w, gdzie
u, w sa jak wyzej, to cv = cu + cw, gdzie cu € U i ew € W, skad P(cv) = cu =
cP(v). Podobnie, P(vy + vy) = P(vy) + P(vq) dla vy, vy € V.

Zadanie 1. a) ker(P) =W 1 im(P)=U={veV:P(v)=v}

b) P jest jedynym przeksztatceniem liniowym V' — V| takim, ze P(W) = {0} i
Py =1Iy.

Ogolniej, rzutem sumy prostej V = @©*_,V, na skladnik V; nazywamy prze-
ksztalcenie P; : @I§:1Vs — V, ktore kazdemu wektorowi v = vy +...+ vy, gdzie vy € Vj
dla s =1, ..., k, przyporzadkowuje wektor v;. Jak dla k = 2, rzut ten jest liniowy.

Zadanie 2. Przy tych oznaczeniach, >, P, = Iy, P? =P, i BP; =0 (i # j).

7

3uzycie stowa ,rzut” jest wiec dwuznaczne: rzutem na U wzdtuz W nazywamy pewne przeksztalcenie P, a takze
obraz wektora przy tym przekszatceniu. Nie prowadzi to jednak do nieporozumieri.
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Uwaga 1. W zadaniu, jak i nizej, pominieto znak ztozenia: P() oznacza P o () itp.

Twierdzenie 1. Dia Py, ..., P, € L(V,V) 1 V; :=im(F;), rdwnowazne sq warunki:
i)V =V1®...®&V} i P, jest rzutem tej sumy prostej na sktadnik Vi, dlai =1, ..., k.
i) Pi+ ..+ Po=1 i PPi=0dlai#j (i,j=1,..k).
Dowod. Implikacja i) = i) wynika z zadania 2. Dla dowodu implikacji odwrotnej
zalozmy, ze zachodzi ii). Wtedy v = 32, Pi(v) € Y21, V; dla wszystkich dla v € V
(bo Py(v) € im(P,)) = V;). Pozostaje dowies¢, ze gdy v = vy + ... + vy, gdzie
vi € Vi,..,vi € Vi, tov; = P(v) dlai = 1,..., k. Wyniknie stad bowiem zaréwno,
ze suma Zle V; jest prosta, jak i to, ze P; jest zadanym rzutem.
W tym celu zauwazmy, ze skoro v; € V; = im(F;), to v; = P;(w;), gdzie w; € V,
skad Pi(v) = ¢ PIPj(w;). Aze PLP; =0 (j #1) i

PP=P(I-P—..—P)=P - ,PPj=P
wige Py(v) = Pi(wy) = vi. Ta samo, P;(v) = v; dla pozostatych i. O
Uwaga 2. Twierdzenie jest tez prawdziwe przy ii) zmienionym tak: Zle P=1i
P?=P, (i=1,..,k); patrz zad. uz. 1 w §VI.1.4.

Definicja. Przeksztatcenie P € L£(V, V) nazywamy rzutem (liniowym) przestrzeni
V', jesli istnieje rozklad V = U & W taki, ze P jest rzutem na sktadnik U.

Wniosek 1. Przeksztatcenie P € L(V,V) jest rzutem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
idempotentne, tzn. P? = P.

Dow6d. Gdy P? = P, to przy Q := I — P zachodzi PQ = P(I — P)=P—P>=01i
tak samo QP = 0. Z twierdzenia wynika wiec, ze V = P(V) @ Q(V) i P jest rzutem
na P(V) wzdtuz Q(V'). Odwrotnie, rzuty liniowe sa idempotentny, patrz zad. 2. [J

Zadanie 3. Jedli spelnione sg warunki (i) twierdzenia, to Py := >, 4 F; jest dla
kazdego zbioru A C {1, ..., k} rzutem na @;c4V; wzdtuz @;gaV;.

Zadanie 4. Niech L : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, niech V' be-
dzie dopelnieniem algebraicznym podprzestrzeni ker(L) i niech P bedzie rzutem V na
V! wzdtuz ker(L). Wowczas K := Ljy+ — im(L) jest izomorfizmem liniowym oraz
L = KP. (Tak wiec kazde przeksztalcenie liniowe jest zlozeniem rzutu liniowego z
izomorfizmem obrazu tego rzutu na obraz przeksztalcenia.)

Zadania uzupeltniajace.

1. Niech (v;)¥_, bedzie baza przestrzeni V. Dla 1 < i < k dowiesé, ze

a) V =Fv; @ W;, gdzie W, := Z#i Fv;;

b) rzut P; przestrzeni V' na Fv;, wzdtuz W;, mozna w naturalny sposob utozsamic¢
z elementem v} bazy sprzezonej do V. (Patrz koniec §3.4.) Scislej: Pi(v) = vi(v)v;
dlavelV.
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2. Niech operator P € L(V) spetnia warunek rk(P) + rk(Iy — P) = dim(V).
Udowodni¢, ze P? = P, tzn. P jest rzutem. (Wskazéwka: dim(V) = rk(Iy — P) +
dim{v : P(v) =v}.)

3. Niech L € L(V,W) 1 K € L(W,V). Udowodnic¢, ze:

a) Jesli LKL = L, to KL i LK sa rzutami, przy czym ker(KL) = ker(L) i
im(LK) =im(L).

b) Rownosé K L = Iy ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy L jest przeksztalceniem
roznowartosciowym, a LK jest rzutem.

4. Niech P i @ bedg przemiennymi (tzn. takimi, ze PQ = @QP) rzutami w prze-
strzeni V. Dowies¢, ze PQ jest rzutem na im(P) Nim(Q) wzduz ker(P) + ker(Q);
ponadto, ostatnia suma jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy PQ = 0.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 18,19,21 z §I1.1.2, 6 z §11.1.3 1 17 z §I1.3.1.

4. Symetrie, sumy proste odwzorowain i zewnetrzne sumy proste.

Definicja. Niech V' = U & W. Dla kazdego wektora v.= u + w, gdzie u € U
iw e W, przyjmijmy S(v) := u — w. Otrzymane przeksztalcenie S nazywamy
symetria przestrzeni V wzgledem U, wzdluz W. Odnotujmy, ze S = 2P — I,
gdzie P jest rzutem na U wzdtuz W, skad wynika liniowos¢ S.

Zadanie 1. Niech w ciele skalaréw F spetniony bedzie warunek 1p+ 1g # Op Dowiesc,
ze gdy S € L(V,V)iS? =1, to S jest symetrig przestrzeni V, wzgledem U := {u €
V:S(u) =u}iwzdluz W :={w €V : S(w) = —w}. (Wskazowka: dowies¢, ze
P :=1(I+S) jest rzutem na U wzdluz W)

Zadanie 2. Niech V bedzie baza przestrzeni V = U @& W z uwagi 1 w p.2. Znalez¢
macierze w bazach V,V rzutu na U wzdtuz W i symetrii wzgledem U wzdtuz W.

Konstrukeje rzutow i symetrii liniowych mozna uja¢ we wspolny schemat. (Ponizszy
material jest uzupetniajacy.) Niech V = @®F |V oraz W = @F_ W, i niech L; €
LV, W) dlai = 1,....k. Wowezas vy + ... + v — Li(vy) + ... + L(vg), gdzie
v; € V; Vi, zadaje przeksztalcenie L : V' — W, ktore bedziemy tez oznaczaé przez
@®F_,L; i nazywaé suma, prosta przeksztalcenn L;. Nietrudno jest dowies¢ liniowosci L
i tego, ze gdy Li, ..., L;, sa izomorfizmami, to K = @F 1L jest odwrotnoscia L.
(Nalezy sprawdzi¢, czy KoL =1y1 Lo K = Iy.)

Przyktad 1. * Gdy V = U & W. Przy oznaczeniach poczatkowej definicji, zachodzi
P=1y® (—Iy) oraz S = Iy ® O, gdzie O : W — W to przeksztatcenie zerowe.

Przyktad 2. * Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi, niech V, bedzie podprze-
strzenig przestrzeni V' iniech Ly € L(Vy, W) bedzie zanurzeniem. Wykorzystujac sumy
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proste pokazemy, ze jesli dim(V') < dim(W) < oo, to Ly mozna przedtuzyé¢ do zanu-
rzenia L € L(V,W). W tym celu wystarcza obra¢ podprzestrzenie V; i W7, takie, ze
Vo Vi = Vi Loy(Vo)®eWy = W, iprzyjac L := Lo® Ly, gdzie Ly € L(V;, W) jest zanu-
rzeniem. Zanurzenie Ly istnieje, bo dim Wy = dim W—dim(Ly(Vp)) = dim W —dim V;
idimV; =dimV — dim Vj, skad dim V; < dim W;. U

Uwaga 1. * Niech V' = V; @ V5 i niech P, bedzie rzutem na V; wzdluz V; (4,5 =
1,2,9 # j). Niech dalej V' := V; x Va, a P/ : V' — V; niech beda zadane wzorami
P{(vy,vs) := vy oraz Pj(vy,va) := vy. Odwzorowanie L : V' — V. zadane przez
(v1,v2) — Vi + vy, jest izomorfizmem i P/ = PL dlai = 1,2. 7 tego wzgledu
przestrzeni V' nazywana bywa zewnetrzng suma prostg przestrzeni V7, Va; jest ona
izomorficzna z suma prosta V' tych przestrzeni, i to tak, ze ,zachowane” sa rzutowania
(w tym sensie, ze rzutom P; sumy prostej odpowiadaja przy izomorfizmie rzuty P!
sumy zewnetrznej, jak wyjasniono wyzej). Rowniez dla k > 2 1 przestrzeni Vi, ..., V4,
ktore niekoniecznie sa podprzestrzeniami wspolnej przestrzeni V', iloczyn kartezjanski

Vi X ... X V} nazywany jest ich zewnetrzng suma prosta i oznaczany @F_ V;.

Zadanie uzupelniajace 1. Niech V7, V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni V', a Wy, Ws
— przestrzeni W, przy czym dim V' < co. Dowie$é¢ réwnowaznosci warunkow:

a) istnieje izomorfizm L : V — W taki, ze L(V;) = W,; dlai =1, 2;

b) dimV = dim W, dim(V; NV3) = dim(WyNWs) i dim V; = dim W; dla i = 1, 2.
(Wskazowka: gdy V = Vi + V5 zastosowaé zad. uz. 2 z p.2.)

§ 7. Podprzestrzenie przestrzeni wspolrzednych (wiadomosci z ¢wiczen).

Wymienimy tu omawiane na ¢wiczeniach sposoby przedstawiania podprzestrzeni prze-
strzeni " czy znajdywania jej bazy. Podprzestrzen taka, ktora oznaczmy przez V,
zadana jest czesto w jeden z nastepujacych sposobow:

a) V jest powloka liniowa znanych nam wektorow vy,...,vy € F": mowimy tez
wtedy, ze V' jest przestrzenig wektoréw vy, ...,v,. Przedstawienie to nazywamy
parametrycznym, bo wektory v = > 7, ¢;v; przestrzeni V uzaleznione sa od para-
metrow ¢; € F.

b) V jest zbiorem rozwiazan ukladu rownan Ax = 0; w F". To przedstawienie
nazywane jest uwiklanym; mowimy tez, ze podprzestrzen V jest zadana uktadem
réownan Ax = 0. Odnotujmy, ze V jest wtedy jadrem przeksztalcenia La : F" — F'.

Niekiedy wygodnie jest od jednej z tych postaci przejs¢ do drugie;j.

Uwaga 1. Sposob znalezienia bazy podprzestrzeni zadanej w sposob uwiktany podany
zostal w przyktadzie 3 z §2.1. Umiemy wiec jg przedstawi¢ jako przestrzen wektorow
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otrzymanej bazy, by od przedstawienia uwiktanego przejs¢ do parametrycznego. [

Uwaga 2. By przestrzenn wektoréw vy, ..., vy € F" przedstawi¢ w postaci uwiklane;j
utworzy¢ mozna macierz, ktorej wektory te sa kolumnami. Uktad réwnan, opisujacy
badang przestrzen kolumn tej macierzy, znalez¢ mozna jak opisano w §I1.5.4. []

Uwaga 3. Niech V; i V5 bedg podprzestrzeniami przestrzeni F”.

a) By znalez¢ baze podprzestrzeni Vi N Vs, opiszmy tak Vi, jak i V5, uktadem linio-
wych réownan jednorodnych. Lacznie wziete, rownania tych uktadow opisuja rozwazang
podprzestrzen ViNV,. Baze jej znajdziemy wiec wykorzystujac uwage 1. (Inne sposoby
konstrukeji bazy przeciecia podprzestrzeni znalez¢ mozna w zadaniu uzupetniajacym 3
do §6.1 oraz w ,Algebrze dla fizykow” Pawta Urbariskiego, str. 126.)

b) By znalez¢ baze podprzestrzeni V; + V4 (patrz zadanie 1 w p.1) przedstawmy V;
w postaci parametrycznej: V; = lin(A4;) (i = 1,2). Wowczas Vi + Vo = lin(A; U Ay),
co pozwala postuzy¢ sie uwaga 2, a nastepnie 1, lub odwotaé do dalszych wynikow:
stwierdzenia 1 czy uwagi 5. [

Zapytajmy tez, jak dla podprzestrzeni Vi, Vo C F" zbadac, czy Vi C V5.

Uwaga 4. Gdy V] = lin(A), gdzie zbior A C F” jest skoniczony, a V3 zadano w postaci
uwiktanej, to bez trudu mozemy rozstrzygnac, czy wektory v € A sg rozwigzaniami
uktadu rownan opisujacego Vs, i ustali¢ w ten sposob, czy ma miejsce inkluzja V; C V5.
(Patrz wlasnosé iii) z twierdzenia 1 w p.1.) Mozna tez, korzystajac z uwag 1 i 2,
zamieni¢ role V4 i V5 i sprawdzié¢, czy Vo C V4 — a tym samym, czy Vi = Vs, 0

Umiemy wiec bada¢ rownosé podprzestrzeni w F". (Jeszcze tatwiej to robi¢ w
oparciu o twierdzenie Hermite’a z koncowego zadania uzupetiajacego 1.) Przejdzmy
teraz do opisu sposobu znajdywania baz takich podprzestrzeni.

Definicja. Powiemy, ze kolumny macierzy A i B odpowiadaja sobie, gdy maja te same
numery.

Stwierdzenie 1. Niech macierz A bedzie wierszowo rownowazna schodkowej macie-
rzy B. Wowczas baze przestrzeni kolumn macierzy A tworzg kolumny, odpowiadajgce
kolumnom prowadzqgcym macierzy B.

Dowdd. Ze wzgledu na lemat 3 w §3.2 mozemy zalozyé¢, ze macierz B jest zreduko-
wana. Oznaczmy przez By jej podmacierz, wyznaczong przez kolumny prowadzace,
a przez Ay odpowiadajaca jej podmacierz macierzy A. Poniewaz B jest macierza
zredukowana, to kolumny macierzy B tworza maksymalny liniowo niezalezny pod-
zbior zbioru kolumn macierzy B. Na mocy lematu 1 w §5.2, tak samo bedzie, gdy B
zastapimy przez A, zas By przez Ay — co dowodzi tezy. [J

Uwaga 5. Niech teraz V' bedzie podprzestrzenia, zadang jako przestrzenn wektorow
Vi,...,, Vg, By pewnymi z tych wektoréw rozszerzyc¢ do jej bazy zadany liniowo nieza-
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lezny zbior {w;}Y_; C V, utworzy¢ warto macierz A o kolumnach uy, ..., up, vi, ..., v,
i wierszowo jej rownowazng macierz schodkowa B. Szukana baze tworzg kolumny
macierzy A, odpowiadajace kolumnom prowadzacym macierzy B. Istotnie,

a) Kolumny te tworzg baze przestrzeni V na podstawie stwierdzenia 1.

b) Poczatkowych p kolumn macierzy schodkowej B jest liniowo niezaleznych (bo
jest tak w A), wobec czego wszystkie one sa prowadzace w B; patrz zadanie 4b) w
§4.1. Tym samym otrzymana baza zawiera {uy, ..., u,}. O

Zadanie 1. Gdy badamy obraz podprzestrzeni przy przeksztalceniu liniowym, wy-
godnie jest znac jej przedstawienie parametryczne; zas gdy przeciwobraz, lepsze jest
uwiktane. Uzasadni¢ to.

Zadania uzupelniajace.

1. * a) Dowies¢, ze gdy macierze zredukowane maja te sama przestrzen wierszy, to
ich podmacierze wyznaczone przez (wszystkie) niezerowe wiersze sg rowne.
b) Wywnioskowaé, ze kazda macierz jednoznacznie wyznacza swa postaé zreduko-
wang, i ze dwie macierze wtedy i tylko wtedy maja te sama przestrzen wierszy, gdy
ich postaci zredukowane maja te same wiersze niezerowe. (Sa to wyniki Hermite’a.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 14 1 15 w §1.2.1 oraz 11,14,15,16 w §II1.1.2.

§ 8. Mozliwe tematy kolokwialne.

,Mozliwe” sg wszystkie omoéwione na wyktadzie tematy, lecz szczegolnie dobrze jest
upewnic sie co do znajomosci nastepujacego materiatu:

a) pojecia wstepne i przyklady z §1, dotyczace przestrzeni wektorowych i prze-
ksztatcen liniowych;

b) definicja i przyktady baz w przestrzeniach wektorowych, mapa wyznaczona przez
baze uporzadkowana, wymiar (§2);

¢) znaczenie baz dla opisu przeksztalcen liniowych, w tym wtasnosci przyporzadko-
wania przeksztalceniu jego macierzy wzgledem zadanych baz, jak rowniez zmiana tych
macierzy przy zmianie baz (§3);

d) bazy a liniowa niezaleznosc¢ i generowanie, wlasnosci tych poje¢ (wlaczajac po-
wloke liniowa), lemat o wymianie i jego konsekwencje (§4.1-4.3);

e) badanie podprzestrzeni przestrzeni wspotrzednych (§7);

f) definicje i twierdzenia dotyczace rzedu, w tym przede wszystkim twierdzenia z
§5.1, §5.2 1 §5.3 (dwa) i konsekwencje tych twierdzen (wnioski w §5.1 1 w §5.2);

g) twierdzenie Kroneckera—Capellego (§5.4);

h) rownosé Grassmana i wnioski (§6.1), sumy proste, charakteryzacja sumy proste;
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dwoch podprzestrzeni i istnienie dopelnienia algebraicznego (§6.2), rzuty sumy proste;
na sktadniki i charakteryzacja rzutoéw i symetrii liniowych (§6.3 i §6.4).

Do nalezytego operowania omawianymi pojeciami potrzebne jest zrozumienie dowo-
dow najwazniejszych wynikow. Dlatego niektore zadania na kolokwium moga dotyczyé
sformutowarni definicji czy twierdzen, a takze dowodéw tych ostatnich.



