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II PRZESTRZENIE WSPOLRZEDNYCH, ICH PRZEKSZTAL-
CENIA LINIOWE, MACIERZE.

Wstep. Przypomne, ze cel tego przedmiotu, w obu semestrach, okresli¢ chce jako ba-
danie wlasnogci przeksztalceri afinicznych, w tym liniowych, z F* do F!, dlaF € {R, C}.
Mimo prostoty podanych nizej wzoréw, okreslajacych przeksztalcenia liniowe, wymaga
to stworzenia do$¢ bogatego aparatu algebraicznego i geometrycznego. W tym roz-
dziale, wzory te szybko przywioda nas do zainteresowania si¢ macierzami i rownaniami
liniowymi i do uzyskania o nich wynikéw, majacych zaréwno niezalezne znaczenie, jak i
pozwalajacych uzyska¢ wstepne informacje o interesujacych nas przeksztatceniach. (Z
przeksztatceniami afinicznymi zetkniemy sie dopiero na koncu wyktadu — definiowane
sa one tak, ze do prawej strony ponizszego wzoru (1) dodana jest stala ¢; € F.)

§ 1. Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wspoélrzednych i macierze.

1. Podstawowe definicje.

W dalszej czesci tego rozdziatu oznaczamy przez F ustalone ciato i nazywamy jego
elementy skalarami. (Najwazniejsze dla nas przypadki, to gdy F € {R,C}.) Dla
k € N przyjmujemy

F* = {u = (up, ug,...,up) :u; EFdlai=1,.. k.

Zbior F* nazywamy k-ta potega kartezjanska ciata F lub k—~wymiarowa prze-
strzenig wspolrzednych nad cialem F. ity wyraz ciagu u € F¥, oznaczany przez
w; lub u(7), nazywamy i—ta wspolrzedna kartezjariska ciagu u. Ciag, ktorego kazdy
z k wyrazow jest rowny 0 oznaczamy przez 0y lub przez 0 i nazywamy zerowym; przez
e; € F¥ oznaczamy ciag, ktorego i-ty wyraz jest réwny 1, a pozostalte 0.

Definicja. Przeksztatcenie L : F¥ — F! nazywamy liniowym, gdy dla kazdego v € F*
wspotrzedne wy, ..., w; ciagu w = L(v) wyrazaja sie wzorami

k
w; :Zaijvj = ajv1 + ... + a;pvx (1=1,..,1) (1)
j=1

gdzie wspolczynniki a;; € IF nie zaleza od v.
Wygodnie jest ustawi¢ w tablice wspotezynniki a;;, wyznaczajace wzor (1).
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Definicja. Macierza nad F nazywamy tablice postaci

ai; aigp ... Qg aj; aiz2 ... air
ao1 A9 ... Q9 . . 21 A92 ... A9k

A = (inne oznaczenie, to A = )
apy ap ... Qg ap ap ... Qg

utworzong z elementéw F. Piszemy wtedy A = (a;;);; lub A = [a;;]; j, zaznaczajac
w razie potrzeby zakresy zmienno$ci wskaznikow: 1 < ¢ < [, 1 < 57 < k. O ma-
cierzy tej mowimy, ze jest rozmiaru [ x k, lub ze jest [ X k-macierzg. Skalar a;;
nazywamy jej (i, 7)-tym wyrazem. Ciag (a;1, @i, ..., a;) € F¥ to jej i-ty wiersz, zas
(a1}, agj, ..., ar;) € F! to j-ta kolumna. Zbiér wszystkich [ x k—macierzy o wyrazach
w F oznaczamy przez M, ;(FF) lub, gdy F traktujemy jako ustalone, przez M.

7 definicji, kazda macierz A € M ;(F) wyznacza przeksztalcenie liniowe z F* do T,
zadane wzorem (1). Jego wartogé na ciagu v € F¥ oznaczamy La (v) lub Av. Zatem:

k
Av =La(V) = (Z aijvj, ..., Zalﬂ}j) cF dlaveF* (2)

j=1 j=1

Bedziemy tez Av nazywaé iloczynem macierzy A € M, przez ciag v € F* lub
wynikiem dziatania macierzy A na v.

Czemu stosujemy dwa oznaczenia La(v) i Av dla tego samego? Gdy mowa o
przeksztalceniu z F* do !, oznaczamy je La (co jest krotsze niz v — Av); lecz jego
wartos¢ na wektorze v na ogot wygodniej bedzie oznaczaé¢ Av.

Uwaga 1. a) lloczyn Av istnieje tylko gdy A ma tyle kolumn, ile v ma wspotrzednych.
b) Przyjmujac v = e; w (2) stwierdzamy, ze La(e;) = (a1;,...,a;;) dla j =1, .. k.

Ze wzgledu na b), przeksztalcenie liniowe L : F¥ — F! jest wyznaczone przez jedna
tylko macierz: te, ktorej kolejnymi kolumnami sa L(e;), ..., L(ex). Nazywamy ja stan-
dardowa macierza przeksztalcenia liniowego L : F¥ — F' i oznaczamy [L]; stowo
,standardowa”’” bedziemy w tym rozdziale opuszczaé¢. Podsumowujac, przeksztatcenie
liniowe L : F*¥ — F! jednoznacznie okresla | x k-macierz wspotczynnikow a;j, dla
ktorych zachodza wzory (1), i te macierz oznaczamy przez [L].

2. Dzialania na wektorach i charakteryzacja przeksztalcen liniowych F* — F!.

Elementy przestrzeni wspotrzednych F¥ czesto nazywamy jej wektorami. Wektory te
bedziemy dodawaé¢ i mnozy¢ przez skalary, stosujac wzory

u+vi= (u;+v)¥, oraz cu:= (cw;)’; dla c€F i u= (w)",, v= (v,
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Gdy v',....,v? €FFicy,...,cs €T, to wektor ¢;v! + ... 4+ ¢,v*® nazywamy kombinacja,
liniowa wektorow v!, ..., v ze wspotczynnikami c;, ..., c;.

Uwaga 1. Powyzej, wskazniki ¢ = 1,...,s przy v’ umiesciliémy u gory, bo ozna-
czenie v; mogloby sugerowaé, iz chodzi o i-ta wspotrzedng pewnego wektora v. Nie
czynimy jednak z tego reguty: gdy nie ma obawy omytki (n.p., nizej), bedziemy umiesz-
cza¢ u dotu indeksy numerujace pewien ciag wektorow.

Zadanie 1. a) Wektor v = (v, ..., v;) € F¥ jest rowny kombinacji 2% v;e;.

b) Gdy A jest macierza o kolumnach ay, ...,a; € F, to iloczyn Av jest dla v € F*
rowny kombinacji viay + ... + viay.

Podamy teraz bardzo wazna charakteryzacje przeksztatcen liniowych:

Twierdzenie 1. Dia przeksztatcenia L : F* — F! réwnowazne sq warunki:
a) L jest przeksztatceniem liniowym;
b) L(v+w) = L(v)+ L(w) i L(cv) = cL(v) dla (wszystkich) v,w € F* i c € F;
¢) LT eivi) =0 i eil(v;) dlan €N, ¢1,...,c, €F ivy,...,v, € F~.

Dowoéd. a) = b). Ta implikacja wynika wprost ze wzoréw (1) i whasnodci dziatan w F.
b)=-c). Latwy dowdd indukeyjny (wzgledem n) pozostawiony jest jako ¢wiczenie.
c)=-a). Gdy warunek c) jest spetniony, to z czesci a) zadania 1 wynika, ze L(v) =

viL(ey)+...4vpL(eg); natomiast z czesci b) zadania 1 —ze vy L(ey)+...+vi L(ey) = Av,

gdzie A jest macierza o kolumnach L(ey), ..., L(ey). Zatem L(v) = Av dlav € FF. [

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.2.1, zadania 1 1 2.

3. Skladanie przeksztalcen liniowych i dzialania na macierzach.

Przypomnijmy, ze ztozeniem F o G przeksztalcen G : X — Y i F': Y — Z nazywamy
przeksztatcenie X — Z, zdefiniowane wzorem (F o G)(x) = F(G(z)) dla z € X.

Stwierdzenie 1. Ztozenie K o L przeksztatcen liniowych L : FF — F! § K : F — F™
jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni F¥ w F™. Ponadto, gdy macierze prze-
ksztatcenn K i L oznaczyé przez A i B, odpowiednio, to [K o L] = C € M,, 1, gdzie

l
Cij =Y aihy; dla i=1,..m, j=1,.k (3)
s=1

Dowod. Niech v € F¥ iy := (K o L)(v),w := L(v). Z definicji, y = K(w) = Aw i
w=Bv = (20 byvy)ly € FL Stad g = 3oL asws = 3o ais(3 byvy) dla
¢t = 1,...,m. Zmieniajac kolejnos¢ sumowania stwierdzamy, ze y; = 22:1 cijvj, gdzie

Cij = Zizl a;ishsj. Zatem K o L jest przeksztalceniem liniowym o macierzy [c;;; ;. O
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Definicja. [loczynem macierzy A € M,,;(F)iB € M, (F) nazywamy macierz C €
M, 1 (IF) zdefiniowana réwnosciami (3). Odnotujmy, ze iloczyn AB ma sens jedynie gdy

A ma tyle kolumn, ile B ma wierszy. Ponadto, ij-ty wyraz macierzy AB zalezy tylko
od i-tego wiersza a; macierzy A i j-tej kolumny b; macierzy B, i jest rowny iloczy-
nowi a; - b; gdy przyjac¢

!
u-sz:usvS dla u,VE]FZ

s=1

Przyktad 1. By obliczy¢ (1, 3)-ci wyraz macierzy AB, gdzie

0O —1 10
A:[igg} oraz B = 2 -2 30
-3 4 —4 0

zauwazamy, ze pierwszym wierszem macierzy A jest a; = (1,2,3), a trzecia kolumna
macierzy B —wektor by = (1,3, —4). Zadanym wyrazem jest wiec 1-14+2-3+3-(—4) =
—5. Tak samo obliczamy np. (2, 3)-ci wyraz, ktorym jest 4-14+5-346-(—4) = —5.
Zauwazamy przy tym, ze

Uwaga 1. j-ta kolumna macierzy AB jest rowna Ab;, gdzie b; to j-ta kolumna
macierzy B.

Przy uzyciu mnozenia macierzy stwierdzeniu 1 mozna nadac¢ nastepujaca postac:

Stwierdzenie 1°. Zlozenie K o L przeksztatcen liniowych L : FF — F' i K : F! — F™
jest przeksztalceniem liniowym, przy czym [K o L] = [K][L].

Zadanie 1. Niech L, oznacza obrot plaszczyzny R? wokot 0 o kat zorientowany
jak zdefiniowano je w szkole. Przyjmujac liniowos¢ L, i r6wnos$¢ L, o Lz = Loy g,

a) wyznaczy¢ macierz [ L],

b) wyprowadzi¢ wzor na cos(a + () 1 sin(a + 3).

Oprocz mnozenia, zdefiniujemy jeszcze nastepujace operacje na macierzach:
Definicja. Jesli A = (a;;) jest [ x k-macierza, to przez A’ oznaczamy k x [-macierz,
ktorej (7, 7)-tym wyrazem jest aj;, dla kazdego ¢ € {1,...,k} i kazdego 5 € {1,...,{}.
(Inaczej mowige, kolejnymi wierszami macierzy A! s kolejne kolumny macierzy A.)
Macierz A’ nazywamy macierza transponowang (wzgledem macierzy A).

1 2 3 L4
Przykiad 2. Jesli A = JtoAl=12 5
4 5 6 36

Definicja. Suma A + B macierzy A, B o wyrazach w [F jest zdefiniowana tylko wtedy,
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gdy macierze te sg tych samych rozmiaréw (powiedzmy, [ X k) i wtedy jest rowna
A—f—B = (az]+b1j>z,j (Z: 1,,[,]: 1,,k)

Okreslmy tez iloczyn macierzy A = [a;;] przez skalar ¢ jako macierz cA := [ca;].
Oczywiscie, c¢(dA) = (cd)A i (c+d)A = cA+dA. A oto inne podstawowe wlasnosci
omawianych operacji:

Lemat 1. Dodawanie | X k-macierzy jest przemienne i tgczne. [

Lemat 2. Jesli dla pewnych macierzy A,B,C zdefiniowana jest macierz stojgca po
jednej ze stron ktorejs z ponizszych rownosci, to zdefiniowana jest tez macierz stojgca
po drugiej stronie i macierze te sq rowne:
) (A=A
(1) (A+B)! = Al + B,
(vi1) (AB)' = B'AY;
(1v) C(A+B)=CA +CBoraz (A+B)C=AC + B(;
(1v) A(cB) = (cA)B =cAB dla c € F;
(vi) (AB)C = A(BC).

Procz (vi), wszystkie wtasnosci wynikaja tatwo z przyjetych definicji. Wtasnosé
(vi) tez mozna podobnie uzasadni¢, a mozna i nastepujaco. Niech przeksztalcenia
liniowe F' := L,, G := Lg, H := L beda wyznaczone przez macierze A, Bi C,
odpowiednio. Przez porownanie rozmiaroéw macierzy sprawdzamy, ze jesli ktoras ze
stron w (vi) ma sens, to ma sens i druga. Ponadto, ze stwierdzenia 1 wynika, ze
[(FoG)oH]|=(AB)Ci[Fo(GoH)=A(BC). Jednak (FoG)oH = Fo(GoH),
na mocy tacznosci sktadania przeksztatcen, skad wynika vi). O

Uwaga 2. O ile mozenie macierzy zwiagzane jest ze sktadaniem przeksztatcen linio-
wych, o tyle dodawanie ich i mnozenie przez skalar zwigzane jest z dodawaniem i
mnozeniem przez skalar przeksztatcen liniowych; por. zadanie na koricu tego punktu.
Zrozumienie istotnego znaczenia operacji transponowania macierzy jest trudniejsze.
Przez pewien czas bedzie ona wykorzystywana gtownie do tego, by z rezulatow doty-
czacych wierszy macierzy moc, poprzez zastosowanie ich do macierzy transponowanej,
wnioskowaé¢ o wlasnosci kolumn (i vice versa).

Uwaga 3. Dzieki tacznosci mnozenia z (vi), mozemy zmienia¢ lub pomijaé¢ nawiasy w
iloczynach dowolnie wielu macierzy. Np. przez rézne ustawienie nawiaséw mozemy z
Aq, ..., Agutworzy¢ A1((AsAs)Ay), (A1A5)(A3Ay) i jeszeze 3 inne macierze; jednak
dzieki tacznos$ci mnozenia, jesli jedna z nich istnieje, to kazda inna tez i jest jej rowna.
Tak samo jest dla iloczynéw wiekszej liczby macierzy, cho¢ liczba mozliwych ustawien
nawiasow wzrasta bardzo szybko (juz dla n = 5 wypisanie wszystkich jest mozolnym
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zadaniem). Dowod, taki sam jak dla mnozenia liczb catkowitych, polega na cierpliwym
przestawianiu nawiaséw 1 jest prostszy niz jego precyzyjny zapis; z tego tez powodu
jest tu pominiety. (Znalezé go mozna w [Ko-84], str. 99.)

Cwiczenie. Dowiesé rownosci A1((AzA3z)Ay) = (A1As)(A3AY).

Taka sama uwaga odnosi sie do dodawania macierzy, bo i ono jest taczne (i, w
odréznieniu od mnozenia, przemienne). Dlatego nawiasy w iloczynach lub sumach
macierzy wstawiamy tylko wtedy, gdy chcemy zasugerowa¢ pewna kolejnos¢ wykony-
wania dziatan; w innych przypadkach je pomijamy.

Odnotujmy, ze wektor przestrzeni F¥ nie jest macierza: jego wyrazy sa indeksowane
pojedynczymi wskaznikami liczbowymi, a wyrazy dowolnej macierzy—parami (7, j) ta-
kich wkaznikow. Wyznacza on jednak macierz, korej jest jedynym wierszem, i macierz,
ktorej jest jedyna kolumna. W zalezno$ci od potrzeby, bedziemy niekiedy wektor
v € F* utozsamiali z wyznaczona przez niego macierza jednowierszowa i nazywali
wektorem wierszowym, a niekiedy z analogiczna macierza jednokolumnows i nazy-
wali wektorem kolumnowym. Czesto lepsze jest to drugie, bo

Uwaga 4. Gdy wynik dzialania macierzy A € M;; na wektorze v € F* traktowac
jako wektor kolumnowy, to jest on réwny iloczynowi macierzy A i wektora kolumno-
wego V.

Przyktad 3. Przyjmujac w vi) za macierz C wektor kolumnowy wnosimy, ze gdy A i
B sa macierzami, a v wektorem, to

(vid) A(Bv) = (AB)v.
Zadanie 2. Dla przeksztatcen liniowych K, L : F¥ — F! oraz dla ¢ € F zdefiniujmy
przeksztatcenia K + L i cK wzorami (K + L)(v) := K(v)+ L(v) i (cK)(v) := cK(v)
(v € F*). Dowiesé, ze otrzymane przeksztalcenia F* w IF! sg liniowe, a ich macierze sg
rowne [K] + [L] i ¢[K], odpowiednio.

Zadanie uzupelniajace 1. Dane sa macierze A € My ;(R) 1 X € M;(R). Udowodnic,
ze X' AA'X jest liczbg nieujemng. (Utozsamiamy tu kazda 1 x 1-macierz z jej jedynym

wyrazem.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 1,2,3 w §1.4.1.

§ 2. Dalsze wlasnosci macierzy

Material w tym paragrafie jest w duzej mierze uzupetniajacy i podany w postaci zadan,
utatwiajacych nabycie niezbednej wprawy w operowaniu macierzami.
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1. Pierscien macierzy kwadratowych. (Zadania i proste wlasnosci.)

Macierze kwadratowe odgrywaja szczegdlna role. Dla krotkosci, o k& X k—macierzy
mowiny, ze jest stopnia k, a zbior My, ;(IF) oznaczamy przez My(F) lub przez M.

Definicja. Macierz A = (a;;) € My, jest

gornie trojkatna (odp. dolnie tréjkatna) gdy a;; = 0 dla j < i (odp. dla
j>i);

trojkatna, gdy jest badz gornie, badz dolnie trojkatna;

symetryczna gdy A = A (czyli gdy a;; = aj; dlai,j € {1,...,k});

diagonalna, gdy a;; = 0 dla ¢ # j.
Ciagi (a11, ..., agr) 1 (ag1, ..., a1x) nazywamy przekatna gtéwna i przekatna boczna
macierzy A. Na ogot skracamy ,przekatna gtéwna” do ,przekatna”. Macierz diagonalng
o przekatnej (1, ..., 1) nazywamy jednostkowa i oznaczamy I lub Ij.

Zadanie 1. Udowodnié, ze
a) Przeksztalcenie F¥ — ¥ wyznaczone przez macierz jednostkowa, jest identyczno-

$ciowe (tzn. przeprowadza kazdy wektor v € F* na tenze wektor).
b) ILLA=A=AI,dla A e Ml,k-

Uwaga 1. Z zadania 1b) i rezultatow p.1 wynika, ze M, jest pierscieniem, ktorego
jedynka jest macierz Iy, a zerem macierz 0 o wszystkich wyrazach zerowych. Odgrywa
on wazna role i ponizsze zadania maja na celu przyblizenie niektorych jego wtasnosci.

Zadania.

2. a) Istnieja macierze D,J € My takie, ze DJ # JD i J? = 0, przy czym za D
mozna obra¢ macierz diagonalng, a za J macierz o trzech wyrazach réwnych 0,
b) Podobnie, dla k& > 2 mnozenie w M, nie jest przemienne i istnieja niezerowe
macierze, ktorych kwadrat jest zerem.
c) W My, daé¢ wszystkie rozwigzania rownania X? = I, a takze X% = 0. Przy
[F = R, ktorych jest skoriczenie wiele?

3. Niech J € M. oznacza macierz, majaca jedynki bezposrednio pod gtéwng prze-
katna i zera w pozostatych miejscach.
a) Zbada¢ dziatanie przeksztalcenia Ly na wektorach ey, ..., e; i na tej podstawie
wyznaczy¢ kolejne potegi macierzy J.
b) Wywnioskowaé, ze w M, istnieje macierz, ktorej k—ta potega jest zerowa, lecz
poprzednia — niezerowa. (Nie mozna tu zastapic potegi k przez wyzsza, co udowodnimy
znacznie pozniej.)

4. Jesli A,B € My sa macierzami gornie trojkatnymi (odp. dolnie trojkatnymi,
diagonalnymi), to A + B i AB réwniez.
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5. Niech A, B € M, beda macierzami dolnie trojkatnymi. Jesli pierwszych [ wierszy
macierzy B i [ + 1-szy wyraz przekatnej macierzy A sa zerowe, to pierwszych [ + 1
wierszy w AB jest zerowych.

6. Niech A, B beda macierzami symetrycznymi, tzn. takimi, ze A = A’ i B = B,
Wowczas:
a) A+B jest macierza symetryczna;
b) AB wtedy i tylko wtedy jest macierza symetryczna, gdy AB = BA. (Patrz
lemat 2iii) w §1.3.)
7. Jesli C = AB, gdzie A i B sg macierzami gornie trojkatnymi, to ¢; = a;;b;; dla
t=1,2,....k; podobnie, gdy A i B sa macierzami dolnie trojkatnymi.
8. Jesdli A i B sa macierzami diagonalnymi, to AB = BA.
9. Niech D bedzie k X k —macierza diagonalna, ktérej wyrazy stojace na przekatne;
sq parami rozne.
a) Znalez¢ wszystkie macierze A takie, ze AD = DA.
b) Dowies¢, ze macierz, ktorej glowna przekatna jest zerowa, jest postaci BD — DB
dla pewnej macierzy B € M.
10. Niech G bedzie zbiorem 2 X 2-macierzy, zamknietym ze wzgledu na mnozenie i
takim, ze kazda macierz (a;;) € G spelnia warunek a;; = ag. Wowczas albo G sklada

sie z macierzy dolnie trojkatnych, albo istnieje skalar K taki, ze as; = Kaq9 dla kazde]
macierzy (a;;) € G.

Definicja. Suma wszystkich wyrazow gtownej przekatnej macierzy kwadratowej A na-
zywana jest §ladem A i oznaczana tr(A), od angielskiego ,trace”.

11. a) tr(aA+bB) = atr(A) +btr(B) dla macierzy kwadratowych A, B tego samego
rozmiaru i a,b € IF.

b) tr(AB) = tr(BA) gdy oba iloczyny AB i BA istnieja (tzn. A € M;; 1B € My,
dla pewnych k, ).

¢) Gdy A € M; ;.\ {0}, to tr(AY) = 0 = tr(XA) dla pewnych X, Y € My \ {0}.

Definicja. Dla A € My(F) i dla p = ag + a1z + ...asx® € F[x] przyjmijmy
p(A) = apl, + ajA + as A% + ... + a,A°

Cwiczenie. Wyznaczy¢ p(A), gdy

a) A = [_01 é],p=x3+x2+1, b)A:[z H;p=:€2—(a+d)ﬂf+ad—bc-

Zadania.

12. Niech A, B € My(F) i p,q € Flz].
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a) (p(A))" = p(A).
b) Jesli macierze A, B sa przemienne, tzn. AB = BA | to p(A) i ¢(B) tez sa.
¢)(pq)(A) = p(A)q(A) i analogicznie dla iloczynu wiekszej liczby wielomianow.

13. Niech A bedzie macierza (gornie) trojkatng o przekatnej (cq, ..., cx). Wykazaé, ze
dla p € F[z] macierz p(A) jest (gornie) trojkatna i jej przekatna jest (p(c1), ..., p(ck)).

Zadania uzupelniajgce.

1. Ktore macierze kwadratowe sa przemienne z kazda inng tego samego stopnia?
(Wskazowka: zad. 9a).)

2. Niech macierze A, B € M;; maja te wlasnosé, ze dla kazdego v € F* wektor Bv
jest proporcjonalny do Av. Dowiesé, ze B = AA dla pewnego skalara .

3. Niech A, B, C beda macierzami kwadratowymi tego samego stopnia. Dowies¢, ze
wyraz di; macierzy D := ABC jest réwny a;Bc;, gdzie a; to ity wiersz macierzy A,
za$ ¢; to j-ta kolumna macierzy C. Jak wyraza si¢ tr(C'BC) przez B i wiersze
macierzy C?

4. Niech A, B € M. Dowies¢, ze:

a) tr(B)A +tr(A)B — AB — BA = (tr(A)tr(B) — tr(AB))I;

b) (tr(A))? — tr(A?) = 2det(A), gdzie det to wyznacznik, zdefiniowany dalej w
uwadze 2 w §5.1;

c¢) 2tr(ABC) = tr(AB)tr(C) + tr(BC)tr(A) + tr(AC)tr(B) — tr(A)tr(B)tr(C);
w szezegolnosei, tr(A®) = +tr(A)[3tr(A?) — (tr(A))?]. (Wskazéwka: czes¢ a)).

(Nie znam odpowiednikoéw tych tozsamosci dla macierzy wiekszych rozmiarow. )

Zadania ze zbioru Kostrykina: z §1.4.1: 4a),4b),5,6,9,15,16; z §1.4.3: 1,5,7,8,11,14,17*,21.

2. * 2 x 2-macierze a kwaterniony (zadania uzupelniajace).

1. * Dla a,b € C oznaczmy przez Q(a,b) € My(C) macierz o pierwszej kolumnie
(a,b) i drugiej (—b,a@). Niech H' := {Q(a,b) : a,b € C}. Dowiesé, ze:
a) Zbior H' jest zamkniety tak wzgledem mnozenia macierzy, jak i ich dodawania.
b) Kazdy element H'\{0} jest odwracalny w H' i odwrotnoscia Q(a, b) jest WQ(E, —b).
¢) Kazda macierz A € H' mozna w doktadnie jeden sposob przedstawi¢ w postaci
A =t +xi+yj+ 2k, gdzie t,x,y, 2 € R oraz

[ o[ e []

di2==Kk=-L
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e)ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—-ik =]

2. * Zdefiniuyjmy H jako zbiér wyrazen postaci v := vy + vit + v9J + vsk, gdzie
Vo, V1, V2,3 € R, a 7,7,k sa ustalonymi symbolami. Elementy H nazywamy kwa-
ternionami; dodajemy je i mnozymy jak wyrazenia algebraiczne, przyjmujac jednak
P=j32=k>=—1orazij = —ji =k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j.

a) Okreslmy przeksztalcenie ® : H — H' wzorem ®(v) := vol + v1i + voj + vsk dla
v € H. Dowies¢, ze @ jest bijekcja, zachowujaca dziatania dodawania i mnozenia.

b) Wykorzystujac a) i poprzedzajace zadanie dowie$¢, ze H z opisanymi wyzej
dziataniami jest cialem nieprzemiennym - czyli spelnia warunki definicji ciata,
procz przemiennosci mnozenia. (Warto odnotowaé, jak tatwo uzyskano nieoczywista
skadinad wtasnosé tacznosci mnozenial)

3. * Dowieéé, ze 2 x 2-macierz zespolona, przemienna z kazda z macierzy i,]j, Kk,
jest skalarna (tzn. postaci zI, gdzie z € C). Stad gdy vy + v17 + v9] + v3k jest
kwaternionem przemiennym z ¢, 5 i k, to v,, = 0 dlan =1, 2, 3.

3. *Klatki macierzy.

Podmacierza macierzy A nazywamy macierz, powstala z A przez wykreslenie pewych
wierszy i kolumn; méwimy, ze podmacierz jest wyznaczona przez wiersze i kolumny,
ktorych nie wykreslono. Podmacierz wyznaczona przez pewien zbior kolejnych kolumn
1 pewien zbior kolejnych wierszy nazywamy klatka.

Przyktad 1.
)\715 ﬁ ; é [ 1 3] - podmacierz wyznaczona
a) A= 12 3y -1 -3 przez wiersze 1, 3, 4 i ko-
5 f -7 — & | =5 —T7 | lumny 11 3,
g % Z; é [ 6 7] - klatka wyznaczona przez
b) A= 1 -2 -3 — 4 -2 -3 wiersze 2, 3, 4 i kolumny
_ 5 =6 -7 — 8 | -6 -7 ] 21i3.

Czasem macierz zadana bedzie przez zaznaczenie potozenia pewnych jej znanych

klatek. Na przyktad, jesli B = [ L2 } , C = [ 06 7} , to { B0 ] oznacza ma-

3 4 8 9 0 I C
12,1000
) 341000 . . o ,
cierz 701 56 7 . Rozmiarow klatek I oraz 0 nalezy sie domysle¢ —musza by¢
01890
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zgodne z rozmiarami klatek B i C. Macierz podzielona na klatki pewnym uktadem
poziomych 1 pionowych linii nazywamy macierzg podzielong na klatki lub ma-
cierza blokowsa. Zaznaczanie linii nie jest konieczne —pomagaja one tylko przekazaé
informacje o tym, jakie klatki wyr6zniamy.

Przy dodawaniu i mnozeniu, klatki zachowuja sie podobnie jak wyrazy macierzy:
Stwierdzenie 1. Niech A @ B bedg macierzami podzielonymi na klatki:

A11 A12 Alk; B11 B12 qu

A21 A22 Agk B21 B22 ng

A= B =

(4)

Ay Ap ... Ay B,y By ... By
i) Jesli | = p oraz k = q i dla kazdych i,j5 suma A;j + By; istnieje, to istnieje tez
suma A + B oraz ma miejsce podzial na klatki:

A.ll + Bll A.12 + B12 A.lk + Blk

Ao +Ba Ay +Bo ... Ay + By

A+B= (5)

A.ll + Bll A.ZQ + B[Q A.lk + Blk

i) Jesli k = p oraz dla kazdych wskaznikow i € {1,....1},s € {1,....k},j € {1,....,q}
iloczyn AsBy; istnieje, to istnieje tez iloczyn AB 1 ma miejsce podziat na klatk:

C11 Clg Clq

k
Cgl C22 ng

, gdzie Cy = > A;,B,; dla i, j jak wyzej.  (6)
s=1

AB =
Cll CZQ Clq

Cwiczenie. Wykorzystujac zaznaczony podzial macierzy A na klatki wyznaczyé AA!, gdy

1o 1 2 37
01| -1 -2 -3
A=|—-11] 1T 0 0
01| 0 1 0
10| 0 0 1]

Przejdzmy do dowodu czesei ii) stwierdzenia. (Czese 1) jest oczywista,)
Zadanie 1. Teza ii) jest prawdziwa i wynika bezposrednio z definicji iloczynu macie-
rzy, gdy a) k = q=1,lubb)l =k =1,1lubc) [ =1 = q. (Przypominamy, ze z
zatozenia p = k.)
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Przy oznaczeniach (4) niech teraz

Blj i
BQJ'
Ai = [Azl Azk]7 BJ = dlaz = 1, ,l oraz ] == 1, ... q.
| B |
Wowezas zachodza rownosei (ostatnia wynika z czesci a) zadania):
[ A ] [ AB ]
A, AyB
A=|" 1, B =B, ... B/, AB=| (7)
| A | A/B |

Nastepnie, z czesci b) zadania:

Wreszcie z czedci ) zadania oraz okreslenia A,; i B, otrzymujemy A;B; = Zle A;By;
dlai=1,..,loraz j =1,..,q. Wraz z (7) i (8) koniczy to dowdd. [

Podzial macierzy na klatki moze zmniejszyé¢ koszt obliczen wykonywanych przy
mnozeniu macierzy. Interesujace zadanie na ten temat jest w [Ko-Ma| na str. 38-39.

Zadanie uzupetniajace 1. Odowodnié¢, ze gdy ponizsze podziaty klatkowe maja sens i

R o : o P Q| |I.0 P Q
klatki P 1S sg rozmiaréw kxk i{x[, odpowiednio, to [XP g ] = [X Il] [ 0 S—XQ]

[P PY] [I,0][P 0 I, Y
"Ixp s | T |xX1L|los=xpPY||lo L]

§ 3. Uklady réwnan liniowych.

Juz wyznaczenie zbioru wektorow, ktéore danym przeksztalceniem liniowym ptaszczy-
zny R? przeprowadzane sa na 0, wymaga rozwiazania uktadu dwoch réwnan z dwiema
niewiadomymi. W tym paragrafie zajmiemy sie badaniem uktadéw réownar liniowych
i wnioskami, ktore z tego ptyna dla teorii macierzy; do zwiazkoéw zas z przeksztat-
ceniami liniowymi powr6cimy w koncowych paragrafach 4 i 5. Oczywiscie, réwnania,
liniowe wystepuja tez w wielu zagadnieniach nie zwiazanych z przeksztalcenimi linio-
wymi (przynajmniej w swych sformutowaniach).
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1. Uktlad réwnan liniowych i jego zbiér rozwigzan.

Definicja. Réwnaniem liniowym w F* nazywamy wyrazenie a121 + ... + arzp = b,
gdzie ay, ..., a, b € F. Uklad [ réwnan liniowych w F* zapisujemy tak:

anri + ajprs + ... + a1 = by
9171 + a99To + ... + AorTy = by

U)

ani + aprs + ...+ apxy = b

gdzie a;;, b € Fdlal <¢<loraz1l < j<k. Mowimy, ze

symbole z1, ..., x; to niewiadome lub zmienne uktadu;

uktad (U) jest jednorodny, gdy by = by = ... = b, = 0;

a1, o, ..., a;; to wspolczynniki i-tego rownania, a b; to jego stala;

1—te rownanie jest zerowe, gdy a;1 = a;o = ... = a;; = b; = 0.
Rozwigzaniem uktadu (U) w nazywamy kazdy ciag v = (v1,...,v;) € F* taki, ze
Z?:l a;jv; = b; dla v =1,2,...,1. Gdy rozwigzan nie ma, uktad nazywamy sprzecz-
nym. Uktad jednorodny jest niesprzeczny: rozwiazaniem jest 0.

Zadanie rozwiazania uktadu (U) polega na podaniu opisu zbioru rozwiazan:

R = {v € F* : v jest rozwigzaniem uktadu (U)} (9)

Uwaga 1. Zwyczajowo, wyrazenia Oz; w (U) pomijamy. Powoduje to jednak, ze zbi6r
rozwigzan zalezy od tego, w ktorej z przestrzeni F* (k € N) uktad jest rozpatrywany.
Dla przyktadu, zbiér rozwiazan pojedynczego rownania 1 = 0 jest punktem 0 € R,
gdy rozpatrujemy je w R, prosta {(0,z2) : 3 € R}, gdy rozpatrujemy je w R?, oraz
plaszezyzng {(0, z2, 23) : T2, x3 € R}, gdy rozpatrywane jest w R3.

Cwiczenie. Jakie zbiory zadaja w R3 réwnania: a) 0 =0, b) 0 =1, ¢) z; = 29 = 1.

Z uktadem (U) zwiazemy macierz A = (a;;) € M;,(F), zwana macierza wspol-
czynnikéw tego ukladu (U), oraz wektor stalych b = (by,...,b;) € F'. Pelna
informacje o uktadzie daje macierz rozszerzona, powstata z A przez dopisanie wek-
tora kolumnowego b i oznaczana przez [A|b].

Uktad rownan (U) bedziemy czesto zapisywaé w postaci skroconej nastepujaco:

) Ax=Db
gdzie x oznacza zespo6l niewiadomych (x1, ..., xy).

Zadanie uzupelniajace 1. Niech v bedzie rozwigzaniem uktadu réwnan o rozszerzo-
nej macierzy |a;...a;|b] (wskazano kolejne kolumny). Znalezé rozwiazanie uktadu,
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zadanego macierza rozszerzona: a) [a; + cas as ... ag|b], b) [ca; ay ... a;|b], ¢)
[a; ... ag|cb], d) [a; ... ax|b + cay].

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.2.3, zadanie 15.

2. Operacje elementarne i doprowadzanie macierzy do postaci schodkowej.

Znana ze szkoly (dla matych k i [) metoda rozwiazywania uktadu (U) polega na ru-
gowaniu niewiadomych przez wykonywanie nastepujacych operacji:

a) dodanie do pewnego réwnania innego, pomnozonego przez skalar, oraz

b) pomnozenia jakiego§ rownania (stronami) przez skalar rozny od zera.
Dla wygody zapisu dotaczmy tu jeszcze operacje zamiany miejscami dowolnej pary
rownan uktadu. Ponadto, wypisywanie kolejnych otrzymywanych uktadéw rownan za-
stapi¢ chcemy podawaniem ich rozszerzonych macierzy. Celowe jest wiec wprowadzenie
nastepujacych transformacji macierzy:

Definicja. Elementarna operacja na wierszach macierzy M nazywamy

(I) Dodanie do pewnego wiersza macierzy innego wiersza, pomnozonego przez skalar.

(Jesli do wiersza o numerze p dodajemy c—krotnosé wiersza o numerze ¢, i chcemy to

zaznaczy¢, to piszemy M kil N, gdzie N to otrzymana macierz.)

(IT) Pomnozenie pewnego wiersza macierzy przez skalar rozny od zera. (Jesli mnozymy
wiersz p przez skalar ¢, to piszemy M R N.)

(IIT) Zamiane miejscami pary wierszy. (Jesli zamieniane sa wiersze o numerach p i g,

to piszemy M (phlg) N.)

Gdy nie chcemy zaznaczaé, o ktora z tych operacji chodzi, piszemy M — N.

Powyzsze operacje elementarne nazwiemy wierszowymi; stowo ,elementarne” be-
dziemy czesto opuszcza¢. Podobne operacje, wykonywane na kolumnach, nazwiemy
kolumnowymi.

Przyktad 1.
1237 [ 1213] 12137 12 13
A=l oot ™ g0 1|8 00 1@ 70 0] =a
100 10 0 70 0 00 1

Zadanie 1. a) Jesli A’ mozna otrzymac z A przez wykonanie operacji wierszowych,
to A mozna na tej drodze otrzymac¢ z A’. (Wskazowka: rozpatrzeé¢ przypadek, gdy
wykonujemy tylko jedna operacje.)

b)* Otrzymac operacje typu (III) wykonujac kolejno kilka pozostalych operacji.
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Definicja. Uklady réwnan Ax = b i A’x = b’ s3 rownowazne, gdy maja te same
zbiory rozwiazan.
Zauwazmy, ze rownowazne uktady maja tyle samo niewiadomych.

Lemat 1. Jesli rozszerzong macierz [A|b] uktadu (U) zmieni¢ operacjami wierszo-
wymi, to otrzymana macierz [A'|b'] wyznaczy uktad A'x = b’ réwnowazny wyjscio-
wemu.

Dowdd. Niech R oznacza zbioér rozwigzan wyjsciowego, a R’ -zmienionego uktadu row-
nan. Ze wzgledu na opisang w zadaniu la) symetrie wystarcza pokazaé, ze R C R’
Dowdd tej inkluzji sprowadza sie do przypadku, gdy wykonujemy tylko z jedng opera-
cje, a wtedy jest on oczywisty. H

Uwaga 1. Przy oznaczeniach lematu, jesli b = 0, to b’ = 0.

Definicja. a) Wyraz prowadzacy ciagu (u;)¥_; € F¥\ {0} to najwczesniejszy nieze-
rOWY Jego wyraz.

b) O macierzy A powiemy, ze jest wierszowo polzredukowana (lub: schod-
kowa), gdy wyrazy prowadzace kolejnych jej niezerowych wierszy wystepuja w coraz
to dalszych kolumnach i kazdy niezerowy wiersz poprzedza kazdy z wierszy zerowych.

¢) Gdy ponadto wszystkie wyrazy prowadzace wierszy sa rowne 1, a kolumny, w
ktorych wystepuja, zawieraja poza nimi same zera, to macierz A jest wierszowo
zredukowana (lub: w postaci normalnej Hermite’a).

W dalszej czesci, bedziemy stowo ,wierszowo” opuszczac.

Przyktad 2. (Wytltuszczone sa wyrazy prowadzace wierszy. )

115 3 2 1100 2 115 3 2 1100 2
00110 00200 00110 00105
00100 0005 2 00012 00014
000O00O0 00000 00O0O0®O 00000

Sposrod tych macierzy, schodkowe sa trzy ostatnie, a zredukowana tylko czwarta.

Lemat 2. Kazdg macierz mozna przeprowadzi¢ w schodkowq przez kolejne wykonanie
pewnych operacji wierszowych (a nawet operacji wytgcznie typu I).

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem liczby niezerowych kolumn. Mozna postepo-
wac tak:

i) Obra¢ najwczesniesza niezerowa kolumne wyjsciowej macierzy; niech ma ona
numer p.

ii) Przez dodanie odpowiedniego wiersza do pierwszego uczyni¢ pierwszy wyraz
kolumny p niezerowym. (By¢ moze nic nie trzeba robié, a prostsza moze by¢ zamiana
tych wierszy.)
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iii) Przez odjecie odpowiednich krotnosci pierwszego wiersza otrzymanej macierzy
od nastepnych jej wierszy, wyzerowaé wszystkie wyrazy kolumny p, poza pierwszym.

iv) W powstalej macierzy pominaé¢ pierwszy wiersz i pierwszych p kolumn i poste-
powaé dalej w ten sam sposob (inaczej mowiac, wykorzystaé zalozenie indukeyjne). O

Lemat 3. Przy pomocy operacyi typu I © Il mozna macierz schodkowaq przeprowadzié
w zredukowanag, bez zmiany miejsc, w ktorych wystepujg wyrazy prowadzgce wierszy.

Dowdd. Wystarczy wykonaé nastepujace operacje:

v) Pomnozy¢ niezerowe wiersze rozwazanej macierzy przez odpowiednie skalary, by
uczyni¢ wyrazy prowadzace wierszy rownymi 1.

vi) Kolejno, dla i = 2, ..., 7 (gdzie r to liczba niezerowych wierszy) odja¢ odpowied-
nie krotnosci wiersza ¢ od poprzedzajacych. H

Whniosek 1. Zadana macierz A jest wierszowo rownowazna macierzy zredukowa-
nej N, tzn. istnieje cigg macierzy Ay = A, Ay, ..., A, = N takich, ze kazda z ma-
cierzy Aq, ..., A, powstaje przez wykonanie pewnej operacji wierszowej na Macierzy
poprzedzajqgce;.

Powyzsza macierz N nazwiemy postacig zredukowang lub normalng macierzy
A.. Podobnie, dzicki lematowi 2 mozemy moéwi¢ o postaci schodkowej macierzy A. !

Przyktad 3. (Przerywana linia pozioma odcieto rozwazang w nastepnym kroku klatke,
a ttustym drukiem zaznaczono kolumny czy tez wyrazy istotne dla niektorych krokow.
(Ostatnie 2 kroki sa jak opisano w dowodzie lematu 3, a wezesniejsze — lematu 2.)

1 2 -1 5 12 1 1 2 -1 5 12 1
00 2 4 62 00 2 16 2
A = — —
1 2 -2 3 15 0 010 -1 -2 3 —1
24 116 15 5 oo 3 6 -9 3
12 -1 5 12 1 12 —-15 12 1 1207 9 2
00 2 4 —6 2 00 1 2 -3 1 0012 =31
— = Ny— —
00 010 00 00 00 0O 0000 0O
00 00 00 00 00 0O 0000 0O

Zadanie uzupelniajace 1. Udowodni¢, ze wykonujac wytacznie operacje wierszowe typu
(I) mozna dana macierz przeprowadzi¢ w macierz rézniaca sie od zredukowanej tylko
tym, ze wyrazem prowadacym jej ostatniego niezerowego wiersza niekoniecznie jest 1.

!Posta¢ schodkowa nie jest jedyna, za$ zredukowana jest, co za Hermitem zauwazymy w nastepnym rozdziale. Z
jednoznacznosci tej jednak nie bedziemy korzystaé, poza przypadkiem macierzy niesobliwych, oméwionym w §5.1.
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3. Metoda rugowania niewiadomych

Metoda ta, ujeta w pewien schemat przez Gaussa, polega na zastgpieniu uktadu Ax =
b ukladem A’x = b’, gdzie A’ jest postaciag schodkows, lub zredukowang, macierzy A.
Poniewaz uktady te sa réwnowazne, wiec pozostaje zajac¢ sie uktadami o schodkowe;j
macierzy wspotczynnikow.

Definicja. Gdy macierz A uktadu réwnan Ax = b jest schodkowa i jej j—ta kolumna
zawiera wyraz prowadzacy pewnego wiersza, to tak t¢ kolumne, jak i niewiadomg x;
nazywamy prowadzacymi. Pozostate niewiadome i kolumny nazwiemy wtérnymi.

Twierdzenie 1. Niech w uktadzie rownan Ax = b o schodkowej macierzy A nie
wystepujq rownania postact 0 = b;, gdzie b; # 0. Wowczas uktad jest niesprzeczny
i kazde jego rozungzanie jest jednoznacznie wyznaczone przez wartosSci niewiadomych
wtornych, a te mogq byé dowolne. (Gdy nie ma niewiadomych wtérnych oznacza to,
Ze rozwigzanie jest jedyne.)

Dowdd. Zatozmy wpierw, ze macierz A jest zredukowana. Wtedy kazda niewiadoma,
prowadzaca wystepuje w jednym réownaniu uktadu, ze wspotezynnikiem 1. (Gra role
brak rownan 0 = b;, gdzie b; # 0.) Pozostawmy te niewiadome po lewych stronach, a
pozostale wyrazenia a;;x; przeniesmy na strony prawe; rownania zas 0 = 0 (jesli takie
sa) pominmy. Zaktadajac dla ustalenia uwagi, ze wtornymi sa niewiadome x4 1, ..., T,
otrzymujemy nastepujacy uktad rownan, rownowazny wyjsciowemu

k

Ty = bj — Z Q55 dla ¢ = 1, T (10)
Jj=r+1

Nadajac niewiadomym wtérnym zadane wartosci v,iq, ..., Vg, a wczeSniejsze wyzna-
czajac zgodnie z (10), otrzymujemy jedyne rozwiazanie v takie, ze v; jest jego j—ta
wspotrzedna dla j =r + 1, ..., k.

Przypadek schodkowej macierzy A sprowadzamy do powyzszego, redukujac klatke
A macierzy [A|b] w oparciu o lemat 3 z p.2. [

Whniosek 1. Uktad Ax = b o schodkowej macierzy A wtedy 1 tylko wtedy jest nie-
sprzeczny, gdy nie wystepuje w nim rownanie postaci 0 = b; dla b; # 0. Uktad ten
ma jedyne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy jest niesprzeczny i macierz A nie ma
kolumn wtornych. ]

Whniosek 2. Uktad Ax = 0 ma rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy postac
schodkowa A" macierzy A ma kolumny wtdrne.

Dowod. Wynika to z wniosku 1, zastosowanego do rownowaznego ukladu A’x = 0.
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Whiosek 3. a) Gdy A € M, i 1 <k, to uktad Ax = 0; ma rozwigzanie niezerowe.
b) Dla | < k nie istnieje réznowartosciowe przeksztatcenie liniowe F* — F!,

Dowod. a) Wynika to z wniosku 2, bo posta¢ schodkowa A’ macierzy A, majac wiecej
kolumn niz wierszy, musi mie¢ kolumny wtorne.

b) Niech przeksztatcenie liniowe L : F¥ — F! bedzie liniowe i niech A = [L]. Jesli
[ < k, to Av = 0; dla pewnego niezerowego wektora v. Zachodzi wiec L(v) = 0; =
L(0g), gdzie v # O, tzn. przeksztalcenie L nie jest roznowartosciowe. [

Przyktad 1. Rozwiazemy uktad réwnan:

rT+2y—z+5p+12¢q=1
22+ 4p — 6g = 2
r+2y—2z+3p+15¢ =0
20 +4y + 24+ 16p 4+ 15g = 5

()

Jego rozszerzong macierza jest macierz M z przyktadu 2 w p.2. Korzystajac z lematu
z p.1 stwierdzamy wiec, ze jest on rownowazny uktadowi nastepujacemu:
, x+2y+Tp+9q =2
(')
z+2p—3¢g=1

Pozostaje rozwiaza¢ uktad (u’), ktorego macierz wspotczynnikow jest zredukowana.
Pozostawienie po jednej stronie tylko niewiadomych prowadzacych, zgodnie z dowodem
twierdzenia, daje x =2 —2y —Tp—9¢ iz =1—2p+ 3q. Stad R = {(z,y, 2,p,q) €
R®:(2—2y—T7p—9¢,9,1—2p+3q¢,p,q) :y,p,q €R}.

Zadanie uzupelniajace 1. Uktad rownan liniowych wtedy i tylko wtedy jest sprzeczny,

gdy 0=1 jest kombinacja liniowa jego rownan. (t.j. istnieja skalary ¢; takie, ze po
pomnozeniu pierwszgo rownania uktadu przez cq, drugiego przez cs itd. i dodaniu
otrzymanych rownan, otrzymujemy rownanie 0 = 1).

Zadania ze zbioru Kostrykina: z §1.2.3: 3,6 (zaniedbaé polecenie o wzorach Cramera),
7,8,9,10.

4. Opis zbioru rozwigzan

Definicja. Rozwigzaniem ogélnym ukladu rownan liniowych w F* nazywamy kazda
roznowartogciows funkcje f : T — TF*, gdzie T jest dowolnym zbiorem, taka, ze
f(T) jest zbiorem rozwiazan rozwazanego uktadu. Jak dla kazdej funkcji, w miejsce
of + T — TF* 7 piszemy tez ,,f(t) (t € T)” lub , T >t — f(t)", jak wygodniej.
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Gdy T jest zbiorem skoriczonym (co ma miejsce, gdy #F < 0o) mozemy o rozwia-
zaniu ogolnym mysle¢ jako o liscie, na ktorej kazde rozwigzanie pojawia sie jeden raz.
W pozostalym przypadku tez mozemy tak myslec, lecz lista jest nieskornczona.

Nie zawsze rozwigzanie ogblne przekazuje uzyteczne informacje. Dlatego bedziemy
dazy¢ do tego, by dziedzina T' funkcji f byta postaci F¢ dla pewnego s, a funkcja f
byta zadana prostymi wzorami.

Przyktad 1. Rozwazmy ponownie uktad réwnan z przyktadu 1 z p.3. Dowiedliémy, ze za
rozwiazanie ogélne mozna przyja¢ R® 3 (y,p,q) — (2—2y—7p—9¢, y, 1—2p+3q,p, q).
(Dlaczego funkcja ta jest roznowartosciowa?) Rozwiazanie to mozna zapisaé¢ tak:

(.’,U, Y, z,p, Q) = (27 07 17 07 0) + y(_27 1? 07 07 0) +p(_77 07 _27 17 O) + q<—9, 07 3? 07 1)

gdzie y,p,q € R. U

Okazuje sie, ze kazdy uktad réwnan liniowych ma rozwigzanie ogolne takiej postaci:

Twierdzenie 1. Niesprzeczny uktad réwnari linowych w F¥ ma rozwigzanie ogdlne
postact
W+ Wy + ... + csws (¢, .., 05 €TF),

dla pewnej liczby s € NU {0} i pewnych wektorow w,wy, ..., w, € F¥.
Dodatek: Mozna uzyskac, by wspotrzedne tych wektorow nalezaty do kazdego pod-
ciata ciata I, ktore zwiera wszystkie wspotczynniks © prawe strony uktadu.

Dowod. Zredukujmy klatke A rozszerzonej macierzy [A|b] badanego uktadu, otrzymu-
jac uktad A’x = b’ rownowazny wyjsciowemu. Mozemy zaltozy¢, ze kolumny wtorne
macierzy A’ wystepuja na koricowych miejscach r + 1, ..., k. (Gdy tak nie jest, zmie-
niamy numeracje niewiadomych.)

7 dowodu twierdzenia 1 w p.3 wiemy, ze kazde rozwigzanie jest postaci v = (b} —
D oy @1pUps ooy Uy = D0 @ U, Uyt ooy V), gdZi€ A vpyq, ., v € F onie sa nalozone
zadne warunki. Przez proste przektalcenie otrzymujemy dalej v =w + Zf;{
dla w := (b3, ...,0,0,...,0) i w; = (=aj, ..., —a,;,0,...,0,1,0,...,0) (wyraz 1 jest na
r + j-tym miejscu). Z rownosci tych wynika, ze dla dowolnych ¢y, ..., ¢, € F wektor
V =W+ Wy + ... + ¢, Wi, jednoznacznie wyznacza ci, ..., ¢, (bo ¢; jest jego
(r + j)—ta wspotrzedna). Wobec tego (c1, ..., Ck—y) — W + W1 + ... + Cf—pWg_, jest
przeksztatceniem réznowartosciowym, ktérego obraz jest zbiorem rozwigzan uktadu.

By uzasadni¢ ,Dodatek” zauwazmy, ze wyrazy macierzy [A’|b’] otrzymujemy z wy-

/Ur+jo7

razow macierzy [A|b] przez wykonywanie dzielenia, mnozenia i dodawania. Wraz z po-
danymi wzorami na wektory w, wi, ..., w, dowodzi to, ze maja one zadana wlasnosc. [

Zajmiemy sie blizej przypadkiem jednorodnym.
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Definicja. Powiemy, ze wektory w, ..., w, € F¥, gdzie s > 1, tworza fundamentalny
zbiér rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan w F*, gdy

) e;wy + ... + csWy (cq, ..., s € F) jest rozwiazaniem ogolnym (réwnowaznie: kazde
rozwigzanie jednoznacznie przedstawia si¢ jako kombinacja c;wy + ... + csw,, dla

1, ..., cs € F, 1 kazda taka kombinacja jest rozwigzaniem), oraz
ii) wspotrzedne wektorow wr, ..., w, leza w kazdym podciele ciata F, ktore zawiera
wspotezynniki uktadu.

Whniosek 1. Jesli jednorodny uktad rownan lintowych ma rozwigzanie niezerowe, to
ma 1 fundamentalny zbior rozwigzan.

Dowdd. Przy oznaczeniach dowodu twierdzenia mamy teraz b = 0;,. Stad b’ = 0,
(patrz uwaga 1 w p. 2) i wobec tego w = 0;. Ponadto, s > 0, bo inaczej 0y byloby
jedynym rozwiazaniem. []

Przyktad 2. a) Rozpatrzmy jednorodny uktad rownari nad C, ktorego lewe strony sa jak
w przyktadzie 1 z p.3. Wezesniejsze rachunki pokazuja, ze fundamentalny zbior rozwig-
zan tworza wektory wi = (—2,1,0,0,0), wo = (=7,0,—2,1,0), w3 =(—9,0,3,0,1).
Rozwiazanie og6lne jest postaci

y(=2,1,0,0,0) + s(—=7,0,—2,1,0) 4+ £(—9,0,3,0,1) (y,s,t € C) (11)

Gdyby uktad byt rozpatrywany nad ciatem liczb wymiernych Q zmienitoby sie tylko
to, ze w (11) nalezaloby zastapi¢ C przez Q, dla tych samych wektorow w;.

b) W réownaniu z7 + x2 = 0, rozpatrywanym nad R, rozwiazaniem ogdlnym jest
cw (¢ € R), gdzie w = (v/2,—v/2). Jednak wspolrzedne wektora w nie naleza do
ciata Q, zawierajacego wspolczynniki rownania, i dlatego {w} nie jest fundamentalnym
zbiorem rozwiazan. Oczywiscie rozwigzanie ogdlne nad Q nie ma juz postaci cw (c €
Q), bo ew nie ma wspotrzednych wymiernych np. dla ¢ = 1.

Zadanie uzupelniajace 1. Niech wszystkie wspotczynniki i state uktadu réwnan linio-
wych leza w pewnym podciele G ciata . Wowczas:

a) Jedli uktad ten jest niesprzeczny w F*, to jest niesprzeczny i w G,
b) Jesli uktad ma w F* jedyne rozwigzanie, to lezy ono w G*.
c) Jesli uktad ma jedyne rozwigzanie w G*, to ma i jedyne rozwigzanie w F¥.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.2.3, zadania 1,2,4,24 *.

5. Rownania macierzowe AX =B i XA = B.

Niech A € M;; 1 B € M,,. Pytamy: czy istniejg i jakie sa macierze X, dla kto-
rych AX = B?
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Mozemy zatozyé¢, ze p = [ (inaczej rozwigzan brak). Szukana macierz X musi mie¢
k wierszy 1 g kolumn. Jesli jej kolumny oznaczyé przez przez xi, ..., X,, a macierzy B
Y Y y y e Xy Yy
przez by, ..., by, to réwnos¢ AX = B mozemy zapisa¢ w postaci uktadu réwnosci

Ax; = b;, Axy = by, ..., Ax, = b,

(Patrz uwaga 1 w §1.3.) Kazde z rownan Ax = b, mozna rozwiaza¢ opisana w
poprzednim paragrafie metoda i w ten sposob ustali¢, czy zadana macierz istnieje i
jakiej postaci sa jej kolumny. Redukcje klatki A macierzy [A|b;] mozna przy tym
wykonaé¢ dla wszystkich j réwnoczesnie, biorac macierz [A|B] powstala z A przez
dopisanie wszystkich kolumn by, ..., b, i wykorzystujac nast¢pujacy

Lemat 1. Niech macierze [A|B] i [A'|B’] bedq wierszowo réwnowazne i niech X bedzie
dowolng macierzq. Wowczas AX =B & A’X =B,

Dowod. Oznaczmy kolumny B’ przez by, ..., by. Na mocy lematu 1 w §3.2, rownania
Ax = b; i A'x = b} sa réwnowazne. Jak wyzej, réwnos¢ AX = B (odp. A'X =
B’) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy j—ta kolumna macierzy X jest rozwiazaniem
rownania Ax = b; (odp. réwnania A'x = b’), dla j =1,...,q. Stad wynika teza. [J

Mozna wiec rownanie AX = B badaé przez doprowadzenie macierzy [A|B] do po-
staci [A|B/], gdzie klatka A’ jest zredukowana, i zastapienie go rownaniem A’X = B'.

Whniosek 1. Gdy postaé zredukowana macierzy A € My jest macierzq jednostkowaq,
to dla kazdej macierzy B o k wierszach, rownanie AX = B ma jedyne rozwigzanie.

Dowdd. Powyzej, A’ = I, wiec jedynym rozwigzaniem rownania A’X = B’ jest B'. [

3 4 10 1
1201 -1 1 2]0 1 -1 1 0] 1-23
— —

34110 1 0 -2 |1 -3 4 0 -2 |1 -34

[10\ 1 -2
H

01| -1 3

Uwaga 1. Gdy klatka A’ nie jest jednostkowa (np. gdy macierz A nie jest kwadra-
towa), to i tak otrzymujemy réwnania A'x; = b’ na kolejne kolumny macierzy X, ze
zredukowana macierzg A

Przyktad 1. Rozwiaza¢ réwnanie [ Lz ] X = { 0L =1 ]

Rozwiazanie. [

3 : _ : : :
5 } . Ostatnia klatka jest jedynym rozwigzaniem réwnania. [

By rozwigza¢ rownanie XA = B zauwazamy, ze jest ono rownowazne réwnaniu
A'X! = B, a to umiemy bada¢. (Skorzystalismy z lematu 3iii) w §1.3.) Dla przykladu,
7z przeprowadzonych rachunkéw wynika, ze jedynym rozwigzaniem réwnania

1 3 01 1 —1/2
X[Q 4} = 1 0 | jest macierz | —2  3/2
-1 1 3 =2
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Uwaga 2. Rownanie XA = B wiaze sie z nastepujacym zagadnieniem. Niech dane
beda wektory ay, ...,a; € F'i by, ...,b, € F". Zapytajmy: czy istnieja i jak wyznaczy¢
przeksztalcenia liniowe L : F! — F" takie, ze L(a;) = b; dlai = 1, ..., k? Gdy macierz
szukanego przeksztalcenia oznaczy¢ przez X, to stwierdzimy, ze ostatnie warunki sg
rownowazne temu, by XA = B, gdzie A € M;; i B € M,,;; to macierze o kolumnach
ai,...,a; 1 by, ..., b, odpowiednio. Np. z przeprowadzonych wyzej rachunkéw wynika,
ze istnieje jedyne przeksztalcenie liniowe L : R? — R? takie, ze L(1,2) = (0,1,—1) i
L(3,4) = (1,0,1), i ze jest ono zadane wzorem L(x,y) = (x — %y, —2x + %y, 3x —2y).

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11 3 z §1.4.2.

§ 4. Zastosowania do opisu obrazu przeksztalcenia liniowego F* — I,

1. Obraz przeksztalcenia liniowego F* — F' a uklady réwnan liniowych.
Niech A bedzie macierza o kolumnach ay, ..., a, € F'. Jak wiemy z zad. 1b) w §1.2,
La(v) = Av = via;+...4via, dla v = (vq, ..., v1) € F* (%)

Kazde rozwigzanie v uktadu Ax = b mozna wiec interpretowaé jako ciag wspotczyn-
nikow pewnego przedstawienia b w postaci kombinacji liniowej wektorow ay, ..., aj, a
takze jako element zbioru L,*(b).

Definicja. a) Przestrzenig kolumn macierzy A nazywamy zbior {Zle cjaj 1 Cl, ..., Cp €
IF} wszystkich kombinacji liniowych jej kolumn ay, ..., aj. (Jest to podzbior zbioru F.)

b) Obrazem przeksztalcenia L, oznaczanym przez im(La), nazywamy zbior
{La(v):v €TF*}. (Jest to podzbior zbioru F*.)

Uwaga 1. Z rownosci (*) wynika rownowaznos¢ warunkow:

a) uktad Ax = b jest niesprzeczny;

b) b lezy w obrazie przeksztalcenia L, : F¥ — F!, tzn. b € L, (F*);

¢) b lezy w przestrzeni kolumn macierzy A (czyli jest ich kombinacja liniowa,).

Poprzez a), warunki te mozemy badaé¢ rozwiazujac uktad réwnan liniowych. 7
wniosku 1 w §3.3 otrzymujemy np.

Whniosek 1. Niech A bedzie macierzq schodkowq o | wierszach, z ktorych r jest
niezerowych.  Uktad rownan Ax = b jest miesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
byy1 = ... = by = 0. (Rownowaznie: przestrzeniq kolumn tej macierzy jest {b €
Fl by =..=b=0}))8

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §[.2.1: 3,7,8,9,11,17,18,19*,20* (w dwoch ostatnich
zadaniach, konicowe ,niezalezne” ma zbedne ,nie”.)
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2. Opisanie obrazu przeksztalcenia ukladem réwnaii.

Definicja. Méwimy, ze dany zbior jest opisany uktadem réownan, gdy jest rowny zbio-
rowl rozwigzan tego uktadu.

Niekiedy uzyteczne jest opisanie przestrzeni kolumn danej macierzy A, czyli obrazu
przeksztatcenia L, jednorodnym uktadem réwnan liniowych. Na przyktad, warto tak
zrobi¢ juz wtedy, gdy sposrod wielu wektoréow by, ..., b, chcemy wybrac te, ktére na-
leza do im(La). Wielokrotne bowiem sprawdzanie niesprzecznosci kolejnych uktadow
Ax = b, szybko okaze sie zbyt czasochtonne.

Cel nasz mozemy osiagnac¢ nastepujaco.

Traktujmy b jako ciag [ zmiennych by, ..., b;. Utworzmy macierz [A|b] i operacjami
wierszowymi przeprowadzmy ja w [A’|b], gdzie klatka A’ jest schodkowa. Kazdy
wyraz otrzymanej kolumny b’ jest pewna kombinacjg liniowg zmiennych by, ..., 0.
(Wspotezynniki kombinacji zaleza tylko od wykonywanego ciagu operacji i od tego,
ktory wyraz kolumny b’ rozpatrujemy.) Szukanym uktadem réownan jest b, = 0 dla
i=r+1,..,1, gdzie r to liczba niezerowych wierszy macierzy A’ i gdzie b, traktujemy
jako wymieniong kombinacje zmiennych by, ..., b;. (Wynika to z wniosku 1 w §3.3.)

Przyktad 1. Znajdziemy uktad réwnan, ktérego zbiorem rozwigzan jest przestrzen ko-
lumn macierzy A o kolumnach (1,2,2,3) i (1,—1, 3, —-2).
Przeprowadzamy wiec w macierz schodkowg klatke A macierzy [A|b]:

1 1 b 1 1 b 1 1 b 11 by

2 =1 by | |0 =3 b=2b | [0 1bg=2| |01  by—2h

2 3 by 0 1 by—2b 0 —3 by — 2b 0 0 3by+by—8b
3 -2 b, 0 —5 by — 3b 0 —5 by — 3b 0 0 by+ 5by — 13b

Uktad Ax = b wtedy i tylko wtedy jest niesprzeczny, gdy spetnione sg obie row-
nosci 3bg + by — 81 = 0 1 by + dbg — 1361 = 0. Jest to szukany uklad réwnan,
w zmiennych by, ..., by, opisujacy badang przestrzeri kolumn. (Mozna te zmienne w
rownaniach jeszcze uporzadkowac.)

§ 5. Macierze nieosobliwe.

1. Macierze nieosobliwe a uklady réwnan i przeksztalcenia liniowe.

Zadanie 1. Wierszowo zredukowana macierz kwadratowa albo jest jednostkowa, albo
ma ona kolumny wtorne i jej ostatni wiersz jest zerowy.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla k X k-macierzy A:
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a) dla kazdego wektora b € F*, uktad réwnari Ax = b ma jedyne rozwigzanie;
b) uktad réwnan Ax = 0 ma tylko zerowe rozwigzanie;

c) kazda postac¢ zredukowana macierzy A jest macierzq jednostkowaq;

d) macierz A jest wierszowo réownowazna macierzy jednostkowes;

e) dla kazdego wektora b € F*, uktad Ax = b jest niesprzeczny.

Dowdéd. Implikacje a)=b) , a)=-¢) i ¢) =-d) sa oczywiste.

b)=-c) . Jesli zachodzi b) , to posta¢ zredukowana A’ macierzy A nie ma kolumn
wtornych, patrz wniosek 2 w §3.3. Na podstawie zadania, A’ = 1.

d)=>a) . Niech b € F*. Zredukujmy klatke A macierzy [A|b], uzyskujac macierz
[I|b’]. Uktad Ix = b’ ma oczywiscie jedyne rozwiazanie, wiec jest tak i dla rownowaz-
nego z nim uktadu Ax = b.

7 powyzszego wynika, ze warunki od a) do d) sa rownowazne i implikuja e).

Nie ¢)= nie e). Przypusémy, ze A mozna operacjami wierszowymi przeprowadzi¢ w
zredukowang macierz A’ # 1. Z zadania 1 wynika, ze uklad A’x = e;, jest sprzeczny,
a z zadania la) w §3.2 —ze pewien ciag operacji wierszowych przeprowdzi A’ w A, a
przez to [A’le;] w [A|b], dla pewnego b € F¥. Uklad Ax = b bedzie sprzeczny, jako
rownowazny ukladowi A'x = e;. O

Definicja. Macierz kwadratowa A jest nieosobliwa, gdy spetnia ktorys z powyzszych
warunkow (a wtedy spetna je wszystkie). Macierze nieosobliwe pojawity sie juz nie-
jawnie we wniosku 1 w §3.5. W dalszej czesci wyktadu odgrywaja one znaczng role.

Whiosek 1. Dla przeksztatcenia liniowego L : F* — F* réwnowazne sq warunki:
d' ) przeksztatcenie L jest bijektywne;
V) przeksztatcenie L jest réznowartosciowe;
d ) przeksztatcenie L jest ,na’;
d') Macierz A = [L] tego przeksztatcenia jest nieosobliwa.

Dowdd. Niech A := [L]. Wéwczas L(v) = Av dla v € F¥, wobec czego warunek b')
pociaga za soba warunek b) z twierdzenia, a warunki a’) i €’) sa przeformutowaniem
warunkow a) i e), odpowiednio. Poniewaz ponadto a’)=-b’), wiec teza wniosku wynika
z twierdzenia. [

Zadanie uzupemiajace 1. a) Kazda macierz nieosobliwg mozna operacjami wierszo-

wymi typu (I) przeprowadzi¢ w macierz diagonalng, majaca niezerowe wyrazy na
przekatnej.

b) * Mozna uzyska¢, by wszystkie poza pierwszym wyrazy tej przekatnej byty
rowne 1. (Wskazowka: zbada¢ wpierw 2 x 2 — macierze diagonalne.)
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2. Odwrotnos$¢ macierzy i odwrotnos$é¢ przeksztalcenia.

Definicja. a) Jesli macierze A, C € My(F) spetiaja warunek AC = I, = CA, to
kazda z macierzy A, C nazywamy odwrotnoscia drugiej i piszemy C = A7, A =
C~!. Macierz, posiadajaca odwrotnosé, nazywamy odwracalng.

b) Podobnie, gdy przeksztalcenia F' : X — Y i G : Y — X spelniajg warunki
GoF =1IxiFoG = Iy, to powiemy, ze sa one odwracalne i kazde z nich jest
odwrotnoéciag drugiego; piszemy tez G = F~1 F = G~ 1.

Zadanie 1. a) Przeksztatcenie F': X — Y wtedy i tylko wtedy jest odwracalne, gdy
jest 1-11,na’”.

b) Gdy przeksztatcenia F': X — Y i G: Y — X spehliaja warunek G o F' = [y,
przy czym F' jest ;na” lub G jest 1-1, to F o G = Iy.

¢c) Przy X = R)Y = R? oraz F(a) = (a,0),G(a,b) = a (a,b € R) zachodzi
GOlex, lecz FOG#IY

d) Podobnie, dla A = [1 0], B = A’ zachodzi AB =1, lecz BA # 1.

Zadanie 2. Odwrotnos$¢ odwracalnej macierzy jest jedyna, i tak samo dla przeksztal-
ceni. (Wskazowka: wykorzystaé tacznosé mnozenia czy sktadania.)

Uwaga 1. Dla macierzy A, B € M rownos¢ AB = I; ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy La o Ly = Ipr. (Patrz stwierdzenie 1’ w §1.3.)

Twierdzenie 1. Gdy macierze A, B € M. spetniajg warunek AB =1, to BA =1,
tzn. kazda z tych macierzy jest odwrotnoscig drugiey.

Dowdd. Niech AB = I,. Wowcezas LaoLg = Lap = Ipx, skad przeksztatcenie L jest
,na”. Z wniosku 1 w p.1 wynika wiec, ze jest ono roznowartosciowe, a z zadania 1b) —
ze La 1 L sa wzajemnie odwrotne. Zatem Lg o Lo = Ipr i wobec tego BA = 1. H

Twierdzenie 2. Gdy macierz kwadratowa A jest odwracalna, to odwracalne jest prze-
ksztatcenie La. Zachodzi tez wtedy La— = (La)™t i A7 = [(La)7Y]. B

Dowdd. Wyzej dowiedlismy, ze gdy AB =1, to La o L = Iyx = Lg o La. [

Twierdzenie 3. Macierz kwadratowa A wtedy 1 tylko wtedy jest odwracana, gdy jest
nieosobliwa.

Dow6d. Gdy macierz A jest odwracalna i B := A7l to La o Ly = Ipr, wicc prze-
ksztatcenie L jest ,na” —a tym samym A jest macierza nieosobliwg na podstawie
wniosku 1 w p.1. Odwrotnie, gdy macierz A jest nieosobliwa, to AX = I dla pewnej
macierzy X € M, patrz wniosek 1 w §3.5 —wobec czego macierz A jest odwracalna
na podstawie twierdzenia 1. [
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Uwaga 2. a) Nazw ,macierz odwracalna”’ i ,macierz nieosobliwa” bedziemy wiec
uzywac wymiennie.

b) Uzyskane wyniki umozliwiaja ustalenie, czy macierz A € My, jest odwracalna, a
takze wskazanie A~!, przez zbadanie rownania AX = I;. Postepujemy nastepujaco:

1. Tworzymy macierz [A|I;] 1 wykonujac ciag wierszowych operacji elementarnych
doprowadzamy ja do postaci [N|C], gdzie klatka IN jest zredukowana,;

2. Macierz A wtedy i tylko wtedy jest odwracalna, gdy N = I (twierdzenie 3 wraz
z rownowaznoscig d)<e) w twierdzeniu 1 z p.1); przy tym jesli N = Iy, to C jest
na podstawie twierdzenia 2 odwrotnoscia macierzy A (bo jest rozwiazaniem réwnania

AX = Iy, patrz §3.5.)

-1 20
Przyklad 1. Znalezé A~! (jesli istnieje) dla A = | =1 0 1
011
Rozwiazanie. Tworzymy macierz [A|I] i redukujemy jej klatke A:
[ -1 20| 100 1 20| -100 1 20| -100
-101{010(—-|-1 01] 010|]—=]0-21]-110
| 011|001 0O 1 1] 001 0O 1 1] 001
(1 -2 0| -1 00 1 02| —-102 102 ] —-10 2
o 11| 001|—-|O11] O0OO0O1|—=]011] 00T1]|—
|0 —211]-110 003] -112 001 ] —% 3 2
100 | -} -1}
~lovog Do
001 -1 11
12
3 73
Macierz A jest wiec odwracalna (bo jej postacia zredukowang jest I3) i A~ = % —%
1 1
3 3

Zbadajmy pewne wlasnosci macierzy odwracalnych (=nieosobliwych):

Twierdzenie 4. a) Odwrotno$é macierzy odwracalnej A tez jest takq macierzq, i
(AH 1= A.

b) Iloczyn macierzy odwracalnych A,B € M tez jest odwracalny, i (AB)™! =
B 1AL

c) Jesli macierz A jest odwracalna, to macierz At tez, i (AH)™t = (A1)
Dowdd. a) wynika z definicji odwrotnosci macierzy, a b) stad, ze (AB)(B7!A™1) =

ABB Al = ATA™! = AA™! = 1. Podobnie, (A"1A! = (AAH) =T =1,
por. lemat 3ii) w §1.3. O

O DO | —LR | DO
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Cwiczenie. Jesli iloczyn dwoch macierzy kwadratowych jest macierza odwracalna, to
kazda z nich jest odwracalna.

Zadanie 3. a) Macierz trojkatna, bez zer na przekatnej, jest odwracalna.
b) Nieodwracalna jest macierz, majaca zerowy wiersz (lub takaz kolumne).

Zadanie 4. Gdy macierze A, B € M, s przemienne i A jest odwracalna, to A™'1B =
BA~L.

Zadania uzupetniajace. Dowies¢, ze:

1. Zbiéor macierzy gorno — trojkatnych, z jedynkami na przekatnej i wyrazami catko-
witymi, jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie 1 branie odwrotnosci.

2. Macierz odwracalna A ma te wtasnosé, ze suma wyrazow jej kazdego wiersza
jest taka sama (nie zalezy od rozpatrywanego wiersza). Dowiesé, ze A™! tez ma te
wlasnosé.

3. Gdy G jest podciatlem ciata F i macierz A € M (G) jest odwracalna w M (IF),
to jej odwrotnosé lezy w My (G).

4. * W kazdym z ponizszych przypadkéw macierz kwadratowa A jest nieosobliwa:
a) a;; jest liczba catkowity nieparzysta gdy ¢ = j, a parzysta w przeciwnym razie;
b) ai; jest liczba catkowita parzysta gdy ¢ = j, a nieparzysta w przeciwnym razie,
przy czym liczba wierszy macierzy jest parzysta.

5. Dowiesé, ze gdy klatki P i S sg nieosobliwe i X = RP1, to

9 [ns] [sx ] 0 [R 8] -[0 s %] [%1]

(Wraz z a), czes¢ b) oznacza tez, ze macierz po lewej w b) jest odwracalna wtedy i
tylko wtedy, gdy odwracalna jest macierz S — X Q. Pomyst z b) pochodzi od 1. Schura;
pozwala on zmniejszaé stopieri odwracanych macierzy. Por. tez zadanie .....)

6. * (J. Hadamard) Gdy macierz A € My, (C) ma te wlasnosc, ze |az| > ., |aijl
dlat=1,..., k, to jest ona nieosobliwa.

7. * a) Gdy macierze A, A + M, A — M wszystkie sa odwracalne, to przy P :=
(A+M)(A-M)1iQ:=(A+M) (A~ M) zachodzi PAQ = A, a macierze
I+P iI+Q sqodwracalne. (Wskazowka: dowiesé wpierw, ze (A+M)A 1A -M) =
(A-M)A YA +M))

b) Odwrotnie, jesli P, Q, A € M, sa odwracalne i PAQ = A, to przy zalozeniu
odwracalnosci macierzy I + P i I 4+ Q istnieje macierz M € My, dla ktorej zachodza
rownosci z a).

8. * Przy oznaczeniach i zalozeniach zadania 4a), jesli macierz A jest symetryczna,
a M antysymetryczna, to P = Q' i wobec tego Q'AQ = A. (Wyniki z zad. 71 ten
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pochodza od A. Cayley’a, a ponizszy uzyskat tez Frobenius.)
b) Jesli Q'AQ = A, macierze A i I+ Q sa odwracalne, w tym A jest symetryczna,
to Q = (A + M) }(A — M) dla pewnej macierzy antysymetrycznej M.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.4.2: 7 (pomina¢ polecenia o macierzy dotaczonej),
8,9%,10,11%,16*; w §1.4.3: zad.15*

3. Operacje elementarne a mnozenie przez macierz nieosobliwg.

Istotny dla dalszej czesci jest zaskakujacy zwiazek operacji elementarnych z mnozeniem
maclerzy.

Twierdzenie 1. a) Gdy operacjami wierszowymi zmienimy macierz A o p wierszach,
to pomnozymy jg z lewej strony przez macierz E, powstatq z 1, przez wykonanie tychze
operacji, w m’ezmz’eWnej kolejnosci. (Tak wiec otrzymana macierz B jest rowna EA..)

b) Gdy operacjami kolumnowymi zmienimy macierz A o p kolumnach, to pomno-
zymy ja z prawej strony przez macierz ¥, powstatq z 1, przez wykonanie tychze ope-
TacH.

Dowod. a) Rozwazany ciag operacji przeprowadza macierz [I,|A] w [E|B], skad row-
nania I,X = A 1 EX = B maja te same rozwigzania. Poniewaz A jest rozwigzaniem
pierwszego rownania, wiec jest i rozwigzaniem drugiego: EA = B.

b) Wykonanie ciggu operacji kolumnowych wychodzac z macierzy A sprowadza
sie do wykonania odpowiadajacego mu ciggu operacji wierszowych na macierzy A’ i
transponowania otrzymanej macierzy. Poniewaz ta ostatnia jest EA’, dla macierzy
E nie zalezacej od A, wicc otrzymamy macierz (EA")! = AF, gdzie F = E' . Jest
tak 1 gdy A = I, skad wykonujac rozwazane operacje kolumnowe wychodzac z I,
otrzymujemy macierz L, F = F. [

Whniosek 1. Niech B powstaje z macierzy nieosobliwej A przez wykonanie operacji
elementarnych, wsrod ktorych mogq byc wierszowe i kolumnowe. Wowczas macierz B
jest nieosobliwa.

Dowdd. Wystarcza rozpatrzeé¢ przypadek pojedynczej operacji. Gdy A =11 operacja
jest wierszowa, teza jest prawdziwa (z definicji macierzy nieosobliwych). Stad tak
samo jest gdy A = I i operacja jest kolumnowa, na podstawie twierdzenia 4c) w p.2.
W przypadku dowolnej macierzy A mnozymy ja wicc z lewej lub prawej strony przez
macierz nieosobliwa, i teza wynika z twierdzenia 4b) w p.2.

Zadania uzupelniajace.

1. Przy oznaczeniach wniosku przypusémy, ze B = I. Jak otrzymaé¢ A~1?
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2. Macierz zmieniono wierszowymi i kolumnowymi operacjami elementarnymi. Wy-
kazac, ze ten sam wynik otrzymamy, gdy wpierw wykonamy wszystkie wierszowe, a
potem kolumnowe z tych operacji, jedne i drugie w pierwotnej kolejnodci.

3. Dla A, B € M;;, dowies¢ rownowaznosci warunkow: a) macierze A i B sa wier-
szowo rownowazne, oraz b) istnieje macierz nieosobliwa E € M, taka, ze A = EB.

4. Udowodni¢, ze dla kazdej macierzy A € M, istnieja macierze nieosobliwe E € M
i F € Mj takie, ze B := EAF jest macierza nastepujacej postaci: dla pewnej liczby
r < min(k,l) mamy b;; =1 gdy i = j <r, oraz b;; = 0 w przeciwnym razie.

5. Nazwijmy elementarna kazda macierz powstata w wyniku wykonania na macierzy
jednostkowej jednej wierszowej operacji elementarne;j.

a) Jedli E jest macierza elementarng, to E! i E7! rowniez.

b) Macierz nieosobliwa jest iloczynem macierzy elementarnych, i odwrotnie.

6. W wyniku wykonania ciagu wierszowych operacji elementarnych postaci X; el el

X1, gdzie p; < q; dla kazdego 7, z macierzy A otrzymano macierz U. Dowies¢, ze
A = LU, gdzie L jest macierza dolnie trojkatna, majaca jedynki na przekatne;j.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.4.3, zadanie 2.

§ 6. Mozliwe tematy kolokwialne.

,Mozliwe” sa wszystkie oméwione tematy, lecz szczegolnie dobrze jest upewnié sie co
do znajomosci nastepujacego materiatu:

a) charakteryzacji przeksztalcen liniowych z §1.2,

b) stwierdzen z §1.3 i omowionych tam wtasnosci dziatan na macierzach,

¢) metody Gaussa rozwiazywania rownan liniowych i jej konsekwencji, w tym moz-
liwosci znajdywania rozwiazania ogolnego i uktadu fundamentalnego rozwiazan (w
przypadku jednorodnym),

d) wtasnosci macierzy odwracalnych (=nieosobliwych), wraz z umiejetnoscia wy-
znaczania odwrotnosci,

e) zwiazku operacji elementarnych z mnozeniem macierzy,

f) zastosowan do badania przeksztalcen liniowych F¥ — F!, oméwionych w para-
grafach 4 1 5.



