GAL 1, jesien 2014.
Zadania domowe, grupa 6 (prowadzacy H. Torunczyk).

Seria 25 (na wtorek, 20 I).
Uwaga. Wszyskie zadania tej serii, podobnie jak ostatniej serii zadan pisemnych,

sa ,teoretyczne”’, wiec typu przez Panstwa nielubianego. Zadania 1-3 sa jednak nie-
trudne, jesli przytoczy¢ odpowiednie wyniki z wyktadu; pomagaja tez przyswoic¢ sobie
te wyniki. Bedzimy te i podobne zadania omawia¢ na najblizszych 2 éwiczeniach, lecz
jest wazne, by Panstwo starali sie je wczesniej przemysle¢ 1 zmierzyé z nimi.

1. Niech V bedzie przestrzenig liniowa skonczonego wymiaru, a Vjy bedzie jej pod-
przestrzenia.
a) Dowies¢ istnienia podprzestrzeni Vi takiej, ze V =V, @ V.
b) Dowiesé, ze gdy (vi,...,Vp) jest baza podprzestrzeni Vj, a (vpy1, ..., Vi) baza
podprzestrzeni Vi, to V := (vy, ..., Vi) jest baza podprzestrzeni V.
¢) Gdy przez P oznaczy¢ macierz rzutu przestrzeni V' na Vi wzdhuz Vi, to jaka jest
macierz M (P)Y?

2. Niech L € L(V,W), gdzie V i W sa przestrzeniami liniowymi skoriczonego wy-
miaru. Obierzmy podprzestrzen Vi przestrzeni V' taka, ze ker(L) ® Vi = V; patrz
wyzej. Dowiesé, ze L(Vy) = L(V) i odwzorowanie L jest na podprzestrzeni V) roz-
nowartosciowe (tak wiec odwzorowanie obciete Ly, jest izomorfizmem miedzy Vi a

LOV)).

3. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, obierzmy baze (v, ..., v;.) podprzestrzeni
Vi i baze (vy41, ..., Vi) podprzestrzeni ker(L). Z zadania 1 wiemy, ze V = (v1, ..., Vg)
jest baza przestrzeni V.

a) Dowiesé, ze uktad (L(vy), ..., L(v,)) jest baza przestrzeni L(V') i mozna go roz-
szerzy¢ do bazy W przestrzeni W.

b) Jaka jest macierz M(L)}))?

c) Jaki jest zwiazek miedzy r a rzedem przeksztalcenia L?

4. (Zadanie zwiazane z zadaniem ze str. 61 w [TK], o ktore Panistwo pytali.) Niech V' i
W beda przestrzeniami liniowymi nad K, skoniczonego wymiaru, i niech V' bedzie suma
prosta swych podprzestzreni Vi Vi. Rozpatrzmy przeksztatcenie W, ktore kazdemu
L € L(V,W) przyporzadkowuje pare (Lyy,, Ly, ). (Tak wiec obraz W lezy w L(Vo, W) x
LV, W).)

a) Czy obrazem przeksztalcenia W jest cata przestrzen L(Vy, W) x L(Vy, W)? Czy
przeksztatcenie ¥ jest roznowarto$ciowe?

b) Dla zadanej podprzestrzeni Wy przestrzeni W, czym jest obraz, przy W, zbioru

{L e L(V,W):L(Vy) C Wy}?



Seria 24 (na piatek, 16 I).
W rozwigzaniach prosze wykorzystywacé¢ nieudowodnione jeszcze rezultaty z §5.2 w
|TK].
1. Wyznaczniki macierzy A; i Ay z zadania 1 na str. 68 w [TK]| obliczy¢ korzystajac
z (kilkukrotnego) rozwiniecia wzgledem odpowiednich wierszy czy kolumn.

2. Jak zmieni sie warto$¢ wyznacznika macierzy, jesli
a) do kazdej kolumny, zaczynajac od drugiej, dodaé¢ wszystkie kolumny poprzedza-
jace;
b)* do pierwszej kolumny dodaé ostatnia, a do kazdej innej dodaé¢ kolumne poprze-
dzajaca (poczatkowej macierzy).

3. Obliczy¢ wyznacznik macierzy, ktorej kolejnymi wierszami sa (1001, 1002, 1003, 1004),
(1002, 1003, 1001, 1002), (1001, 1001, 1001, 999), (1001, 1000, 998, 999).

4. Obliczy¢ wyznacznik macierzy Ay z zadania 1 na str. 73 w [TK].

5. Obliczy¢ wyznacznik macierzy Cs z zadania 4 na str. 73 w [TK] (stosowaé¢ dowolna
metode).

6. Prosze przygotowaé pytania dotyczace wywieszonych kolokwiow, zalegtych zadan
lub przerobionego materiatu.

Zadania pisemne, seria dziewiata (na wtorek 20 I). Wolno korzystac z tez pozosta-
lych zadan, nawet nierozwigzanych.

P29. Zadanie 5 na str. 74 w |TK]. (Prosze starannie opisywa¢ zmiany macierzy i
wyznacznikow. )

P30. Niech L : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Przeksztalcenie dualne
(lub: sprzezone) L* : W* — V* jest okreslone wzorem L*(¢) := ¢ o L dla kaz-
dego funkcjonatu ¢ € W*. Udowodni¢, ze jesli L jest monomorfizmem, to L* jest
epimorfizmem.

P31. Niech U i W beda podprzestrzeniami przestrzeni V', gdzie dimV < oco. Do-
wies¢, ze:

a) Kazda baze uy,...,us podprzestrzeni U N W mozna rozszerzy¢ do uktadu
(g, ..., Us, Ug i1, ..., Ug, W1, ..., Wy_) takiego, ze (1;)¥_, jest baza podprzestrzeni U, zas
(uy, ..., ug, W1, ..., W;_s) jest baza podprzestrzeni W. (Wskazowka: lemat o wymianie.)

b) Otrzymany uktad (uy,...,ug, wi,...,w;_s) jest baza podprzestrzeni U + W.
(Wskazowka: czy uktad ten rozpina U + W7 Czy jego liczebnosé jest rowna dim(U +
W)H?)

P32. Niech V' bedzie przestrzenig skoriczonego wymiaru, a U, U", W, W’ bedg jej pod-
przestrzeniami. Konstruujac przeksztatcenie na odpowiedniej bazie dowies¢, ze:

-2



a) Kazde roznowartosciowe przeksztalcenie liniowe L : U — V mozna przedtuzyé
do roznowartosciowego przeksztalcenia liniowego L:V->V.

b) Jesi WNU =W 'NU idim(W) = dim(W'), to istnieje izomorfizm L : V — V
taki, ze L(u) =udlaue Ui L(W)=W"

Seria 23 (na wtorek, 13 I).

Przypomnienie i sprostowanie. Jesli na macierzy A o k wierszach wykonamy opera-

cje elementarng na wierszach, otrzymujac macierz B, to ma miejsce rownos¢ B = EA,
gdzie to macierz otrzymana z macierzy jednostkowej I, w wyniku wykonania tejze ope-
racji. (Dowdd pomijam.)

Kwadratowa macierz nieosobliwa A mozna przez kolejne wykonanie pewnych ele-
mentarnych operacji na wierszach (oznaczmy te operacje przez Oy, ..., O,,) przeprowa-
dzi¢ w macierz jednostkows I. Oznacza to, ze A otrzymamy z I przez wykonanie
kolejno wpierw operacji O *

n

nastepnie O, itd. Zatem, na podstawie powyzszego
stwierdzenia, A = E1E,...E, 1E, I, gdzie E; otrzymano z I, przez wykonanie opera-
cji O; !, odwrotnej do O;. (Tu, i =1,...,n.)

By to jednak zastosowaé, trzeba upewnié¢ sie, czym jest operacja O~!, odwrotna
do wierszowej operacji elementarnej O. Ma to by¢ taka operacja, ze wykonanie O, a
nastepnie O~!, nie zmienia macierzy I. Latwo zauwazy¢, ze

* Gdy O jest zamiang wierszy, to za operacje odwrotng O~! nalezy obraé¢ O;

* Gdy O jest pomnozeniem wiersza przez skalar ¢ # 0, to za operacje odwrotng O ™1
nalezy obrac¢ podzielenie tego wiersza przez c;

* Gdy O jest dodaniem c-krotnosci wiersza i do wiersza 7, to za operacje od-
wrotng O~! nalezy obraé¢ odjecie ¢krotnosci wiersza i od wiersza j.

Uwaga. Na éwiczeniach, po (zbyt krotkiej) chwili namystu, zle okreslitem O~ w

ostatnim przypadku. Dlatego wykonane wtedy rachunki wymagaja korekty.

1. =zadanie 2 na str. 66 w [TK]|. Sprawdzi¢ tez, czy dla znalezionych macierzy
E,, ..., Ei rzeczywiscie zachodzi rownos¢ A = E1Es.. E,,.

2. a) Niech V.= U @& W, zas$ (uy,...,ux) i (wy,...,w;) beda bazami w U i W,
odpowiednio. Dowiesé, ze (uy, ..., ug, W1, ..., W) jest baza przestrzeni V.

b) Jaka w tej bazie jest macierz P rzutu przestrzeni V na podprzestrzenn U wzdtuz
W? A macierz symetrii S przestrzeni V' wzgledem podprzestrzeni U wzdtuz W7
3. Niech V =R[z], i U :={f € Rlz], : f(t) = f(—t) Vt e R}, W :={f € R[z], :
f(t) = f(t) Vt € R}.

a) Jaki jest wymiar kazdej z przestrzeni U, V,W? Czy V =U @ W?

b) Jesli V.= U @ W, to jaka jest macierz rzutu przestrzeni V na U wzdluz W w
bazie 1,¢,...,t" ?



Seria 22 (na piatek, 9 I).
1. Zadanie 4 str. 60 w [TK].
2. a) Dowies¢, ze rzad macierzy (A|B), powstalej przez dopisanie do A macierzy B
o tej samej liczbie wierszy, jest niewickszy od sumy ich rzedow.
b) Dowiesé, ze rzad sumy dwoch macierzy tych samych rozmiaréw jest niewiekszy
od sumy ich rzedow.

3. Prosze przejrzeé¢ zadania zaleglte i z wywieszonych kolokwiow, oraz przygotowaé
pytania, a jeszcze lepiej—przygotowaé rozwiazania i zgtaszac je!

Zadania pisemne, seria ¢sma (na wtorek 13 I).

P 24. Zadanie 3 na str. 58 w [TK].

P 25. Zadanie 3 str. 60 w [TK].

P 26. Zadanie 1 str. 66 w [TK].

P 27. Niech podprzestrzen U przestrzeni R" bedzie opisana réwnaniem z1+...+x,, =
0, a W —uktadem réwnan z; = x9 = ... = z,,. Udowodnié¢, ze R" = U W i wyznaczy¢
rzuty wektorow ey, ..., e, na U rownolegle do W, oraz rzut wektora e; na W réownolegle
do U.

P 28. Niech U =lin{(1,1,1,1),(-1,-2,0,1)} i W = lin{(—1,-1,1,-1),(2,2,0,1)}.
Dowies¢, ze R = U @ W i znalezé rzut wektora (4,2, 4,4) na U réwnolegle do W.

Seria 21 (na piatek, 19 XII).
1. Zadanie 2, str. 55 w [TK].
2. Zadanie 3, str. 55 w [TK].
3. Zadanie 4, str. 55 w [TK].

Prosze pamieta¢ o nieomawianych zadaniach wczesniejszych!

Seria 20 (na wtorek, 16 XII).

1. Przypomne, ze gdy L : V. — W jest przeksztatceniem liniowym, to rk(L) :=
dim(im(L)), gdzie im(L) := L(V) to obraz przeksztalcenia L. (W [TK]| uzywa sie
oznaczenia 7, a nie rk.) Dowies¢, ze

a) rk(L) < min(dim(V), dim(W)).

b) Gdy K € L(U,V),L € L(V,W), to tk(L o K) < min(rk(K),rk(L)).

c) Wywnioskowaé, ze dla macierzy A, B, ktorych iloczyn AB istnieje, ma miejsce
nieréwnosé rk(AB) < min(rk(A),rk(B)). (Wskazowka: uwaga 4.25 na str.63 w [TK].)

d) Wywnioskowaé z ¢), ze jesli iloczyn macierzy kwadratowych jest macierza nieoso-
bliwa, to kazda z nich jest nieosobliwa. (Przypomnienie: jak ustalono na ¢wiczeniach,
k x k macierz A jest nieosobliwa, gdy rk(A) = k.)
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2. Zadanie 4 str. 60 w |TK].

3. Prosze przemysle¢ rozwiazania zadan z kolokwium.
Zadania pisemne, seria siodma (na czwartek, 18 XII).
P 22. Zadanie 2 str. 63 w [TK].

P 23 Zadanie 3 str. 63 w |[TK].

Seria 19 (na piatek, 12 XII).

1. W zadaniu 1 na str. 53 w [TK] znalez¢ wzor na kazde z przeksztatcen ¢, ¢ i ¢+ 1.
2. Zadanie 2 str. 55 w [TK].
3. Zadanie 1 str. 60 w |TK].

4. Niech podprzestrzenie Vi przestrzeni V i Wy przestrzeni W spetniaja warunek
dim(Up) + dim(Wp) = dim (V') < oco. Dowiesé istnienia takiego przeksztalcenia linio-
wego LV — W, ze ker(L) =V iim(L) = W.

Seria 18 (na wtorek, 9 XII).

Przypomne dyskusje z é¢wiczen.

a) Gdy mamy rozwigzaé kilka uktadow rownan Ax = by, Ax = b, ..., Ax = b,
rozniacych sie tylko prawymi stronami, to warto rozwiazywac je rownoczesnie, ,schod-
kujac” klatke A macierzy (A|B) operacjami wierszowymi. Jesli w wyniku otrzymamy
macierz(A'|B’), gdzie B’ ma kolejne kolumny b, ..., b/ | to wyjsciowe uktady rownan
Ax = b; beda rownowazne uktadom A’x = bl, dlai = 1,...,k —a te ostatnie bedzie
latwiej rozwiazac¢, bo macierz A’ lewych stron bedzie schodkowa.

b) Szczegolny jest przypadek, gdy macierz A jest kwadratowa i mozna ja opera-
cjami wierszowymi przeprowadzi¢ w macierz jednostkowa Ij. (O macierzy A mowimy
wowczas, ze jest nieosobliwa.) Mozemy bowiem wtedy uzyska¢ A’ = I; a ze kazdy z
uktadow Iyx = b} ma jedyne rozwiazanie, rowne b/, to i kazdy z wyjsciowych uktadow
Ax = b; ma jedyne rozwiazanie, ktorym jest by,

c¢) Sytacje taka spotykamy, gdy rowiazujemy rownanie macierzowe AX = B, gdzie
macierze A i B sg dane. Rownosé AX = B ma bowiem miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy i—ta kolumna x; macierzy X jest rozwiazaniem uktadu Ax = b;, dlai=1,...,n
(gdzie by, ..., b, to kolejne kolumny macierzy B). Jesli wiec macierz A jest nieoso-
bliwa i postepowaé bedziemy jak w a), to rownanie AX = B okaze sie mie¢ jedyne
rozwigzanie, ktorym bedzie macierz B'.

d) Rownanie AX = B spotykamy natomiast, gdy znana jest macierz A = M (Iy )},
(tu V i W sa bazami przestrzeni V), a chcemy wyznaczy¢ macierz M(Iy))Y. Ma
bowiem miejsce rownosé M (Iy)y, - M(Iy)YY = M(Iy o Iy )Y, wiec biorac pod uwage
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to, ze Iy o Iy = Iy i M(Iy)Y, = I stwierdzmy, ze szukana macierz jest rowziazaniem
rownania AX = 1I,..

1. Przemysle¢ ponizsze stwierdzenia. Gdy macierz kwadratowa A € M (FF) jest
nieisobliwa, to jak stwierdzono w ¢), istnieje jedyna macierz S, bedaca rozwigzaniem
rownania AX = I. Wowcezas SA jest rozwiazaniem réwnania AX = A (dlaczego?);
a ze to rozwiazanie jest jedyne (nadal patrz c) ) i jest nim I, to SA = I. Tak
wiec dla niesobliwej macierzy A istnieje jej odwrotnosé, tzn. taka macierz S, ze
AS = SA = I;;; odwrotnoéé ta jest jedyna. Piszemy tez S = A1

Zadania pisemne, seria szosta (na czwartek, 11 XII).

P 19. Sprawdzi¢, czy macierz Ag ze str. 78 w [TK] jest nieosobliwa i jesli jest, to
wyznaczyé jej odwrotnosé.

P 20. Sprawdzi¢, dla jakich warto$ci parametru s € R macierz A z zdania 2 na str.
78 w [TK] jest nieosobliwa, i gdy jest, wyznaczy¢ jej odwrotnosé (zalezna od s).

P 21. Wyznaczy¢ A = M (Igs)y,* i B = M(Igs)Y,, gdy V = ((3,4,5), (4,1,1),(2,0,1));
zarazem uzasadnic¢, ze V jest baza przestrzeni R3. W przypadku macierzy B sprawdzi¢,

czy ma ona whasnosci, wynikajace z definicji macierzy M (Igs)Y, .

Wyznaczy¢é tez macierz M (Igs)),, gdy W = ((2,3,4), (0,1,2), (3,4,5)); sprawdzi¢,
czy poprawnie zostata wyznaczona jej pierwsza kolumna.

Seria 17 (na piatek, 5 XII).
1. Zadanie la) na str. 55 w [TK].
2. Zadanie 1 str. 58 w |[TK].

3. Przeksztalcenie liniowe L : R? — R? spelnia warunki
L(1,2)=(1,1,1), L(0,1) =(1,0,1).

a) Opisa¢ to przeksztalcenie wzorem we wspotrzednych kartezjanskich i znalezé
macierz M (L)%

StQ :

b) Znalez¢ tez macierz M (L)Y przeksztalcenia L w bazach V = ((1,0), (—1,2)) i
W =((1,2,0),(1,1,1),(0,0,1)) przestrzeni R? i R?, odpowiednio.
4. Udowodni¢, ze gdy podprzestrzenie U i W przestrzeni liniowej V' spelniajg warunek

dimU + dim W > dim V, to U N W # {0}.

Zadania pisemne, seria szosta (na czwartek, 11 XII).
Zadania oglosze w piatek, bo teraz i tak Panstwo sa zajeci kolokwium ze Wstepu
do Matematyki.

Seria 16 (na wtorek, 11 XII).




1. Na ¢wiczeniach starliSmy sie dowies¢, ze funkcje fi, ..., fr : R — R, zdefiniowane
wzorami f;(x) = |z — t;|, tworza ukltad liniowo niezalezny gdy t; < to < ... < t;. Do-
koniczy¢ rozwigzanie, n.p. w nastepujacy sposob. Gdy Zle cifi = 0, to rézniczkujac
lewg strone dla = > t; wnosimy, ze Zle ¢; = 0. Obliczajac pochodng lewej strony dla
x € (tg_1,t) uzyskaé¢ inng podobng zaleznosé i wywnioskowac, ze ¢ = 0; zastosowac
indukcje.

2. Dowies¢ ze przeksztatcenie L : V' — F*  przyporzadkowujace kazdemu wektorowi
ciag (c1, ..., cx) jego wspotrzednych w ustalonej bazie (vi, ..., vy) przestrzeni V', jest
liniowe.

3. + Zadanie 2 na str. b3 w TK.
4. + Zadanie 4 na str. b3 w TK.

5. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem F, a L : V — W bedzie

przeksztatceniem liniowym.

a) Dowies¢, ze jesli obrazy Lvy, ..., Lvy wektorow vy, ..., vi tworzg uklad liniowo
niezalezny, to i wektory vy, ..., vi tworza uktad liniowo niezalezny.

b) Wskazaé¢ na przykladzie, ze z liniowej niezaleznosci uktadu vy, ..., v nie musi
wynikaé¢ liniowa niezalezno$é uktadu Lvy, ..., Lvy.

¢) * Dowiesé, ze gdy ker(L) = {0y}, to z liniowej niezaleznosci uktadu vy, ..., vy
wynika liniowa niezalezno$¢ uktadu Lwvy, ..., Lvy.

Seria 15 (na pigtek, 28 XI). Prosze przemysle¢ dotychczasowy material, w tym
omawiane juz zadania oraz definicje i twierdzenia z wyktadu, popracowaé¢ nad za-

daniami nieomawianymi oraz przygotowac pytania, jakie sie przy tym nasuna. Prosze
tez przeczytaé ponizsze wyjasnienie, zwiazane z dyskusja na ¢wiczeniach.
Co oznacza ,,7=2 w Z5’, tudziez zwiazane z tym réwnosci.

Mozliwe nieporozumienia biora sie stad, ze 7 po lewej 1 2 po prawej nalezy inaczej
rozumieé¢ (nie tylko dlatego, ze 7 # 2). By to wyjasni¢, oznaczmy elementy ciata Zs
przy uzyciu nawiasow | |5; sa wiec nimi [0]5, [1]s, [2]5, [3]5, [4]5. Element [1]5, jako
neutralny wzgledem mnozenia, ma tez prawo by¢ oznaczany 1. (Patrz [TK], str. 9.)
Ponadto, sume n jedynek oznaczamy przez n, cho¢ nie jest to juz liczba naturalna n,
tylko pewien element rozwazanego ciata (otrzymany jak wyzej). Ale suma siedmiu
jedynek jest, zgodnie z reguta dodawania w Zs, element [2]5. Otrzymana rownosé
7 = [2]5 skrotowo zapisuje sie wlasnie ;7 = 2 w Zs”, w ktorej 7 oznacza opisany
element ciala Zs, a nie liczbe naturalna.

Ponadto, element przeciwny do z jest kazdym ciele oznaczany przez —z. Mozemy
wiec mowic¢ o elemencie —7, przeciwnym do powyzszego. Oczywiscie, —7 = [3]5, bo
7=1[2]51[2]5 + [3]5 = [0]5.

Ogolniej, dla kazdej liczby n € Z mozemy mowi¢ o sumie n jedynek dowolnego ciata
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K gdy n > 0, i o sumie |n| elementoéw —1 tego ciata gdy n < 0. Jest to nadal element
ciala K, oznaczany jednak zwyczajowo przez n, jakby byt liczba catkowita.Tak tez
oznaczaliSmy go wyzej, lecz dla odroznienia oznaczmy go teraz przez {n}.

Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania wynika (jak?), ze {mn} = {m}{n}
i podobnie {m+n} = {m}+{n} dlam,n € Z. Wracajac do ciata Zs czy ogdlniej Z,,
dla liczby pierwszej p, zauwazamy ze {n} = [r],, gdzie r to reszta z dzielenia n przez p.
Dla ay, ..., ar, € Z, utworzy¢ wiec mozna kombinacje njaq +.... +ngaz, rozumiang jako
suma n; elementoéw a; plus ny elementéw ap plus...., gdzie dodawanie jest w Z,,. Z tego,
co powiedziano wynika, ze warto$¢ jej mozna wyznaczaé tak, by traktowac aq, ..., ag
jako elementy Z, tam oblicza¢ nia; + .... + nrag, a nastepnie bra¢ reszte z dzielenia
otrzymanej liczby przez p.

Seria 14 (na wtorek, 25 XI).

1. Doktadnie zaznajomic¢ sie z definicjami i twierdzeniami, omawianymi na wyktadzie.
(To jest state zadanie, ale warte dodatkowego przypomnienia w zwiazku z kolokwium.)

Z, powodu kolokwium rezygnuje tez z zadan pisemnych w tym tygodniu —zamiast
tego prosze wiecej czasu poswieci¢ na zadania ustne (w tym zalegle i z wywieszonych
kolokwioéw) i na przemyslenie materiatu z wyktadu.

Na ¢wiczeniach nie mieliSmy dotad do czynienia z ciatami skoriczonymi. Ponizsze
dwa zadania ich dotycza.

2. + Zadania 314 na str. 10 w [TK].

3. + a) Niech V bedzie najmniejsza podprzestrzenia przestrzeni (Zs)?*, zawierajaca
wektory (1,2,3,4),(1,1,1,1) i (3,4,0,1). Opisa¢ V uktadem jednorodnych réwnan
liniowych.

b) Znalez¢ baze przestrzeni V N W, gdzie V jest jak wyzej, a W jest przestrzenia
rozwigzan uktadu réwnan xq + 3x3 + 4x4 = 0, 21 + 3x4 = 0 nad ciatem Zs.

4. + Niech vi = (1,0,1), vy = (1, —1,0). Znalez¢, jesli istnieje, taki wektor vz € R?,
by uktad vi,va, v byl bazg przestrzeni R?, a wektor w = (3, —2,0) mial w tej bazie
wspotrzedne (2,1, —1).

5. + Zadanie 5 z kolokwium z 2008r.

6. + Niech funkcje f1,..., f, : T'— F i punkty tq,...,t, € T maja te wlasnos¢, ze
fi(ti) #01 fi(t;) =0dlal <i < j <n. Dowiesé, ze (fi,..., fn), jako uktad wektorow
przestrzeni liniowej (nad F) wszystkich funkeji z 7" do F, jest liniowo niezalezny.

Seria 13 (na piatek, 21 XI).

1. Wyznaczy¢ wymiary sumy i czesci wspélnej podprzestrzeni lin(vy, vo,vs3) i



lin(w1, Wy, w3) przestrzeni R3 gdzie vi = (1,2,1),vo = (1,1, —1),v3 = (1,3,3), w; =
(1,2,2),wo = (2,3, —1),w3 = (1,1, -3).

Uwaga: twierdzenie z wyktadu pozwala wyznaczy¢ ktorykolwiek z tych wymiarow,
gdy znany jest drugi.
2. Zadanie 2 str 46 w |TK].
3. Zadanie 5 a), b) str. 47 w [TK].

Prosze pamietac¢ o zadaniach zalegtych i zaznajomié¢ sie z wywieszonymi zadaniami
z dawniejszych kolokwiow.

Seria 12 (na wtorek 18 XI). Zgodnie z Paristwa prosbg, zwiazana z kolokwium z
Analizy, termin oddania zadan pisemnych serii V przesuwam na czwartek 20 XI, godz. 12.15
(prosze wrzucaé prace do koperty przy drzwiach pokoju 5560).

1. + Dane sg wielomiany f1 = 2° + x4, fo = 2° — 322, fy=2° + 222, f1 = a2° — .

a) Zbada¢, czy wielomiany te sa liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej R|x]
wszystkich wielomianéw o wspotcezynnikach rzeczywistych.

b) Jedli sa one liniowo niezalezne, rozszerzy¢ uklad (f;)7_; do bazy podprzestrzeni
R[x]5 przestrzeni R[z]. (Przypominam, ze Rx]; := {w € R[x] : deg(w) < 5}.)

2. Niech V oznacza zbior wszystkich takich ciagow liczbowych (z,)7° ¢, ktore spetniaja
warunki x,, 19 = 2x,41 + 3x, dlan =1,2,.... Zbadaé¢, czy V jest przestrzenia liniowa

nad R, a jesli nig jest, to jaki ma wymiar. W przypadku wymiaru skoriczonego, wskazaé
baze.

3. Zadanie 6 str. 41 w |TK].

Prosze pamietac tez o zadanch zaleglych.

Seria 11 (na piatek 14 XI).
1. + Zadanie 1b) na str. 46 w [TK] (czes¢ dotyczaca Vi + Vi, bo pozostata byta juz

omowiona).

2. + Opisaé podprzestrzen lin((1,2,0,1),(0,1,0,1), (1,0,0, —1)) przestrzeni R* ukta-
dem réwnan jednorodnych, o wspotczynnikach z R.

3. + Zadanie 1 na str. 41 w [TK].

4. Zadanie 4 na str. 41 w [TK].

Na swej stronie wywiesitem niektore kolokwia z poprzednich lat. Zachecam do
zaznajomienia sie z zadaniami i przemyslenia ich; w miare wolnego czasu mozemy
niektore omawia¢ na ¢wiczeniach. Prosze tez pamicta¢ o nieomawianych zadaniach
wezesniejszych (nadal je mozna zglaszac).



Zadania pisemne, seria piata (na wtorek, 18 XI).

P15. Opisa¢ uktadem rownan jednorodnych najmniejsza podprzestrzen przestrzeni
R, zawierajaca wektory (1,1, —1,—1,1),(1,0,1,0,3), (0, —1,2,1,2),(2,0,2,0,6).

P16. W zalezno$ci od wartosci parametru A wyznaczy¢ rzad macierzy, ktorej kolej-
nymi wierszami sa (3,4, 2,2), (3,17,7,1),(1,10,4, ), (4,1,1, 3).

P17. Zadanie 1c) na str. 46 w |[TK], czes¢ dotyczaca V; + V5.

P18. (Por. zadanie P7, ktore wypadio zle.) Niech D := {2z € C : Re(z) >
0,Im(z) > 0} i niech funkcje f, g : C — C zadane bedg wzorami

f(2) =0+ +2+1i, g(2):= (2 —2i)"

Narysowaé zbiory f(D) i g~ (D).

Seria 10 (na piatek 7 XI).

Uwaga: Na prosbe niektorych z Panstwa, opdzniam o tydzien termin oddania serii 4
zadan pisemnych. Zadania pisemne (na wtorek 18 XI) bedg ogtoszone do 9 XI.

Ponizej daje poczynione na ¢wiczeniach uwagi w wersji potrzebnej do naszych za-
stosowan:

Uwaga 1. Niech wektory wy, ..., w, € K" maja nast¢pujacg wlasnosc: dlat=1,...;p
istnieje wskaznik j; € {1,...,n} taki, ze j-ta wspohrzedna wektora wy, jest rézna od
zera gdy k = 4, a rowna 0 gdy k > i. Wowczas uklad (wy,...,w,) jest liniowo
niezalezny.

Dowdd. Mamy dowiesé, ze gdy > %, ¢;w; = 0, to wszystkie skalary ¢y, ..., ¢, sa rowne 0.
Jednak patrzac na ji—sza wspohrzedna kombinacji > ¢;w; stwierdzamy, ze jest ona
rowna c;wi(ji), bo wektory wo,...,w, maja te wspolrzedna zerowa. (Przez v(k)
oznaczam k—ta wspotrzedng wektora v € K".) Tak wiec cywy(1) = 0; a ze wy(j1) #
0, to ¢; = 0. Nasza kombinacja jest wigc rowna Y -, ¢;W; 1 patrzac na jej jo-ga
wpolrzedna stwierdzamy analogicznie, ze co = 0 itd. U

Uwaga 2. Niech wy,...,w,, b € K". Pytanie, czy b € lin(wy, ..., w,) sprowadza sie
do tego, czy rownanie wektorowe 1wy + ... + 2,W, = b ma rozwiazanie. Patrzac na
wspotrzedne obu stron widzimy, ze jest to réwnanie Ax = b, gdzie A jest macierza o
kolumnach wy, ..., w,. Jesli rozwiazanie (cy, ..., ¢,) rownania Ax = b jest jedyne, to
uktad (wq, ..., w,) jest liniowo niezalezny, a wiec jest baza przestrzeni lin(wy, ..., wp);
uktad zas (¢, ..., ¢p) jest clagiem wspolrzednych wektora b w tej bazie. B

Obie uwagi sa bardzo uzyteczne, gdy chodzi o badanie uktadéw wektorow w K",
Przypominam, ze z uwagi 1 wynika, iz niezerowe wiersze macierzy schodkowej tworzg
uktad liniowo niezalezny, a takze, ze baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan jedno-
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rodnych mozna tworzy¢ w sposob opisany na ¢wiczeniach (a omawiany tez w [TK]| w
uwadze 3.18.).

Zadanie 1. Przemysle¢ obie uwagi i ich uzsadnienie.

Zadanie 2. Przez wykonanie kilku operacji elementarnych na wierszach, z macierzy
(A,b) otrzymano macierz (A’,b’). Udowodni¢, ze gdy b jest kombinacja liniowa
kolumn macierzy A, ze wspotczynnikami ¢y, ..., ¢, to b’ jest kombinacja liniowa kolumn
macierzy A’, z tymi samymi wspotezynnikami.

Zadanie 3. Upewnic¢ sie, czy zadania 2 i 3 na str. 36 w |TK] nie sprawiaja ktopotu.

Seria 9 (na wtorek 4 XI, a pisemne na czwartek, 6 XI.

Uwaga: Pod adresem
http://students.mimuw.edu.pl/ ps305551/gal-gr6/
pan Piotr Suwara wywiesza poprawne rozwiazania zadan pisemnych oraz swe uwagi.

1. Udowodnié¢, ze dla macierzy A € M, ;(K) réwnowazne sa warunki:
a) Kolumny tej macierzy tworza uktad liniowo niezalezny.
b) Uktad rownann Ax = 0 ma tylko zerowe rozwiazanie (tzn. tylko takie, w ktorym
vy =..=uz;=0).

2. Udowodni¢, ze dla macierzy A € M, (K) i wektora b € F' réwnowazne sa
warunki:
a) b € lin(vy, ..., vy), gdzie vy, ..., vi to kolumny macierzy A.
b) Uktad rownan Ax = b jest niesprzeczny.

3. W oparciu o zadania 1 i 2 zbadac, a) czy uktad wektoréw z zadania 1c) ze strony 36
w [TK] jest liniowo niezalezny, oraz b) czy wektor (0, 1,0, 1,0) lezy w powloce liniowe;
tego uktadu.

Przypomne, ze gdy (vy, ..., v,) jest baza przestrzeni V', a v jest wektorem tej prze-
strzeni, to v =Y., ¢;v; dla jednoznacznie wyznaczonych skalarow ci, ..., ¢,,, nazywa-

nych WSpéeran;’mi wektora v w bazie (vy, ..., v,).
4. Zadanie 6 na str. 36/37 w [TK]. (W czesci b), ograniczy¢ sie do podania wspol-
rzednych wektora (31 w rozwazanej bazie.)

Zadania pisemne, seria czwarta (na czwartek, 6 XI, godz. 12.15).

P13. Punkty (1,3) i (4,7) ptaszczyzny R? sa wierzchotkami tréjkata réwnobocz-
nego. Uzywajac liczb zespolonych, znalezé wspotrzedne kartezjanskie pozostatego
wierzchotka. Ile jest rozwigzan?

P13 : Zadanie 8 na str. 37 w [TK].
P14 : Zadanie 2 na str. 41 w [TK]. (Zadanie to jest podobne do zadania P3, ktore
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wypadto stabo. Prosze przemysle¢ to wczesniejsze zadanie i zaznajomié sie z jego
rozwiazaniem. )

Seria 8 (na pigtek 31 X). Prosze zacza¢ od przemyslenia tresci wyktadow!

1. Nizej, funkcje rozpatrujemy na odcinku [0, 1].
a) Czy funkcja z? jest kombinacja liniows funkcji 11 27
b) Czy funkcja sin? jest kombinacja liniows, funkcji 11 cos?

2. Zadanie 1 str. 29 w [TK]|. (Wybra¢ dwa z punktow a)—c).)
3. Zadanie 2 str. 29 w [TK].

4. Niech V;j i V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V.
a) Dowies¢, ze Vi N V4 jest podprzestrzenia przestrzeni V.
b) Dowiesé, ze lin(Vi U Vo) ={vi+vo: vy € Vi, vy € o}

5. Niech X bedzie zbiorem, V' bedzie przestrzenig liniowg nad K, a f : X — V
przeksztatceniem bijektywnym (tzn. réznowartosciowym i ,na"). Przyjmijmy:

xBy:=f1(fx)+f(y) icx:=fef(x)dlax,yec X, ccK

a) Wykazaé, ze z tymi dziatlaniami X jest przestrzenia liniows nad K.

b) Okresli¢ te dziatania wzorami, gdy V=K =R, X = (0,00) i f(z) = Inz.

c¢)* To samo, gdy K = Zs, X to zbiér podzbiorow zbioru T, V' = F(T, K) (uzywam
notacji z [TK], str. 20, przyktad 5), a f : X — V przyporzadkowuje kazdemu zbiorowi
A € X jego funkcje charakterystyczna 14, zdefiniowang wzorem 14(t) =1 dlat € A1
La(t)=0dlat e T\ A,

Zadania pisemne, seria czwarta —zadania beda ogloszone w piatek 30 X, z terminem

oddania na czwartek 6 XI.

Seria 7 (na wtorek 28 X).

Uwaga: Grupom GALowym przydzielono juz graderow. Bede zmierzat do tego, by
zadania pisemne byty zbierane we wtorki, a zwracane Panstwu po tygodniu. Jednak
termin oddania zadan serii 3 przesuwam na czwartek 30 X, poniewaz zgltoszono mi ce-
lowosé przedysktutowania jeszcze zadan podobnych do P9. Rozwiazania prosze wrzu-
ca¢ do koperty przy drzwiach pokoju 5560, do godz. 12.15.

1. + Niech liczba zy bedzie pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach rzeczywi-
stych. Udowodnié¢, ze Zj tez jest pierwiastkiem tego wielomianu i wywnioskowac, ze
wielomian ten jest podzielny przez (x — zo)(z — %) = 2> — 22Re(2q) + |20|%

2. + Korzystajac z powyzszego, wskaza¢ wielomian najnizszego stopnia, o wspot-
czynnikach rzeczywistych, majacy:
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a) podwojny pierwiastek 1 i pierwiastki pojedyricze 2, 3,17 4 i.

b) podwdjny pierwiastek ¢ oraz pierwiastek pojedynczy —1 — 7.

W obu przypadkach wskazaé¢ tez wielomian najnizszego stopnia o wspotczynnikach
zespolonych, majacy wymienione wtasnosci.
3. + Zadanie 4 na str. 25 w [TK].

4. + Zadanie 2 na str. 25 w |TK].

Seria 6 (na piatek 24 X), a pisemne —na wtorek 28 X).
Przypominam, ze w piatek zbieram tez rozwigzania drugiej serii zadan pisemnych.

Rozwiazujac zadanie P 5 prosze jawnie wskazywac, jakie wtasnosci ciat sg wykorzy-
stywane.

1. + Dokoriczy¢ rozwigzanie zadania 3 serii 5 zaproponowang na ¢wiczeniach metoda.

(Oproécz pomylenia wzoru na f3, nie zwrocilem tez Panstwa uwagi na to, ze i2° + i i
3

iz° maja te sama czesé rzeczywista.)

2. + =zadanie 2 na str. 17 w [TK]

3. =zadanie 3 na str. 17 w [TK]| (dwa wybrane punkty sposrod a-d) ).
4. = zadanie 4 na tr.17-18 w [TK].

5. =zadanie 4 na str. 22 w [TK].

Zadania pisemne, seria trzecia (na wtorek 28 X).

P 8. Niech p,q € K[x] beda wielomianami stopnia < n. Udowodnié, ze gdy
podzbior A ciata K liczy wiecej niz n elementow, to p(a) # g(a) dla pewnego a € A.

P 9. Liczba z; = 2 — i jest jednym z pierwiastkow wielomianu w(z) = 2* — 623 +
1822 — 30z + 25. Wyznaczy¢ pozostale pierwiastki tego wielomianu i roztozyé go na
czynniki najnizszych stopni o wspotczynnikach rzeczywistych.

P 10 =zadanie 1 na str. 22 w [TK].

P 11. Traktujemy zbior My (R) wszystkich k x k—macierzy rzeczywistych jako prze-
strzen liniowag nad R. Zbada¢, ktore z ponizszych zbioréw macierzy sg podprzestrzenia
tej przestrzeni liniowej (odpowiedzi uzasadnié!):

a) Zbiér macierzy symetrycznych, tzn. tych macierzy (a;;), dla ktérych spetniona
jest rownos¢ a;; = aj, 1,5 =1,..., k.

b) Zbior macierzy ze sladem tr(A) rownym zeru. (Patrz zadanie 3 serii 1.)

¢) Gdy k = 2, zbior tych macierzy A € My, ktorych wyznacznik ajjase — ajza9
jest rowny 0.

d) Zbior tych macierzy, ktorych pewien wyraz jest rowny 0.
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Seria 5 (na wtorek 21 X).

Uwaga 1. Poniewaz nadal nie mamy ,gradera”, a ostatni temat (badanie obrazow
i przeciwobrazow zbiorow przy przeksztalceniach ptaszczyzny, zadanych analitycznie)
wydaje si¢ sprawia¢ pewne ktopoty, wiec termin oddania drugiej serii zadan pisemnych
odktadam do pigtku 24 X.

1. +a) Niech f(2) = (14+/30)((1+i)(32+1)2+5)> — 1. Znalez¢ funkcie fi, ..., fn ta-
kie, ze f = f,o fr_10...0 f11dla kazdego k < n, fi jest przesunieciem, obrotem wokot
0, jednoktadnoscia o srodku w 0 lub podnoszeniem do pewnej potegi (czyli jest postaci
z +— 27, dla pewnego j € N). Kazda funkcje f; zada¢ jawnym wzorem i napisaé, z
ktorym z powyzszych rodzajow funkeji mamy w jej przypadku do czynienia. W przy-
padku obrotéw, jednoktadnosci lub przesunieé¢ podaé¢ kat obrotu, skale jednoktadnosci
i wektor przesuniecia, odpowiednio.

b) To samo, gdy f(z) = 22 + 2z + 2.

2. + Przedstawi¢ symetrie wzgledem osi urojonej jako ztozenie obrotow wokot zera i
sprzczenia.

3. + Naszkicowac zbior D := {z € C : Re(—iz3 + i) > 0} i ustali¢, dla jakich liczb
naturalnych & < 8 zachodzi (—1 +4)* € D.

4. + Rozwigza¢ réwnanie 162122 = i|z|>. (Wskazowka: uzy¢ przedstawienia z =
r(cosa + isin ), gdzie r i « s3 niewiadome.)

Seria 4 (na piatek, 17 X), a pisemne —na wtorek 21 X).

1. Prosze przyswoié sobie tres¢ wyktadu 2, zaznajomié¢ sie z zdaniami ze skryptu
|TK] na stronach 10, 14 i 15 i z ponizszymi zadaniami pisemnymi, oraz przygotowac
ewentualne pytania.

2. Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste x i y takie, by (2 + )z + (1 4+ 2i)y = 1 — 4i.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone, ktore sa sprzezone do a)-+ swego kwadratu,
b) swego szescianu.

4. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona i twierdzenia de Moivre’a, wyrazi¢
sin(4«) poprzez sin «v i cos a.

Zadania pisemne, seria druga (na wtorek 21 X). (Zadania prosze numerowac jak ni-
7ej. P5, PG itd.)

P 5. Zadanie 1 str. 10 w [TK], czesci a) i b).

P 6. Narysowa¢ na plaszczyznie: a) zbior {z € C : arg(iz®) = 0}, b) zbior
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{2 € C:Im(2?) > Re(2?)}.

P 7. Niech D := {z € C: 0 < —Re(z) < Im(2)} i niech funkcje f,g : C — C
zadane beda wzorami

f(2):=(14iV3)22+3, g(2):=(z—4i)’
Narysowaé zbiory f(D) i g~1(D).

Seria 3 (na wtorek, 14 X).

1. Dla x € R? i macierzy A,B € Mo, prosze r6wnos¢ La(Lp(x)) = Lap(x)
sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. (Ogolniejszy taki rachunek przeprowadzono w
dowodzie stwierdzenia 1 po serii 2.)

3 5 1 2
AX = B. (Wskazowka: ponizsza obserwacja.)

2. Przy A = <1 2) i B = <_1 0) znalez¢ macierz X € My taka, ze

Obserwacja. Niech dane beda macierze kwadratowe A, B € M. Chcemy znalezé
macierz X € My taka, ze AX = B. Niech x1, ..., x; beda kolejnymi kolumnami tej
szukanej macierzy, a by, ..., by — kolejnymi kolumnami macierzy B. Z definicji iloczynu
macierzy, pierwsza kolumna macierzy AX jest rowna Axq; jesli wieec AX = B, to
Ax; = b;. Rozwazajac dalsze kolumny stwierdzamy, ze spetnione sg réwnosci

AX1 = bl, AXQ = bQ, ceey AXk = bk (1)

Rowniez odwrotnie: gdy réwnosci te zachodza, to macierz X o kolumnach xq, ..., x
ma zadang wtasnos¢ AX = B.

Kazde rownanie w (1) mozemy rozwiazywaé¢ metoda eliminacji Gaussa, i w ten
sposob znalezé (jesli istnieje) macierz X. Macierz wspolezynnikow lewych stron tych
rownarn jest jednak wspolna (rowna A). Zmiast wiec rozwigzywaé pierwsze rownanie
Ax; = by, wypisujac macierz (A|by) i operacjami wierszowymi przeprowadzajac ja w
(A’ by), gdzie A} jest macierza schodkowa, po czym powtarza¢ to z macierza (A|bs)
i dalszymi, mozna do A dopisa¢ wszystkie kolumny by, ..., by (czyli cata macierz B),
i otrzymana macierz (A|B) operacjami wierszowymi przeprowadzi¢ w (A’|B’), gdzie
macierz A’ jest schodkowa. Wyjsciowe rownanie AX = B bedzie mialo te same
rozwigzania, co rownanie A’X = B/'.

Jegli uda sie tu otrzymaé¢ A’ = Ij, macierz diagonalna majaca tylko jedynki na
przekatnej, to koricowe rownanie A’X = B’ rozwigzuje sie bardzo prosto: jedynym
jego rozwigzaniem jest X = B’ (bo I}, X = X).

Seria 2 (na pigtek, 10 X, a pisemne —na wtorek 14 X).
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1. Prosze przyswoié sobie tres¢ wyktadu 1, a takze wiadomosci z éwiczen. (Ponizej
zadan daje alternatywne wyprowadzenie zasadniczego wzoru z ¢wiczen.) Prosze za-
znajomic sie tez z zadaniami pisemnymi (termin ich oddania to wtorek) i zadaniami
ze str. 8 skryptu [TK1]| i przygotowaé ewentualne pytania.

2. + Udowodni¢, ze gdy kazde z mnozenn po jednej ze stron rownosci (AB)C =
A (BQ) jest wykonalne, to po drugiej stronie —tez, a rownos¢ rzeczywiscie ma miejsce.
(Tu, A,B,C to macierze o wyrazach rzeczywistych. Mnozenia sa wykonalne, gdy
rozmiary macierzy sa odpowiednio zgodne.)

Clclccicccc@@@@EEeelaleleele

Stwierdzenie 1. Ztozenie Ko Ky przeksztatcer liniowych Ko : RF — R! i K : Rl —
R™ jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni R¥ w R™. Ponadto, gdy Ki = La i
Ky = Lp, gdzie A € My,; 1 B € My, to Ki0 Ky = L, gdzie C = AB € M, ;.
Rownowaznie: dla takich macierzy A, B okreslony jest iloczyn AB 1 zachodzi rownosc
LA O LB == LAB-

Dowdd. (Ciagi zaznaczam ,ttustymi” literami, w miejsce uzycia strzateczek, jak na éwi-
czeniach.) Niech v = (vj)f_; € RF iy := (K 0 Ky)(v), W := Ky(v). Z definicji, y =
Ki(w)iw = (8 bgv)ey € RL Stad g = 30 aws = S0 ais(35_ byvy)
dlai=1,...,m. ,Otwierajac nawiasy” i zmieniajac kolejnos¢ sumowania stwierdzamy,
7e U = 22:1 cijvj, gdzie ¢;j = lezl aishs; (i = 1,...,m). Wobec dowolnosci ciagu
v € R* dowodzi to, ze K| o Ky = L, przy C = AB.
Qo

Zadania pisemnie, seria pierwsza (na wtorek 14 X).

P 1. Rozwiaza¢ nastepujace rownania/uktady rownan:

a) x+ 2y + 3z +4t =11
20+ 3y +4z+t =12
dx +4y+ 242t =13
dr+y+22+3t=14
Zapisaé tez ten uktad w postaci macierzowej Ax = b.
b) z(1,1,2) + y(—3,—1,1) + 2(2,1,-3) = (1,2, =5). (Dodawanie ciagéw jest ,po
wspOtrzednych”, a mnozymy je przez liczbe mnozac przez nig ich kolejne wspotrzedne.)
P 2. Znalez¢ wielomian f(z) = p + qz + r2? + sa® + tz* jedli wiadomo, Ze ma
on wspotezynniki rzeczywiste i spelnia warunki f(—2) = 10, f(1) = 4, f(-3) =
P 3. W zaleznosci od wartosci parametrow a, b wyznaczy¢ liczbe rozwigzan uktadu:

3r—2y+z2=1>
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50 — 8y +9z =3
20 +y+az=—1.

P 4. Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne uktadu rownan:

1221 4+ 929 + 323 + 1024 = 13
4$1+3ZC2—|—$3+2$4:3
8xr1 + 629 + 2203+ by = 7.

Seria 1 (na wtorek, 7 X).
Zbior wszystkich [ X k—macierzy o wyrazach rzeczywistych oznaczam nizej krotko
M (zamiast M, ,(R)); pisze tez My, zamiast My, .

1. Niech D € M, bedzie macierza diagonalng, ktorej wyrazy stojace na przekatne;j
sg parami rozne.
a)-+ Znalez¢ wszystkie macierze A € My, takie, ze AD = DA.
b) Dowiesé, ze kazda k x k—macierz, ktorej glowna przekatna jest zerowa, jest postaci
BD — DB dla pewnej macierzy B € Mj.

2. W My, daé¢ wszystkie rozwigzania kazdego z réwnani a) X2 = 0y, b) X2 = L.
(Przez 1), oznaczam k x k—macierz, majaca na przekatnej jedynki, a poza nia zera, zas
przez 0j — macierz majaca wszystkie wyrazy rowne 0.)

3. + Dla kazdej macierzy kwadratowej X, oznaczmy przez tr(X) sume wyrazow jej
przekatnej. Dowies¢, ze dla A € M;; 1 B € My, zachodzi réwnosé tr(AB) =
tr(BA). (W razie kltopotow, rozpatrze¢ wpierw przypadek matych wartosci ki [.)
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