
GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 21.01.2011

Rozwia�zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na każdej kartce prosze� podać: imie�, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdaja�cej,

nazwisko prowadza�cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja�ca ucze�szcza, numer rozwia�zywanego

zadania i litere� tematu.

1. Niech Vt i W be�da� podprzestrzeniami przestrzeni liniowej R4
takimi, że

Vt = lin((1, 2, 2, 1), (1, 1,−1, t)), W :

�
x1 − x2 = 0

x3 − x4 = 0
.

(a) Znaleźć dim(Vt + W ) i dim(Vt ∩W ) w zależności od wartości parametru t ∈ R.

(b) Niech ϕ:R4 −→ R4
be�dzie symetria� wzgle�dem V1 wzd�luż W . Obliczyć ϕ((1, 1, 2, 0)).

2. Dane sa� bazy A: (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 2,−1), B: (1, 1, 1), (0, 2, 1), (0,−1, 0) przestrzeni liniowej R3
.

(a) Funkcjona�l liniowy f ∈ (R3
)∗ ma wspó�lrze�dne −1, 2, 1 w bazie dualnej do B.

Znaleźć wzór na f . Znaleźć wspó�lrze�dne f w bazie dualnej do A.

(b) Niech ϕ:R3 −→ R3
be�dzie przekszta�lceniem liniowym takim, że

M(ϕ)
B
A =




2 1 1

1 2 −1

5 4 1



 .

Dla jakich wartości parametru r ∈ R funkcjona�l g(x1, x2, x3) = rx1 + x2 − x3 ∈ (R3
)∗ należy

do ja�dra przekszta�lcenia sprzeżonego ϕ∗?

3. Dane sa� macierze At =





−1 −1 2 0

0 1 0 0

t 1 2 0

0 0 0 −1



 , B =





1 1 0 0

1 2 0 0

−3 2 −1 2

−4 2 1 2



 , Ct =




1 1 1

1 2 0

0 1 t



 .

(a) Obliczyć det B. Obliczyć det(A5
t B

−7) w zależności od parametru t ∈ R.

(b) Niech ϕ:R3 −→ R3
be�dzie przekszta�lceniem liniowym zadanym warunkiem M(ϕ)St

St = Ct. Dla

jakich wartości parametru t ∈ R przekszta�lcenie ϕ jest izomorfizmem? Dla każdego takiego t
znaleźć macierz w bazie standardowej przekszta�lcenia ϕ−1.

4. Niech ϕ : V →W be�dzie przekszta�lceniem liniowym.

(a) Wykazać, źe ker (ϕ) jest podprzestrzenia� przestrzeni V oraz wykazać, źe im (ϕ) jest pod-

przestrzenia� przestrzeni W .

(b) Wykazać, że dim V = dim ker (ϕ) + dim im (ϕ).

5. (a) Niech A1, A2 ∈Mm×n(K). Wykazać, że:

(A2 może być otrzymana z A1 cia�giem operacji elementarnych na wierszach) ⇐⇒ (istnieje

macierz odwracalna C ∈Mm×m(K) taka, że A1 = CA2).

(b) Niech B,B1, B2 ∈Mm×n(K). Za�lóżmy że dla i = 1, 2 macierz Bi jest schodkowa zredukowana i

może być otrzymana z B cia�giem operacji elementarnych na wierszach. Wykazać, że B1 = B2.



GAL, Kolokwium 2 TEMAT B 21.01.2011

Rozwia�zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na każdej kartce prosze� podać: imie�, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdaja�cej,

nazwisko prowadza�cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja�ca ucze�szcza, numer rozwia�zywanego

zadania i litere� tematu.

1. Niech Vt i W be�da� podprzestrzeniami przestrzeni liniowej R4
takimi, że

Vt = lin((2, 1, 1, 1), (−1, 1, 1, t)), W :

�
x1 − x3 = 0

x2 − x4 = 0
.

(a) Znaleźć dim(Vt + W ) i dim(Vt ∩W ) w zależności od wartości parametru t ∈ R.

(b) Niech ϕ:R4 −→ R4
be�dzie symetria� wzgle�dem V−1 wzd�luż W . Obliczyć ϕ((2, 1, 0, 1)).

2. Dane sa� bazy A: (1, 0, 1), (0, 1,−1), (−1, 2,−1), B: (1, 1, 1), (0,−1, 1), (0,−1, 0) przestrzeni liniowej

R3
.

(a) Funkcjona�l liniowy f ∈ (R3
)∗ ma wspó�lrze�dne 2, 1, 1 w bazie dualnej do B. Znaleźć wzór na f ,

oraz znaleźć wspó�lrze�dne f w bazie dualnej do A.

(b) Niech ϕ:R3 −→ R3
be�dzie przekszta�lceniem liniowym takim, że

M(ϕ)
B
A =




2 1 1

−1 −2 1

2 4 −2



 .

Dla jakich wartości parametru r ∈ R funkcjona�l g(x1, x2, x3) = rx1 − x2 + x3 ∈ (R3
)∗ należy

do ja�dra przekszta�lcenia sprzeżonego ϕ∗?

3. Dane sa� macierze At =





−1 0 0 0

0 1 1 2

0 0 1 0

0 t −1 4



 , B =





1 −1 0 0

1 1 0 0

−1 3 −1 1

3 −1 1 1



 , Ct =




1 1 −1

1 2 0

0 1 t



 .

(a) Obliczyć det B. Obliczyć det(A5
t B

−7) w zależności od parametru t ∈ R.

(b) Niech ϕ:R3 −→ R3
be�dzie przekszta�lceniem liniowym zadanym warunkiem M(ϕ)St

St = Ct. Dla

jakich wartości parametru t ∈ R przekszta�lcenie ϕ jest izomorfizmem? Dla każdego takiego t
znaleźć macierz w bazie standardowej przekszta�lcenia ϕ−1.

4. Niech ϕ : V →W be�dzie przekszta�lceniem liniowym.

(a) Wykazać, źe ker (ϕ) jest podprzestrzenia� przestrzeni V oraz wykazać, źe im (ϕ) jest pod-

przestrzenia� przestrzeni W .

(b) Wykazać, że dim V = dim ker (ϕ) + dim im (ϕ).

5. (a) Niech A1, A2 ∈Mm×n(K). Wykazać, że:

(A2 może być otrzymana z A1 cia�giem operacji elementarnych na wierszach) ⇐⇒ (istnieje

macierz odwracalna C ∈Mm×m(K) taka, że A1 = CA2).

(b) Niech B,B1, B2 ∈Mm×n(K). Za�lóżmy że dla i = 1, 2 macierz Bi jest schodkowa zredukowana i

może być otrzymana z B cia�giem operacji elementarnych na wierszach. Wykazać, że B1 = B2.


