GAL II, wiosna 2014
Zadania domowe, grupa 14 (wtorkowo—piatkowa, prowadzacy H. Toruriczyk).

Na ¢éwiczeniach 6 VI bytem pod btednym wrazeniem, ze nie sa one ostatnie i do
czesci b) 1 ¢) zadania 2 z serii 21 jeszcze wrocimy. Daje wiec wskazowke dotyczaca
odpowiedniego fragmentu czesci ¢): zauwazy¢, ze gdy E jest podprzestrzenia wymiaru
>k—t,to ENW #£ {0} dla W :=lin(bys,1, ..., bsyy).

Warto tez zauwazy¢, ze zalozenia s < ¢t mozna sie pozby¢, zmieniajac w razie
potrzeby znak formy f (co powoduje zamiane s z t rowniez w odpowiedzi).

Krotka informacja dotyczaca srodkow kwadryk. Gdy kwadryka X jest zbiorem zer
funkcji kwadratowej f : A — [F, ktorej to funkcji odpowiada w ukladzie bazowym
A = (po, V) wielomian P, to ;mapa”, przyporzadkowujaca kazdemu punktowi p € A
jego ciag wspotrzedych w uktadzie A, przeprowadza kazdy srodek symetrii zbioru X na
érodek symetrii zbioru Y := P~1(0). Srodki symetrii za$ zbioru Y mozna wyznaczy¢,
rozwigzujac uktad rownan liniowych, powstaly przez przyréownanie do zera wartosci

wszystkich pochodnych czastkowych wielomianu P. (Patrz wyktad 26, tw.10, str. 60.)
Mozna jednak, zamiast narazac¢ si¢ na omytki przy uktadaniu i rozwiazywaniu tego
uktadu, dobraé¢ uktad bazowy A tak, by wielomian P byt jednej z dwoch postaci:
S x4z, gdzie r < m, lub Yi_ qr? 4+, gdzie r < nic,...,c # 0. Jedl
rownanie jest pierwszego typu, to Y nie ma $rodkow (i przez to X tez ich nie ma),
a jesli drugiego, to punkt [y1,...,y,] jest srodkiem dla Y wtedy i tylko wtedy, gdy
y1 = ... =y, = 0. (Rownowaznie: w tak obranym uktadzie bazowym A, zbior
srodkow zbioru X jest w drugim przypadku opisany rownaniami y; = ... =y, = 0.)

Seria 23 (na piatek 6 VI).

Podsumowanie dyskusji z ¢wiczeri. Niech funkcji f : A — F odpowiada w uktadzie
(qo, (W;)_1) niezerowy wielomian, proporcjonalny do Q). Mozemy wtedy wyciagnac
nastepujace wnioski odnosnie zbioru f~1(0) miejsc zerowych funkcji f:

a) W ukladzie (qo, (w;)!";), zbior ten jest opisany rownaniem Q(y) = 0 (tzn.
flao+ 37 yiwi) = 0 Q(y1, ..., yn) = 0).

b) Oznacza to, ze przeksztalcenie F', przyporzadkowujace kazdemu punktowi p jego
ciag wspotrzednych y w uktadzie (qo, (w;)™ ), przeprowadza f~1(0) na Q1(0). (Prze-
ksztalcenie, o ktorym mowa, jest zdefiniowane wzorem F'(qo + >, viwi) = (Y1, ..., Yn);
jest ono izomorfizmem rozwazanej przestrzeni afinicznej A na przestrzen F".)

Uwaga: na ogol, Q i (qo, (W;);) otrzymuje si¢ przez wziecie wpierw wielomianu P,
odpowiadajacego f w przypadkowym uktadzie bazowym (pg, (vi)I,), a nastepnie prze-
prowadzenie P odpowiednim podstawieniem x = Cy + v w wielomian proporcjonalny
do ,prostego” wielomianu ). Uktad (qo, (W;) ;) jest wtedy zadany jak opisano na
nastepnej stronie: w; = Cv;, zas qg jest punktem, ktoérego ciagiem wspotrzednych w
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wyjsciowym uktadzie (pg, (v;)i,) jest v. W przypadku rozwazanym na ¢wiczeniach,
gdy A=TF" py=01v,; =e;, wyliczenie uktadu (qo, (w;)"_,) jest szczegdlnie proste
—otrzymujemy bowiem gy = v, a w; = Ce; jest j-ta kolumng macierzy C.

1. Sprawdzi¢ umiejetnosé rozwiazania zadania 3 na str. 80 w [Kozn|.
2. To samo z zadaniem 4 na str. 81,

3. To samo z zadaniem 1 na str. 86. (Prosze korzysta¢ z tabeli rownan krzywch
stozkowych, zamieszczonej w Wyktadzie 25 na str. 58.)

4. Wywieszam trzy zestawy zadan egzaminacyjnych z ubieglych lat — by¢ moze beda
Panstwo mieli pytania z nimi zwigzane.

Prosze pamietac¢ tez o nierozwiazanych zadaniach zaleglych, przede wszystkim o
zadaniu 2 z serii 21! (Rozwiazanie czesci d) wymaga pomystu z dowodu twierdzenia o
bezwtadnosci — prosze przemysleé¢ ten dowod.)

Seria 22 (na wtorek 3 VI).

Przypomnienie. Pojecie funkcji wielomianowej stopnia n < 2 przenosi sie na przy-
padek, gdy jest ona okreslona na przestrzeni afinicznej: wtedy w uktadzie bazowym
A = (po; (vi)k_)) funkcji f odpowiada wielomian P taki, ze f(py + Zle Civi) =
P(cyy..ycx) dla ¢, ..., ¢ € F. (I odwrotnie, gdy te zaleznosci zachodza, to wielomia-
nowi P odpowiada w uktadzie A funkcja f, ktora dr. Strojnowski oznacza przez Pjy.)

Nie mozna jednak mowic¢ o formie (liniowej czy kwadratowej) na przestrzeni afinicz-

nej, bo to, czy P jest taka forma, zalezy nie tylko od f, lecz i od uktadu bazowego A.

Odnotujmy, ze gdy funkcji f odpowiada w uktadzie bazowym A = (po, (vi)E )
wielomian P, to w uktadzie B = (qo, (W;)%_;) odpowiada jej wielomian Q, otrzymany
z P przez podstawienie niewiadomych (zmiennych) x = Cy+ v, zwiazane z przejsciem
od wspohrzednych wzgledem uktadu A = (p, V) do wspohrzednych wzgledem uktadu
B = (q,W) ~tzn. C = M(I)}), i v jest ciagiem wspolrzednych wektora pogy w bazie
V. Dla kazdego bowiem punktu p maja bowiem zachodzi¢ zaleznosci P(x) = f(p) =
Q(y), gdzie x i y to ciagi wspotrzednych punktu p w uktadach A i B, odpowiednio, a
te pozostaja w opisanej zaleznosci x = Cy + v; patrz nizej.

1. Uzasadni¢ prawdziwosé¢ ostatniego zdania, tzn. to, ze jesli p = po + >, ziv; =
Qo + > yiw;, to zachodzi powyzsza zaleznosé miedzy x = (z;)%_, iy = (y;)F,.

Prosze pamietac tez o nierozwiagzanych zadaniach zalegtych!

Zadania pisemne (porcja 14, na srode, 4 VI, godz. 14.15.)

35P Przy oznaczeniach zadania 34P,
a) Znalez¢ baze diagonalizujaca dla formy det : My — R.
b) Znalez¢ baze diagonalizujaca dla formy detyy, : Vo — R.
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¢) Znalez¢ baze diagonalizujacy dla formy g, : Vo — R, gdzie ¢(A) = tr(A?);
wyznaczy¢ tez rzad i indeksy bezwladnosci tej formy.

36P We wspotrzednych x1, ..., x; wzgledem standardowego uktadu bazowego (0; e, ...

funkcja f jest zadana ponizszym wzorem. Wyrazi¢ ja we wspotrzednych vy, ..., yi
wzgledem uktadu (qo; wy, ..., W), jesli (por. zadanie 6.4.19 a),b) w [Kostr] i 2, str. 71
w [Kozn)):
a) f(xy,....,xp) = Zf:_ll TiTig1 = 22?2133“ g =11,...,1] iw;, =¢; dlai=1,... k.
b) f(z1, k) = D gcicjap Tivit2m+1, o =[0,1,..,1]iw; =e;dlai =1,.... k
c) k=3, f(x) = a} + 20313 — 42323 — 7, q0 = [2,1,3],w; = (1,1,0),wy =
(0,3,1), w3 = (0,1,0).

37P (na bazie zadania z kolokwium). Niech (V (-, -)y) bedzie przestrzenia liniowa,
euklidesowa, zas ¥V i W beda jej bazami.

a) Przy zalozeniu ortonormalnosci obu baz V i W udowodnié, ze operator liniowy
L :V — V jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M (L)EV jest ortogonalna.

b) Przy zalozeniu ortonormalnosci bazy V udowodnié, ze baza W jest tez taka
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz zmiany baz M (I)},, jest ortogonalna.

Seria 21 (na wtorek 27 V).

Przypomnienie. Zaktadam, ze znane jest z wyktadu pojecie wielomianu stopnia < 2,

w tym formy liniowej czy kwadratowej (wszystko kilku zmiennych, o wspotezynnikach
w danym ciele). Funkcja f na przestrzeni wektorowej V', o wartosciach w ciele skalarow
[F przestrzeni V', nazywana jest wielomianowa stopnia < n, jesli istnieje taki wielomian
P € Flxy, ..., x]n, gdzie k = dim V', oraz baza B = (by,...,bg) przestrzeni V, ze
fleiby + ... + ¢xby) = P(cy, ... cx) dla ¢q, ..., ¢ € F. Mowimy wtedy, ze w bazie
B wielomian P odpowiada funkcji f, i odwrotnie (funkcja odpowiada wielomianowi).
Mozna zaleznosé miedzy f i P zapisac tak: f(v) = P([v]g) dlav € V, gdzie przez [v|p
oznaczytem ciag wspohrzednych wektora v w bazie B. (Jest to taki ciag (cy, ..., ),
ze v.=> .c¢b;).) Gdy 1y + 1y # O, to funkcji wielomianowej f moze odpowiadac
w danej bazie B tylko jeden wielomian stopnia < 2. Gdy wielomian ten jest forma
(liniowa wgl. kwadratowa), to i o f moéwimy, ze jest taka forma. Formy liniowe
nazywamy tez jednorodnymi funkcjami liniowymi, a kwadratowe — 2-jednorodnymi
funkcjami kwadratowymi. Definicje te sa poprawne, tzn. nie zaleza od bazy B (cho¢
wielomian P od zalezy od bazy).

Gdy f jest forma kwadratowa, to wielomian P mozna zapisa¢ w postaci Zf j=1 QijTiTy,

dbajac przy tym o to, by macierz A = (a;;) byta symetryczna. Macierz t¢ nazywamy
macierzg formy f w bazie B (jest ona jedyna). Dla v € V mamy wiec f(v) = c'Ac,
gdzie ¢ = [v]g to ciag wspohrzednych wektora v w bazie B, zapisany jako kolumna.
Rzedem formy f i jej indeksami bezwtadnosci nazywamy rzad i indeksy bezwtadnosci
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macierzy A. (Nie zmienig sie one, gdy zmienimy baze, cho¢ zmieni sie macierz A.)

Nizej zaktadamy, ze 1gp + 1p # 0.

1. Niech g : V' — F bedzie forma kwadratowsa i przyjmijmy h(v, w) := i(q(v +w)—
q(v—w)) dlav,w e V. (Uzyty wzor jest motywowany zadaniem 2 w seriii 14.)
a) Udowodni¢, ze h jest dwuliniows funkcja symetryczna i h(v,v) = ¢(v) dla
velVl.
b) Udowodni¢, ze macierz formy ¢ w bazie B jest macierza Grama G(h, B) funkcji

h i bazy B. (Wskazowka: oznacza to, ze ), cicih(bi, bj) = q(3_; ¢;ibi).)

Uwaga 1. Tak wiec forma kwadratowa ¢ : V' — T jest wzorem ¢(v) = h(v,v), v €
V', wyznaczona przez (doktadnie jedna) symetryczng funkcje dwuliniowa h: V x V —
F. Ponadto, z zadania wynika, ze gdy A i A’ sg macierzami tej samej formy ¢ w bazach
Bi B, odpowiednio, to A’ = C'AC, gdzie C := M (Id)% (bo tak zmienia si¢ macierz
Grama funkeji dwuliniowej h, patrz Wyktad 12, twierdzenie 12.1). A ze A = C'DC dla
pewnej macierzy nieosobliwej C i diagonalnej D, wiec macierz formy ¢ jest diagonalna
w bazie B’ zdefiniowanej tak, by M (Id)5 = C. Zauwazmy, ze q(v) = ., dyx?, gdzie
x1, ..., T} to wspolrzedne wektora v w tej diagonalizujacej bazie B'. Gdy F = R, to
mozna uzyskaé¢, by d;; € {0,1, —1} Vi.

2. Niech F = R i macierz formy ¢ w bazie B = (b;)¥_, bedzie diagonalna, majaca na
przekatnej s jedynek, ¢ minus jedynek i £ — s — ¢ zer. Dowies¢, ze:
a) Istnieje s—wymiarowa (odp. t—wymiarowa) podprzestrzen przestrzeni V', na kto-
rej q jest dodatnio (odp. ujemnie) okreslona; jest nig lin(by, ..., bs) (odp. lin(bsy1, ..., bsit)).
b) Gdy s < t, to istnieje k — t-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni V', na ktore;
q jest zerowa; jest nig lin(by + bgyq, ..., bs + bos, bsiti1, ..., by).
¢)* Nie istnieja podprzestrzenie wyzszego wymiaru o wymienionych wtasnosciach.

3. Niech P € F[xy, ..., x;). Udowodni¢, ze P jest forma liniowa wtedy i tylko wtedy,
gdy P(tv) =tP(v) dla z € F¥ it € F (jednorodnoé¢). Natomiast P jest forma kwa-
dratowa wtedy i tylko wtedy, gdy P(tv) = t?P(v) dlaz € FFit € F (2-jednorodnosé).

Zadania pisemne (porcja 13, na srode, 29 V, godz. 14.15.)
33P Zadanie 3, str. 71, w skrypcie [Ko|.

34P (15p.) Na przestrzeni V wszystkich 2 x 2-macierzy rzeczywistych okreslamy
funkcje det : V' — R, przyporzadkowujaca kazdej macierzy A € V jej wyznacznik.

a) Zbadaé, czy funkcji tej w bazie € = (E11, E19, Eo1, Eg) odpowiada wielomian, a
jesli tak, to jaki. Na tej podstawie wyjasni¢, czy det jest forma kwadratows i jaka jest
jej macierz w bazie £. (Tu, E;; to macierz, ktérej ¢j—tym wyrazem jest 1, a pozostate
wyrazy sa zerami.)

b) Dla det : V' — R znalez¢ rzad i indeksy bezwtadnosci.
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c) Znalez¢ rzad i indeksy bezwladnosci funkeji detyy,, gdzie Vy := {A € V : A =
A}

Seria 20 (na wtorek 20 V).
Jeszcze o zadaniu 28P. Byé moze taki schemat przedstawienia rozwiazania be-

dzie bardziej zgodny z wczesniejsza dyskusja. Przypusémy, ze szukamy izometrii
f: E3 — B3, przeprowadzajacej prosta £ na ¢, a punkt p € ¢ na punkt p’. Gdy przez
q oznaczy¢ rzut ortogonalny punktu p na prosta ¢, a przez ¢’ rzut ortogonalny p’ na ¢,
to jak zauwazylismy, musi zachodzi¢ f(q) = ¢' i wobec tego d(p,q) = d(p',¢'). Niech
wice d(p,q) = d(p',¢") (w zadaniu 28P warunek ten nie byt spelniony), i oznaczmy
te wspolna odleglosé przez d. Odnotujmy, ze pochodna L = D f szukanej izometrii
f musi spelnia¢ warunek Lv = v/, gdzie v := ¢ —p i Vv’ := ¢ — p/. Wybierzmy tez
wektor kierunkowy w prostej £, dlugosci 1, i takiz wektor w’ dla prostej ¢. Skoro
f(l) =70, to Lw = +tw' (bo Lw musi byé wektorem kierunkowym dla ¢, i to rownej
mu dhugosci). Uzupelnijmy tez uklad (3v, w) do ortonormalne; bazy B (3v,w,h)
przestrzeni £, i tak samo utworzmy baze ortonormalna B = (v h'). (Czyn-
nik = ma na celu unormowanie wektorow.) Poniewaz Lv = v/ i LW +w' to
Lh = +h' (bo L przeprowadza uktad ortonormalny B na uktad ortonormalny) Tak
wiec M(L)§ = diag(1,¢,0), gdzie e = £1i 6 = +1. By Wyznaczyc M(L)% (gdy
E? = R3) wykorzystujemy to, ze macierze przejscia M (Id)§ i M(Id)g, wypisaé jest
tatwo (dlaczego?), a macierze M (Id)3 i M(1d)3 otrzymujemy przez transponowanie
poprzednich (bo X! = X! dla macierzy ortogonalnych X). W ten sposéb wyzna-
czymy macierz M (L)% przy czym zalezy ona od wyboru ¢ = +1 1 ¢ = +1: kazdemu
z 4 wyboréw odpowiada macierz ortogonalna, ktora oznaczymy A. ;5 , oraz przeksztal-
cenie ortogonalne L. 5, zadane wzorem L. 5(Xx) = A.sx (mnozenia tej macierzy przez
kolumne zmiennych). Kazdej zas izometrii liniowej L. s odpowiada izometria afiniczna
fes, zadana wzorem f.5(p+x) = p' + L. 5(x).

Otrzymane 4 izometrie f. 5 sa rézne, bo ich pochodne L. s réznie dzialaja na ktorys
z wektorow w, h. Twierdzimy, ze kazda z nich spetnia zadane warunki. Istotnie, z
konicowego wzoru wynika przy x = 0, ze f.5(p) = p, a przy x = v —ze f.5(q) = ¢
Wreszcie, rownosci f-5(q) = ¢’ 1 L. s(w) = £w' implikuja, ze f.5(q +tw) = ¢ £ tw,
wiece f. s przeprowadza prosta ¢ = g + Rw na prosta ¢/ = ¢’ + Rw’.
1. Niechp =[0,0,0], p' =10,0,¢] i £=[0,1,0]+R(1,0,0), ¢ = af{[1,1,1],[2,2,2]}.
Zbadaé, dla jakich liczb ¢ € R istnieje izometria spetniajaca opisane wyzej warunki, i
dla ktorejs z tych liczb ¢ znalez¢é wzory na kazda z 4 izometrii f ;.

2. + W przestrzeni euklidesowej E* dane sa podprzestrzenie V; i W, i = 0, ..., 4,
takie, ze V; C Vip1 i W; € Wiy dla kazdego i. Ile istnieje izometrii f : B4 — E*
takich, ze f(V;) =W, dlai=0,...,47



3. W przestrzeni euklidesowej E™ dane sg proste £ i ¢/. W zaleznosci od kata miedzy
ich wektorami kierunkowymi zbadac¢, ile istnieje izometrii przeprowadzajacych £ U ¢/
na £ U/, jesli

a) n = 2 i proste te sa nieréwnolegle,
b) n = 3 i proste te sa skosne.

4. + Niech f : E3 — E3 bedzie obrotem (wokot prostej). Udowodni¢, ze tr(Df) =

1 + 2 cos «, gdzie « to kat obrotu f (za$ tr to slad operatora).

Seria 19 (na piatek 16 V).
Przypominam, ze 16 V odbeda sie tez zalegte zajecia (o 16tej).

1. Zadanie 6.3.24 b) i dowolna cze$¢ zadania 6.3.25 w zbiorze ,Zadania z Algebry”
pod redakcja A.I. Kostrykina (numeracja wg wydania z 1995r.).

2. a) Ile jest izometrii przestrzeni (R3, (-, -)) takich, ze f(2,0,0) = (1,—1,—1) oraz
Df(v) = v dla kazdego v € af((1,2,1),(1,2,0))? Dla kazdej takiej izometrii, obliczy¢
f(8,2,1).

b) Dla jakich s € R przeksztalcenie f : R*? — R? dane wzorem f(xq,13) =
(w1 + 219, —x1 +529), jest izometrig przestrzeni (R?, (-, -)), gdzie ((x1, z2), (y1,,42)) :=
T1Y1 + 2%2Y2 + T1Y2 + Toyr?

Zadanie to i 32P sa z jednego z wczesniejszych kolokwiow. Wywieszam dwa takie
kolokwia.

Zadania pisemne (porcja 12, na wtorek, 20 V, godz. 12.15.)
30P Zadanie 3, str. 30, w skrypcie [Ko].
31P Zadanie 6, str. 31, w skrypcie [Ko].

32P W przestrzeni R3, (-, -} dane sa punkty py = (0,1,1), p1 = (1,1,2), ps =
(2,2,1). Na krzywej {(r?> — 5,7,2r%) : r € R} znalez¢ punkt ¢, dla ktérego objetosé
czworoscianu rozpietego na pg, p1, P2, ¢ jest najmniejsza. Obliczy¢ tez te najmniejsza
objetosc.

Seria 18 (na wtorek 13 V).

Dr. Strojnowski zapowiedzial, ze kolokwium odbedzie sie 23 V i obejmie co naste-
puje:

Wtasnosci iloczynow skalarnych; przestrzenie euklidesowe liniowe i afiniczne; izome-
trie liniowe i afiniczne; przeksztatcenia samosprzezone; objetosé k-wymiarowa; iloczyny
wektorowe.

Przypomnienie niektorych partii materiatu.
Przez E™ oznaczam przestrzen euklidesowa wymiaru n. Gdzie wygodnie, mozna o
niej mysleé¢ jako o przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
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Przez A, oznaczam macierz o pierwszej kolumnie (cos a, sin «v), a drugiej (— sin «, cos «).
Przypominam, ze jesli L : E? — E? jest przekszalceniem, ktorego macierz w pewnej
ortonormalnej bazie B plaszczyzny E? jest rowna A, to jest tak w kazdej bazie, ktora
tez ma te wilasnosci i jest zorientowana zgodnie z B. Przeksztatcenie L jest wtedy
izometrig liniows plaszezyzny E?; jesli E? zorientujemy zgodnie z bazg B to powiemy,
ze obrot jest o kat a. Macierz postaci A, (a € R) nazywam macierza obrotu.

Jedli przeksztalcenie liniowe L : E? — E? ma w pewnej ortonormalnej bazie
B = (by, bs, b3) macierz rowna diag(A,, 1), to L nazywamy obrotem liniowym wokot
osi Rbs, zgodnym z orientacjg plaszezyzny by = lin(by, by), wyznaczona przez baze
(b1, bs) tej plaszczyzny.

Twierdzenie 17.6 z wyktadu orzeka dla n = 2, ze dla kazdej liniowej izometrii
L : E? — E? istnieje taka ortonormalna baza B plaszczyzny E?, ze M(L)E jest
macierza obrotu lub macierza diag(1, —1). Natomiast dla n = 3 twierdzenie to mowi,
ze dla kazdej liniowej izometrii L : E3 — E3 istnieje taka ortonormalna baza B
przestrzeni B3| ze M (L) jest postaci diag(A, £1), gdzie A jest macierza obrotu.

Stad wynika, ze kazda izometria liniowa L plaszczyzny E? jest obrotem wokot
zera (gdy det(L) > 0) lub jest symetria ortogonalna wzgledem prostej, przechodzacej
przez 0 (gdy det(L) < 0). Natomiast kazda izometria liniowa L przestrzeni E jest
obrotem wokol prostej przechodzacej przez 0 (gdy det(L) > 0) lub jest zlozeniem
takiego obrotu z symetria ortogonalna wzdtuz osi obrotu (czyli wzgledem ptaszczyzny,
prostopadlej do tej osi; wowezas det(L) < 0).

Ponizej L : E" — E" jest izometrig liniowa, za$ f = L + u izometria afiniczng (tu
uecE").

1. a) Niech n = 21 L # Id bedzie obrotem wokot 0. Dowiesé, ze f = L + u ma
jedyny punkt staty py (tzn. taki, ze f(py) = po). Zauwazyé, ze f(po+ V) = po+ L(v)
dla v € T(E?) = E?, tzn. f jest obrotem wokol py.

b) Niech nadal n = 2 i L bedzie symetriag, a B = (by,bs) baza ortonormalna,
dla ktorej M(L)E = diag(—1,1). W bazie tej, f zapisuje si¢ wzorem f(r,y) =
(—z+c,y+d), gdzie cid to wspolrzedne wektora u w tej bazie. Dowiesé, ze w uktadzie
bazowym ([c/2,0], B) zapisuje si¢ ono wzorem f(z,y) = (—x,y + d). (Mowimy wiec,
ze [ jest symetriag z po$lizgiem wzdluz osi symetrii.)

¢) Odnotowaé, ze p = [¢/2, 0] (wspotrzedne w bazie B) jest w b) jedynym punktem
prostej Rby, dla ktorego wf(p) = p, gdzie 7 to rzutowanie ortogonalne na te prosta.
Ponadto, dla kazdego punktu ¢ € E?, $rednia %q + %f(q) lezy na osi symetrii.

2. a) Niech teraz n = 31 L = D f ma w bazie ortonormalnej B = (by, by, bs) macierz
diag(A,¢€), gdzie A jest macierza obrotu, rozna od +I, zas ¢ = £1. Dowies¢, ze:

a) bs jest jedynym wektorem wlasnym dla L = Df, odpowiadajacym wartosci
wlasnej €.



b) W uktadzie bazowym (0, B), przeksztatcenie f jest zadane wzorem f(x,y,2) =
(A(z,y)" + (¢,d)"), gdzie ¢, d, e to wspolrzedne (w bazie B) wektora u.

b) Istnieje jedyny punkt p plaszezyzny II := by taki, ze 7f(p) = p, gdzie 7 to
rzutowanie ortogonalne na II. W ukladzie bazowym (p, B), przeksztatcenie f zapisuje
sie jak w b), lecz z ¢ = d = 0.

c) Gdy wyzej e = —1, to po zastapieniu w b) punktu p przez p’ = [e/2,0,0]
(wspohrzedne w ukladzie bazowym (p, B)) uzyskujemy nawet ¢ = d = e = 0.

Uwaga 1. W zwiagzku z powyzszym, gdy € = 1, to f nazywamy ruchem $rubowym,
wzdtuz prostej £ = p + Rbg, z przesunieciem o wektor f(p) — p. Gdy zas e = —1,
to f jest obrotem wokoét £, ztozonym z symetria ortogonalng wzgledem ptaszczyzny,
prostopadlej do £ i przechodzacej przez p'.

Po uzupelnieniu brakujacych przypadkow (gdy L = Id w zadaniu 2, zas A = +1
w zadaniu 3) uzyskujemy wniosek: jedynymi izometriami plaszczyzny E* sa obroty
i przesuniecia (te zachowujg orientacje) oraz symetrie osiowe z poslizgiem (zmieniaja
one orientacje), zas przestrzeni E® — ruchy srubowe (ruchy te zachowuja orientacje
i obejmuja przesuniecia i obroty) oraz symetrie ortogonalne wzgledem plaszczyzny,
ztozone czy to z obrotem wokoél osi ortogonalnej do plaszczyzny symetrii, czy to z
przesunieciem rownoleglym do tej plaszezyzny. (Zlozenia te zmieniajg orientacje.)

3. + Niech B = (by, ..., by) bedzie baza przestrzeni E¥, a B’ = (b, ..., b)) powstaje
z B przez ortogonalizacje Grama — Schmidta. Wowczas baza B’ jest zorientowana
zgodnie z B, tzn. macierz M (Id)§, ma dodatni wyznacznik.

4. Niech L bedzie izometrig liniowa liniowe] przestrzeni euklidesowej wymiaru n.
a) Dowies¢, ze kazda rzeczywista wartos¢ wlasna dla L ma modul 1. (Jest tak i dla
wartosci zespolonych, ale to trudniejsze.)
b) Dowies¢, ze gdy n € 2Z i det(L) < 0, to L(v
c¢) Dowies¢, ze gdy n € 2Z + 1 i det(L) > 0, to
(Wskazowka: rozumowania z ¢wiczen.)

) = —v dla pewnego v # 0.
L(v) = v dla pewnego v # 0.

Zadania pisemne (porcja 11, na $rode 14 V, godz. 14.) Ponizej, R? rozpatrujemy
ze standardowym iloczynem skalarnym.

27P Opisa¢ wzorem, we wspotrzednych kartezjanskich, obrot f : R? — R3 wokot
prostej £ = [0,1,0] +R(1,—1,1) o 27/3, gdy orientacje plaszczyzny (1, —1, 1)+ zada¢
baza ((—1,0,1),(1,1,0)). (Uwaga: uzyteczne moze by¢ zadanie 1.)

28P a) Opisa¢ wzorem dowolna izometrie f : R — R?, przeprowadzajaca prosta
[0,1,0] + R(1,0,0) na af{[1,1,1], 2,2, 2]}, za$ punkt [0,0,0] na [0, 0, 1].

b) Ile istnieje takich izometrii? Kazda z nich opisa¢ wzorem.

29P Rozwigza¢ ponownie zadanie 25P, lecz przy iloczynie skalarnym w R3 zadanym



wzorem (X,y) = T1y1 — T1Y2 — Y122 + 222y + x3y3. Uzasadni¢ tez, ze podany wzor
definiuje iloczyn skalarny:.

Seria 17 (na wtorek 6 V).

Przypomnienie i uzupetnienie dyskusji z ¢wiczen.

Gdy A i B sa warstwami w przestrzeni V', wyposazonej w iloczyn skalarny (-, ), i
interesuje nas wyznaczenie a € Aib € B dla ktorych ||a—b|| = dist(A, B), to mozna
to zrobi¢ korzystajac z warunkow a € A,;b € B,a—b € (T(A))* N (T(B))*. Gdy
chodzi o wyznaczenie tylko dist(A, B), wystarczajace moze by¢ zadanie 3b) ponizej.

1. Dowiesé, ze rzutowanie ortogonalne na podprzestrzen afiniczna spetnia warunek
Lipschitza: ||P(v) — P(w)|| < ||lv —w|| dla v,w € V', gdzie P to rzutowanie.

2. Przyjmijmy v/ = WV dla v € V' \ {0}. (Przeksztalcenie v +— v’ nazywane jest
inwersja wzgledem sfery ||v|| = 1.) Dowies¢, ze ||v/ — w'|| = [|[v — w||/||v] - ||W]|.

3. a) Dowies¢, ze dist(a+ K, b+ L) =dist(a—b,L— K)dla K,LCViabeV.
(Przyjmujemy tu X + YV :={xty:xe€ X,yeY}dla X, Y CV.

b) Gdy A i B sa warstwami w V' wzgledem podprzestrzeni liniowych Ay i By,
odpowiednio, to dlaa € A, b € B ma miejsce rownosc¢ dist(A, B) = |la—b—P(a—b)||,
gdzie P to rzutowanie ortogonalne na Ay — Bj.

4. (przygotowawcze) Niech macierze A,B € M, (F) maja te wlasnos¢, ze dla
kazdego v € F* wektor Bv jest proporcjonalny do Av. Dowies¢, ze B = MA dla
pewnego skalara .

5. * Niech g, h : V x V — F beda funkcjami dwuliniowymi. (Tu, V' jest przestrzenia
liniowg nad I, skoriczonego wymiaru. ) Dowiesé, ze jesli h(u, w) = 0 dla wszystkich
u, w € V takich, ze g(u,w) = 0, to h = Ag dla pewnego skalara \. (Wskazowka: przy
V = F* uzyteczne moze byé¢ powyzsze zadanie.)

Zadania pisemne (porcja 10, na $rode 7 V, godz. 14.)

24P W przestrzeni euklidesowej V = R?, ze standardowym iloczynem skalarnym,
rozwazamy nastepujace podprzestrzenie afiniczne:

A=(-4,3,-3,2,4) +1in{(2,0,1,1,1),(—5,1,0,1,1)}

B jest zadana uktadem réwnan 1 — 2z +x3—24+3x5 = 6, 1 — 23— 24+ 325 = 0.
Wyznaczy¢ dist(A, B) oraz takie a € Aib e B, ze ||a— bl = dist(A, B).

25P W przestrzeni (R3, (-, -)) rozwazmy plaszczyzne M, opisang rownaniem x; —
xo + x3 = 3, oraz prosta L = [0,1,1] + R(—1,1,0).

a) Znalez¢ przedstawienia parametryczne i) prostej, bedacej obrazem prostej L
przy rzutowaniu ortogonalnym na M, oraz ii) prostej, bedacej obrazem prostej L przy
symetrii ortogonalnej wzgledem M.



b) Znalez¢ rownanie ptaszczyzny, ktora zawiera prosta L i jest prostopadta do M.

26P Niech L(z,y,2) = (y+22,x+22, 20 +2y+32) dla (z,y, z) € R3. Znalez¢ baze
B przestrzeni R3, ktora jest ortogonalna wzgledem standardowego iloczynu skalarnego
i diagonalizuje operator L (tzn. macierz M (L) jest diagonalna). (Wskazowka: jedna
z wartosci wlasnych operatora L jest 5.)

Uwaga: Zadan takich, jak ostatnie, jeszcze nie omawialiSmy. Odpowiedni materiat
byl przedstawiony na wyktadzie 18, twierdzenie 5. Baze B nalezy konstruowaé jak
kazda baze¢ diagonalizujaca, lecz baze kazdej podprzestrzeni wtasnej nalezy poddac
ortogonalizacji.

Seria 16 (na wtorek 29 IV).

Przypomnienie i uzupetnienie dyskusji z é¢wiczen.

1. Sposoby wyznaczania rzutu ortogonanego P na podprzestrzein W = lin(wy, ..., wy):
a) Ortogonalizujemy uklad (w1, ..., w,) metoda G-S, otrzymujac ortogonalny uktad

(by, ..., bs), rozpinajacy W. Rzut P(v) wektora v wyraza sie wzorem v = » <<g,’]if_>> b;,

gdzie sumowanie jest po wszystkich b; # 0. (Zerowe wektory b; moga sie zdarzy¢, gdy
wyjsciowy uktad (w;)7_; jest liniowo zalezny.)

b) Mozna uniknaé¢ ortogonalizowania uktadu (w;), w oparciu o nastepujaca obser-
wacje: wektor w = Y7 t;w; jest rowny P(v) wtedy i tylko wtedy, gdy (t1, ..., ts) jest
rozwiazaniem uktadu rownan Ax = b, gdzie A jest macierza, ktorej 1j—ty wyraz jest
rowny (w;, w;) (4,7 = 1,...,5), za$ b jest kolumna, ktorej i—ty wyrazem jest (v,b;).
(Tu, i,j =1,....s.)

Obserwacje te uzasadniamy nastepujaco: w jest rzutem ortogonalnym wektora v
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wektor v — w jest ortogonalny do W, co ma miejsce wtedy i
tyko wtedy, gdy v —w_Lw;Vi = 1,...;s. (Jest tak, bo W = lin(wy, ..., wy).) Poniewaz
W = Z§:1 tjw;, wiec nietrudno si¢ przekonac, ze poprzedni warunek jest speilniony
wtedy i tylko wtedy, gdy (1, ..., ts) jest rozwiazaniem opisanego wyzej uktadu rownari.
(Rozwigzan moze by¢ duzo, ale wszystkie dadza ten sam wektor >, t;w;.)

c¢) Warto pamietaé, ze rzut P i rzut ortogonalny @ na W+ zwigzane sg réwnoscia
P+ Q = Iy. Niekiedy, np. gdy W+ jest malego wymiaru, Q wyznacza sie dosé tatwo
koryms z powyzszych sposobow, co pozwala przyja¢ P(v) = v — Q(v) dla v € V.
Np. gdy dim(W+) =1, to W+ = Rw dla pewnego w € V, skad rzut Q wyznacza sie
wzorem Q(v) = é:vmw, a rzut P — wzorem P(v) =v — %

2. Gdy wyzej V = R", iloczyn skalarny jest standardowy i W jest zadane w postaci
uwiklanej ukltadem réwnan Ax = b, to przestrzen W+ jest powloka liniowa wierszy
macierzy A. Wtedy tez latwiej jest wpierw wyznaczyé rzut ortogonalny @ na W+, bo

znamy uklad generatoréow przestrzeni W+, a dla W dopiero musieliby$my go znalezé.
3. Na rzut ortogonalny P mozna tez patrzeé jak na zwykty rzut liniowy na podprze-
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strzeri iniowa W, w tym przypadku wzdtuz podprzestrzeni W+. Pozwala to méwié tez
o rzucie ortogonalnym (tzn., nadal wzdtuz W) na warstwe W’ = W + wy . (O rzu-
tach na podprzestrzen afiniczna wzdtuz podprzestrzeni liniowej byta mowa wezesniej,
m.in. na kolokwium.) Mozemy tez mowi¢ o symetrii ortogonalnej wzgledem podprze-
strzeni afinicznej (czyli wzgledem warstwy). W tym kontekscie rzutowang przestrzen V
traktuje sie jako przestrzen afiniczna, a jej elementy nazywane sa punktami.

Zadania pisemne (seria 9, na srode 30 IV.)

21P Przestrzen R[z| wszystkich wielomianow rzeczywistych rozpatrujemy z iloczy-

nem skalarnym (f, g) = fol f(t)g(t)dt.
a) Znalezé wielomiany, otrzymane z ciagu 1,x, x> przez ortogonalizacje Grama-

Schmidta.

b) Znalezé rzut ortogonalny wielomianu 2® na H := lin(1, z, 2?), postugujac sie
wpierw wzorem z p. la) wyzej, a nastepnie metoda opisana w 1b).

¢) Wyznaczy¢ odleglosgé dist(x?®, H) wielomianu 2% od podprzestrzeni H.

22P Wyznaczy¢ rzut ortogonalny v na H w przestrzeni (R*, (-, -)), gdy
a)v=(4,1,-4,-5)1 H =1in((2,3,-2,-2),(4,1, 3,2)),
b) v jest jak wyzej, zas H = (3,—-2,1,5) + lin((2, 3, —2,—2), (4, 1, 3,2)).

23P Wyznaczy¢ rzut ortogonalny v na H w przestrzeni (R*, (-, -)), gdy

a) v=(2,1,—-3,4) i H jest zbiorem rozwiazan uktadu rownan 2x; — 4zy — 8x3 +
13(134:0, $1+$2—$3+23}4:0,

b) jak wyzej, lecz prawe strony rownan sg rowne —19 i 1, odpowiednio.

Seria 15 (na piatek 25.1V). Z okazji Swiat nie ma zadaii pisemnych-ale ,niepisemne”
daje, bo odstep jest 10 dni i potem moze brakowaé czasu. (Raczej bedzie tego czasu
brakowalo, wiec prosze w odniesieniu do wszystkich serii, w tym tej, o namyst nad

zadaniami — jesli nawet sie ich nie rozwiazalo, to juz okreslenie, co sprawia trudnosc,
jest istotne.)

Material/ zadania do przemyslenia. Na ¢wiczeniach mozna zgtaszaé tez rozwiazania

nieomawianych jeszcze zadan z wczesniejszych serii. (Omawiane staram sie oznaczy¢
plusem. )
Material dotyczacy przestrzeni euklidesowych (V, (-,)), z norma || ||.

1. + a) Udowodni¢ ,regute réwnolegtoboku™ |u+v||* + [[u— v||* = 2(|[ul|* + ||v||?
b) Ustalmy ay,...,ay € V iwagi mq,...,mi € R (3, m; = 1), i przyjmijmy f(x) =

Zle m;||x — a;||*> dla x € V. Dowies¢, ze przy xo = Zle m;a; zachodzi f(x)

f(x0) + ||x — xol|?; wywnioskowaé, ze funkcja f przyjmuje w Xo swe minimum.

2. a) Wywnioskowaé z twierdzenia Pitagorasa, ze gdy w jest rzutem ortogonalnym
wektora v na podprzestrzen W, to ||w| < ||v]|, a takze ||v — w| < ||[v — w/|| dla
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w' € W\ {w}. (Liczba ||[v — w|| jest wigc rowna odlegloéci v od W, zdefiniowanej
jako infyew ||v — x]|.)

b) Dowies¢ twierdzenia Pitagorasa w takiej wersji: || Y., vill? = D .o/ |vi
skoriczony uktad (v;);es jest ortogonalny.

¢) Wywnioskowaé z b), ze gdy w = Y., ¢;b; jest rzutem ortogonalnym wek-
tora v na podprzestrzein W := lin(b;);_,, gdzie uklad (b;);_; jest ortogonalny, to
S c2|bil|* < ||v|]?. (Nierwnosé Parsevala.)

d) Jakimi wzorami wyrazaja sie wspolczynniki ¢;? Dla s = 1 uzyskaé¢ stad nierdw-
nos¢ CBS: [(v,b)| < ||v|| - ||b]|-

1? gdy

3. Niech A bedzie macierzg rzeczywista o liniowo niezaleznych kolumnach. Dowies¢,
ze A ma tzw. QR-rozktad: A = US, gdzie macierz S jest kwadratowa i gornie
trojkatna, o dodatnich wyrazach na przekatnej, zas U jest macierza, ktorej kolumny
tworza uklad ortogonalny wzgledem standardowego iloczynu skalarnego na R, gdzie
to liczba wierszy macierzy A. (Wskazowka: ortogonalizacja G-S, zastosowana do
kolumn.)

Materiat dotyczacy form dwuliniowych:

4. Niech h : V x V — R bedzie symetryczna formg dwuliniows na rzeczywistej

przestrzeni V. Dowies¢, ze:

a) dla d = o (h) istnieje taka d-wymiarowa podprzestrzen W, ze forma hyyy . jest
dodatnio okreslona;

b) podprzestrzen taka nie istnieje dla d > o4 (f). (Wskazowka: dowod twierdzenia
o bezwladnosci.)

c)* Dowies¢, ze jesli w a) i b) zastapi¢ dodatnia okreslonosé przez dodatnia pot-
okreslonosé, to nalezy tez zastapi¢ o, (h) przez dimV — o_(h).

Seria 14 (na wtorek 15 IV).

1. + (Pozostalo z éwiczeri.) Dowiesé, ze det [

QP] — det(A) det [g

i A takich, ze iloczyn AP ma sens. Uzyskac stad zaleznosé

] dla kwa-

dratowych macierzy g
miedzy det [P|Q],det A i det [PA|Q] gdy macierze A i [P|Q] sa kwadratowe i ilo-
czyn PA ma sens. (Wskazowka: gdy det A # 0, przedstawi¢ A jako iloczyn macierzy

elementarnych.)

Nizej zaktadamy, ze h : V x V — F jest froma dwuliniowg, a ¢ : V — F
-wyznaczong przez h forma kwadratowa (tzn., ¢(v) = h(v,v) dlav € V).

2. + Dowiesé, ze jesli forma h jest symetryczna, to jest ona przez q wyznaczona

,swzorami polaryzacyjnymi” h(v,w) = 1(q¢(v + w) — q(v) — ¢(w)) = H(g(v+ w) —
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4(v —w)).

3. * + Udowodni¢ nastepujaca tozsamosé Cauchy’ego: ¢(u)(g(u)g(w)—h(u, w)h(w,u)) =
q(q(u)w—h(u, W)u) dlau,w € V. Wywnioskowa¢, ze jesli F = R i forma h jest syme-

tryczna i dodatnio okreslona, to zachodzi nieréwnosé CBS: |h(u, w)| < 1/q(u)q(w).

Uwaga 1. Zadanie 1 pozwala utozsami¢ kazda symetryczna forme dwuliniows h z
wyznaczona przez nia forma kwadratowa g (bo ¢ pozwala odtworzy¢ h). Wszystkie
pojecia dotyczace h odnosimy wiec wtedy tez do ¢ (rzad formy!, a dla F = R tez
okreslonosé, potokreslonosé, sygnature, indeksy bezwladnosci).

b) Wektor v taki, ze h(v,v) = 0, nazywany jest izotropowym (wzgledem formy
symetrycznej h lub wyznaczonej przez nig formy kwadratowej ¢). 7 zadania 2 wy-
nika (jak?), ze jesli symetryczna forma h nie jest zerowa, to pewien wektor nie jest
izotropowy.

¢) Wektory v, w € V nazywamy ortogonalnymi (wzgledem h), jesli h(v,w) = 0.

4. a) Dowiesé, ze dla v € V zbior vt := {w € V : h(v,w) = 0} jest podprzestrzenig
liniowa przestrzeni V. Wywnioskowaé, ze dla A C V, zbior A+ := MNaca alt jest
podprzestrzenia liniowa.

b) Dowiesé, ze jesli zbior A liczy p elementéw, to dim(A+) > dim(V) — p i wy-
wnioskowac, ze dim(Vgh) > dim(V) — dim(Vp) dla kazdej podprzestrzeni liniowej V;
przestrzeni V.

¢) * Dowiesé, ze dim(V+) = dim(V)—1k(h) i wywnioskowaé, ze (rk(h) = dim V) <
(V4 = {0}). (Forme, spelniajaca ktorys z tych réwnowaznych warunkow, nazywamy
nieosobliwg..)

5. (Przypomnienie wyktadu.) a) Dowiesé, ze uktad V = (v, ..., v,,) jest ortogonalny
(tzn. h(v;,v;) = 0 dlai # j) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Grama G(h, V) jest
diagonalna. Tak wiec baze, ktora nazywalismy diagonalizujaca (dla h) roéwnie dobrze
mozna okresla¢ jako ortogonalng (wzgledem h).

¢) W oparciu o to i o zadanie 4b) uzasadnic¢ nastepujacy sposob znajdowania bazy V,
ortogonalnej wzgledem formy symetrycznej h:

e Jesli kazdy wektor v € V jest izotropowy, to h = 0 i za } mozna obra¢ dowolng
baze.

e W przeciwnym razie obra¢ wektor nieizotropowy vy i uzasadnic, ze V' = lin(vy) @

vi; w szezegolnosei, dim(vi) = dimV — 1. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego
obraé¢ baze ortogonalng vo, ..., v, przestrzeni vi i zauwazy¢, ze vy, ..., v,, jest szukang

baza.
Zadania pisemne, porcja 8 (na srode 16 IV, godz. 14).

1 Jest on zdefiniowany jako rzad macierzy Grama w dowolnej bazie; oznaczamy go rk(h) czy rk(q). (Jesli zmienimy
baze, to macierz Grama zmieni sie na kongruentna z wyjsciowa, a wiec majaca ten sam rzad.)
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18P=zad. 2 na str. 64 w [TK].
19P=zad. 3 na str. 64 w [TK].
20P=zad. 5 na str. 72 w [TK].

Seria 13 (na piatek 11.IV).
W zadaniach 1 1 2 przemysleé¢ i umie¢ uzasadnié¢ nastepujace wtasnosci kongruent-
nosci, w wiekszosci omawiane na ¢wiczeniach:

1. a) Gdy forma dwuliniowa h w pewnej bazie B = (b;)¥_; ma diagonalng macierz
Grama G(h, B), to h(v,w) = > Nay; dla v = > abs,w = ) y;b;, gdzie \;
oznacza i—ty wyaz przekatnej macierzy G(h, W).

b) Gdy wyzej ciatem skalarow jest R, to (h(v, v) > 0 dla wszystkich v € V\O) &

()\Z- >0dla:z=1,..., k;), i tak samo przy > zastapionym przez >.

2. Niech rzeczywiste, symetryczne macierze A i B stopnia k£ beda kongruentne.
Wowczas:
a) Maja one te same indeksy bezwladnosci.
b) Jesli x'Ax > 0 dla x € R*\ {0}, to x'Bx > 0 dla x € R*\ {0}, i tak samo

przy > zastgpionym przez >.

Przypominam, ze forme h (odp. macierz A) nazywamy dodatnio okreslona, jesli
spelnione sg ostre nieréwnosci > z czesci b) odpowiedniego z powyzszych zadan, zas
dodatnio potokreslong, jesli spetnione sa nieréwnosci >; przy nieréwnosciach < wzgl. <
mowimy o ujemnej (pot)okreslonosci. Gdy forma czy macierz nie jest potokreslona ani
dodatnio, ani ujemnie, nazywamy ja nieokreslona.

3. Sprawdzi¢, czy umieja sobie Panstwo poradzi¢ z zdaniami 11 2 na str. 71 w [TK2).

4. Niech V' 1 W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem.
a) Dowies¢, ze dla operatora L € L(V, W) i dwuliniowej formy h: W x W — F,
dwuliniowa jest forma g : V xV — F, okreslona wzorem g(vy,vs) := h(L(v1), L(v2)).
b) Dowiesé, ze gdy wyzej V = (vi)F i W = (Wj)ézl sa bazami w V 1 W, odpo-

wiednio, to G(g,V) = C'G(h,W)C, gdzie C := M(L)Y.
Seria 12 (na wtorek 8 IV).

Material do przemyslenia.

Przypominam, ze gdy h : V x V' — F jest forma dwuliniowa (inaczej: funkcjonatem
dwuliniowym), zag V = (v;)¥_| jest uktadem wektoréw z V, to przez G(h,V) ozna-
czamy k x k-macierz, ktorej ij—tym wyrazem jest h(v;,v;). (Najczesciej, V jest baza
dlaV.) Gdy Vi W sa dwiema bazami, to G(h, W) = C'G(h, V)C, gdzie C = M (I),,.
Na ¢éwiczeniach wskazalisémy, jak dla zadanej macierzy symetrycznej A znalezé nieoso-
bliwg macierz C taka, ze D := C'AC jest macierzg diagonalng. (Wymaga to, by cialo
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skalarow [F mialo charakterystyke rozna od 2, co zawsze zaktadamy, gdy mowa o for-
mach dwuliniowych i o kongruentnosci macierzy.) Pozwala to dla kazdej symetryczne;
formy dwuliniowej h znalezé ,baze diagonalizujaca” W, dla ktorej macierz G(h, W)
jest diagonalna.(Nalezy zacza¢ od dowolnej bazy V, przyja¢ A := G(h,V), znalezé C
j.w. iobra¢ W tak, by M (1)}, = C; wtedy G(h, W) = D.)

Wyzej, macierz diagonalna D nie jest przez A jednoznacznie wyznaczona, nawet
z doktadno$cia do kolejnosci wyrazow na przekatnej. Jednak liczba niezerowych wy-

razow tej przekatnej jest wyznaczona jednoznacznie, i jest rowna rk(A) (dlaczego?).
Ponadto, gdy F = R, to liczba jej dodatnich wyrazow tez jest wyznaczona jedno-
znacznie (jest to tw. Sylvestera o bezwladnosci; patrz wyktad). Roznice miedzy liczba
dodatnich a ujemnych wyrazéw macierzy D nazywamy sygnatura macierzy symetrycz-
nej (irzeczywistej) A. Tak samo okregla sie sygnature dwuliniowej formy symetryczne;
na rzeczywistej przestrzeni wektorowej. Gdy sygnatura jest réwna rozmiarowi macie-
rzy D (tzn., wszystkie wyrazy przekatnej sa dodatnie), to macierz A czy forme h
nazywamy dodatnio okreslona. Dla dodatnio okreslonej formy h zachodzi h(v,v) > 0
dla wszystkich v € V'\ {0}.

W oparciu o tw. Sylvestera nietrudno zauwazy¢, ze dwie symetryczne macierze
rzeczywiste (odp. zespolone) sa kongruentne wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam
rzad i sygnature (odp.: ten sam rzad); patrz wyktad.

Zadania pisemne, porcja 7 (na srode 9 IV, godz. 14).

15P W zadaniu 2, str. 54 w [TK2|, znalez¢ wzor na h (we wspotrzednych karte-
zjanskich).

16P=zadanie 8 str. 65 w [TK2|. (Szukana macierz C wolno wyrazi¢ jako iloczyn
wskazanych macierzy i ich odrotnosci; mnozenie i wyznaczanie odwrotnosci mozna
pominac. )

17P Wyznaczy¢ sygnature i baze diagonalizujaca formy h : R? x R? — R, gdy

a) h(x,y) = 2z1y1 — X192 + T1y3 — Tay1 + T3y1 + 3T3Y3;

b) h(x,y) = 22191 + 371y3 + 229y1 — Tays + 3T3Y1 — T3y2 + T3Ys3.

Seria 11 (na wtorek 1 IV).
Nadal, prosze przemysle¢ materiat objety kolokwium i wcze$niejsze zadania, ktore
jeszcze nie dorobity sie ,plusa’.

Zadania pisemne, porcja 6 (na srode 2 IV, godz. 14).
Prosze na postawie wykladu itub notatek na stronie dra Strojnowskiego (Wy-
ktad 11), rozwiaza¢ nastepujace zadania ze skryptu [TK, 2|:

13P—zad. 1 na str. 54.
14P—zad. 2 na str. 54.
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Uwaga: gdy mowa o funkcjonatach dwuliniowych, w [TK,2| zaklada sie rownosé
przestrzeni V' 1 W oraz baz A i B. Dlatego G(h,.A) jest tym, co w swych notatkach
dr. Strojnowski oznacza przez G(h, A, A).

Seria 10 (na piatek 29.111).

Planuje, by ¢wiczenia pigtkowe byty ostatnimi, ktére poswiccone sa materiatowi
objetemu kolokwium 3 IV (tzn. endomorfizmom liniowym, w tym diagonalizowalnosci
i twierdzeniu Jordana, oraz przestrzeniom i przeksztatceniom afinicznym). Prosze

przejrze¢ ten material i przygotowaé ewentualne pytania.

W szczegolnodei, jako ,zadania do przemyslenia” daje te weze$niejsze zadania, kto-
rych dotad nie omawiano (sa pozbawione znaku plus). Prosze tez sprawdzié¢, czy nie
sprawiaja ktopotu zadania 2,3,4 na str. 14-15 w [TK, 2.

Seria 9 (na wtorek 25.111).

1. Kolejne zadania z pliku dra Strojnowskiego Jordan.pdf dotycza postaci Jordana i
jej zastosowac. Z tych mozna wydzieli¢ nastepujace, zblizone do juz rozwiazywanych:
11, 12, 21, 36 (cho¢ to jest nieco inne), 44, 45, 47, 65-67, 71, 77. Prosze sprawdzi¢, czy
czujy sic Panisto na sitach je rozwigzac; te, ktore sprawiaja kltopot, mozna zglaszac na
¢wiczeniach.

2. + Dla przestrzeni wektorowej V' nad ciatem F i wektorow vy, ...,v; € V dowies¢
rownowaznosci warunkow:

a) wektory vi — vy, ..., v; — v tworza uktad liniowo niezalezny;

b) wektory (vo, 1), ..., (v;, 1) przestrzeni V' x F tworza uklad liniowo niezalezny.

c¢) zaden wektor v; nie jest afiniczng kombinacja pozostatych wektorow.

(Przypominam, ze gdy warunki te sa spelnione, to vy, ..., v; nazywamy afinicznie
niezaleznymi. Poniewaz b) nie zalezy od kolejnosci wektorow vy, ..., v, wiec a) —tez.)

Nadal, sporo zadan zalegltych jest nierozwiazanych!

Zadania pisemne, porcja 5 (na srode 25.111, godz. 14).
10P. = zad. 4w, Afini.pdf” dra Strojnowskiego: Niech L :=[1,0, 1,0]+lin{(1,2,0,3)}
i 11 := af{[3,3,36],(2,2,2,2],[1,0,0,2]}. Zbadad, czy istnieje prosta w R?, ktora prze-
chodzi przez punkt [4,4,5,9] i przecina prosta L i plaszczyzne II. Jesli prosta taka
istnieje, opisac ja i1 znalez¢ jej punkty przeciecia z L i z II.
11P. Niech L; := [2,2,2]+1in{(2,3,2)} i niech prosta Ly w R3 bedzie zadana uktadem
rownan 2xq + xo — xr3 =0, 229 — 23 = —1.

a) Znalez¢ przedstawienie parametryczne prostej Lo.

b) Znalezé rownanie plaszezyzny 11, zawierajacej Lq 1 takiej, ze prosta Lo jest
rownolegta do II (tzn. Ly C 111 T (Ly) C T(II), gdzie T(X) to przestrzen kierunkowa
podprzestrzeni X).
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12P. Niech py = [1,0,0,0],p1 = [1,1,1,0],p2 = [1,0,0,1],p3 = [1,2,2,5] i niech
hiperptaszczyzna IT C R* bedzie zadana réwnaniem 1 + xo — w3 = 1.
a) Sprawdzi¢, czy uktad (p;)2_, jest baza punktowa w II; jesli tak, to znalezé wspol-
rzedne afiniczne (inaczej barycentryczne) punktu [1, 1,1, 5] w tej bazie.
b) Zbadaé, czy istnieje przeksztalcenie afiniczne F' : R? — Tl takie, ze F([1,—1,1]) =
po, F([2,—1,1]) = p1, F([1,0,1])) = p2 1 F([1,—1,3]) = p3. Jesli przeksztatcenie F’
istnieje, opisaé je wzorem.

Seria 8 (na piatek 20.111).

W zwiazku z wezorajszym Panstwa postulatem, bede dawal tatwiejsze te ,zadania
do przemyslenia’, ktore maja charakter bardziej teoretyczny. Nie mozna jednak tych
Jbeoretycznych” zadan zaniedbaé¢ —bez nich nabywana wiedza jest czesto iluzoryczna i
znika po krotkim czasie.

Dr. Strojnowski oglosit termin kolokwium (3. IV) i na swej stronie wywiesit mno-
stwo zadan. Niektore wymagaja rozwiazania wczesniejszych naszych ,zadan do prze-
myslenia”, wiec prosze sie nadal nad tymi ostatnimi zastanawia¢. Sporo zadan wy-
chodzi poza program i te w wiekszo$ci pominiemy. Pozostate pogrupuje tematycznie i

wazniejsze przejrzymy.

1. Diagonalizacji i wektorow wtasnych dotycza zadania 2, 4, 8, 10, 14-19, 37, 39, 57,
72, 75. Prosze sprawdzi¢, czy pominawszy 10, 15 1 72, pozostate czuja sie Panstwo na
sile rozwigza¢. Na ¢wiczeniach prosze zglaszac¢, ktore zadania sprawiaja klopot.

2. Gdy L; i Lo sa prostymi w przestrzeni afinicznej H i p € H \ (L1 U Ls), to
I1; := af({p}UL;) jest ptaszczyzna dlai = 1, 2; gdy dim H = 3, to te dwie ptaszczyzny
przecinaja sie (na ogot wzdtuz prostej, chyba, ze sa rowne). Wektor kierunkowy tej
prostej jest wspolny dla ptaszczyzn kierunkowych dla Iy i I, odpowiednio. W oparciu
o to, rozwigza¢ zadanie 4 na str. 9 w [TK, 2|, gdzie H = R3, p = [2,1,4] i L; =
{10, 1,1] + t(1,—1,1) : t € R}, Ly = {[2,0,1] + #(1,3,0) : t € R}. (Staram sie
jak dr. Strojnowski na Panstwa wykladzie, oznacza¢ punkty przez [z, y, z], a wektory
przez (x,y, z), zamiast uzywac strzalek — cho¢ tu i jedno, i drugie jest trojka liczb
rzeczywistych. )

Seria 7 (na wtorek 18.I11).

1. + Niech macierze A;B € M (F) beda podobne. Wywnioskowaé z zadania
2.1a), lub dowies¢ bezposrednio, ze dla kazdego wielomianu p € F[z] podobne sa tez

macierze p(A) i p(B). Dalej uzyskaé to, czego uzyto na ¢éwiczeniach: ze dla kazdego
skalara A i liczby n € N, zachodzi rk(A — AI)" = rk(B — AI)™.

2. + Niech operator L : V — V i liczba n € N bedg takie, ze im(L"1) D im(L") =
im(L"*1). Udowodni¢, ze V' = ker(L") ®im(L"), przy czym podprzestrzenie ker( L") i
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im(L") s L-niezmiennicze (a przez to i L+ Al-niezmiennicze, dla kazdego skalara \).
Wskazowka: co do koricowych stwierdzen, patrz zadanie 2.3.

Zadania zalegle! Podaje zmieniong wskazowke do zadania 5.2 jako odzielne zadanie:

3. + Niech £ = (ey, ..., ex) bedzie baza przestrzeni V' i niech operator L : V. — V
spelnia warunki L(e;) = ¢ie;p1 +f; dlad = 1,....,k — 1 i L(ey) = 0, gdzie skalary
1, ..., Cp—1 sa niezerowe, fr_; = 0 i f; € lin(e; o,...,e) dla pozostatych i. Jakie
podobne warunki spetnia iteracja L™ operatora L, i co mozna z nich wnosi¢ o macierzy
M (L") i jej rzedzie?

4. Sprawdzi¢, czy sprawiaja ktopot zadania 1-4 na str. 3 w skrypcie [TK, II].

Zadania pisemne, porcja 4 (na srode 18.111, godz. 14). Uwaga: przesunaglem termin
oddawania zadan pisemnych, by umozliwi¢ zadawanie pytan na wtorkowych zajeciach.
Zobaczymy, czy ten system bedzie lepszy.

7P. W obu przypadkach, znalez¢ macierz Jordana J i macierz nieosobliwa S, dla
ktorych J = S~TAS, oraz wyznaczy¢ e® i /A, jesli kolejnymi wierszami A sa:
a) (3,—4,0,2),(4,-5,-2,4),(0,0,3,-2),(0,0,2, —1) (za 3p.);
b) (6,—-9,5,4),(7,—13,8,7),(8,—17,11,8), (1, —2, 1, 3), przy czym mozna przyjac
bez rachunkow, ze wa = (2 — 2)*(1 — z) (za 3p.)

Uwaga: wystarczy przedstawienie e® i v/ A jako iloczynu skoniczenie wielu macierzy,
z korych kazda badz jest znana, badz jej odwrotnosé jest znana. (Nie jest konieczne wy-
znaczanie odwrotnosei i wykonywanie mnozenia.) Jako wskazowke do wyznaczania J
i S daje ponizsze ,przypomnienie i omowienie”.
8P. Zadanie 1 na str. 8-9 w [TK, II].

9P. Zadanie 2 na str. 9 w [TK, IIJ.

Przypomnienie i omoéwienie rozwiazania zadania 6.2. Jak juz w wielu zadaniach,

tworzymy obrazy generatoréw e, s, e3 przestrzeni V = R3 przy iteracjach przeksztal-
cenia L := La + I (ogolniej: L := Lo — A, gdzie \ jest jedng z wartosci whasnych);
sa nimi kolumny kolejnych poteg macierzy B := A + I

nr.0 (SH €9 (SB

nr.l 2e; + 4es + Geg —3e; — 6ey — Tes 4e; + 8ey + Ses

nr.2 16(e; +2es +2e3) —16(e; + 2e2 + 2e3) 16(e; + 2e; + 2e3)

nr.3 64(e; + 2e; + 2e3) —64(e; + 2ey + 2e3) 64(e; + 2ey + 2e3)

Przestrzen V; = LY(V) jest generowana przez wektory z i—tego wiersza. Poniewaz
V 2o Vi D Vs..., to dla pewnego ¢ zachodzi V; = V1. Tu V3 = V5 # Vi i w przestrzeni
~poprzedzajacej” Vi tworzymy baze A; dla ker(Ly,). Ogodlniej, bytaby to baza A,
w przestrzeni ker(Lyy, ), gdzie V11 = V40, Jesli chcemy zachowaé systematycznosé
postepowania, tworzymy bazy A,_1, ..., Ap jak w opisano w serii 5, uzyskujac na koniec
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baze Jordana Ay dla operatora Ljyer(rr+1). (Pamietajmy, ze w §lad za L := La — A,
baza Aj zalezy od wyboru A, co dalej uwidocznie piszac Ag(A) zamiast Ay.)

Dla macierzy niewielkich rozmiaréw, jak tu, mozna jednak postapi¢ prosciej. Z
tabeli wynika bowiem, ze dimV; = 21 dim V5 = 1 = dim V3, wobec czego w postaci
Jordana macierzy A, wartosci A = —1 odpowiada jedyna klatka, stopnia 2. Jej z kolei
odpowiada strumien dtugosci 2 dla macierzy B = A+1, czyli ciag wektoréw v, Bv taki,
ze B2v = 0, lecz Bv # 0. ,Zr6dlo” v tego strumienia najtatwiej znalez¢ bezposrednio:
rozwigzujac rownanie B2x = 0 uzyskujemy zaleznoéé x; = x9 — 3, przy czym nalezy
jeszcze zadbaé o to, by Bx # 0 —co pozwala np. przyja¢ xr1 = 0,20 = 1 = x3.
Obieramy wiec v := (0,1, 1), wtedy Bv = (1,2,1), zas Ay = {(0,1,1),(1,2,1)} jest
szukang bazg dla L|yer(r2)-

Nalezy jeszcze Ay = Ap(—1) uzupelni¢ analogicznie znajdowanymi bazami, zwia-
zanymi z pozostaltymi wartosciami wlasnymi. W tym przypadku jest tylko jedna taka
wartos¢, = 3, 1 odpowiada jej tylko jedna klatka, stopnia 1. Klatka ta jest wiec
wytwarzana’ przez wektor wtasny. Wektor ten juz znamy: z tabeli wynika, ze wektor
W = e; + 2e9 + 2e3 jest przez La + [ przeprowadzany na 4w, tzn. jest przez La
przeprowadzany na 3w. Przyjmiemy wiec Ay(3) = {w}, otrzymujac szukana baze
Jordana V = ((0,1,1),(1,2,1);(1,2,2)) przestrzeni V. = R?. Przy tym, M(La)y,
jest macierza Jordana J o kolumnach (—1,1,0), (0,—1,0), (0,0, 3) (jedna 2 x 2-klatka
odpowiadajaca wartosci —1 i jedna 1 x 1-klatka odpowiadajaca wartosci 3).

Na koniec pytanie: skad wiemy, ze V jest baza w V7 Gdy sa tylko dwie wartosci
whasne, A i p, to wobec zadania 2 zachodzi V = ker(LP™) @ im(LP*1). Jesli wigc
polaczymy baze Ag(\) w ker(LP™) z bazg Ag(p) w im(LPTL), to otrzymamy baze w V.
Sytuacja nie zmieni sie, gdy wartosci wtasnych jest wiecej (indukcjal). Wynika tez stad,
ze tworzac baze Ag(u) wystarcza bra¢ pod uwage dziatanie L — pl tylko na przestrzen
niezmiennicza im(LP™) = V.4, ktorej uklad generatoréw juz znamy z poprzedniej
tabeli. (Jest to utatwieniem, bo dim(V,+1) < dim(V'), np. w rozwiazywanym zadaniu,
przestrzen V), jest generowana przez e; + 2e; + 2es.)

Seria 6 (na piatek 14.111).

1. + =zadanie 1b) z poprzedniej serii w wersji zapisanej obecnie.

2. + A jest macierza rzeczywista o kolejnych wierszach (1, —3,4), (4, —7,8), (6, =7, 7).

Wiedzac, ze wa(z) = (3 — x)(1 + x)?, znalezé macierz nieosobliwa S i macierz Jor-
dana J, dla ktéorych STTAS = J. (Uwaga: to zadanie rézni sie od rozwigzywanych
wczesniej, bo A ma wiecej niz jedna warto$é¢ wtasnag. Nalezy dla kazdej wartosci wia-
snej znalez¢ ,odpowiadajacy jej kawatek bazy”.)

Pomysleé o zalegltych zadaniach! Ponizej wskazowki do niektorych z nich.
Zad. 5.2: przyja¢ wpierw A = 0. Zmierzajac do wykorzystania zadania 3.3 spraw-
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dzi¢, jak mnozy sie takie macierze.

Zad 2.2: by dowies¢, ze warunek rk(P) = rk(Q) jest wystarczajacy, skonstruowaé
izomorfizm S : V — V taki, ze S(im(P)) = im(Q) i S(ker(P)) = ker(Q).

Zad. 2.3: po prostu sprobowac!

Seria 5 (na wtorek 11.11I).

Przypomne sposob znajdywania bazy Jordana dla operatora L : V' — V takiego,
ze [PT1 = 0 (zakladam, ze LP # 0):

a) Dlai=0,1,...,p+ 1, niech V; := LY(V). Wazne jest to, ze V.1 = {0} oraz

V=Vy2oVi..OoV, i L(V))=Viyy dlai=0,....p.

b) Tworzymy dowolna baze A, przestrzeni V,, a gdy znamy juz baze A; przestrzeni
V; dla pewnego ¢ < p, to baze A;_ 1 poprzedzajacej przestrzeni V;_; tworzymy tak:

* dla kazdego elementu a bazy A;, znajdujemy wektor a € V;_; taki, ze L(a) = a.
(Nie wystarczy, by a € V, ma by¢ a € V;_; —lecz da sie to uzyskaé¢, bo a € V; =
L(Vi-1).)

* Uzupetniamy zbior A; N ker(L) pewnym zbiorem Z do bazy przestrzeni V; 1 N
ker(L) = ker(Lyy,_,).

Za A;_q przyjmujemy Z U A; U{a:a € A; \ A;11}; na éwiczeniach udowodnimy;,
ze jest to baza przestrzeni V;_q.

¢) Po p krokach, otrzymamy baze Ay przestrzeni Vy = V. Jest to szukana baza
Jordana dla operatora L, jesli uporzadkowaé ja wedtug strumieni (to tez zauwazymy
na ¢wiczeniach).

Zadania do przemyélenia.

1. a) + Operator L : V — V dziala na wektory pewnej bazy B = (bj);Ll prze-

strzeni V' tak: L(bl) = O,L(bg) = bl,L(bg) = b2 1 L(b4) = b2. Zmalezé baZQ
Jordana operatora L i jego macierz w tej bazie.

b) + To samo, lecz tym razem L(b;) = by, L(by) = 0, L(bs) = by + by i L(by) =
bs + by.

Oboma razy, zapisa¢ w i-tym wierszu tabeli uklad generatorow L'(b;),j = 1,...,4,
przestrzeni V; := L'(V); wowczas w j-tej kolumnie tabeli zapisane bedg obrazy wektora
b; przy kolejnych iteracjach L' operatora L. To, ze ktorys z wierszy tabeli okaze sie
sktadaé¢ tylko z wektora zerowego, swiadczy o nilpotentnosci L.

2. + Zmalez¢ posta¢ Jordana macierzy dolnie trojkatnej, majacej na przekatnej wyrazy
rowne A, zas bezposrednio ponizej wyrazy niezerowe.

Prosze pamieta¢ o nieomawianych zadaniach wcze$niejszych, w tym o zad. 1 po-
przedniej serii (bedziemy go potrzebowac).

Zadania pisemne, porcja 3 (na wtorek 10.11T).
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4P. A jest 3 x 3 macierza o kolejnych wierszach (—6,6,6), (0,2,0),(—8,8,8), zas
B; rézni sie od A tylko swym ostatnim wierszem, ktorym jest (—8,¢,8). Zbada¢, dla
jakich t € R macierz B; jest nad R podobna do A. (Wskazowka: jest tak wtedy i
tylko wtedy, gdy macierze te maja te sama posta¢ Jordana.)

5P. Operator L : R® — R3 jest zadany wzorem L(x) = (7x1 — 4z + 923, 1221 —
Txg — 613,813) dla x = (21, 72, 73) € R3.

a) Zbada¢, czy istnieje baza V przestrzeni R3, diagonalizujaca operator L. Jedli
taka baza istnieje, to wskazac ja.

b) Zbadad, czy istnieje operator K : R?* — R3 taki, ze K* = L. (Przez K* oznaczam
ztozenie K o K o K.) Jedli taki operator istnieje, wyrazi¢ go wzorem we wspotrzednych
kartezjanskich xy, xs, T3.

6P. Macierz kwadratowa A ma bezposrednio pod przekatng jedynki, ostatnia ko-
lumne rowng (ag, ..., ax_1)", a w pozostatych miejscach zera. Wyznaczy¢ jej wielomian
charakterystyczny wa .

Seria 4 (na piatek 7.I1I).

Zadania do przemyslenia.

1. + Niech L : V. — W bedzie surejektywnym przekszalceniem liniowym, a
(b1, ..., by) ~bazg przestrzeni W. Dla kazdego wektora b; tej bazy, obierzmy wek-
tor b; € V tak, by L(b;) = b;. Dowiesé, ze jesli (vy,...,v;) jest baza jadra ker(L)

~

przeksztalcenia L, to (by, ..., Bk, V1, ..., V;) jest baza przestrzeni V.

2. + Jak zmieni si¢ macierz M (L)E operatora L € L(V), gdy w bazie B = (b, ..., b,)
zamienimy pierwszy wektor z drugim (tzn., gdy baze zmienimy na (bs, by, bs, ..., b,))?
A gdy zamienimy pierwszy z trzecim?

(Wskazowka: raczej, niz oblicza¢ macierze zmiany bazy i wykonywaé¢ odpowiednie
mnozenia macierzy, wykorzystac to, jak tworzymy kolumny macierzy przeksztatcenia.)

3. Niech E;; oznacza k x k-macierz, ktorej ij-ty wyraz jest rowny 1, a pozostate 0.
Dowies¢, ze:

a)+ Macierze E;; i E;; sa podobne.

b)+ Dla i # j i A # 0, macierz E;; jest podobna do AE;;.

c) Gdy #F > 21 f : My(F) — F jest funkcja liniowa, przyjmujaca na kazdych
dwoch macierzach podobnych te samg wartosé, to f(A) = f(Eq)tr(A) dla A € M.

4. + (Omowiono na ¢wiczeniach.) Niech Vy C V' bedzie podprzestrzenia niezmienni-
czg operatora L € L(V') i niech Ly := Ly, : Vo — V5. Udowodnié, ze wielomian wr,
jest dzielnikiem wielomianu wry,.

Seria 3 (na wtorek 4.I11).
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1. + Dowies¢, ze gdy ktoras z macierzy A, B € M (F) jest nieosobliwa, to macierz
AB jest podobna do BA.

Definicja. Klatka Jordana stopnia k, odpowiadajaca wartosci A, nazywam tu macierz
kwadratowa stopnia k, majaca na przekatnej wszystkie wyrazy rowne A, bezposrednio
pod przekatna — rowne 1, a pozostate — rowne 0. (Mozna tez przyjac, ze wyrazy rowne
1 sa bezposrednio nad przekatna.) Przypomnijmy tez, ze dla macierzy kwadratowych
Ki,....K,, przez diag(Kj,...,K,) oznaczamy macierz, w ktorej wzdluz przekatnej
stoja kolejno klatki Ky, ..., K, a poza nimi sg zera.

2. Niech B = diag(Kjy,...,K;, C), gdzie A nie jest wartoscia wtasng klatki C, a
K., ..., K; sa klatkami Jordana, stopni sy, ..., s¢, odpowiednio, wszystkie odpowiadajace
wartosci A\. Dowiesé, ze

a) t jest wymiarem przestrzeni wlasnej Vg (), odpowiadajacej wartosci A;

b) ny := $1+ ...+ s; jest krotnoscia A jako pierwiastka wielomianu charakterystycz-
nego wg;

c) + liczba tk(B — AI)"~! — k(B — AI)" jest réwna liczbie tych klatek K;, ktorych
stopien s; jest > n. (Tun = 1,2, ... i przyjmujemy B — AXI) = I. Wskazowka: zbadac¢
rk(K; — AI)"! — rk(K; — AI)" dla pojedynczej klatki K;.)

d) liczba m), := max; s; (wskazujaca rozmiar najwiekszej sposrod klatek Ky, ..., Ky)
jest rowna inf{n : k(B — AI)" = rk(B — A\I)"*1}

3. + Niech macierz A € M(F) bedzie nad F podobna do macierzy diag(Kj, ..., K,),
gdzie K; to klatki Jordana (by¢ moze réznych rozmiaréw i odpowiadajace by¢ moze
roznym wartosciom). Dla A € F i n € N wywnioskowaé z czesci ¢) zadania 2, ze
liczba tych klatek K;, kore odpowiadaja wartosci A i sa rozmiaru > n, jest rowna

rk(A — AI)" 1 — rk(A — AI)"
Zadania pisemne, porcja 2 (na wtorek 3.1I1I).

2P. A € M;3(R) jest macierza o kolejnych wierszach (7, —12,6), (10, —19, 10), (12, —24, 13).
Wiedzac, Ze jej wielomian charakterystyczny wa jest réwny —(1 — 2)2(1 + ), wyzna-

czyé macierze S i D takie, ze D = S7'AS, przy czym macierz D jest diagonalna, a S
nieosobliwa. Obliczy¢ tez macierz f(A), gdzie f(z) = sin(rz?) + §(z + 1).

Uzupetnienie (za dodatkowy punkt): wykonaé¢ rachunek potwierdzajacy, ze wielo-
mian wa jest taki, jak napisano.

3P. A € My(R) jest macierza o kolejnych wierszach (3,—4,0,2), (4, —5, —2,4),
(0,0,3,-2),(0,0,2,—1). Ustali¢, czy macierz ta jest nad R podobna do macierzy
Jordana, a jesli jest, to do jakiej. (Jesli zas nie jest, to da¢ uzasadnienie.)

Uwaga: w zadaniu tym mozna oprze¢ sie na ostatnim ,zadaniu do przemyslenia”,
nawet, gdy sie go nie rozwiazalto.
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Seria 2 (na piatek 28.1I).
Zadania do przemyslenia:

1. Niech operatory K € L(V) i L € L(W) oraz izomorfizm S € L(V, W) spelniaja
warunek K = S~1LS. Dowiesé, ze
a)+ dla wielomianow p € F[z]| zachodzi p(K) = S~!p(L)S;
b) ker(L) = S(ker(K)) i im(L) = S(im(K)), i tak samo z p(K) i p(L) w miejsce
K i L, odpowiednio.

2. Udowodni¢, ze rzuty liniowe P,Q € L(V') sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy
rk(P) = rk(Q).
3. a) + Podprzestrzenn L-niezmiennicza jest i p(L)-niezmiennicza, dla p € Flz].
b) + Podprzestrzen zawarta w ker(L) lub zawierajaca im(L) jest L-niezmiennicza.
¢) Niech K, L € L(V) i KL = LK. Gdy podprzestrzen Vj jest L—niezmiennicza, to
K(Vy) i K~1(V}) tez s takie. Stad L-niezmiennicze sa ker(K), im(K), czy ogdlniej
ker(p(K)) i im(p(K)) dla p € Flz]|, w tym przestrzenie wlasne operatora K.
4. * Zdefiniowa¢ podobienstwo permutacji o,7 € S; i dowie$é¢, ze ma ono miejsce
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego n tyle samo cykli dtugosci n wystepuje w przed-

stawieniu o w postaci iloczynu cykli roztacznych, co w przedstawieniu 7 w postaci
takiego iloczynu.

Seria 1 (na 25.11).
Zadania do przemyslenia:

1. + Niech operator L : V — V bedzie taki, ze ztozenie L o L jest identycznoscia.
a) Udowodnié, ze jedynymi wartosciami wtasnymi L moga by¢ 11 —1.
b) Przypomnieé¢ sobie z semestru 1, co wiadomo Paristwu o operatorach, jak w a).
¢) W oparciu o tg wiedze ustali¢, czy operator L jest diagonalizowalny.

1’ + (Rozwiazano na ¢wiczeniach.) To samo, gdy operator L jest idempotentny,
tzn. Lo L = L. (Wtedy jednak wartosciami wlasnymi moga by¢ 01 1.)

2. + Niech L : V — V bedzie endomorfizmem skoticzenie-wymiarowej przestrzeni
wektorowej V' nad cialem [, a v jego wektorem wtasnym, odpowiadajacym wartosci
wlasnej A. Udowodni¢, ze dla kazdego wielomianu P € F|x], wektor v jest tez wek-
torem wlasnym operatora P(L), odpowiadajacym wartosci wtasnej P(A). (Operator
P(L) zdefiniowano na wyktadzie.)

3. Dla macierzy A € M (FF) oznaczmy przez ¢;(A) wspotezynniki jej wielomianu
charakterystycznego:

Wy = Z ci(A)x'. (%)
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Dowiesé, ze:

a) + co(A) = det(A), cx(A) = (=1)% i c_1(A) = (=1)*1tr(A), gdzie tr(A) =
>0 i

b) Gdy x5 ma, uwzgledniajac krotnosci, k pierwiastkow Aj, ..., Ay € F, to > .\ =
tr(A) i [[; \i = det(A).

¢)* Ogolniej, dla s =0, ..., k:

c(A)=(=1)" Y det(Ap)oraz Y [[N= ) det(Ap)

#P=k—s #P=sicP #P=s

gdzie # oznacza moc zbioru, a A p —podmacierz wyznaczona przez wiersze i kolumny
o numerach ze zbioru P C {1,...,k}. (Zbada¢ wpierw przypadek k = 3.)

Zadania pisemne, porcja 1.

P 1. Operator L : V — V ma w pewnej bazie B = (by, bs, b3, by) macierz A =
M (L)E, ktorej kolejnymi kolumnami sa (1,0, 1, 0), (0, 0,0, 0), (0,0, 0,0), (0,0, 0, 1). (Cia-
tem skalarow jest R.)

a) Wyznaczy¢ wielomian charakterystyczny wy i wartosci wtasne operatora L.
b) Dla kazdej wartosci wtasnej, znalezé baze odpowiadajacej jej podprzestrzeni

wlasnej.

c¢) Zbadac¢, czy operator L jest diagonalizowalny (tzn., czy jego macierz w pewnej
bazie jest diagonalna). Jesli nie, podaé¢ uzasadnienie, a jesli tak, wskaza¢ diagonalizu-
jaca go baze i macierz operatora L w tej bazie.

-24



