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Przedstawiony wybor zadan w znacznej mierze sktada sie sktada sie z zadan zamiesz-
czanych w notatkach do wyktadu, wywieszanych w katalogu WYK; towarzyszacy takim
zadaniom znak §X.Y.Z.n koduje numer pliku X, pragrafu Y, punktu Z, numeru zadania n.
Zagladanie do zrodta moze by¢ pomocne, bo moga tam sie znajdywaé¢ wskazowki, czasem
w postaci sasiednich zadan. Niekiedy za wskazowke stuzy tylko §X.Y.Z — a to wtedy,
gdy zadanie nie jest powtorzeniem wezesniejszego. Jestedmy gotowi udziela¢ dodatko-
wych wskazéwek na mailowe zapytania. Duzo zadan byto omawianych na ¢wiczeniach
w ktorejs z grup éwiczeniowych, wiec rozmowy z kolegami tez moga by¢ celowe.

Na egzaminie obok zadan teoretycznych, o podobnym charakterze jak ponizsze, beda
zadania rachunkowe, podobne do tych w zwyktych potokach.

Wybor, oraz zamieszczanie odsytaczy §X.Y.Z, ma na celu réwniez utatwienie przygo-
towania sie do egzaminu ustnego, i tym tez podyktowane jest zamieszczanie odniesien
§X.Y.Z do wytozonego materiatu. Wiele zadani byto zaproponowanych przez Stefana
Jackowskiego dla potrzeb podobnego wyboru, przygotowanego w ub.r.

§ 1. Operatory, ich wielomiany charakterystyczne i diagonalizacja

1. (por. dowodd twierdzenia 1 w §V.5.1.) Dowiesé, ze endomorfizm k—wymiarowe;
przestrzeni liniowej V' jest ztozeniem k endomorfizmow L; takich, ze rk(L; — Iy) < 1 Vi.

2. Niech C*(R,R) bedzie przestrzenia odwzorowan nieskoriczenie wiele razy réznicz-
kowalnych a D : C*(R,R) — C*(R,R) operatorem rozniczkowania. Sprawdz, ze
nastepujace podprzestrzenie V; < C*(R,R) sa D-niezmiennicze oraz zbadaj czy jesli
tak, to operator D jest na nich diagonalizowalny (tzn. ma baze zlozona z wektorow
wlasnych), a takze oblicz jego wyznacznik i §lad (w przypadku gdy V; jest skoriczenie
wymiarowa):

1. Vi - przestrzen funkcji wielomianowych
2. V5 - podprzestrzen rozpicta przez funkcje sin 2x, cos2x

3. Vs - podprzestrzen rozpicta przez funkcje e®, e** el 00
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4.V - podprzestrzen rozpieta przez funkcje f takie, ze D(D(f)) = f

3. * Nieskoriczone cialo [F jest podciatem ciata F. Udowodni¢, ze jesli dwie macierze
kwadratowe, o wyrazach w [F, sa podobne nad INF, to sa podobne nad F. (DlaF =R, F =
C udowodniono to w §VI.1.6. Pomocne moga by¢ wyniki z semestru I, por. wniosek 3
w §1.2.2 i wniosek 1 w §11.3.4.)

4. Dla rzeczywsitych parametrow a, b niech F,p : C*°(R,R) — C*(R,R) bedzie od-
wzorowaniem danym wzorem Fy;,(f) := f(ax 4 b). Sprawdzi¢, ze jest to odwzorowanie
liniowe oraz zbada¢, dla jakich wartosci parametréw a, b jest ono izomorfizmem. Dla do-
wolnego n podac przyktad niezmienniczej podprzestrzeni n-wymiarowej oraz zbadac, czy
operator F,; jest na niej diagonalizowalny (w zaleznosci od parametréw). Dla dowolnych
parametréow a, b poda¢ przyktady wektoréw witasnych przeksztalcenia F,, .

5. a) Dla dowolnego operatora A : V' — V niech A* : V* — V* oznacza odpowia-
dajacy mu operator dualny na przestrzeniach funkcjonatow. Znalezé¢ zwigzek miedzy
warto$ciami wlasnymi, podprzestrzeniami niezmienniczymi oraz wielomianami charak-
terystycznymi operatorow A i A*.

b) (por. §V.3.3.13.) Wykazaé¢, ze jesli V jest przestrzenia unitarna, to izomorfizm
V ~ V* (odp.V ~ V* w przypadku zespolonym), zadany przez iloczyn skalarny, jest
podobienstwem operatora A" i A*. Tu, V oznacza przestrzeri, rézniaca sie od V mnoze-
niem przez skalary; jest ono w V' zdefiniowane wzorem Av := Av, gdzie po prawej jest
iloczyn w V.

6. (Por. §VI.4.3.1.) Niech W < V bedzie podprzestrzenia niezmiennicza operatora
A:V — V. Pokaza¢, ze zachodzi r6wnosé: xa(A) = xaw(A)xaw(A) gdzie A/W
V/W — V /W oznacza operator wyznaczony przez A na przestrzeniach warstw.

7. (§VI.1.5.2.) Niech A : V — V bedzie izomorfizmem. Wyrazi¢ wielomian charakte-
rystyczny y4-1 w terminach wielomianu y 4.

8. (§VI.1.5.3.) Niech L € L(V'), gdzie V jest przestrzenig nad C, skoriczonego wymiaru.
Oznaczmy przez Vg te sama przestrzen, ale z cialem skalarow ograniczonym do R, za$
przez Lg € L(VR) — operator, wyznaczony przez L. Jaki jest zwiazek miedzy xp a xr,7

9. (§VIL.4.2.4.) Niech p € F[z] i A € My(F), przy czym wielomian ya rozktada sie

nad F na czynniki liniowe i ngp # Op Vn. Dowie$¢ rownowaznosci warunkow:

a) p(A) = 0;

b) (D7p)(A) = 0 dla A € spec(A)i0 < j < my —1 (my to rozmiar najwickszej
klatki, odpowiadajacej wartosci A; por );

c¢) wielomian p jest podzielny przez q := HAESPGC(A)(x — A)™,

Wywnioskowad, ze macierz A jest diagonalizowalna (nad F) wtedy i tylko wtedy, gdy
p(A) = 0 dla pewnego wielomianu p € F[z] bez pierwiastkow wielokrotnych.
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10. (Por. §VI.4.3.9) Dla dowolnego operatora A : V. — V w przestrzeni nad cia-
tem algebraicznie domknietym istnieje flaga, ktorej wszystkie podprzestrzenie sa A-
niezmiennicze. (Flaga to ciag podprzestrzeni V.= Vi D Vi1 D ... D V taki, ze
dimV; =i Vi.)

11. (§VI.4.3.9 a) Udowodnié¢, ze kazda kwadratowa macierz rzeczywista ma podprze-
strzen niezmiennicza wymiaru 1 lub 2.

b) Uogdlni¢ a) na przemienng rodzine macierzy rzeczywistych.
¢)* Udowodnié, ze jesli k x k—macierz rzeczywista ma podprzestrzeii niezmiennicza
wymiaru n, to ma i podprzestrzen niezmiennicza wymiaru k — n.

12. Niech ¢ € H bedzie dowolnym kwaternionem i rozwazmy operatory lewego i
prawego mnozenia (M : H — H, M(q) := qq oraz M, : H — H, M,(¢) = ¢q.
Dla jakich ¢ zachodzi réwnos¢ M, =, M? Zbada¢, dla jakich ¢ sa one C-liniowe, gdy
H traktowac jako przestrzen zespolona jak w poprzednim zadaniu. Obliczyé¢ wielomiany
charakterystyczne obu operatorow.

13. (Cwiczenie w §V1.4.1.) Niech operator L € £(V) i baza vy, ..., v4 przestrzeni V
maja nastepujace wlasnosci: L(vy) = vo, L(vy) = avy + bvy + cvs oraz L(v;) = 0 dla
1 = 2,3. W zalezno$ci od wartosci parametrow a, b, ¢ wyznaczy¢ macierz Jordana tego
operatora.

14. (§VI.3.2.2.) Dla operatora L dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) operator L jest normalny i spec(L) C [0, c0);

b) operator L jest samosprzezony i dodatnio potokreslony (tzn. dla wszystkich wek-
torow v jest (L(v),v) = (v, L(v)) > 0);

¢) w pewnej bazie ortonormalnej, operator L ma macierz diagonalna, z (wylacznie)
nieujemnymi wyrazami na przekatnej;

d) L = K? dla pewnego samosprzezonego operatora K, ktory tez jest dodatnio
potokreslony;

e) L = K"K dla pewnego operatora K.

15. (VI.4.3.5.) Udowodni¢, ze gdy {L; }ies jest rodzing przemiennych operatorow diago-
nalizowalnych, to istnieje baza przestrzeni, diagonalizujaca kazdy z nich. Wywnioskowac,
ze gdy dwie przemienne macierze nad C sa diagonalizowalne i maja tylko rzeczywiste,
nieujemne wartos$ci wtasne, to ich iloczyn tez jest jest taki.

16. (por. §VI.2.31 VI.4.3.5.) Niech F bedzie cialem algebraicznie domknietym. Udo-
wodnié¢, ze jesli macierze A, B € M, (F) sa przemienne i A ma n réznych wartosci
wlasnych, to B = p(A) dla pewnego wielomianu p € F|x].

17. (§VI.4.2.3.) Dowies¢, ze macierz zespolona, ktorej wszystkie wartosci wlasne sa
dodatnie, jest kwadratem pewnej macierzy o tejze wlasnosci.
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* Dowie$é, ze mozna wyzej zastapié .pewnej’ przez ..jedynej’.
) 2. 29

18. (por. §VI.4.2.3.) Niech F bedzie ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki
0, a macierz A € My (F) niech bedzie odwracalna. Udowodni¢, ze A = X* dla pewnej
macierzy X € My (IF). Czy zalozenie odwracalnosci jest istotne?

19. (por. §VI.4.2.3.) Z dokladnoscia do podobienistwa, ile jest rozwigzan réwnania
X3 = X2 W M4((C)7

20. (§V1.3.2.3.) Dowiesé, ze gdy operator L jest normalny, to ker(L)* = ker(L") i
im(L)* = im(L").

21. (§VL.3.2.5.) Dowiesé, ze gdy L jest operatorem samosprzezonym, to:
a) liczba a := sup{(L(v),v) : ||v|| = 1} jest jego najwicksza wartoscia wtasna;
b) liczba b := inf{(L(v), V) : ||v|| = 1} jest jego najmniejsza wartoscia wlasna,
c) jesli (L(v),v) = A||v|? i A € {a,b}, to v jest wektorem wlasnym operatora L.

22. (VI.3.4.1.) Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Krasnosielskiego: operator
liniowy L € L(R*) wtedy i tylko wtedy jest unitarny, gdy dla pewnego n < k zacho-
wuje n-wymiarowa miare w R* (tzn. p,(R) = p,(L(R)) dla kazdego réwnolegloscianu
rozpietego na n wektorach).

b) Czy unitarny jest kazdy operator L € L(R¥), zachowujacy k-wymiarows miare?

23. (VI.3.4.3). Niech A € M(C) i det(A) # 0. Dowies¢, ze gdy A = UH jest
rozktadem biegunowym, to |A—W/|| > ||A—U]| dla kazdej unitarnej macierzy W # U.

24. (§VI.3.5.4.) Dowies¢, ze normalnosé macierzy A € My(C) jest rownowazna temu,
by [[Av|| = ||A"v]| dla kazdego wektora v € C*.

§ 2. Formy kwadratowe i dwuliniowe

25. (VIL.2.2.3.) Niech f : V — R bedzie forma kwadratowa i niech dim(V) = k i
a(f) = (s,t). Dowiesc, ze:
a) Maksimum wymiaréw podprzestrzeni, na ktorych forma f jest dodatnio potokre-
Slona, jest rowne k — t.
b) Maksimum wymiarow podprzestrzeni, na ktorych forma f jest zerowa, jest rowne
k — max(s, t).

26. (VII.2.2.5.) Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni V, a f : V — R forma
kwadratows. Dowies¢, ze:
a) fiw : W — R jest formag kwadratows i oy (fiw) < oy (f), o-(fiw) < o-(f).
b) oy (f) — oy (fiw) < dim(V) — dim(W), i tak samo dla o_.

27. (por. VII.4.3.4.) Niech V' bedzie przestrzenia z symetryczna, niezdegenerowana
forma dwuliniowa. Dowies¢, ze w przestrzeni dualnej V* mozna okresli¢ iloczyn skalarny
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tak, zeby baza V* dualna do dowolnej bazy ortogonalnej w V' byta ortogonalna.

28. [Uogodlnienie ortogonalizacji Grama-Schmidta. Por. twierdzenie Jacobiego z
VI1.2.1.2] Niech g : V' — F bedzie symetryczna forma dwuliniowa, a B jej macierza

w bazie w bazie vy,...,v,. Zalozmy, ze dla kazdego : < k = dim V' forma ¢ na pod-
przestrzeni lin{vy, ..., v;} jest niezdegenerowana. Pokazaé, ze
a) istnieje g—prostopadla baza wy, ..., wy taka, ze dla kazdego 1 < i < k,
lin{vy,...,v;} =lin{wy, ..., w;}
oraz wektory {wy, ..., wy} sa wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do mnozenia

przez skalar.
b) jezeli dla kazdego 1 <i <k, g(v;, w;) = 1, to

g(Wi,Wz’) = Ai—l/Aia

gdzie Ay = 1, zas A; jest i-tym minorem poczatkowym macierzy B
c)jezelik =R, to oy (g9)—0_(g9) = k—2c, gdzie ¢ jest liczba zmian znaku minorow A;.

29. (VII.2.4.1.) Niech f : R* — R bedzie formg kwadratowa, a (Ai,...,\) cia-
giem wszystkich wartosci wtasnych (z powtorzeniami) jej macierzy w ortonormalnej
bazie przestrzeni R*. Oznaczmy przez S := {v € R* : ||v|| = 1} sfere jednostkowa.
Dowiesé, ze:

a) sup f(S) =sup; \; 1 inf f(S) = inf; A;.

b) Dla A € R, liczba #{i : A; > A} jest rowna maksimum wymiaréw podprzestrzeni
W takich, ze fiwns > A

¢) Podobnie, liczba #{i : A\; < A} jest rowna maksimum wymiaréw podprzestrzeni
W takich, ze flwng < A

d) Jesli A\; < Ay < ... < N, to dla 1 <4 < k maja miejsce nastepujace réGwnosci
Couranta—Fischera:

Ai = infy Oy 1 A1 = supy cw,
gdzie W przebiega i-wymiarowe podprzestrzenie przestrzeni R¥, zas ¢y i Cy oznaczaja
dla kazdej takiej podprzestrzeni kresy zbioru f(S N W), dolny i gorny, odpowiednio.

30. Dwie niezdegenerowane formy kwadratowe q;, g2 dwoéch zmiennych nad ciatem F
charakterystyki # 2 sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy gdy spelnione sa nastepujace
dwa warunki:

a) det(qy)/ det(qq) jest kwadratem w ciele F,
b) istnieja dwie pary elementow z;, y; € I takie, ze q1(x1,y1) = go(x2, y2) # 0.

31. (por. VII.2.2.4) Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorows
nad IF. Na przestrzeni operatorow L(V') zadajemy forme dwuliniowa ¢ : L(V) x L(V) —
F, t(A,B) := tr(AB). Zbada¢, czy ta forma jest niezdegenerowana oraz przy F =
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R opisa¢ maksymalne podprzestrzenie na ktorej jest odpowiednio dodatnio i ujemnie
okreslona. Sprawdzi¢, ze forma t jest niezmiennicza ze wzgledu na sprzeganie A i B tym
samym izomorfizmem przestrzeni V.

* Opisaé przestrzen wszystkich takich dwuliniowych form symetrycznych.

32. (VIL.3.1.1.) Niech SY M (odp. ANT) oznacza zbior wszystkich funkcji symetrycz-
nych (odpowiednio: antysymetrycznych) V' x V — F.

a) Dowies¢, ze SY M i ANT sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni FU N wszyst-
kich funkcji V- x V — F, oraz FUN = SY M & ANT;

b) opisa¢ wzorem rzut liniowy P przestrzeni FUN na SY M wzdtuz ANT i zbadac,
czy P przeprowadza funkcje dwuliniowe w dwuliniowe.

33. (VIL.3.1.3.) Niech V bedzie dwuwymiarows rzeczywista przestrzeniag wektorows,
niech g : V x V — R bedzie symetryczna funkcja dwuliniowg i niech wektory u,w € V
beda liniowo niezalezne. Dowiesé, ze:

i) funkcja g jest dodatnio lub ujemnie okreslona < (g(u, w))? < g(u,u)g(w, w);

i) funkcja g jest osobliwass (g(u, w))? = g(u, u)g(w, w).

iii) funkcja g jest nieokreglona i nieosobliwa < (g(u, w))? > g(u,u)g(w,w).
Wywnioskowaé, ze znak liczby (g(u, w))?—g(u,u)g(w, w) (dodatni, zerowy lub ujemny)
nie zalezy od wyboru liniowo niezaleznych wektoréw u,w € V.

34. =VIIL.4.6.1+ znalez¢ macierz operatora L, w standardowej bazie.

35. (por. §VI. 4.3.) Niech (V,g) i (V',¢') beda przestrzeniami z funkcja dwuliniowa
i niech K € L(V,V'). Dowies¢, ze gdy funkcja g jest nieosobliwa, to istnieje jedyne
przeksztatcenie K" € L(V', V) takie, ze g(v, K"(w)) = ¢(K(v),w) ¥v €V, we V'
36. (VIL.3.1.6.) Niech g,h: V x V — F beda funkcjami dwuliniowymi. Dowies¢, ze:

a) Jesli h(u,w) = 0 dla wszystkich u,w € V takich, ze g(u,w) =0, to h = \g dla
pewnego skalara \.

b) Jesli g(u,w) = 0 = g(w,u) =0 (u,w € V), to g jest funkcja symetryczna lub
antysymetryczna.

§ 3. Geometria przestrzeni euklidesowych i afinicznych.

37. (por. §V.2.1.) Wyznaczy¢ dlugosé przekatnej n—wymiarowej kostki rozpietej na
uktadzie ortonormalnym oraz katy miedzy ta przekatna a krawedziami kostki.

38. (V. 2.2.2.) Niech f, oznacza n—ty wielomian powstalty z wielomianéw 1, x, ..., x" w
wyniku ortogonalizacji Grama— Schmldta (bez normowania) w przestrzeni R[z], wyposa-
zonej w iloczyn skalarny (f, g) f f(t)g(t)dt. Dowies¢, ze wspotezynnik wielomianu

fn przy x" jest rowny 1 oraz f 2dt inf f t))?dt, gdzie infimum jest wziete
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po wszystkich wielomianach stopnia < n majacych wspotezynnik 1 przy 2. (Wielomian
G = fL(l) fn nazywany jest n—tym wielomianem Legendre’a.)

39. * W przestrzeni z poprzedniego zadania obliczy¢ odlegto$é wielomianu x" od
podprzestrzeni lin(1, z, ..., 2" 1).

40. (V.4.2.2.) Niech E bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa i niech vy, ..., Vg, Wy, ..., W; €
E.

a) Dowies¢, ze fui(R(V1, ooy Vi, W1, ooy W1)) = pp(R(V1, o, Vi) - pu(R(WY, .., W1)),
gdzie w! to rzut ortogonalny wektora w; na {vy,..., vy }+.

b) Dowiesé, ze puri(R(V1, ooy Vi, W1, oo, W) < g (R(V1, ooy Vi) - i (R(W, oy W)

41. (§V.5.5.5.) Utozsamijmy kazda liczbe z € C z kwaternionem Re(z) + iIm(z). Po-
zwala to traktowac zbior kwaternionow H jako zespolong przestrzeri wektorows (mno-
zenie przez skalary jest wyznaczone przez mnozenie w H, przy czym skalar stoi z le-
wej strony); za jej baze mozna obra¢ np. B = (1,j). Dla u,v € H przyjmijmy
(u, vy = p(uv*), gdzie p(z1 + 227) := 21 dla 21, 22 € C. Udowodnié, ze

a) (-,-) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni zespolonej H i (u,u) = |u|?* dla
u € H, a przeksztalcenie H > u — [u]lg € C? (lub, réwnowaznie, jego odwrotnosé
C? > (21, 22) = 21+225 € H ) jest C-liniows izometrig, gdy w C? rozwazaé standardowy
iloczyn skalarny.

b) Z opisu macierzy A € SU, wywnioskowaé, ze kazda C-liniowa izometria prze-
strzeni H, majaca wyznacznik 1, jest mnozeniem prawostronnym przez jednoznacznie
przez nig wyznaczony kwaternion jednostkowy.

42. Dowiesé, ze dowolna izometria F' przestrzeni euklidesowo—afinicznej E" jest prze-
ksztatceniem afinicznym, ktorego pochodna jest izometria liniowa. Wykazaé¢, ze F' jest
zlozeniem symetrii wzgledem podprzestrzeni afinicznych (niewiecej niz ilu?).

43. (z VII1.2.4.) Niech u € R? a L bedzie obrotem liniowym plaszczyzny R? réznym
od identycznosci. Dowies¢, ze przeksztatcenie L + u ma punkt staty i w dowolnej mapie
euklidesowej, zaczepionej w tym punkcie, odpowiada mu obroét liniowy.

b) Dowies¢ podobnej tezy przy L bedacym odbiciem prostej R wzgledem zera.

c¢) Dowiesé, ze kazda izometria przestrzeni euklidesowej R zapisuje sie w pewnej
mapie euklidesowej jako suma ortogonalna przeksztatcen, z ktorych wszystkie poza byé
moze jednym sg przesunieciami prostych lub obrotami liniowymi ptaszczyzn, a pozostate
(jesli istnieje) jest liniowym odbiciem proste;j.

e) Wywnioskowa¢, ze zmieniajaca orientacje izometria plaszczyzny E? jest syme-
trig z poslizgiem, tzn. w pewnej (euklidesowej) mapie odpowiada jej przeksztalcenie
(x1,T9) — (—x1, 22 + ¢), gdzie ¢ € R. Podobnie, ruch (czyli zachowujaca orientacje
izometria) 3-wymiarowe]j przestrzeni £ jest ruchem $rubowym, tzn. w pewnej mapie
odpowiada mu przeksztatcenie, bedace ztozeniem obrotu wokot osi Res z przesunieciem
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wzdhuz tej osi. (Jest to twierdzenie Chaslesa.) Opisa¢ tez ruchy plaszczyzny E2.

44. (VIIL.6.5.1.) Niech a; € A1 b; € a;a;,1 dla i € Zs, przy czym punkty ag, ai, as nie
leza na jednej prostej. Przyjmijmy \; := (b; — a;)/(b; — a;1+1). Udowodnicé, ze:

a) Jesli punkty by, by, bo sa wspotliniowe, to AgA\; Ay = 1. (Twierdzenie Menelaosa).

b) Jesli proste agby, aibs i asby przecinaja sic w jednym punkcie lub sa parami row-
nolegle, to AgA\1 A2 = —1. (Twierdzenie Cevy).

c¢) Twierdzenia odwrotne sa tez prawdziwe.

45. (VIIL.6.5.2.) Nazwijmy przeksztalcenie F': A — A dylatacja, jesli jest afiniczne i
jego czesé liniowa jest jednoktadnoscia: dF = Ay, dla pewnego A € F\ {0}.
a) Dowies¢, ze przeksztalcenie F' € A(A, A) jest dylatacja wtedy i tylko wtedy, gdy
jest bijektywne i dla kazdej prostej L C A, proste L i F(L) sa rownolegte.
b) Dowiesé, ze dylatacje tworza grupe przeksztalcen i kazda dylatacja jest przesunie-
ciem lub jednoktadno$cia.

46. (z §VIIL.6.5.) Niech A i Ay beda podprzestrzeniami przestrzeni A, zas Vi, Vo C Vy
ich podprzestrzeniami kierunkowymi. Obierzmy punkty a; € A; (i = 1,2) i przyjmijmy
s:=dim(V; + V) i t := dim(A) + dim(A,). Dowies¢, ze:
a) af(Al UAQ) = a +F(a1 —a2)+V1+V2 1 (a1 — Qs € ‘/1—1—‘/2) = (AlﬂAQ> 75 @)
b) Jesli Ay N Ay # 0, to dimaf(Aj UAy) = s <t i dim(AjNAy) =t—s >
max(0,t—dim(A)). Tak wiec wtedy dim(af(AjUAy)) = dim A;+dim Ay —dim(A;NA).
c¢) Jesli AjNAy = (), to dim(af(A1UAs)) = 14+s = 1+dim Ay +dim Ay —dim(ViNV3).

47. (por. VIIL.6.4) Dany jest uktad {(\;, a;)}l~; punktéow materialnych, o niezero-
wej sumie mas A := ). \;. Momentem mas tego uktadu wzgledem punktu z nazywac
bedziemy wektor > . A\;v(x,a;). Udowodni¢, ze nie zmieni si¢ on, jesli wszystkie masy
przeniesiemy do srodka ciezkos$ci uktadu, tzn. do punktu a := %ZZ Aia;. W szczegol-
nosci, wzgledem punktu a moment mas znika. (To zreszta dowodzi, ze uktad podparty
w Srodku ciezkosci jest w rownowadze — bo warunkiem réwnowagi jest zerowanie sie
momentu mas uktadu wzgledem punktu podparcia x, jesli pole grawitacyjne jest prosto-
padte do wszystkich wektorow v(z, a;).)

48. Niech Ly, Ly, L beda parami roztacznymi prostymi w R?, ktorych wektory kierun-
kowe sg liniowo niezalezne. Zbada¢, kiedy istnieje przeksztalcenie afiniczne F' : R? — R3
takie, ze F(Ll) = LQ, F(LQ) = L3 1 F(Lg) = Ll.

49. (por. VIIL.1.2 i VIIL.6.5.) Czy w przestrzeni afinicznej nad R mozna zdefiniowaé:
a) iloraz dtugosci kazdych dwoch wspotliniowych odeinkow?
b) iloraz dtugosci kazdych dwoch rownoleglych odcinkow?
b) iloraz dtugosci kazdych dwoch dowolnych odcinkow?
c) iloraz objetosci kazdych dwoch rownolegloscianow maksymalnego wymiaru?
Definiowana wielko$¢ powinna by¢ niezmiennicza wzgledem izomorfizméw afinicznych,
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a dla przestrzeni euklidesowych mie¢ ,zwykte” znaczenie. Odpowiedzi negatywne nalezy
uzasadnié, a pozytywne poprzeé¢ proponowang definicjg i uzasadnieniem jej poprawnosci.

§ 4. Zbiory algebraiczne stopnia < 2 w przestrzeniach afinicznych

50. (VIIL.4.2.1.) Dowiesé, ze przeciecie dwoch hiperpowierzchni X,Y w R” jest hi-
perpowierzchnig stopnia < 2sup(deg(X),deg(Y)). Czy mozna wyzej zastapi¢ prawa
strone przez sup(deg(X), deg(Y))? Jak jest przy R zastapionym przez CF?

51. (VIL.4.3.3.) a) Danych jest k(k+3)/2 punktow k—wymiarowej przestrzeni afiniczne;.
Dowies¢ istnienia kwadryki, ktora je wszystkie zawiera.
b)** Dowies¢, ze dla k = 2 kwadryka ta jest jedyna lub 4 z 5 punktow lezy na proste;.

52. (VIIL.5.2.1) Czy paraboloida eliptyczna ma ptaskie przekroje hiperboliczne? A
paraboloida hiperboliczna i walec paraboliczny, czy maja eliptyczne?

53. (VIIL.5.3.2.) Dwa pojazdy, kazdy poruszajacy sie ruchem jednostajnym po jednej z
dwoch prostych skosnych, potaczone sa prostoliniows rozciagliwag nicia. Dowiesé, ze nié
zakresli fragment paraboloidy hiperboliczne;j.

54. =VIIL.5.3.5.

55. (z VIL.5.1.) a) Dowiesé, ze kazda kwadryka w C* jest w pewnej mapie afinicznej
zadana rownaniem jednej z dwoch postaci: Y, x? = ¢, gdzie c € {0,1} i1 < r <k,
lub Y77 2% = @y, gdzie 1 <7 < k — 1. Sposrod tych réwnan, tylko 22 = 0 wyznacza
podprzestrzen.

b) Dowiesé, ze kwadryka w C* zawsze jest niepusta, a jej réwnanie, wymienione w a),

jest jedyne.

56. (§VIII.4.3 i powyzsze zadanie, wraz z §VI1.3.3.) Niech V' (odpowiednio V') bedzie
przestrzeniag wektorows nad ciatem IF, w ktorym kazdy element ma pierwiastek kwadra-
towy, zas f : V — F (odp. f': V' — F) niech bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze
jesli przeksztalcenie liniowe L : V' — V spelia warunek f(v) = 0 = f'(L(v)) = 0,
to zachowuje ono ortogonalnosé (tzn. przeprowadza f-ortogonalne pary wektoréw na
f'—ortogonalne).

57. (Jest ono rozwigzane w VIIL.6.6.) Niech X bedzie kwadryka, a £ rodzing prostych,
z ktorych kazda przecina X w dwoch punktach. Udowodnié, ze jesli £ sktada sie z
prostych rownolegtych, to srodki ciezkosci zbiorow X N L (L € L) leza na wspolnej
hiperptaszczyznie (zwanej Srednicowa dla X, odpowiadajaca kierunkowi peku £. Teza
jest tez prawdziwa, jesli kierunek ten nie jest asymptotyczny i X N L # ) VL € L; przy
tym srodkiem cigzkosci n-elementowego zbioru Y nazywamy punkt >y %y)
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