GAL, egzamin, 14.06.2004, Temat B

Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce powinno
by¢: imie¢ i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej do
ktorej osoba zdajyca nezeszeza, numer rozwigzywanego zadania oraz litera tematu,

1. Endomorfizm ¢; : R3 — R3 jest dany wzorem o, ((21, 29, 73)) =

= (Sxy, txy + xo — 2x3, 8221 — 239 + dag). .

a) Znalez¢ wartosci wlasne i bazy przestrzeni wlasnych endomorfizmu @s.

b) Dla jakich ¢ € R endomorfizm ¢, jest diagonalizowalny?

¢) Dla jakich ¢ € R istnieje taka macierz ortogonalna Cy € Mjy3(R), ze macierz
CT M (90)3ECy jest diagonalna? Dla kazdego takiego ¢ znalesé macicrs C,.

2. W R? zadany jest standardowy iloczyn skalarny, p = (3,-1,2), L = (2,0,—3) +
lin((1,2,2)), H: 2xy — 2xy +x3 = 1.

a) Znalez¢ rzut prostopadly punktu p na plaszezyzne H.

b) Znalez¢ wszystkic punkty, ktére mozna otrzymaé jako obrazy punktu p w izometriach
/o R? — R? takich, z¢ f(q) = q dla kazdego q € H.

¢) Pokazac¢, ze prosta L jest lezy na plaszczyZznie H. Znalezé wszystkic punkty, ktore
mozna otrzymac jako obrazy punktu p w izometriach f : R* — R? takich, ze f(q) = ¢ dla
kazdego q € L oraz f(H) = H.

3. Forma dwuliniowa /iy na przestrzeni R? dana jest wzorem hy((x1, 22, 23), (y1, y2, y3)) =
= tays + 201y2 + 20201 + 2wy + 2w2y3 + 203y, + 3T3Y3.

a) Znalez¢ bazg prostopadly przestrzeni (R hy).

b) Znalez¢ macierz diagonalng, o wyrazach w {1, —1,0}, kongruentng nad R do G(hy;st).
¢) Dla jakich ¢ € R forma h, jest nieosobliwa? Dla jakich t € R forma h; jest iloczynem
skalarnym? Obliczy¢ sygnature macierzy G(hy;st) w zaleznodei od t € R.

4. Niech X = {(z1,20,23) € R® | 2 + 323 + 322 + dwqwy + 22125 + 1225 + 2 = 0}.

a) Okreslié typ afiniczny hiperpowierzchni X.

b) Znalezé $rodki symetrii hiperpowierzehni X .

¢) Niech Yy = {(#1,22,23) € R? | 22 + 323 — ra2 + 1+ — 4 = 0}. Dla jakich r € R istuicje
taki izomorfizm afiniczny f: R* — R3, e f(Y,) = X 7

5. Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad R i niech h : V x V' — R bedzie formg
dwuliniows symetryczna nicosobliwa,.

a) Niech dimV = 2. Wykazad, ze jesli V' zawiera niezerowy wektor izotropowy, to istnicja
10 OJ oraz G(h; B) = [(1) (1)}

b) Niech dimV = 2n. Wykazaé, ze jesli forma h ma sygnature 0, to istnicje taka pod-
przestrzen W C V' wymiaru n, ze dla kazdych «, 8 € W zachodzi h(a, 3) = 0.

¢) Niech dimV = 2n. Wykazadé, ze jesli istnieje taka podprzestrzen W C V wymiaru n, %e
dla kazdych «, 8 € W zachodzi h(«a, ) = 0, to forma h ma sygnature 0.

takie bazy A, Bw V, ze G(h; A) = [



