GAL I, jesienn 2009
Zadania domowe, grupa 13 (czwartkowo—wtorkowa, prowadzacy H. Toruniczyk).

Seria 26 (na 19 I 2010).

Przypominam, ze nie omoéwilidmy jeszcze waznych zadan 3 1 5 z serii 24 —prosze je

ponownie przemysleé i zglasza¢ wraz z ponizszymi na najblizszych ¢wiczeniach.

1 s 10

. 01 s S . )

1. Niech A = L1100 W zaleznosci od wartosci parametru s wyznaczy¢
0011

a) det(A), b) rk(A).

2. Niech A € M bedzie macierza, ktorej pierwszy wiersz i pierwsza kolumna
sa rowne (0,1, ..., 1), a pozostata klatka ma wszystkie wyrazy przekatnej rowne 0, a

pozostale rowne s. Wyznaczy¢ det(A), det(I — A), det(A?) i det(A — A?).

3. Obliczy¢ wyznacznik k x k—macierzy, ktorej ostatnim wierszem jest (y,0, ..., 0, x),
pierwszym (z,y,0,...,0), drugim (0,z,%,0,...,0) itd. az do wiersza przedostatniego,
rownego (0, ...,0,x, 7).

4. Czy to, ze przeksztatcenie Lp : FF — F! jest roznowartosciowe, mozna wyrazié

przez rzad macierzy A € M, ;7 (Por. dyskusje na ¢wiczeniach zadania 2 z serii 24.)

Ponizsze zadanie moze by¢ rozwigzywane jako pisemne przez tych, ktorzy rozwia-
zania zadania 2b) z poprzedniej serii nie dali lub chea je zastapi¢ lepszym:

5. Podprzestrzen U C R? jest réwna lin((1,0,1),(1,1,2)). Opisa¢ uktadem réwnan
jej przeciwobraz L~1(U) przy przeksztalceniu L € L(R* R3), ktorego macierzg (w

1 2 1 4
standardowych bazach) jest A = 1 1 3 6
-3 =5 =5 —14

Seria 25 (na 14 1 2010).

1. Zdaje sie, ze zadanie pisemnie z poprzednie serii sprawia klopoty rachunkowe (nie
biore odpowiedzialnosci za odpowiedz, jest przepisana z Kostrykina). Jako konkuren-
cyjne z nim (do wyboru) proponuje nastepujace zadanie nie wymagajace rachunkow:

PY
0 a)
jest rowny iloczynowi det(P) det(Q). (Wskazowka: sprowadzi¢ klatki P i Q do postaci
schodkowej operacjami typu (I).)

Dowiesé, ze gdy klatki P i Q sa kwadratowe, to wyznacznik macierzy {

2. W oparciu o dyskusje z ¢wiczenn podaé¢ opis (uwiktany lub parametryczny, do
wyboru) przestrzeni W, gdy (przyjmujemy F = R):
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a) W = La(V), gdzie A = , a V to zbioér rozwiazan uktadu rownania

1
1

—_ O =
— N O N

1+ 29+ 23 =0.
b) W = L, (U), gdzie macierz A jest jak wyzej, a U jest powloka liniowa wektoréw
(1,0,1,0) i (1,1,0,1).

Powyzsze zadania sa pisemne, przy czym a) i b) w zadaniu 2 liczone sg jako pelne
zadania. (Czyli mozna uzyska¢ 3x3 punkty: 3 za wybrane zadanie 1-to lub z poprz.
serii, i po 3 za kazda z czesci zad. 2.)

Przypomne, ze w zad. 2 wygodnie jest V' przedstawi¢ w postaci parametrycznej,
a U — uwiktanej. (Uzyskanie takiego opisu daje czesé¢ punktow.) Dyskusja z ¢wiczen
oparta byta o rzecz nastepujaca: gdy dane sa przeksztalcenia f : X — Y i g :
Y — Z oraz zbior Zy C Z, to (go f)"HZy) = f g (Zy)). (Stosowalismy to,
gdy przeksztalcenia i przestrzenie sa liniowe, a Zy = {0}.) Prosze te ogolna wlasnosé
przeksztatcen przemysle¢ jako zadanie ustne.

Seria 24 (na 12 12010, a pisemne na 14 I).

1. Obliczy¢ wyznacznik macierzy A, gdy

1 2 3 4

-3 2 =5 13

A= 1 =2 10 4
-2 9 =8 25

Powyzsze zadanie jest pisemne (a odpowiedz wg. zbioru Kostrykina to 301). o czy-
telne wyjasnienia poszczegolnych przeksztalcen macierzy i wykonywanych rachunkow!

Co do zadan ustnych i przygotowania do kolokwium, zmienitem nieco koncepcje.
Zadania ze skryptu T. KoZzniewskiego moga Panstwo samodzielnie przegladac¢ i wska-
zane przez Panstwa mozemy omawia¢ na ¢wiczeniach, poza oznaczonymi litera D w
skluczu” z nastepnej strony (te tez mozemy, ale przy nadmiarze czasu). To samo do-
tyczy zadan ze strony A. Webera. Na ¢wiczeniach wtorkowych przedstawie natomiast
pewne zadania z kolokwiow z ub. lat. Prosze tez o przemyslenie nastepujacych zadan:

2. Dowies¢, ze gdy przeksztatcenie La : F¥ — F! jest ,na”, to wiersze macierzy
A € M, sa liniowo niezalezne, i odwrotnie.

3. i) Jaki jest zwiazek miedzy [L]}, a [L}};, , jesli V' otrzymano z bazy V = (v;)k,

przez a) zastapienie wektora v; wektorem cv;? b) zastapienie go wektorem v; + cv;?
c¢) zamiane wektorow v; i v; miejscami? (Tu 1l <i,j <kicel.)
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ii) A pomiedzy [L]}, a [L]}, , jesli W' w podobny sposob otrzymano z W?

4. Rozpatrujemy przestrzen Moy wszystkich 2 X 4-macierzy rzeczywistych i jej
podprzestrzen ztozong z tych macierzy A, dla ktorych a9 + a9y = 0 = ajs + 2a9; =
a12 + 3a9;. Jaki jest wymiar tej podprzestrzeni?

5. a) Jaka jest macierz rzutu V = U @ W na U wzdluz W w bazach V,V, gdzie
V= (uy,..., ug, Wi, ..., w;), zas (1;) 1 (w;) to bazy podprzestrzeni U i W, odpowiednio?
b) A jaka jest macierz, nadal w bazach V, V. symetrii wzgledem U wzdtuz W?

c¢) Dla przeksztatcenia L € L(V, W) i baz v, ..., v, przestrzeni ker(L) i wy, ..., w,
przestrzeni L(V'), obierzmy baze V = (ui,...,uy, V1, ..., V,) przestrzeni V z dowodu
lematu 1 w §5.1 pliku WEKT.pdf z mej strony, i rozszerzmy uktad (w;){_; do bazy
W = (w;)!_, przestrzeni W. Jaka jest macierz [L]},?



Klucz do stopnia trudnosci zadan w skrypcie T. KoZniewskiego:
A podstawowe, B tatwe typowe, C tatwe uzupelniajace, D trudniejsze

Rozdzial 1. Wszystkie zadania A

Rozdzial 2.
1:1C,2B,3B,4B2: 1B,2B
3:1A 2B,3A

4: 1A 2B,3B
5:1A,2B,3A,4A,5C,6D

Rozdzial 3. (Przestrz. liniowe)
1:1B,2C, 3C, 48

221A,2A, 3A,4A,5B

3: 1A 2A,3A 4B 58
4:1A,2A,3B,4C,5C,6D,7B,8D,9D
5 1A, 2A3A, 4B 5A,6A,7C,8B,9C
6: 1A,2A,3A,4A,5B,6C,
7.1B,2C,3C,4B,5C,

8 1A, 2A 3A,4B,5C,6B,7B,8C,9C

Rozdziat 4. (Przekszt. liniowe)
1A, 2A,3A,4A 5C
2:1A,2B,3C, 4B
3:1A2A,3C,4C

4 1A,2B,3A,4C,5C
51A,2A, 3B, 4C, 5B

6: 1A, 2A 3A, 4B 5C
721A,2B 3D

Rozdzial 5 (Wyznaczniki etc.)

1: 1A 2A 3B
221A,2B,3B,4A,5A,6C,7B,8C,9B,10D
3:1A 2A,3A,4C



Seria 23 Dobrego Nowego Rokul!

Ale po nim, poniewaz zblizamy sie juz do korica semestru i do kolokwium, dobrze
chyba zacza¢ powtorke materiatu. Mysle wiec w styczniu dawaé, poza pisemnymi, nie-
liczne tylko zadania, proszac rownoczesnie o przegladanie wyznaczonych porcji zbioréw
zadan. Zadania, sprawiajace ktopoty, omawialibysmy na ¢éwiczeniach. (Tak wiec od
Panstwa zalezy, czy 1 ktére bedziemy omawia¢ — nalezy przed ¢wiczeniami zadania
przemysle¢, by sensownie zdecydowac.)

Na pierwszy tydzien zaje¢ w styczniu proponuje przejrzenie

a) zadan ze skryptu T. KozZniewskiego, ze stron 22, 25, 29/30 (poza 6, 8, 10) i 35-37;

b) zadan wywieszonych na stronie A. Webera pod adresem

http://duch.mimuw.edu.pl/ aweber /zadania/gal /gaza.pdf
—w tym tygodniu z rozdziatow 4,5,6, a w szczegolnosci zadan 4.6, 5.5, 6.5 1 od 6.8 do
6.10.

Ponizsze zadania sa za$ pisemne (na czwartek 8 I)

1. Znalez¢ jadro i obraz przeksztatcenia K € L(V), gdy
a) V=F[z]1 K(f)=f— [, gdzie f' to pochodna wielomianu f,
b) V = Mi(R)i K(A) =1(A+ A
W obu przypadkach zbada¢, czy K jest rzutem liniowym.

2. Dla najwiekszych mozliwych liczb p, q, s znalez¢ nieosobliwg s X s — podmacierz
2 3 4 5 6 7

8 7 6 5 4 3
12 13 14 15 16 17
18 17 16 15 14 13
liniowo niezaleznych kolumn macierzy A. (Jak zawsze, odpowiedZ uzasadnic!)

macierzy A = , a takze p liniowo niezaleznych wierszy i ¢

3. Niech L : Ry[z] — R[z| oznacza przeksztalcenie, ktore kazdemu wielomianowi
przyporzadkowuje jego trzecia pochodna.
a) Dowiesé, ze {f : (x3 + x + 1)|L(f)} jest podprzestrzenia przestrzeni Ry[z] i
znalezé jej wymiar. (Tu g|h oznacza ,wielomian g dzieli h”.)
b) Dowiesé istnienia niezerowego wielomianu f € Ry[z] takiego, Ze jego trzecia
pochodna dzieli si¢ przez 3 4+ x + 1, a on sam przez z* + x — 2.

Seria 22 (na 15 XII). W zwiazku z przed$wiatecznym nastrojem, nie ma nowych
zadan ustnych (pisemne byly ogloszone wezesniej). Prosze o przemyslenie dotycheza-
sowych zadan i wczesniejszego materiatu; jesli sa zwiazane z tym pytania, to dobrze

jest je omowic.

Wskazowka do pisemnych zadan 21 3: K € Z < im(K) C ker(L).



Seria 21 (na 15 XII, a pisemne na 17 XII).

-1 0 -1 0 —1

| i \ . . o 01 11 -1
Niech L : R> — R* bedzie przeksztatceniem takim, ze [L] = 01 11 —1
12 33 —1

(To L jest wspolne dla zadan 1-3.)

1. Znalez¢ a) baze obrazu im(L) przeksztalcenia L i b) wymiar jadra ker(L) tego
przeksztatcenia.

2. Niech Z = {K € L(R?,R%) : Lo K = 0}. Dowied¢, ze Z jest podprzestrzenia
liniowg przestrzeni £(R? R%) i wyznaczy¢ dim(Z).

3. Okresli¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich takie przeksztalcenie K € Z,
ktore ma maksymalny rzad (wsrod przeksztalcen ze zbioru Z, okreslonego wyzej).

Powyzsze zadania sa pisemne. Prosze tez o przemyslenie takich zadan ustnych:

4. a) Jakiego wymiaru jest przestrzen Z, zlozona z tych wielomianéw stopnia < 4,
ktore sa podzielne przez x? + x + 17

b) Jakiego wymiaru jest jadro przeksztalcenia L : Rslx] — Ryfz], ktore przypo-
rzadkowuje kazdemu wielomianowi f € Rs[x] jego pochodna f' € Ry[z]?

c¢) Jakiego wymiaru jest przestrzeni Y tych wielomianow f € Rs[x], ktorych po-
chodna jest podzielna przez z? + x + 17

5. Jaki jest warunek konieczny i wystarczajacy dla istnienia przeksztalcenia L €
L(R™ R™) takiego, ze im(L) = ker(L)? Gdy przeksztalcenie takie istnieje, okresli¢ je
wzorem.

6. a) Dowies¢, ze tk([A|B]) < rk(A) 4 rk(B), oraz
b) rk(A 4+ B) < rk(A) + rk(B) gdy suma A + B istnieje. (Uzy¢ a).)

7. a) Dowiesé, ze gdy T jest zbiorem skoniczonym, a funkcje fi,....,f, : T — T sa
liniowo niezalezne w przestrzeni F7, to istnieje n—elementowy zbior Ty C T taki, ze
obciecia tych funkcji do Tj sa liniowo niezalezne.

b)* Dowiesé¢ tego dla nieskonczonego zbioru 7.

Seria 20 (na 10 XII).

Zadania pisemne byly sformutowane w poprzedniej serii. (W zadaniu 4 jest jednak
poprawka—w jednym miejscu byto L zamiast K; teraz jest dobrze.) Prosze tez o
przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

5. Niech V = (vy,...,vg) i W = (wy,...,w;) beda bazami przestrzeni V i W,
odpowiednio. Na ¢wiczeniach ustalono, ze baza przestrzeni L(V, W) jest zbior {L;;
1 <i<l,1<j <k}, gdzie L jest przeksztalceniem takim, ze [L;;]}, = Ei; € M.
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a) Poda¢ wzor na przeksztatcenie L;;.
b) Ustali¢, jaka jest macierz [L]}fv, jesli znane sg wspotczynniki ¢;; w przedstawieniu
L= Zi,j CZ]LZ]

6. Dokoriczy¢ rozwiazywanie zadania 7 z poprzedniej serii.

Seria 19 (na 8 XII, a pisemne na 10 XII).
Zadania 1-4 sa pisemne (na czwartek 10 XII).

W zadaniach 1-3 znalez¢ bazy i wymiary podprzestrzeni Vi N'Vy 1 V) + Vs, gdy
1. V4 =1in(2,1,3,4),(3,9,3,9),((—1,7,-3,1)), V5 =lin((1,-3,3,0),(2,5,3,5),((1,8,0,5))

2. V1 =1in((3,2,1,0),(4,3,0,2),(1,2,2,-3)), a V5 jest zbiorem rozwiazan ukltadu
rownan xri; + 2xo —x3 + x4 =0, 31 + 529 + 3 — Dy = 0.

3. V11 V5 to zbiory rozwiazan uktadow 2x1+x9—x3+4xs = 0, 3v1—29+2x3+24 = 0
(dla Vi) 1 —x1 + 229 — bwg + 324 = 0, 2x9 — 4x9 + 1023 — 624 = 0 (dla V).
4. Niech przeksztatcenie K € £(R3 R?) ma w bazach V = ((1,1,0), (0,1, 1), (1,2,0)),
W= ((1,2),(1,3)) macierz A = [ _; _1 (2) ], i niech L : R? — R? bedzie zadane
wzorem L(x,y) = (x — y, z + 2y).

a) Znalez¢ ciag wspohrzednych [L(K (v))]w wiedzac, ze [v]y = (2,1, 1).

b) Zbada¢, czy istnieje przeksztalcenie K; € L(R? R?) takie, ze K o K, jest iden-
tycznosciowym przeksztalceniem przestrzeni R%. Jesli K, istnieje, zadaé je wzorem
(we wspotrzednych kartezjariskich).

5. Niech K € L£L(R? R3) bedzie zadane wzorem K (z,y) = (x,9,0). Zbadaé, dla
jakich wektorow v € R? istnieje przeksztalcenie L € L(R3 R?) takie, ze Lo K = 0 i
im(K o L) = lin(v).

6. Niech v € V' \ {0}, gdzie V' to przestrzen liniowa nad ciatem F, skoniczonego
wymiaru. Dowies¢ istnienia funkcji liniowej ¢ : V' — T takiej, ze £(v) = 1. (Wska-
zowka: postugujac sie twierdzeniem z ostatniego wyktadu o mozliwosci przedtuzania
przeksztatceni liniowych, sprowadzi¢ zadanie do przypadku, gdy V' = lin(v).)

7. Niech Vi, V5, V3 beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Dowiesé, ze jesli Vi C Vs,
toVon(Vi+V3) =V +VaNVs.

Seria 18 (na 3 XII)
Zadania pisemne ogtoszone byly w poprzedniej serii. Prosze tez o przemyslenie
nastepujacych zadan ustnych:

1. a) Zauwazy¢, ze gdy podprzestrzenie U i W przestrzeni F* sa zadane w postaci
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uwiklanej, to tatwo tak zada¢ i UNW. (Natomiast nie bytoby tak, jesliby ,uwiktanej”
zastapi¢ przez ,parametrycznej”.)

b) W oparciu o a) obmysleé¢ sposob znajdywania bazy w U N W, w zaleznosci od
tego, jak zadano kazda z przestrzeni U i W.
2. Niech macierze A, B € M, beda wierszowo réwnowazne. Dowies¢, ze:

a) Macierz A ma te samg przestrzen wierszy, co B.

b) Jesli kolumny macierzy A o numerach ky, ..., ks sa liniowo niezalezne, to jest tak
i dla macierzy B.

Seria 17 (na 1 XII, a pisemne na 3 XII)

1. Dla zbiorow A4, ..., Ay C V przyjmijmy Zle A i=A{vi+.Fvi:vi €A, .. Vi €
Ai}. Dowiesé, ze
a) lin(AUB) = lin(A)+lin(B), skad lin(AUB) = lin(A'U B) gdy lin(A) = lin(A’).
b) Jesli Vi, ..., Vi sa podprzestrzeniami, to lin(V; U ... U V) = Ele Vi.

Zbior A C V nazywamy liniowo zaleznym, jesli istniejg wektory ay,...,a € A i
skalary ¢, ..., ¢, nie wszystkie rowne 0, dla ktorych > . ¢;a; = 0.

2. Niech L € L(V,W) i niech A C V. Udowodni¢, ze
a) Jesli zbior A jest liniowo zalezny, to L(A) tez.
b) Implikacja przeciwna jest stuszna gdy ker(L) = {0}.
¢) Ma miejsce rownosé L(lin(A)) = lin(L(A)).
3. Niech V' bedzie k—wymiarowa przestrzenig nad cialem skonczonym, liczacym gq
elementow.
a) Ile jest wektorow w przestrzeni V7 A ile w jej s—wymiarowej podprzestrzeni?
b) Dla s =1, ..., k, ile jest liniowo niezaleznych uktadow (vq, ..., v)?
c¢) A ile jest s—wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni V', dla s j.w.?
Wskazowka: zauwazy¢, ze ukltad (v;)i1] jest liniowo niezalezny < uktad (v;)i_, jest
takiivgyq ¢ lin(vy, ..., vs); wykorzysta¢ a) do wyznaczenia mocy zbioru lin(vy, ..., vg).

Ponizsze zadania sa pisemne (na 3 XII)

1. Oznaczmy przez Mo przestrzen 2 X 2-macierzy rzeczywistych, a przez V jej
baze (Ei1, Ei2, Egi, E9g). (Macierz E;; ma jedynke w miejscu ij-tym, a poza nim

zera.) Dla macierzy A = [ Z cbi ] 1 przeksztalcenia L : My — My zadanego wzorem
L(X) = XA wyznaczy¢ [L]3,.
2. Niech dla bazy V = (1, x, 2?) przestrzeni V = Ry[x] i przeksztalcenia L € L(V, V)



zachodzi [L]};, = . Dowiesé, ze W := (32% + 21+ 1,22 + 32+ 2, 22° + 2+ 3)

— O O
o = O
o O =

jest baza przestrzeni V i wyznaczy¢ [L]}Y.

3. Dowies¢, ze istnieje jedyne przeksztalcenie L € L(R3 R3), przeprowadzajace
(1,1,1) na (1,1,1), (0,1,0) na (0,1,0) i (1,0,2) na (1,0,1). Wyznaczy¢ to prze-
ksztatcenie wzorem (we wspotrzednych kartezjanskich).

4. Niech V = ((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,1,1,0), (1,1,1,1)) i W = ((5,4), (4,3)), i
niech przeksztatcenia K € L(R? RY) i L € L(R* R?) beda zadane warunkami

0211]

Znalez¢ wzor na L o K we wspoltrzednych kartezjanskich.

Seria 16 (na 26 XI)

1. Zadanie pisemne sformutowane w poprzedniej serii; patrz tez uwaga po nim.
(Zadanie to ma 4 czesci, kazde punktowane jako oddzielne zadanie.)
Prosze o przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

2. Dokoriczy¢ rozwiazywanie zadania z ¢wiczen: jesli K € L(U, V)i L € L(U, W),
przy czym ker(K) C ker(L), to L = S o K dla pewnego przeksztalcenia S €
L(KU),W).

(Przypominam, ze pozostata do udowodnienia taka wtasnosé: jesli dla danego wek-
tora v € K(U) obierzemy wektor u € U tak, by K(u) = v, to wartos¢ S(v) := L(u)
nie zalezy od dokonanego wyboru.)

3. Przypomnie¢ sobie, jak mozemy tworzy¢ baze przestrzeni rozwiazan uktadu rownan
jednorodnych, i jak z postaci zredukowanej macierzy tego uktadu odczyta¢ wymiar
przestrzeni rozwiazan.

Seria 15 (na 24 XI, a pisemne na 26 XI)

1. Rozpatrzmy operator rézniczkowania L : RY[z] — RY[x], zadany wzorem L(f) = f
(pochodna wielomianu f).

a) Wyznaczy¢ macierz [L]Y, gdzie V = (1, z, 2%, 23, z%).

b) Sprawdzi¢ prawdziwosé tozsamosci [L1G[fly = [L(f)]y dla f € Ry[x].

2. a) Niech (vy,...,vg) i (Wy,...,w;) beda bazami przestrzeni V' i W, odpowiednio.
Dowies¢, ze uktad (vy,0), ..., (vk, 0), (0, wy), ..., (0, w;) jest baza przestrzeni V x W.

b) Wyznaczy¢ wzor na dim(V; x ... x V,,) dla przestrzeni Vi, ..., V,,, posiadajacych
bazy skonczone.



3. Dowiesé, ze przestrzen rzeczywista R[z] nie ma bazy skoriczonej.

4. Dowies¢, ze baza (vi,...,vy) przestrzeni rzeczywistej V' pozostaje tez baza jej
skompleksyfikacji”, opisanej w zadaniu 2 serii 11. (Ta kompleksyfikacja jest przestrzenia
zespolona.)

Ponizsze zadanie jest pisemne (na 26 XI); kazda jego cze$¢ bedzie traktowana jako
oddzielne zadanie (do 3p.).

1. a) Niech vi = (1,1,1),vo = (1,1,0),v3 = (1,0,0) i V = (v, Vs, v3). Wyznaczy¢
wspotrzedne, wzgledem bazy V, wektora w = (wy, w, w3) € R3.

Okreslmy nastepnie przeksztalcenie L : R® — R3 wzorem L(z,y,2) = 2y +x, 2 —
4y,3x), i dla danych baz A = (aj, as,a3) i B = (by, by, bs) przestrzeni R? oznaczmy
przez C macierz, ktorej j-ta kolumng jest ciag [L(a;)]|s wspotrzednych wektora L(a;)
wzgledem bazy B. W kazdym z ponizszych przypadkow wyznaczy¢é macierz C i bez-
posrednio sprawdzi¢ prawdziwosé tozsamosci Clw] 4 = [L(w)]g dla w € R?:

b) A= B =YV (baza zdefiniowana wyzej),

c) A=V, B=¢ (baza standardowa)

d)A=EB=V.

Seria 14 (na 19 XI)

W zwiazku z kolokwium, nie ma dalszych zadan pisemnych, poza podanymi w serii
13.

Prosze tez o przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

1. W zadaniu 3 z serii 13 przyjmijmy s =t = 1. Podaé¢ baze przestrzeni LI%(O) =
{V € R3: Ll,l(V) = 0}

2. a) Niech wielomiany f, ..., f,F[x] spetniaja warunek deg(f;) =i dlai =0,1,...,n.
Dowies¢, ze tworzg one baze przestrzeni I, [x].

b) Obmysle¢ sposdéb wyznaczenia wspohrzednych wielomianu f w tej bazie, gdy
F=Rifi=(r—a)dai=0,..n.

Seria 13 (na 17 XI, a pisemne na 19 XI)
Ponizej, U, V, W to przestrzenie liniowe nad tym samym ciatlem skalarow.

1. Dowies¢, ze:
a) Ztozenie przeksztatcen L o K liniowych K : U — V i L : V. — W jest prze-
ksztatceniem liniowym z U do W.
b) Odwrotnosé izomorfizmu liniowego L : V' — W jest izomorfizmem liniowym

2. Dowiesé, ze gdy Ky, Ko € L(U, V)i L e L(V,W),to Lo (K;+cKy) = Lo K; +
c(LoKjy)dlaceF. (L(X,Y) to zbior przeksztalcen liniowych z X do Y. Przeksztal-
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cenia dodajemy i mnozymy przez skalar jak opisano na wyktadzie.)

3. Dla s,t € R oznaczmy przez Ly, : R — R3 przeksztalcenie liniowe, dane wzorem
Loi(z,y,2) = (sz+ty +tz,te + sy + sz, to + ty + sz).

a) Zbadac, dla jakich par (s,t) przeksztatcenie to ma odwrotnosé Ls_t1

b) Jesli ta odwrotnosé istnieje dla s = 1,¢ = 2, wyrazi¢ ja wzorem.

Zadania pisemne (na 19 XI).

1. Znalez¢ wspotrzedne wektora v € V' w bazie V i uzasadnic, ze V jest baza, gdy
a) V=R? v=(1,1), V=((1,-1),(-2,3));
D)V =Rslz], v=1+z+2* V= (r+2%0—2°1+ux).

2. Wyznaczy¢ baze 1 wymiar ponizszych przestrzeni rzeczywistych V'; uzasadnic tez,
ze mamy do czynienia z baza:

a) V:{VERloivlzvloi’Ug:QUg}.

b) V ={A € My(R) : tr(A) =0}.

Seria 12 na 12 XI)

Ponizsze zadanie prosze przyjac¢ jako zadanie pisemne, procz podanych wczesniej
zadan 11 2.

1. Przedstawi¢ macierz A w postaci iloczynu macierzy elementarnych, opowiadaja-
cych wierszowym operacjom elementarnym typow [ i II, gdy

StH

Uwaga 1. Jesli to wygodne, mozna w rachunkach dotyczacych powyzszego zadania
wykorzystaé zadanie nastepujace

2. Dowiesé, ze gdy na macierzy jednostkowej I wykonano jedna wierszows operacje
elementarng e, otrzymujac macierz E, to w wyniku wykonania na I operacji odwrotne]
do e otrzymamy macierz F taka, ze EF = FE = I;. (Patrz zadanie 3 w serii 7.)

3. W zadaniu 5 poprzedniej serii, uzyska¢ czesé ¢) w oparciu o b) i twierdzenie, ze
czes¢ wspolna rodziny podprzestrzeni jest podprzestrzenia.

Zadania 2 i 3 sa do przemyslenia jako ustne.

Seria 11 (zadania pisemne 11 2 na 12 XI, a pozostale prosze przemysle¢ na 10. XI.)

1. Rozpatrujemy nastepujacy uktad rownan nad R, w ktorym a, b € R:
3r—2y+2=2»5
5t —8y+9z =3
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20 +y+az=—1
Zbadac, dla jakich wartosci a i b zbiér rozwigzan jest a) zbiorem skoniczonym, b) nie-
skoriczonym, ¢) pustym. W pierwszych dwoch przypadkach podaé¢ rozwigzanie ogolne.

2. Udowodni¢ stwierdzenie z wyktadu: jesli V' jest przestrzenia wektorowa nad R, to
zbior wyrazen u + iv, gdzie u,v € V', tworzy przestrzen nad C, gdy dzialania w niej
okresli¢ wzorami (u +iv) + (0 +iv') :=u+u +i(v+ V') oraz (a + bi)(u +iv) :=
au — bv 4+ i(bu + av).

3. Nazwijmy elementarng kazda macierz E, otrzymana z macierzy jednostkowe;
przez wykonanie jednej wierszowej operacji elementarnej. 7 twierdzenia z wyktadu
wynika, ze pomnozenie macierzy A z lewej strony przez E skutkuje wykonaniem od-
powiadajacej E operacji na A.

a) Sprawdzi¢ to bezposrednio, wykonujac mnozenie.
b) Sprawdzi¢, ze gdy E jest macierzg elementarng, to E' rez.

4. Pierscien My(F) jest tez przestrzenia wektorowa nad F, bo okreslone jest mno-
zenie macierzy przez skalar, speliajace (wraz z dodawaniem macierzy) wymagane
warunki. Zbadac, ktore z ponizszych zbioréw macierzy stopnia k sg podprzestrzenia
tej przestrzeni:

a) zbior macierzy symetrycznych;

b) zbiér macierzy diagonalnych;

¢) zbior macierzy odwracalnych;

d) zbior macierzy, ktore nie sa odwracalne;

e) zbioér macierzy przemiennych z dana macierza;

f) zbior macierzy przemiennych ze wszystkimi k& x k—macierzami.

5. Zbada¢, ktore z ponizszych zbioréw funkeji sa podprzestrzenia przestrzeni RF
wszystkich funkcji R — R:
a) zbior funkeji, przyjmujacych w danym punkcie ustalong wartos¢ a # 0;
b) zbior funkeji, przyjmujacych w danym punkcie wartosé 0;
¢) zbior funkeji, zerujacych sie na danym zbiorze S C R;
d) zbior funkeji, majacych tylko skoriczenie wiele punktéw niecigglosci.
e) zbior funkcji, zerujacych sie poza zbiorem skoriczonym (zaleznym od funkeji).

Seria 10 (na 5 XI)
Przepraszam, chyba omylitem sie wypisujac macierze w zadaniu 3b1) poprzedniej

serii (ktore jest zadaniem pisemnym w tej). Prosze przyja¢ w nim

2 1 —1 01
A=|02 1|, B=|-11
52 —3 6 3
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Tak wiec zadania pisemne to:
1. = drugie z serii 9,
2. = 3bl),b2) z serii 9 (z powyzsza zmiang),
3. = 4b) z serii 9, oraz nastepujacego
4

. Niech vi = (0,0,1,1), vo = (1,1,0,0), v3 =(1,0,1,0), v4 =(2,1,3,2).

Ustali¢, czy wektory te sa liniowo zalezne, a jesli sa, to znalezé wspotezynniki ¢;,
nie wszystkie rowne 0, dla ktorych > ¢;v; = 0, a takze wyrazi¢ jeden z wektorow v;
jako kombinacje pozostatych.

Prosze tez o przemyslenie nastepujacego zadania ustnego:

5. 7 macierzy A w wyniku wykonania ciggu kolumnowych operacji elementarnych
otrzymano macierz jednostkowa. Czy macierz A jest odwracalna, a jesli tak, to w jaki
sposob otrzymaé A~1?

Seria 9 (na 3 XI, a zadania pisemne na 5 XI)
Pisemne sg zadania 2, 3b1,b2), 4b); jedno jeszcze dodam we wtorek.

1. Rozpatrzmy przeksztalcenie liniowe L : R® — R* zadane wzorem
L(z,y,2) = Bz +4y + 22,0 + 2y,2x + y + 32, —x + by — 72)

i) Zbadaé, czy ktorys z wektorow (9,3,6,—3) 1 (0,0,0,1) (a jesli tak, to ktory) lezy
w obrazie im(L) przeksztatcenia L.

ii) Znalez¢ uktad jednorodnych réownan liniowych, opisujacy ten obraz (tzn. taki
uktad, ktorego zbior rozwiazan jest rowny im(L)).

iii) Zbada¢, czy wektory L(ey), L(es), L(es) sa liniowo niezalezne.

iv) Zbada¢, czy L(v) = 0 dla pewnego niezerowego wektora v, i czy przeksztalcenie
L jest roznowartosciowe.

2. To samo, przy L : R* — R* zadanym wzorem
L(x,y,2,t) = (4x + 2y + 10z, 2 + 3y — 5t,2x + y + 5z, —3x — Yy + 15¢).

3. Dla ponizszych par macierzy A, B rozwiaza¢ rownania macierzowe AX = B (gdy
rozwigzanie jest niejednoznaczne, wyrazi¢ je w zaleznosci od parametrow):

1 1

13 2 -1 1 3]
al)A:{12],B: -2 -1 a2)A:[4 —2]’B:[26
4 3 .

123 3 —2 :
bl)A=|223]|, B=|4 —1 102)A:[;L :;],B:[S :3)
513 6 2 :
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4. Poda¢ uktad fundamentalny rozwiazan wiy,...,ws i rozwigzanie ogolne F* >
(C1, .0y Cs) = 1AW + ... + csWy dla uktadu rownan Ax = 0, gdy cialem skalarow
[F jest 1) ciato C liczb zespolonych, ii) cialo Q liczb wymiernych. Za A przyjmujemy

34 2 4 210 0
12 0 1 3 0 -5
A=, 3 bJA=1 5 | 5 o
15 -7 ~3 -9 0 15

5. a) Udowodnié, ze przy pomocy elementarnych operacji na wierszach i kolumnach
mozna kazda macierz kwadratowa przeprowadzi¢ w taka, ktéra ma niezerowe wyrazy
tylko na przekatnej, i sa one rowne 1. (Moga pojawiac sie i zera na przekatnej.)

b) Jaki jest odpowiednik tej tezy dla macierzy, ktore nie sg kwadratowe?

Seria 8 (na 29 X)
Ponizsze zadania sg pisemne

. Rozwiazaé¢ rownanie 24(2)? = i|z|?/16.
Naszkicowa¢ zbior {z € C : Im(2?) < Re(z2?)}.

Jest to zadanie 4b) z poprzedniej serii.

W=

Jest to zadanie 5b) z poprzedniej serii.

5. Niech uktad wektoréw vy, vo, vs, vy przestrzeni F* bedzie liniowo niezalezny (tzn.
jesli skalary ¢; spelniaja warunek Z?Zl civi=0,t0c; = ... =c¢4 =0.) Czy jest to
prawda w odniesieniu do uktadu

a) Wi, Wo, ws, gdzie wi = 3vy +2vo + v3+ vy, Wo = 2V +5vy+3v3+2vy, w3 =
3vi + 4ve 4+ 2v3 + 3vy,
b) wi, W, w3, wy, gdzie wy = 8vy + 11vy+6v3+ 6vy, a pozostale w; sa jak wyzej?

Seria 7 (na 27 X)
Definicja. Dla A € My(F) i dla p = ag + a1z + ...asx® € F[z] przyjmijmy

p(A) = agly + a1 A + as A% + ... + a,A°

a b
c d

2. Niech A, B € M (F) i p, q € F[z]. Dowies¢, ze:

a) (p(A))" = p(A").
b) Jesli AB = BA, to p(A)q(B) = q¢(B)p(A).
c) (pq)(A) = p(A)q(A) i analogicznie dla iloczynu wickszej liczby wielomianow.

1. Wyznaczy¢ p(A), gdy A = [ } , p=a>— (a+d)z + ad — b
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3. a) Wykazaé, ze do zadanej operacji elementarnej istnieje przeciwna i opisaé ja.
(Dwie operacje elementarne nazwiemy wzajemnie przeciwnymi, jesli wykonanie na
dowolnej macierzy A wpierw jednej z nich, a potem drugiej na otrzymanej macierzy
A’ w dowolnej kolejnosci, da wyjsciowa macierz A.)

b) Otrzymac operacje typu (III) (zamiany wierszy) poprzez wykonanie kolejno kilku
operacji pozostatych dwoch typow.

4. Rozwigza¢ podane réwnania, przy czym rozwigzanie ogolne da¢ tak w postaci
uwidaczniajacej zalezno$¢ niewiadomych prowadzacych od wtornych, jak i w postaci
kombinacji liniowych ustalonych wektorow.

Ty

5 3 5 12 10
a)|223 5[] =] 4
179 4|7 2
i v
T8 6 327 [m 5
b | 123 33w | |
4 5 23| | x 3
oA 4 1 4] | 9

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby A, dla ktérych wektor b jest kombinacja liniowa
wektorow aj, as, as (tzn. b =), ¢;a;, gdzie ¢, ¢a, c3 € R), gdy
a) a; = (2,3,5), Ay — (3, 7, 8), az = (1, —6, 1), b = (7, —2, )\)
b) a; = (3,2,5), as = (2,4,7), a3 = (5,6,\), b=(1,3,5)

Seria 6 (na 22 X)

1. Wykazaé, ze 2" — 1 = (z — 1) [ [y, (2? — 22 COS(%T”) + 1) dla nieparzystych n.
(W razie trudnosci rozpatrze¢ przypadek n = 7, wraz rysunkiem.)

2. Niech a, b, ¢ € C traktowane bedg jako wierzchotki trojkata. Dowiesé, ze trojkat ten
wtedy i tylko wtedy jest réwnoboczny, gdy (a —b)? = (b—c)(c—a) # 0. (Wskazowka:

c=a+ (b— a)u dla pewnego u.)

3. Dla a,b € C oznaczmy przez Q(a,b) 2 x 2-macierz zespolona o pierwszej kolumnie

(a,b) i drugiej (—b,a). Niech H' := {Q(a,b) : a,b € C}. Dowiesé, ze:
a) Zbior H' jest zamkniety tak wzgledem mnozenia macierzy, jak i ich dodawania.
b) Kazdy element H'\{0} jest odwracalny w H' i odwrotnoscia Q(a, b) jest WQ(H, —b).
c) Kazda macierz A € H mozna w doktadnie jeden sposob przedstawi¢ w postaci

A =t +xi+ yj+ zk, gdzie t,x,y, z € R, a macierze i, j, k zostaly zdefiniowane w
poprzedniej serii.

4. * Niech D bedzie k X k macierza diagonalna, o parami réznych wyrazach na
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(glownej) przekatnej. Dowiesé, ze kazda macierz A € My, ktorej przekatna jest
zerowa, jest postaci BD — DB dla pewnej macierzy B € M.

Ponizsze zadanie jest pisemne, wraz z trzema podanymi w poprzedniej serii. Termin
oddania: 22 X na poczatku ¢éwiczen. Prosze numerowac¢ to zadanie jako czwarte z
zadan pisemnych (a pozostale zgodnie z numerami z serii 5).

5. a) Niech D bedzie k x k —macierza diagonalna, ktorej wyrazy stojace na przekatnej
sa parami rozne i rézne od zera. Znalezé wszystkie macierze A takie, ze AD = DA.

b) Dowiesé, ze tylko macierze skalarne (tzn. postaci cly, gdzie ¢ € F) sa przemienne
z kazda macierza A € My ().

Seria 5

1. Rozpatrzmy macierze zespolone

[ om (5 e []

a) Dowiesé, ze i2 = j? = k? = —Iy oraz ij = —ji =k
b) Dowiesé, ze macierz A € My(C), przemienna z kazdg z macierzy 1i,j, k, jest
skalarna (tzn. A = cly, dla pewnej liczby ¢ € C).

2. Dla kwadratowej macierzy X przyjmijmy tr(X) := >, x.
a) Dowies¢, ze gdy A € M (F) i B € My (F), to macierze AB i BA istniejg i
tr(AB) = tr(BA).
b) Dowiesé, ze gdy A, B € My(F), to
tr(B)A + tr(A)B — AB — BA = (tr(A)tr(B) — tr(AB))L.
3. Dowies¢, (AB)" = B'A', tzn. ze gdy jedna ze stron tej rownosci jest zdefiniowana,

to druga tez i rownos¢ ma miejsce. (Tu A i B sg macierzami nad tym samym ciatem.)

4. Roztozyé na czynniki kwadratowe i liniowe wielomian 2" — x € Rlx].

Uwaga: ponizsze zadania sa pisemne i beda zbierane 22 X na poczatku ¢éwiczen.
Podaje je juz teraz, by nie brato czasu na zapisanie rozwigzan i by zdazyé omowicé
ewentualne watpliwosci (lecz nie rozwiazania!) we wtorek. (Doloze tez wtedy jedno
lub dwa dalsze.)

1. Znalez¢ postaci trygonometryczne pierwiastkow stopnia 4 z liczby —9s.

2. Roztozyé w F[x] na czynniki najnizszych stopni nastepujace wielomiany:
a) 2t + 4, przy F = C;
b) z* + 4, przy F = R;
¢) a4+ 322+ 9, przy F = R.
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3. Niech D = {z € C : Rez < Imz} i niech funkcje f,g : C — C beda zadane
wzorami f(z) = (V3 414)23 + 24, g(2) = (2 + 3)%. Naszkicowaé zbiory f(D) i ¢g~'(D).

Seria 4 (na 15 X). Jest to seria zadan pisemnych; prace nalezy oddawaé¢ na po-
czatku ¢wiczen. Prosze o zapisywanie objasnien, umozliwiajacych zrozumienie rozwia-

zania/

1. W kazdym z ponizszych przypadkéw zobrazowacé na plaszczyznie zbior punktow
odpowiadajacych liczbom zespolonym z, dla ktorych:
a) |z +3+4i <5
b) Jarg(2)| < /6
c) 2 < |z—2i <3.

2. Przy p=1+1, ¢ = 4+ 5i, wyznaczy¢ kolejno:
a) punkt z € C taki, ze trojkat pgz jest rownoboczny (sa dwie mozliwosci);

b) punkt u € C, lezacy na odcinku pz w odlegltosci 1 od punktu p.
3. Udowodnié, ze jesli ju| < 11 |v| <1, to |u+v| < |1+ ud].
4. Udowodni¢, ze jedli [z] =11 z # 1, to liczba w = 25
implikacja przeciwna tez ma miejsce. (Wskazowka: badaé, kiedy w = —0.)

jest czysto urojona, oraz ze

5. Niech z = —1+1iv/3, a liczba n bedzie podzielna przez 3. Obliczy¢ 2" korzystajac
ze wzoru Newtona i ze wzoru de Moivre’a, i podaé¢ otrzymane tozsamosci.

Seria 3 (na 13 X)
Ta seria jest ,teoretyczna’, zadania rachunkowe beda na czwartek. Mozna siega¢ do
literatury!

1. Dowiesé, ze w kazdym ciele F:
a) wykonywalne jest odejmowanie, tzn. dla a,b € F istnieje w F doktadnie jedno
rozwigzanie rownania a + = b;
b) wykonywalne jest dzielenie przez elementy niezerowe, tzn. gdy a,b € F i a # 0,
to w IF istnieje doktadnie jedno rozwigzanie rownania a - x = b;
c) istnieje tylko jeden element neutralny wzgledem dodawania i tylko jeden element
neutralny wzgledem mnozenia.

2. Dowies¢, ze kazde cialo liczbowe jest nieskonczone.

3. Dowies¢, ze Z, z dziataniami okreslonymi na wyktadzie jest pierécieniem prze-
miennym z jedynka, i ze jest on ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest pierwsza.

Ustalmy n € Nidla k = 0,...,n — 1 niech liczby ¢, € C beda dane w postaci
biegunowej wzorami Arg(ey) = k%ﬁ ilex] = 1,dlak = 0,...,n — 1. (Sa to wiec
rozpatrywane na ¢wiczeniach wierzchotki n—kata foremnego, ktoérego 1 jest jednym
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7z wierzchotkow, 1 wpisanego w okrag jednostkowy |z| = 1.) Sa one pierwiastkami
wielomianu ™ — 1 (wzory de Moivre’al) i sa to wszystkie pierwiastki, bo jest ich n i
n = deg(f).

4. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla z € Cin € N:

a) 2" =1izl#1dlal<I<mn;

b) z = g dla liczby k wzglednie pierwszej z n;

c){z':1=0,1,...n—1} ={eg, €1, ..., En_1}-

5. Dowiesé, ze iloczyn wszystkich pierwiastkow z 1 stopnia n > 2 jest rowny (—1)""
a suma jest rowna 0. (Wskazowka: wzory Viety.)

1

9

Seria 2 (na 8 X)

1. Naszkicowaé zbiory tych punktow plaszcezyzny C, ktore spetniaja zaleznosci
a) |Im(2) + Re(z)| < 1,
b) 1< |z —2i| <2,
¢) |z — 2| = Re(z) + 2.
2. Dowiesé, ze jesli |u| = |v| 1 u # v, to istnieja doktadnie 2 liczby zespolone z takie,
ze |z —u| = |z—w| i |z| = 1. Poda¢ interpretacje geometryczna i sposob wyznaczenia.
3. a) Dowies¢ tozsamosei (Jug]? + |uz)?) (Jur|? + |[va]?) = |uivr — ug®s|? + |ugve + usvr)?.
b) Wywnioskowaé, ze jesli kazda z liczb naturalnych k,[ jest sumg 4 kwadratow
liczb catkowitych, to i kl jest taka suma.

4. Rozpatrzmy réwnanie a|z|? + Re(uz) + b = 0, gdzie a,b € R i u € C sa dane.
a) Dowiesé, ze opisuje ono prosta gdy a = 0 i u # 0, za$ okrag, punkt lub () gdy
a # 0.
b) Dowies¢, ze kazda prosta i kazdy okrag mozna opisa¢ rownaniem takiej postaci.
5. a) Dowies¢, ze cos(na) mozna wyrazi¢ jako funkcje wielomianowa od cos(a).
(Liczna naturalna n jest ustalona i wielomian moze tylko od niej zaleze¢.)
b) Wyznaczy¢ ten wielomian dla n = 4.

Seria 1 (na 6 X)

1. Obliczy¢ wartos¢ wyrazen

a) (“Grarima) dlaa=m/5

30
\/g .
b ()
2. Udowodnié, ze gdy |2| < 2, to [22 — 2 +i| < Toraz 1 < |22 — 5| < 9.
3. Dowiedé, ze |u+ v]? + |u — v|? = 2(|ul* + |v|?) dla u,v € C.
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4. Dowies¢, ze gdy |z| =11z +1 =2cosa, to 2! + 5 = 2cos(10a). (Wskazowka:
uzy¢ biegunowego przedstawienia liczby z.)

2 = —1, ze w zbiorze C nie mozna okresli¢ relacji

5. * Dowies¢ w oparciu o rOwnosé ¢
< spetniajacej oba ponizsze warunki:

a) dla kazdych z,2" € C zachodzi z < 2/ lub z = 2/ lub z > 2/, i mozliwosci te
wykluczaja sie wzajemnie, oraz

b)jesliz>012">0,t0 2z >0iz+2">0.
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