Egzamin z GAL II, termin 2 (potok II). 31 VIII 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko jeden) oraz swe
imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, umozliwiajace sledzenie toku rozumowania.

Z ponizszych 6 zadan nalezy wybra¢ 5. Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Niech L : R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym, majacym w bazie standardowej macierz
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a) Zbadac, dla jakich liczb ¢ € R przeksztalcenie L — t - Id jest réznowartosciowe.
b) Znalez¢ macierz Jordana przeksztalcenia L.
c¢) Udowodni¢, ze zadna z macierzy M" (n > 1) nie jest diagonalizowalna.

2. a) Niech L(x,y,2) = (y + 22,0 — 22,2z — 2y — 3z) dla (z,y,2) € R3. Znalez¢ ortogonalna
(wzgledem standardowego iloczynu skalarnego) baze przestrzeni R3, w ktorej macierz operatora L
jest diagonalna. (Wskazowka: jedna z wartosci whasnych operatora L jest —5.)

b) Niech f(z,y,2) = 2zy + 4zz — 4yz — 322 Znalez¢ ortogonalng (wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego) baze przestrzeni R3, w ktorej macierz formy kwadratowej f jest diagonalna.
Wskaza¢ te diagonalng macierz.

3. Niech g : R? x R?* — R bedzie funkcja dwuliniowa o macierzy (w standardowej bazie)
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a) Zbada¢, dla jakich t € R jest to iloczyn skalarny.
b) Dla ¢t = 0 znalez¢ baze (v;)?_, przestrzeni R?, taka, ze g(v;,v;) € {0,1,—1} dlai,j = 1,2,3.
¢) Zbada¢, dla jakich warto$ci parametru ¢ istnieje dwuwymiarowa podprzestrzen przestrzeni R,
na ktorej funkcja kwadratowa v — g(v,v) jest zerowa.

4. Niech forma kwadratowa f : R® — R bedzie zadana wzorem f(xy, ro,x3) = 22129 +4x173+61273.

a) Zmalez¢ sygnature formy f i baze, w ktorej macierz formy jest diagonalna.

b) W zaleznosci od wartosci parametru ¢ € R, naszkicowa¢ schematycznie i nazwaé¢ kwadryke
X = {(x1, 12, 23) € R® : 22109 + 4173 + 61973 + tws + 3 = 0}.

c) Wskaza¢, dla jakich ¢ € R przez kazdy punkt kwadryki X; przechodzi prosta, zawarta w X.
(OdpowiedZ poprze¢ rachunkiem i/lub odpowiednim twierdzeniem.)

5. a) Znalez¢ przedstawienie parametryczne prostej K C R3, opisanej ukladem réwnari
r—2y—z=-4, 2x -3y —z=—-H.

b) Znalez¢ rownanie plaszczyzny IT C R? takiej, ze II D K i II zawiera prosta réwnolegta do
prostej L = (1,3,1) + R(2, -2, —1).

c) Niech M C R?® bedzie prosta, ktéra przecina obie proste K i L i jest rownolegla do prostej
(5,2,0) + R(2,—1,—1). Znalez¢ jej punkty przeciecia z K iz L.

6. Niech L; i Ly beda prostymi w 3-wymiarowej afinicznej przestrzeni euklidesowej F.



a) Dowies¢ istnienia rownoleglych plaszezyzn II; C E (i = 1,2) takich, ze II; D Ly i Iy D Lo.
b) Dowies¢ istnienia prostej K C F, przecinajacej prostopadle kazda z prostych Ly i Lo.
c¢) Czy tezy z a) i b) pozostaja stuszne, gdy dim £ > 3?7 (Odpowiedz uzasadnic¢.)



Egzamin z GAL II (czes¢ 2), potok I, termin 2 31 VIII 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

7 ponizszych zadan nalezy wybra¢ 3; kazda ich cze$¢ przynies¢ moze do 11p. Wolno poszczegdlne
czesci wymienia¢ na czesci o tej samej nazwie z pozostatych dwoch zadan, ale ze strata 2p.

1. a) Podaj definicje, kiedy dwie macierze sa podobne, a takze, kiedy sa kongruentne.
b) Wymieri znane Ci niezmienniki relacji i) podobieristwa, oraz ii) kongruencji macierzy. (Gdy
trzeba, prosze sie ograniczy¢ do macierzy symetrycznych czy rzeczywistych.)
¢) Udowodnij, ze gdy rzeczywiste macierze symetryczne sa podobne, to sa kongruentne.

2. a) Podaj definicje unitarnienie diagonalizowalnej macierzy zespolone;.
b) Sformuhuj twierdzenie, charakteryzujace takie macierze, i wyjasnij wystepujace w nim pojecia.
¢) Udowodnij, ze kazde dwie rozne podprzestrzenie wlasne takiej macierzy sa ortogonalne.

3. Niech (E, (-,-)) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa.

a) Zdefiniuj, kiedy przeksztalcenie L : ' — E jest izometria liniowa.

b) Podaj charakeryzacje takich izometrii, wykorzystujaca wlasnosci ich macierzy w ortonormalne;
bazie przestrzeni E. Uzasadnij poprawno$¢ tej charakteryzacji, wychodzac z podanej definicji.

¢) Udowodnij, ze gdy W jest podprzestrzenia niezmiennicza takiej izometrii, to W= tez nia jest.

4. a) Podaj definicje sygnatury rzeczywistej macierzy symetrycznej.
b) Sformutuj twierdzenie Sylvestera o bezwladnosci i uzasadnij poprawnosé przytoczonej definicji.
¢) Naszkicuj dowdd tego twierdzenia.

5. Niech X oznacza paraboloide hiperboliczna, a Y hiperboloide dwupowtokows.

a) Podaj afinicznie kanoniczne rownania tych kwadryk i wskaz afinicznie niezmiennicza wlasnosé,
ktora je odroznia. (Odpowiedz uzasadnij.)

b) Dla kazdej z tych kwadryk wskaz afinicznie niezmiennicza wlasnosé, odrozniajaca ja od elip-
soidy. (Odpowiedz uzasadnij.)

c) Jesli ktoras z kwadryk X, Y jest prostokreslna, udowodnij to.



Eezamin z GAL II, potok 1. Temat A 18 VI 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Z ponizszych zadan prosze wybraé¢ pie¢. (Rozwiazanie dodatkowego moze by¢
uwzgledniane jako jezyczek u wagi, ale tylko pie¢ wejdzie do punktacji egzaminu.)
Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Operator L : R? — R3 jest zadany wzorem
L(z,y,2) = (v — vy, 22 + 4y, 4z + 2y + 32)

a) Czy operator ten jest diagonalizowalny? Jegli tak, wskaza¢ baze przestrzeni R3,
ztozona z jego wektoréw wiasnych.

b) Czy istnieje taka baza V przestrzeni R?, dla ktorej [L]} jest macierza o wierszach
(2,4,2),(0,3,1),(0,0,3)?

c¢) Niech W; = {(z,y,2) € R®: 4z + ty + 2 = 0}. W zaleznosci od t € R wskazac¢
baze podprzestrzeni W; i zbadaé, dla jakich ¢ podprzestrzen W; jest L-niezmiennicza.

2. Niech forma kwadratowa f : R® — R bedzie zadana wzorem f(z,y,z) = x? +
222 — 2xy — 2wz + dyz.
a) Znalez¢ sygnature formy f i baze, w ktorej macierz formy jest diagonalna.
b) W zaleznosci od parametru ¢t € R, wskaza¢ nazwe kwadryki X; = {(z,y,2) €
R3 : 22 + 222 — 22y — 222 + 4yz + 22 = t} i naszkicowaé ja schematyczne.
c) Wskaza¢, dla jakich t € R przez kazdy punkt kwadryki X; przechodzi prosta,
zawarta w X;. (OdpowiedZ poprzeé¢ rachunkiem lub odpowiednim twierdzeniem.)

3. Przestrzeri R? rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym.

a) Okreslic wzorem (w standardowych wspotrzednych kartezjanskich) rzut ortogo-
nalny przestrzeni R? na plaszezyzne W = {(z,y,2) : * —y + 2z = 0}.

b) Znalezé obraz prostej pgq, gdzie p = (1,1,3) i ¢ = (0,3,1), przy rzutowaniu
prostopadtym na plaszczyzne Il = {(z,y,2) : ¢ — y + 2z = 1}.

¢) Zbadad, ile jest izometrii afinicznych L : R? — R? takich, ze L(p) = p, L(q) = q
i L(IT) = II. Kazda z tych izometrii opisa¢ przez wskazanie wartosci, ktore przyjmuje
w punktach dogodnie obranego uktadu odniesienia (=bazy punktowej).

4. a) Znalezé¢ przedstawienie parametryczne prostej K C R?, opisanej ukladem
rownan x + 2y — 3z =8,2x +y — 32 =T.
b) Znalezé rownanie plaszezyzny II C R3 takiej, ze II D K i II zawiera prosta
rownolegta do prostej L = (—1,—1,4) + R(3,2, —4).



¢) Niech M C R? bedzie prosta, ktora przecina obie proste K i L i jest rownolegta
do prostej (0,0,1) + R(1,2,1). Znalez¢ jej punkty przeciecia z K iz L.

5. Ponizej, V jest 2-wymiarowa przestrzenig liniows nad ciatem F i 1y + 1g # Op.

a) Niech g : V x V' — T bedzie dwuliniowa forma symetryczng. Dowiesé, ze jesli w
V istnieje wektor izotropowy (wzgledem g), to rk(g) = 1 lub istnieje baza przestrzeni
V', ztozona z wektorow izotropowych.

b) Niech f : V — T bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze jesli f(v) = 0 dla
pewnego wektora v # 0, to istnieje baza przestrzeni V', w ktorej macierz formy jest

, 01 a 0
rowna [1 0] lub [0 Ol,dla pewnego a € F.

6. Cialem skalarow jest R.

a) (5p.) Udowodnié, ze dla dowolnej nieosobliwej macierzy kwadratowej B, macierz
BB jest symetryczna i dodatnio okreslona.

b) (15p.) Udowodnié, ze gdy macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to
A = BB dla pewnej gornie trojkatnej macierzy kwadratowej B.



Egzamin 7z GAL 11, potok II.  Temat B 18 VI 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Z ponizszych zadan prosze wybraé¢ pie¢. (Rozwiazanie dodatkowego moze by¢
uwzgledniane jako jezyczek u wagi, ale tylko pie¢ wejdzie do punktacji egzaminu.)
Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Operator L : R? — R3 jest zadany wzorem
L(z,y,z) = (3 + 2y + 42,4y + 22, —y + 2)

a) Czy operator ten jest diagonalizowalny? Jegli tak, wskaza¢ baze przestrzeni R3,
ztozona z jego wektoréw wiasnych.

b) Czy istnieje taka baza V przestrzeni R?, dla ktorej [L]Y jest macierza o wierszach
(3,0,0),(1,3,0),(2,4,2)?

c¢) Niech W; = {(z,y,2) € R®: x + ty + 42 = 0}. W zaleznosci od t € R wskazac¢
baze podprzestrzeni W; i zbadaé, dla jakich ¢ podprzestrzen W; jest L-—niezmiennicza.

2. Niech forma kwadratowa f : R® — R bedzie zadana wzorem f(z,y,z) = x? +
2% — 2y — 2wz + dyz.
a) Znalez¢ sygnature formy f i baze, w ktorej macierz formy jest diagonalna.
b) W zaleznosci od parametru ¢t € R, wskaza¢ nazwe kwadryki X; = {(z,y,2) €
R3 : 22 + 2y? — 22y — 2wz + 4yz + 22 = t} i naszkicowaé ja schematyczne.
c) Wskaza¢, dla jakich t € R przez kazdy punkt kwadryki X; przechodzi prosta,
zawarta w X;. (OdpowiedZ poprzeé¢ rachunkiem lub odpowiednim twierdzeniem.)

3. Przestrzeri R? rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym.
a) Okresli¢ wzorem (w standardowych wspotrzednych kartezjanskich) rzut ortogo-
nalny przestrzeni R? na plaszezyzne W = {(z,y,2) : —x +y + 22 = 0}.
b) Znalezé obraz prostej pgq, gdzie p = (1,1,3) i ¢ = (3,0,1), przy rzutowaniu
prostopadtym na ptaszczyzne Il = {(z,y,2) : —x +y + 22 = 1}.
¢) Zbadad, ile jest izometrii afinicznych L : R3 — R? takich, ze L(p) = p, L(q) = q
i L(IT) = II. Kazda z tych izometrii opisa¢ przez wskazanie wartosci, ktore przyjmuje
w punktach dogodnie obranego uktadu odniesienia (=bazy punktowej).

4. a) Znalezé¢ przedstawienie parametryczne prostej K C R?, opisanej ukladem
rownan 2e +y — 3z =8, v +2y — 3z =17.
b) Znalezé rownanie plaszezyzny II C R3 takiej, ze II D K i II zawiera prosta
rownolegla do prostej L = (—1,—1,4) + R(2, 3, —4)



¢) Niech M C R? bedzie prosta, ktora przecina obie proste K i L i jest rownolegta
do prostej (0,0,1) + R(2,1,1). Znalez¢ jej punkty przeciecia z K iz L.

5. Ponizej, V jest 2-wymiarowa przestrzenig liniows nad ciatem F i 1y + 1g # Op.

a) Niech g : V x V' — T bedzie dwuliniowa forma symetryczng. Dowiesé, ze jesli w
V istnieje wektor izotropowy (wzgledem g), to rk(g) = 1 lub istnieje baza przestrzeni
V', ztozona z wektorow izotropowych.

b) Niech f : V — T bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze jesli f(v) = 0 dla
pewnego wektora v # 0, to istnieje baza przestrzeni V', w ktorej macierz formy jest

, 01 a 0
rowna [1 0] lub [0 Ol,dla pewnego a € F.

6. Cialem skalarow jest R.

a) (5p.) Udowodnié, ze dla dowolnej nieosobliwej macierzy kwadratowej B, macierz
BB jest symetryczna i dodatnio okreslona.

b) (15p.) Udowodnié, ze gdy macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to
A = BB dla pewnej gornie trojkatnej macierzy kwadratowej B.



Egzamin z GAL II (czes¢ 2), potok 11 18 VI 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Z ponizszych zadan nalezy wybrac¢ 3; kazda ich czesé przynies¢ moze do 10p. Wolno
poszczegolne czesci wymieniaé na czesci o tej samej nazwie z pozostatych dwoch zadan,
ale ze strata 2p.

1. a) Poda¢ definicje podobieristwa macierzy kwadratowych i udowodnié, ze podobne
macierze zespolone maja ten sam wielomian charakterystyczny.

b) Sformutowaé¢ warunek konieczny i dostateczny, pozwalajacy efektywnie badaé¢ po-
dobienstwo danych macierzy A, B € M (C). Czy warunek ten jest zawsze spetniony
gdy B = A" € M;(C)? (Odpowiedz uzasadnic.)

c¢) Niech A i B beda macierzami kwadratowymi nad tym samym ciatem. Udowod-
ni¢, ze macierz diag(A, B) jest podobna do diag(B, A).

2. a) Poda¢ definicje ortogonalnie diagonalizowalnej macierzy rzeczywistej.
b) Udowodni¢, ze kazda taka macierz jest symetryczna.
¢) Udowodnié, ze dwie rozne podprzestrzenie wlasne takiej macierzy sg ortogonalne.

3. a) Sformutowaé twierdzenie Schura dotyczace zwiazku macierzy zespolonych i
trojkatnych.
b) Poda¢ definicje macierzy normalnej.
¢) Przyjmujac przytoczone twierdzenie Schura udowodnié¢, ze kazda macierz nor-
malna jest unitarnie diagonalizowalna.

4. a) Poda¢ definicje sygnatury formy kwadratowej (tu i nizej F = R).

b) Sformutowaé twierdzenie Sylvestera o bezwtadnosci i uzasadnié¢ poprawnosé przy-
toczonej definicji.

¢) Udowodni¢ to twierdzenie.

5. Niech X oznacza paraboloide hiperboliczna, a Y hiperboloide jednopowtokowa.
a) Poda¢ afinicznie kanoniczne réwnania tych kwadryk i wskaza¢ afinicznie nie-
zmiennicza wlasnosé, ktora je odroznia. (Odpowiedz uzasadnic.)
b) Dla kazdej z tych kwadryk wskaza¢ afinicznie niezmienniczg wtasnosé, odroznia-
jaca ja od stozka eliptycznego. (Odpowiedz uzasadnic.)
¢) Udowodnié¢ prostokreslnosé ktorejs z kwadryk X, Y.



Kolokwium z GAL II, potok II.  Temat A 14 V 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1.NiechA:[_15 8} [ab}::AmlO.
c d

—48 25
a) Obliczy¢ b.
b) Dowiesé istnienia czterech roznych macierzy, ktorych kwadrat jest rowny A i
wskazac¢ taka z nich, ktore ma tylko dodatnie wartosci wtasne.

2. Rozpatrzmy macierze

2 110 3110
141 0 030t
A=110 03 0 P Bi=1g0 31
1 22 3 000 3

a) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy A.
b) Dla jakich wartosci t € R macierze A i B; sa podobne?

013 2 1 0
3. NiechA=1|101 i B;=1|1t 0
311 00 2t—1

a) Znalez¢ sygnature macierzy A i baze przestrzeni R®, w ktorej macierz formy
f(x,y,2) = 2zy + 622 + 2y2 + 22 jest diagonalna.

b) Zbada¢, dla jakich ¢ € C macierze A i B; sa kongruentne nad C, dla jakich
t € R sa one kongruentne nad R, a dla jakich ¢ € Q sa kongruentne nad ciatem
liczb wymiernych Q. (Macierze X, Y € My(F) nazywamy kongruentnymi nad F, jesli
Y = C'XC dla pewnej nieosobliwej macierzy C € My (IF).)

4. Przestrzenn R3 rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym.

a) Niech L(x,y,2) = (y + 22,2 + 22,2x + 2y + 32) dla (z,y,2) € R3. Znalezé
ortogonalng baze przestrzeni R3, diagonalizujaca operator L. (Wskazowka: jedng z
wartosci wlasnych tego operatora jest 5.)

b) Niech f(z,y,2) = 22y + 4xz + 4yz + 322, Znalezé ortogonalng baze przestrzeni
R3, w ktorej macierz formy kwadratowej f jest diagonalna.

5. a) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy dolnie trojkatnej, majacej na przekatnej
wyrazy rowne A, zas bezposrednio ponizej wyrazy niezerowe.



b) Niech J bedzie klatka Jordana (dolna) stopnia k. Dowies¢, ze jedynymi J — nie-
zmienniczymi podprzestrzeniami przestrzeni F* s {0} i przestrzenie V; = lin(e;, . . . , ep),
1 <1<k,

¢) Niech macierz A € My (R) bedzie symetryczna i nieosobliwa. Dowies¢, ze ma-
cierz diag(A, —A) jest kongruentna z macierza diag(I, —I).

d) Dla takiej macierzy A wyrazi¢ znak jej wyznacznika przez jej sygnature.



Kolokwium z GAL II, potok II.  Temat B 14 V 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Niech A = [25 _48} [CCL Z} = A2010

8§ —15
a) Obliczy¢ b.
b) Dowiesé istnienia czterech roznych macierzy, ktorych kwadrat jest rowny A i
wskazac¢ taka z nich, ktore ma tylko ujemne wartosci wtasne.

2. Rozpatrzmy macierze

4 -1 10 3110
1 2 10 030t
A=10 0 30 P Bi=1g0 31
2 1 2 3 000 3

a) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy A.
b) Dla jakich wartosci t € R macierze A i B; sa podobne?

013 t 1 0
3. NiechA=1|101 i Bi=11 2 0
311 00 2t—1

a) Znalez¢ sygnature macierzy A i baze przestrzeni R®, w ktorej macierz formy
f(x,y,2) = 2zy + 622 + 2y2 + 22 jest diagonalna.

b) Zbada¢, dla jakich ¢ € C macierze A i B; sa kongruentne nad C, dla jakich
t € R sa one kongruentne nad R, a dla jakich ¢ € Q sa kongruentne nad ciatem
liczb wymiernych Q. (Macierze X, Y € My (F) nazywamy kongruentnymi nad F, jesli
Y = C'XC dla pewnej nieosobliwej macierzy C € My (IF).)

4. Przestrzenn R3 rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym.

a) Niech L(z,y,2) = 3z + 2y + 22,2z + 2,22 + y) dla (x,y,2) € R®. Znalez¢
ortogonalng baze przestrzeni R3, diagonalizujaca operator L. (Wskazowka: jedng z
wartosci wlasnych tego operatora jest 5.)

b) Niech f(z,y,2) = 32% + 4y + 4rz + 2yz. Znalezé ortogonalng baze przestrzeni
R3, w ktorej macierz formy kwadratowej f jest diagonalna.

5. a) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy dolnie trojkatnej, majacej na przekatnej
wyrazy rowne A, zas bezposrednio ponizej wyrazy niezerowe.



b) Niech J bedzie klatka Jordana (dolna) stopnia k. Dowies¢, ze jedynymi J — nie-
zmienniczymi podprzestrzeniami przestrzeni F* s {0} i przestrzenie V; = lin(e;, . . . , ep),
1 <1<k,

¢) Niech macierz A € My (R) bedzie symetryczna i nieosobliwa. Dowies¢, ze ma-
cierz diag(A, —A) jest kongruentna z macierza diag(I, —I).

d) Dla takiej macierzy A wyrazi¢ znak jej wyznacznika przez jej sygnature.



Kolokwium z GAL II, potok II.  Temat A 26 11 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Przestrzen R* rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym. Znalez¢ wzor
(we wspotrzednych kartezjariskich) na przeksztatcenie
a) bedace rzutowaniem ortogonalnym na podprzestrzenn W=lin((1,1,1,-1),(2,-1,2,1))
b) bedace symetrig ortogonalna wzgledem tej podprzestrzeni.

2. Przestrzen R3 rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym. Warstwy
A, B C R? dane s3 nastepujaco:

A=1{(3,3,4)+s(3,1,1): s €R}, B={(2,1,3)+(1,0,—1) : t € R}

a) Wyznaczy¢ w B wektor, najblizszy wektorowi (5,2,4).

b) Wyznaczy¢ odlegtosé od A do B.
3. Niech ((z,y), (z/,y)) = z2’ — 2y — 2’y + 2yy dla (z,y), (2',y) € R%
przestrzeni (R?, (-, -)).

b) Dla kazdej liczby t € R wyznaczy¢ wzorem (we wspotrzednych kartezjanskich)
sprzezenie przeksztalcenia Ly : (R2, (-,-)) — (R?, (-, -)), zadanego wzorem

Li(z,y) = (v = 2y, (1 = t)x — y)
¢) Zbada¢ dla jakich t € R przeksztalcenie L; jest izometria, a dla jakich jest rzutem
ortogonalnym.
d) Gdy L; jest izometria, okresli¢ w zaleznosci od ¢, czy jest to obrot, czy symetria.
W przypadku symetrii podac¢ o§ symetrii.

4. a) Udowodnié¢, ze wyznacznik Grama wektorow vy, ..., vj nie zalezy od ich kolej-
nosci, i ze nie zmieni sie on po zmianie wektora v na —vy.

b) Niech Vj bedzie podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej V', a Qo € L(Vp, V)
bedzie zanurzeniem izometrycznym. Dowiesé istnienia izometrii @ € L(V,V) takiej,
ze Qlv, = Qo.

5. Niech wektory vq,..., Vg, Wy, ..., W, W przestrzeni unitarnej V spetniaja warunki
w; = 2?21 bijv; dlai =1,...,k i danych skalarow b;;. Dowies¢, ze |G(wr, ..., wy)| =
| det(B)[*|G(v1, ..., vi)| i ustali¢ zaleznoéé miedzy macierzami Grama G(wy, ..., wy) i

G(V1, ..., Vi).



Kolokwium z GAL 1II, potok II.  Temat B 26 111 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o wyczerpujace wy-
jasnienia, przedstawiajace tok rozumowania.

Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 20p.

1. Przestrzen R* rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym. Znalez¢ wzor
(we wspotrzednych kartezjariskich) na przeksztatcenie
a) bedace rzutowaniem ortogonalnym na podprzestrzenn W=lin((1,1,-1,1),(2,-1,1,2))
b) bedace symetrig ortogonalna wzgledem tej podprzestrzeni.

2. Przestrzen R3 rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym. Warstwy
A, B C R? dane s3 nastepujaco:

A={(3,4,3)+s(3,1,1):seR}, B={(2,3,1)+(1,—1,0): t € R}

a) Wyznaczy¢ w B wektor, najblizszy wektorowi (5, 4,2).

b) Wyznaczy¢ odlegtosé od A do B.
3. Niech ((z,y), (z/,y)) = z2’ — 2y — 2’y + 2yy dla (z,y), (2',y) € R
przestrzeni (R?, (-, -)).

b) Dla kazdej liczby t € R wyznaczy¢ wzorem (we wspotrzednych kartezjanskich)
sprzezenie przeksztalcenia Ly : (R2, (-,-)) — (R?, (-, -)), zadanego wzorem

Li(z,y) = (v = 2y, (1 = t)x — y)
¢) Zbada¢ dla jakich t € R przeksztalcenie L; jest izometria, a dla jakich jest rzutem
ortogonalnym.
d) Gdy L; jest izometria, okresli¢ w zaleznosci od ¢, czy jest to obrot, czy symetria.
W przypadku symetrii podac¢ o§ symetrii.

4. a) Udowodnié¢, ze wyznacznik Grama wektorow vy, ..., vj nie zalezy od ich kolej-
nosci, i ze nie zmieni sie on po zmianie wektora v na —vy.

b) Niech Vj bedzie podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej V', a Qo € L(Vp, V)
bedzie zanurzeniem izometrycznym. Dowiesé istnienia izometrii @ € L(V,V) takiej,
ze Qlv, = Qo.

5. Niech wektory vq,..., Vg, Wy, ..., W, W przestrzeni unitarnej V spetniaja warunki
w; = 2?21 bijv; dlai =1,...,k i danych skalarow b;;. Dowies¢, ze |G(wr, ..., wy)| =
| det(B)[*|G(v1, ..., vi)| i ustali¢ zaleznoéé miedzy macierzami Grama G(wy, ..., wy) i

G(V1, ..., Vi).



Kolokwium z GAL I w terminie poprawkowym, potok II. 27 11 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o podawanie wyczer-
pujacych wyjasnien, umozliwiajacych zrozumienie toku rozumowania.

Za kazde zadanie mozna dosta¢ do 14p.

1. Niech U = lin((1,2,1,3),(2,3,2,4),(2,5,2,8),(5,9,5,13)) i niech W bedzie
zbiorem rozwiazan uktadu rownan

T+ 2209 — 43+ 214 =0
2x1 +dx9 —8r3+ 14 =0
r1+ 9 — 4w+ 224 =0

a) Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni U.

b) Opisa¢ U uktadem liniowych réwnan jednorodnych.

c¢) Znalez¢ baze 1 wymiar podprzestrzeni U + W.

2. Przeksztalcenia K : R? — R? i L : R? — R3 zadane sg wzorem K(z,y,z2) =

1 -2
(z+2y+ 2,2z + z) i rtownoseia [L]), = | =2 4 |, gdzie V = ((1,2),(1,3)), W =
3 —6

((1,1,1),(1,1,0), (0, 1,0)).

a) Znalez¢ [K|)Y 1 [L o K],

b) Znalez¢ baze 1 wymiar kazdej z przestrzeni ker(L) i im(L).

c¢) Zbadaé¢, dla jakich wartosci t € R ponizsze przeksztalcenie Sy : R® — R? jest
roznowartosclowe:

Si(x,y,2) = (r+y+2,2c+ 5y +4z,x+ 2y + t2)

3. Niech
1 21 2 120 0
1 21
2 51 4 3t 0 O
A‘3690’B_é§§’0“11t1
1 32 4 2 3 2 —1
a) Obliczy¢ det(A).

)

b) Znalezé B™1.
c) Zbadac, dla jakich ¢ € R macierz AC; jest odwracalna.

4. a) (4p.) Przeksztalcenie L : Ryg[x] — R[x] przyporzadkowuje kazdemu wielomia-

nowi jego reszte z dzielenia przez x” 4+ x — 2. Udowodnié¢, ze przeksztalcenie to jest
liniowe i zbadaé, jaki jest wymiar jego jadra ker(L) i wymiar obrazu im(L).



b) (10p.) Udowodni¢ istnienie niezerowego wielomianu stopnia 10 lub nizszego,
ktory jest podzielny przez 2% — x + 3 i ktorego reszta z dzielenia przez o + o — 2 jest
podzielna przez x* + 11.

5. a) (3p.) Sformutowaé twierdzenie, wiazace wymiary obrazu i jadra przeksztalcenia
liniowego.

Punkt b) (za 11p.) jest do wyboru:

b1) Udowodni¢ to twierdzenie, lub

b2) Udowodnié¢, ze maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy macierzy A jest
rowna maksymalnej liczbie jej liniowo niezaleznych kolumn.



Drugie kolokwium z GAL I, potok II 22 1 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

TEMAT A

Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o podawanie wyczer-
pujacych wyjasnieni, umozliwiajacych zrozumienie toku rozumowania.

1. Niech V = (v1,va,v3) i W = (w1, wy), gdzie
vy =(1,0,0),vo = (1,1,1),v3 = (1,2,3) oraz wy = (1,1), ws = (1,2)

a) (6p.) Dowiesé, ze V i W sa bazami przestrzeni R? i R?, odpowiednio.
b) (7p.) Niech, w tych bazach, macierz przeksztalcenia liniowego L : R® — R2

bedzie réwna [L]}, = [ L0 -l . Zmalez¢ wspotrzedne wektora L(vy +2ve —v3) w

02 —1
bazie W oraz wzor, okreslajacy przeksztatcenie L we wspotrzednych kartezjanskich.
¢) (7p.) Niech z kolei macierz przeksztalcenia liniowego K : R? — R® w bazach
1 2
W iV, bedzie réwna [K]}Y = | 0 1 |. Znalez¢ baze obrazu przeksztalcenia K o L i

10
wymiar jego jadra.

2. Niech V; (t € R) iV beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R?, takimi, ze
Vi =lin((1,1,2,-1),(1,1,¢,-1)), V ={x € R*: 214+ 209+ 23—3zx4 = 0 i x1+4xp+24 = 0}.

a) (10p.)Znalez¢ te wartosci parametru ¢, dla ktorych R*t =V @'V .
b) (10p.) W zaleznosci od t znalezé baze przestrzeni V + V; .

3. Niech W bedzie bazg przestrzeni R? opisang w zadaniu 1. Niech
Z ={L € L(R*,R?) : macierz A = [L]}} spelnia warunki a;; = ag; i ajg = 0}

a) (10p.) Wyznaczy¢ dim(Z), gdy Z traktowaé jako podprzestrzen liniowa prze-
strzeni £L(R? R?).

b) (10p.) Znalezé wszystkie przeksztalcenia P € Z, bedace rzutami liniowymi.
Kazdy z tych rzutéw opisa¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich.

4. a) (10p.) Do macierzy rzeczywistej 21 dopisano pierwszy wiersz i pierwsza
kolumne, réwne (0, 1,...,1) € R¥*1 Obliczyé¢ wyznacznik otrzymanej macierzy.
b) (10p.) Niech A; bedzie macierza o wierszach (1,0,1,0),(3,¢,3,t), (2,1, +
3,t),(1,0,1,¢). W zaleznosci od wartosci parametru ¢ € R obliczy¢ jej wyznacznik i
rzad.



5. a) (8p.) Niech L € L(V, W), gdzie przestrzenie V i W sa skoniczonego wymiaru.
Wskazaé (uzasadnienie nie jest tu konieczne), jak znalezé mozna baze przestrzeni V,
gdy znane sg bazy jadra ker(L) i obrazu im(L) przeksztalcenia L.

Punkt b) jest do wyboru:

bl) (12p.) Udowodnié¢ prawdziwosé swej odpowiedzi z punktu a), lub

b2) (12p.) Sformutowaé réownosé Grassmana, dotyczaca wymiarow przeciecia i sumy
dwoch podprzestrzeni skonczonego wymiaru, i udowodnié ja.

Mozna tez rozwigzywac zarowno bl), jak i b2), uzyskujac do 8 dodatkowych punk-
tow.



Drugie kolokwium z GAL I, potok II 22 1 2010r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B) oraz swe imie, nazwisko i numer indeksu.

TEMAT B
Prosze o staranne uzasadnianie odpowiedzi, w tym o podawanie wyczer-
pujacych wyjasnieni, umozliwiajacych zrozumienie toku rozumowania.

1. Niech V = (v1,vg,v3) i W = (w1, wy), gdzie
vi =(1,0,0),vo = (1,1,1),v3 = (1,2,3) oraz wy = (1,1), ws = (2, 3)

a) (6p.) Dowiesé, ze V i W sa bazami przestrzeni R? i R?, odpowiednio.

b) (7p.) Niech, w tych bazach, macierz przeksztalcenia liniowego L : R® — R2
, 10 -1
W0 2 -1
w bazie W oraz wzor, okreslajacy przeksztatcenie L we wspotrzednych kartezjanskich.

bedzie rowna [L] . Znalez¢ wspotrzedne wektora L(2vy + vy — 3v3)

¢) (7p.) Niech z kolei macierz przeksztalcenia liniowego K : R? — R® w bazach
21
W iV, bedzie réwna [K]}Y = | 0 1 |. Znalez¢ baze obrazu przeksztalcenia K o L i

10
wymiar jego jadra.

2. Niech V; (t € R) iV beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R?, takimi, ze
Vi =lin((1,1,2,-1),(1,1,¢,-1)), V = {x € R*: 20y +wp+23—32x4 = 0 i 21+3z2424 = 0}.

a) (10p.)Znalez¢ te wartosci parametru ¢, dla ktorych Rf =V @'V .
b) (10p.) W zaleznosci od t znalezé baze przestrzeni V + V; .

3. Niech W bedzie bazg przestrzeni R? opisang w zadaniu 1. Niech
Z ={L € L(R* R?) : macierz A = [L]}} spelnia warunki a;; = ag; i aja = 0}

a) (10p.) Wyznaczy¢ dim(Z), gdy Z traktowac jako podprzestrzen liniowa prze-
strzeni £L(R? R?).

b) (10p.) Znalez¢ wszystkie przeksztalcenia P € Z, bedace rzutami liniowymi.
Kazdy z tych rzutéw opisa¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich.

4. a) (10p.) Do macierzy rzeczywistej 31 dopisano pierwszy wiersz i pierwsza
kolumne, réwne (0,1, ...,1) € R¥*L Obliczyé¢ wyznacznik otrzymanej macierzy.
b) (10p.) Niech A; bedzie macierza o wierszach (1,0,1,0),(3,t,3,t),(2,1,t —
1,t),(1,0,1,¢). W zaleznosci od wartosci parametru ¢t € R obliczy¢ jej wyznacznik i
rzad.



5. a) (8p.) Niech L € L(V, W), gdzie przestrzenie V i W sa skoniczonego wymiaru.
Wskazaé (uzasadnienie nie jest tu konieczne), jak znalezé mozna baze przestrzeni V,
gdy znane sg bazy jadra ker(L) i obrazu im(L) przeksztalcenia L.

Punkt b) jest do wyboru:

bl) (12p.) Udowodnié¢ prawdziwosé swej odpowiedzi z punktu a), lub

b2) (12p.) Sformutowaé réownosé Grassmana, dotyczaca wymiarow przeciecia i sumy
dwoch podprzestrzeni skonczonego wymiaru, i udowodnié ja.

Mozna tez rozwigzywac zarowno bl), jak i b2), uzyskujac do 8 dodatkowych punk-
tow.



Pierwsze kolokwium z GAL I, potok II 20 XTI 2009r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B), swe imie, nazwisko i numer indeksu, a takze numer
grupy ¢wiczeniowej, do ktorej podpisana osoba uczeszcza.

TEMAT A

Prosze o podawanie wyczerpujacych wyjasnien, umozliwiajacych zro-
zumienie toku rozumowania,

1. a) (12p.) Przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu sa punkty z; = 1 4 2¢ i
2o = 3 + 8. Wyznaczy¢ pozostate wierzchotki i §rodek kwadratu.
b) (13p.) Wyznaczy¢ i naszkicowaé zbiory f(D) i g~ (D), gdy funkcje f,g: C — C
i zbior D C C sg zadane wzorami
f2)=—-1+)22+2, g(z)=(2+2)}, D={z€C:Im(z) >0iRe(z) >0}.

2. Rozpatrzmy przeksztalcenie L : R? — R?, zadane wzorem
L(z,y,z)=(r+y+2z2x+y+23x+2y+223x+4y+3z,—x — 2)

i) (6p.) Zbadaé, czy ktorys$ z wektorow (1,2,3,4,0) i (1,1,3,4,0) (a jesli tak, to
ktory) lezy w obrazie im(L) przeksztatcenia L.

ii) (7p.) Znalez¢ uktad jednorodnych rownan liniowych, opisujacy ten obraz (tzn.
taki uktad, ktorego zbior rozwiazan jest rowny obrazowi im(L) przeksztatcenia L).

iii) (6p.) Zbadac, czy wektory L(ey), L(es), L(es) sa liniowo niezalezne.

iv) (6p.) Zbadaé, czy L(v) = 0 dla pewnego niezerowego wektora v, i czy prze-
ksztatcenie L jest roznowartosciowe.

3. Dla a,b € R niech przeksztalcenie L,y : R* — R* bedzie zadane wzorem
La,b(xvya Z7t> = (CL.QT + ay, (CL + b)CE’ + (CL - b)ya (CL + b)ﬂ’] + (a’ - b)y +z+t2— t)

a) (8p.) Zbada¢, dla jakich par (a,b) istnieje przeksztalcenie L, , odwrotne do
Lay , a dla jakich obrazem przeksztalcenia L, jest cala przestrzen R*.

b) (9p.) Jesli przeksztalcenie odwrotne do Ly 5 istnieje, opisaé je wzorem.

¢) (8p.) Znalezé¢ fundamentalny uktad rozwigzan uktadu réownain Ax = 0, gdzie
A = [Ly ] jest macierza przeksztalcenia Ly ;.

4. (25p.) Rozwazamy ciagg operacji na macierzach A = X; — Xy — ... —» X =
U. ¢-ta operacja polega na dodaniu do jakiego§ wiersza macierzy X, ktoregos z
poprzedzajacych go wierszy tej macierzy, pomnozonego przez skalar. Dowies¢, ze A =
LU, gdzie L jest macierza dolnie trojkatna, majaca jedynki na przekatne;j.



Pierwsze kolokwium z GAL I, potok II 20 XTI 2009r.

Na kazdej oddanej kartce nalezy wpisa¢ numer rozwiazywanego zadania (tylko je-
den), oznaczenie tematu (A lub B), swe imie, nazwisko i numer indeksu, a takze numer
grupy ¢wiczeniowej, do ktorej podpisana osoba uczeszcza.

TEMAT B

Prosze o podawanie wyczerpujacych wyjasnien, umozliwiajacych zro-
zumienie toku rozumowania,

1. a) (12p.) Przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu sa punkty z; = 2 +i i 25 =
8 + 3i. Wyznaczy¢ pozostate wierzchotki i sSrodek kwadratu.
b) (13p.) Wyznaczy¢ i naszkicowaé zbiory f(D)ig~(D), gdy funkcje f,g: C — C
i zbior D C C sg zadane wzorami
f(z)=(14+1i)22-2, g(2) =(x—2)*, D={2€C:Im(z) >0iRe(z) >0}

2. Rozpatrzmy przeksztalcenie L : R? — R?, zadane wzorem
L(z,y,z)=(r+y+z,x+2y+22x+3y+22,3x+ 3y +4z, —x — y)

i) (6p.) Zbada¢, czy ktorys z wektorow (1,2,3,2,—2) 1 (1,1,3,2,—-2) (a jesli tak,
to ktory) lezy w obrazie im(L) przeksztatcenia L.

ii) (7p.) Znalez¢ uktad jednorodnych réownan liniowych, opisujacy ten obraz (tzn.
taki uktad, ktorego zbior rozwiazan jest rowny obrazowi im(L) przeksztatcenia L).

iii) (6p.) Zbadac, czy wektory L(ey), L(es), L(es) sa liniowo niezalezne.

iv) (6p.) Zbadaé, czy L(v) = 0 dla pewnego niezerowego wektora v, i czy prze-
ksztatcenie L jest roznowartosciowe.

3. Dla a,b € R niech przeksztalcenie L,y : R* — R* bedzie zadane wzorem
La,b(xvya Z7t> - (CL.QT + ay, (CL T b)CC + (CL + b)ya (CL - b)ZE + (a’ + b)y +z+t2— t)

a) (8p.) Zbada¢, dla jakich par (a,b) istnieje przeksztalcenie L, , odwrotne do
Loy , a dla jakich obrazem przeksztalcenia L, jest cata przestrzen R*.

b) (9p.) Jesli przeksztalcenie odwrotne do Lo istnieje, opisaé je wzorem.

¢) (8p.) Znalezé¢ fundamentalny uktad rozwigzan uktadu réownain Ax = 0, gdzie
A = [Ly] jest macierza przeksztalcenia L.

4. (25p.) Rozwazamy cigg operacji na macierzach A = X; — Xy — ... —» X =
U. ¢-ta operacja polega na dodaniu do jakiego§ wiersza macierzy X, ktoregos z
poprzedzajacych go wierszy tej macierzy, pomnozonego przez skalar. Dowies¢, ze A =
LU, gdzie L jest macierza dolnie trojkatna, majaca jedynki na przekatne;j.



