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IV. WYZNACZNIK

§ 1. Wyznacznik a operacje elementarne.

1. Wilasnosci charakteryzujace wyznacznik i ich pierwsze konsekwencje.

Niech dane bedg ciato IF i liczba naturalna k; gdy nie zaznaczono inaczej, rozwazane w

tym paragrafie macierze sg rozmiaru k X k i majg wyrazy w [F. Naszym najblizszym
celem jest udowodnienie ponizszego twierdzenia i ustalenie pewnych jego konsekwencji:

Twierdzenie 1 (o istnieniu i charakteryzacji wyznacznika, wersja pierwsza). Istnieje
jedyna funkcja det : My — F o nastepujgcych wtasnosciach:

i) det(I) = 1;

i1) jesli w macierzy A € My do dowolnego wiersza dodamy inny jej wiersz, po-
mnozony przez skalar, to otrzymamy macierz B dla ktorej det(B) = det(A);

ii1) jesli w macierzy A € My, dowolny wiersz pomnozymy przez skalar ¢, to otrzy-
mamy macierz B, dla ktorej det(B) = ¢ - det(A).

Funkcje te nazywaé bedziemy wyznacznikiem (po angielsku: ,determinant”); ska-
lar det(A) oznaczany tez bedzie przez |A|. Wyznacznik odgrywa niezmiernie wazna
role w algebrze liniowej i geometrii: umozliwia podanie wzoréw na rozwigzania pew-
nych uktadow réwnan, odwrotnosé macierzy, objetosé wielowymiarowych wieloscia-
now, iloczyn wektorowy; przy jego pomocy ustala¢ mozna réwnania i znajdowac wie-
lomiany dajace podstawowe informacje o rozwazanych obiektach algebraicznych (np.
macierzach) badz geometrycznych. (Nie wyczerpuje to wszystkich zastosowan, a tylko
daje pewien przeglad tych, ktore sa dyskutowane dalej.)

Warunki i7) oraz iii) traktowane sa jako implikacje, tzn. zaktadamy, Ze sa spel-
nione dla kazdej macierzy A € My(F) i kazdego skalara; nie odnotowujemy jednak
kwantyfikatorow w tych i dalszych podobnych warunkach, by uczynié je zwiezlejszymi.

Jednoznacznos¢ wyznacznika, ktora udowodnimy w pierwszej kolejnosci, nalezy rozu-
mieé tak, ze jesli funkcja d : My — T spelnia warunki i) —i7) przy det zastapionym
przez d, to d(A) = det(A) dla kazdej macierzy A € M.

Zadanie 1. Niech funkcja d spelnia warunek 7).
a) Gdy pewien wiersz macierzy A jest zerowy, to d(A) = 0.
b) Gdy macierz A jest diagonalnai d(I) =1, to d(A) =[], as.

Dowdd jednoznacznosci wyznacznika. Ustalmy funkcje det i d spelniajace zadane wa-
runki i niech A € M. Doprowadzmy macierz A do postaci zredukowanej N ciggiem
wierszowych operacji elementarnych typu (I) i (IT) (patrz lematy 112 w §I1.1.2). Niech
bedzie to ciag A = A1 — ... — Ay = N. Wobec wlasnosci (ii) oraz (iii), dla kazdego
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i =2,...,s istnieje skalar ¢; € F\ {0} taki, ze
d(A;) = ¢ - d(A;-1) oraz det(A;) = c¢; - det(A;_1).
Stad przy ¢ := 1/]]; ¢; zachodzi ¢ # 0 i
d(A) =c¢- d(N) oraz det(A) = c- det(N)

Sa tylko dwie mozliwosci: albo pewien wiersz macierzy N jest zerowy, i wtedy d(IN) =
det(IN) = 0 na mocy zadania 1, albo N =1, i wtedy d(IN) = det(N) = 1 na mocy
wlasnosci (7). Zatem zawsze d(IN) = det(N) istad d(A) =det(A). O

Wykazalismy jedyno$é funkcji spetniajacej zadane warunki; nie dowiedlismy jed-
nak jej istnienia. Uczynimy to dopiero w §2, a wpierw ustalimy pewne konsekwencje
wlasnosci 1), ii) oraz iii). Do §2.2 zakladamy, ze funkcja det istnieje.

Whniosek 1. Jesli funkcja d : My — F spetnia warunki ii) oraz iii) (lecz nieko-

niecznie 1)), to jest proporcjonalna do wyznacznika, tzn. d(A) = det(A) - d(I) dla

A € Mk;

Dowod. Przy poprzednich oznaczeniach, d(A) = det(A) = 0 gdy N # I, a w prze-

ciwnym razie d(A) = c- d(I)idet(A) =c. Stad d(A) =det(A)- d(I) dla A € M.
Ponadto, prawdziwe sa nastepujace wazne twierdzenia:

Twierdzenie 2. Macierz A € My, jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 0.

Dowod. Jak wykazalismy, (det(A) = 0) < (N # I), gdzie N jest postacia zreduko-
wang macierzy A.

Twierdzenie 3 (Cauchy’ego). det(AB) = det(A)det(B) dia A, B € M;.

Dowdd. Ustalmy B iniech d(A) := det(AB) dla A € M;.. Wowczas d(I) = det(B),
wiec na mocy wniosku 1 pozostaje dowiesé, ze funkcja d ma wlasnosei ii) oraz iii).
Jednak gdy wykonanie danej wierszowej operacji prowadzi od A do A’, to prowadzi
tez od AB do A’'B — bo dla dowolnej macierzy X € M, prowadzi od X do EX, gdzie
E € My, nie zalezy od X, zas E(AB) = (EA)B = A’B. (Patrz §11.4.3.) Powoduje
to, ze gdy operacja jest typu (I), to d(A’) = det(A’'B) = det(AB) = d(A), a gdy
jest pomnozeniem pewnego wiersza przez ¢, to w ten sam sposéb d(A’) =c¢- d(A).

Whiosek 2. Gdy A jest macierzq nicosobliwg, to det(A™!) det(A) = 1. O
Zakonczmy ten punkt dowodzac dalszych dwoch whasnosci wyznacznika.

Stwierdzenie 1. Funkcja det ma tez nastepujgce wtasnosci:

iv) jesli w macierzy A € My, zamienimy miejscami dwa wiersze, to otrzymamy
macierz B, dla ktorej det(B) = — det(A);

v) jesli macierz A € My, ma dwa wiersze takie same, to det(A) = 0.
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Dowod. Ad iv). Zalozmy dla prostoty, ze zamieniane sg wiersze o numerach 1 i 2.

Ciag operacji A 1+ A4 A-{] A, [+ A3 prowadzi od A do macierzy roézniacej

sie od B tylko znakiem drugiego wiersza. 7 wtasnosci i) oraz iii) wynika wiec, ze
det(A) = det(A3) = — det(B).

Ad v). Odejmijmy jeden z rozwazanych wierszy od drugiego; otrzymamy macierz A’
o wierszu zerowym. Stad det(A) = det(A’) = 0 na mocy zadania 1 i wlasnosci 7). [J

Zadanie 2. a) Wykonujac kilkukrotnie operacje dodawania do wiersza krotnosci in-
nego, uzyska¢ zmiane znaku dwoch wierszy rozwazanej macierzy.

b) Czy mozna w ten sposob zamieni¢ miejscami dwa wiersze macierzy jednostkowej?
Zmieni¢ znak jednego jej wiersza? (Odpowiedz zalezy od tego, czy 1y + 1p = Op.)

2. Wyznacznik macierzy tréjkatnej lub transponowanej.
Twierdzenie 1. Wyznacznik trojkgtne; macierzy A € M, jest rowny Hle ;.

Dowod. Wobec zadania 1 z p.1 wystarcza macierz A przeprowadzi¢ operacjami wier-
szowymi typu (I) w taka, ktora ma niezmieniong przekatna i jest diagonalna lub ma
pewien wiersz zerowy. Wykorzystamy do tego indukcje wzgledem k. Gdy macierz A
jest dolnie trojkatna, to dla a;; = 0 nie ma czego dowodzi¢, a dla a;; # 0 odejmujemy
odpowiednie wielokrotnosci wiersza 1 od pozostatych, uzyskujac a;; = 0 dla i > 1,
po czym stosujemy zalozenie indukcyjne do klatki powstalej z A’ przez wykreslenie
pierwszego wiersza i kolumny. Gdy macierz A jest gornie trojkatna nalezy wyzej aqq
zastapié przez ayr, a pierwsza kolumne 1 wiersz przez ostatnie. []

Sprawdzmy, jak wykonanie operacji kolumnowej typu (I) wplywa na wyznacznik.

Lemat 1. Jesl w macierzy A € M. do pewnej kolumny dodamy do inng, pomnozong
przez skalar, to otrzymamy macierz B, dla ktdrej det(B) = det(A).

Dowod. Mamy B = AE, gdzie E oznacza macierz powstata przez wykonanie rozwa-
zanej operacji na macierzy I. (Patrz twierdzenie 1b) w §11.4.3.) Jest widoczne, ze
macierz E jest trojkatna i ma wylacznie jedynki na przekatnej. Stad det(E) = 1 i
ostatecznie det(B) = det(A) det(E) = det(A) na mocy twierdzenia Cauchy’ego. [J

Twierdzenie 2. det(A) = det(A") dla kazdej macierzy A € Mj,.

Dowdd. Dla macierzy trojkatnej zadana rowno$é¢ wynika z twierdzenia 1.

W ogélnym przypadku przeprowadzmy A w macierz schodkowa B przy pomocy
ciggu elementarnych operacji wierszowych typu (I); odpowiadajacy mu ciag opera-
cji kolumnowych przeprowadza A’ w B!. 7 wlasnosci i) i lematu wynika wicc, ze
det(A) = det(B) 1 det(A?) = det(B?), a z powyzszego przypadku szczegdlnego — ze
det(B) = det(B?). (Zauwazmy, ze macierz schodkowa jest trojkatna.) Stad teza. O
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Wyznacznik macierzy obliczyé wiec mozna przez sprowadzenie jej operacjami wier-
szowymi lub kolumnowymi do postaci schodkowe;j.

24 6
Przyktad 1. Niech A = 0 2 —1 | By obliczy¢ det(A), doprowadzimy A do
-3 3 3
postaci schodkowej, uwzgledniajac przy kazdej operacji wtasnosci i) — v):
2 4 6 12 3 12 3
det 0 2 —1 | =2det 02 —1 | =2det| 0 2 —1 | =
-3 3 3 -3 3 3 09 12
1 2 3 1 2 3
—4det| 01 —0,5 | =4det| 01 0,5 | =4-1-1-16,5=66. O
09 12 0 0 16,5

Podkreslmy, ze wszystkie udowodnione rezultaty maja w tej chwili jedynie warun-
kowy charakter: jesli funkcja o wlasnosciach i), ii) oraz iii) istnieje, to ma i dalsze
wymienione wtasnosci, a wartos¢ jej obliczy¢ mozna w opisany sposob. Zaradzimy te]
warunkowosci dopiero dowodzac istnienia wyznacznika.

Zadanie 1. Gdy klatki P i Q sa kwadratowe, a jedna z klatek X,Y jest zerowa, to
PY

X Q
gdy X = 0 sprowadzi¢ klatki P i Q do postaci schodkowej operacjami typu (I). Gdy
Y = 0 przejs¢ do macierzy transponowane;.)

wyznacznik macierzy [ ] jest rowny iloczynowi det(P)det(Q). (Wskazowka:

Zadanie 2. Gdy P i Q sa rzeczywistymi macierzami kwadratowymi tego samego

_PQ ] jest rowny | det(P + Qi) |2, (Wskazéwka:

przy pomocy wierszowych i kolumnowych operacji typu (I), przeprowadzi¢ macierz
P —Q P+Q Pi—Q P+ Q: 0

[Q P:|W[ Q P ],atQW[ Q P-Qi >

Zadania uzupelniajace.

AP P P
—det(A) det dla kwadratowych macierz 1
Q ] S [Q] Y Y [ Q]

A takich, ze iloczyn AP ma sens. Uzyskaé stad zaleznosé miedzy det [P|Q], det A i
det [PA|Q] gdy macierze A i [P|Q] sa kwadratowe i iloczyn PA ma sens. (Wskazowka:
dowod twierdzenia 3 w §1.)

stopnia, to wyznacznik macierzy [

1. Dowiesé, ze det [

2. a) Dowies¢, ze gdy klatki klatki P 1 S sa kwadratowe, w tym P nieosobliwa, to

det [ E (SQ ] = det(P) det(S — RP1Q). (Wskazowka: zad. ... z §II. ..... izad. 1.)
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b) Niech podnadto P i S beda tych samych rozmiaréw. Wywnioskowaé, ze gdy
PR = RP, to badany wyznacznik jest rowny det(PS — RQ), i podobnie gdy QS =
SQ lub PQ = QP lub RS = SR. (Sa to wyniki I. Schura, p. tez §II. ....)

3. a) Niech funkcje f; : R — R (i = 1,..,n), posiadajace pochodne fj(o) =
fis fi(l), e fi(n_l), beda liniowo zalezne. Udowodnié¢, ze wyznacznik macierzy o kolum-
nach (fl(‘])(t), ey fr(g])(t)) (7=0,...,n—1) jest rowny 0, dla kazdego t € R. (Wyznacz-
nik ten nazywany jest wronskianem funkcji fi, ..., f,, od M. Hoehne—Wroiiskiego,
polskiego matematyka z potowy 19 w.)

b) Wykorzysta¢ to do dowodu niezaleznosci funkeji e”, e
4. Niech funkcja d : My — F bedzie multyplikatywna (czyli taka, ze d(AB) =
d(A) - d(B) dla A,B € Mj). Dowies¢, ze jesli d(A) = []; ai dla trojkatnych
macierzy A € My, to d = det. (Wskazowka: macierze elementarne.)

21‘7 631‘.

Problem 1. a) Nadal, niech funkcja d : My — T bedzie multyplikatywna. Dowies¢
istnienia takiej multyplikatywnej funkcji o : F — F, ze d = ¢ o det.

b) Gdy F = R dowies¢, ze jesli powyzsza funkcja ¢ jest ciagla, to jest zerowa lub
dla pewnego o > 0 jest postaci t — [t|* lub ¢ — |t|*Sgn(?).

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.3, §1.3.5, §1.3.7.

§ 2. Istnienie wyznacznika. Wyznacznik jako wieloliniowa i alternujaca
funkcja wierszy macierzy.

1. Dygresja o funkcjach antysymetrycznych, wieloliniowych i alternujacych.

Niekiedy wygodnie bedzie na det patrzeé jako na funkcje uktadu wektorow vy, ..., vy €
IF*, okreglong tak: det(vy,...,v;) := det(A), gdzie A to macierz o pierwszym wierszu
v1, drugim vo, itd. Moéwimy tez wtedy, ze wyznacznik traktujemy jako funkcje wierszy
macierzy. (Wiersze sg elementami przestrzeni X := F¥)) By nazwaé wlasnosci tej
funkcji wprowadzimy dwie definicje.

Definicja. Niech X* = X x X x --- x X oznacza iloczyn kartezjanski k egzemplarzy
pewnego zbioru X. O funkcji f : X* — F powiemy, ze jest:

alternujaca, jesli f(xy,...,2;) = 0 dla kazdego ciagu (1, ..., 7;) € X*, majacego
dwa wyrazy rowne (tzn. takiego, ze x; = x; dla pewnych @ # j7),

antysymetryczna, jesli f(z1, ..., x;) = —f (], ..., z},) dla kazdych ciagow (z;)k,, (2))k_, €

’i:l’
X* 7 ktorych jeden otrzymano przez zamiane w drugim dwoch wyrazéow miejscami.

Whniosek 1. Wyznacznik jest antysymetryczng i alternujgcq funkcjq wierszy macierzy.
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Dowod. Moéwia o tym wtlasnosci (iv) i (v). O

Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Funkcje f : V¥ — F nazwiemy
wieloliniowg (lub: k—liniowa, gdy zaznaczy¢ chcemy wartosé k), jesli jest ona liniowa
wzgledem kazdego argumentu przy ustalonych pozostatych, tzn. jesli dla ¢ < k i
V1, ...Vi_1,Vii1, ..., Vi € V' funkcja

o(v) = f(vi, ., Vi1, V, Ving, ., Vi) dla vev
spetnia warunek
d(u+ cw) = ¢(u) + co(w) dla wszystkichu,we V. i ceF.
Stwierdzenie 1. Funkcja d : My — T, ktora jest wieloliniowa 1 alternujgca jako
funkcja wierszy macierzy, spetnia tez warunki (i1) oraz (iii).

Dowod. Warunek (iii) wynika z wieloliniowosci. By dowie$é (ii) oznaczmy kolejne
wiersze macierzy A przez ai,...,a; i niech B bedzie macierza otrzymana z A przez
dodanie c—krotnosci jej wiersza a, do wiersza a;. Przyjmujac dla prostoty oznaczen
s = 1,1t = 2 uzyskujemy

d(ai, ca;+as, asg, ...,ar) = ¢ d(ay, ar, as, ..., ax)+ d(ag, as, as, ...,ar) = d(ay,...,ax),

co oznacza zadang rownosé d(B) = d(A). O

Zadanie 1. Jedli 25 # Op i funkcja f : X¥ — T jest antysymetryczna, to jest
alternujaca.

Zadanie 2. By funkcja f : X¥ — T byla antysymetryczna wystarcza, by spelniata

warunek definiujacy te funkcje, lecz ze stowami ,dwoch wyrazow” zastgpionymi przez
ykolejnych dwoch wyrazow”.

Nasz dalszy plan jest taki, by istnienia wyznacznika dowie$¢ w oparciu o stwier-
dzenie 1. Najpierw jednak musimy dowies$¢ istnienia jakiejkolwiek niezerowej funkcji

antysymetrycznej k zmiennych.

Lemat 1. Niech X = {1,....k} iup(@1, ..., %) = [[1cicjcp(@j—21) dlazy, ...z € X.
Wowczas uy : X* — R jest funkcjq antysymetryczng.

Dowod. Wobec zadania 2 wystarczy dowiesé, ze ze gdy ()

1
zamiane T z Tsy1, to uo(zl, ..., x.) = —up(z1,...,xx). Nietrudno jednak zauwazy¢,
ze liczba ujemnych réznic 2/, — 2 (i < j) o jeden rézni sie od liczby takich réznic

J
Tj — Tj. H

) otrzymano z (x;) przez

Wykorzystamy tez to, jak permutowanie argumentéw zmienia wartosé funkcji an-
tysymetryczne;j.
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Definicja. Permutacja zbioru X nazywamy kazde réznowarto$ciowe przeksztatcenie
zbioru X na X. Zbior wszystkich permutacji zbioru X oznaczamy przez Sx, a gdy
X = {1,...,n} —przez S,,. Permutacje 0,7 € Sx mozemy sklada¢: (o o 7)(x) :=
o(r(z)) dla x € X, przy czym czesto zamiast o o 7 piszemy o7, a zlozenie permutacji
nazywamy ich iloczynem.

Permutacje o € Sx nazywamy cyklem dlugosdci s, jesli istnieja rozne elementy
x1,...,xs € X takie, ze o dziala nastepujaco: 1 — x9 +— ... — T3 +— 11 OTAZ T — T
dlaz € X \{x,...,z5}. Piszemy wtedy o = (21, 22, ..., xs); gdy s = 2, cykl nazywamy
transpozycja. Okazuje sie, ze kazda permutacja skonczonego zbioru jest iloczynem
cykli, a cykl dtugosci s —iloczynem s — 1 transpozycji.

Zadanie 3. Udowodni¢ to.

Twierdzenie 1. Istnieje jedyna funkcja Sgn : S, — {+,—} taka, Ze dla kazdej
permutacyi o € Sy, 1 kazdej funkcyr antysymetrycznej u : X" — F zachodzi rownosé

U(To(1)s oy To(n)) = Sg0(0)U(1, ..., 2,) dla 2q,...,7, € X. (1)
Ponadto, Sgn(o) = (—=1)* gdy o jest ztozeniem s transpozycji.

Dowdd. Niech permutacja o € S, bedzie ztozeniem s transpozycji. Dla kazdej anty-
symetrycznej funkcji u : X" — F otrzymujemy wtedy

UW(To(1)s s To(n)) = (—1)°u(z1, ..., 2,) dla 2q,..,2, € X. (2)

Czynnik (—1)® po prawej stronie jest niezalezny od rozwazanej funkcji u; traktujemy
go przy tym jako odpowiedni znak +, niezalezny i od ciata F.

Obierzmy wiec za u funkcje ug z lematu 1. Poniewaz liczba ¢ = ug(1, 2, ..., k) jest nie-
zerowa, wiec uzyskana rownosé (—1)%c = ug(o(1), ..., 0(k)) dowodzi, ze znak (—1)° za-
lezy tylko od permutacji o, a nie od reprezentacji o w postaci iloczynu transpozycji. [l

Wniosek 2. Gdy o € S, jest iloczynem cykly diugosci ki, ..., ky, odpowiednio, to
Sgn(o) = (—1)PH¥i=ki,

Dowdd. o jest ztozeniem s transpozycji dla s = 37_, (k; — 1), patrz zadanie 3.

Twierdzenie 2. Sgn(o7) = Sgn(o)Sgn(7) dla 0,7 € S, i analogicznie dla iloczynu
wickszej liczby permutacji. W szczegolnosci, Sgn(o™1) = Sgn(o).

Dowdd. Niech o bedzie ztozeniem s transpozycji, a 7 ztozeniem ¢ transpozycji. Wow-
czas oT jest zlozeniem s + t transpozycji, skad Sgn(o7) = (—1)*t" = (=1)*(-1)! =
Sgn(c)Sgn(7). Dla 7 := 0! daje to Sgn(c~1)Sgn(c) = 1, skad Sgn(o) = £1. O

Zadanie uzupeiajace 1. Gdy wieloliniowa funkcja f : V¥ — F spelnia warunek

f(vi,...,vi) = 0 dla ciagéw (v;)¥, € V¥ majacych dwa kolejne wyrazy rowne, to

jest ona alternujaca i antysymetryczna.
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Zadanie uzupelniajace 2. Przestawieniem dla permutacji o € S,, nazywamy kazda
pare (i,7) taka, ze 1 <i < j<mnio(i) > o(j). Dowiesé, ze Sgn(o) = (—1)P, gdzie p
to liczba przestawieni dla 0. (Wskazowka: rownosé (1), przy u wzietej z lematu 1.)

Zadanie uzupelniajgce 3. Niech permutacja m € Sy.; przeprowadza liczby 1, ..., k od-
powiedniona l+1,....[+k,ak+1,...,k+Inal,.. [ Dowiesé, ze Sgn(r) = (—1)".

2. Istnienie wyznacznika i jego nowa charakteryzacja.

Przejdzmy do dowodu istnienia funkcji det z p.1.
Ustalmy funkcje f : X* — FF, gdzie X jest dowolnym zbiorem i k € {2,3...,}, i
niech

F(xy,...,z1) == Z Sen(7) f(Zr1), -, Trry) dla 21, ..., 2 € X, (3)

Oczywiscie F' jest funkcjg z X* do I, a takie F' = > res, Sen(m) - (f o7), gdzie dla
7 € S}, definiujemy bijekcje 7 : X* — X* wzorem 7 (w1, ..., 21) = (Ta(1)s s Ta(h))-
Przyktad 1. Gdy k = 2, to F(z1,x2) = f(x1,22) — f(22,21).

Zadanie 1. 7 : X* — X% jest bijekcja i dla m,0 € S}, zachodzi 7o = 7 0 0.
Twierdzenie 1. Wzor (3) definiuje antysymetryczq i alternujgcq funkcje F = X* — TF.

Dowdd. By dowies¢ antysymetrii zauwazamy, ze piszac dla krotkosci €, w miejsce
Sgn(m) mamy dla o € Sy:

Foo= <Zeﬂ-(fo%)> 05:Zeﬂ-(fo%o?f):Zeg—l-sm-(fo%cvf)

TESY TESY TESE

Korzystajac z zadania 1 i zastepujac m o o przez 7 pod znakiem sumy stwierdzamy, ze
Foo=¢,-F, cooznacza antysymetrie funkcji F'.

Gdy 2r # Op, to z antysymetrii wynika juz, ze funkcja F' jest alternujaca; patrz
zadanie 1 w p.1. Dla zainteresowanych podamy dowdd, stuszny i gdy 2 = Op. Niech
v = (1;,)F, € VF bedzie ciggiem takim, ze r, = x; dla pewnych s < ¢, i niech 7
oznacza transpozycje (s,t). Przy S,f oznaczajacym zbior permutacji odpowiedniego
znaku mamy wtedy 7 € S) <o € S, skad

Flz)= ) f(@(2)= Y f@oT(x))= Y [(@)— ) f(F()) (bo7(x)=x).

FESZ 71'682 WESZ_ 7T€S—]:

Tak wiec F(x) = 0 jesli zy = 24 dla pewnych s < ¢, co konczy dowod. [



IV-9 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

Uwaga 1. Gdy X = V jest przestrzenia liniowa i funkcja f : V¥ — F jest wieloli-
niowa, to i funkcja F : V¥ — T jest taka. Wynika to stad, ze jest ona kombinacja
wieloliniowych funkcji f o 7.

Traktujmy teraz funkcje My — F, zadang wzorem f(A) := aj1as...ag, jako funk-
cje wierszy macierzy —a wiec jako funkcje z V¥ do IF, gdzie V' = F*. Oczywiscie, jest ona
liniowa ze wzgledu na kazdy z wierszy, przy ustalonych pozostatych. Odpowiadajaca
jej funkcja F jest zadana wzorem

A — Z Sgn(ﬂ)aﬂ(l)l...aﬁ(k)k dla A € My (4)

7 powyzszego wynika, ze jako funkcja wierszy macierzy jest ona wieloliniowa i alter-
nujaca; ponadto, F'(I) = 1 (dlaczego?). Wobec stwierdzenia 1 w p.1, wzor (4) mozna
wiec przyjac¢ jako definicje wyznacznika.

Uwaga 2. Tym samym, zakonczony zostal dowod twierdzenia 1 z p.1. Okazalo sie
tez, ze procz wtrasnosci rozwazanych w §1.1, wyznacznik ma nastepujaca wtasnosé,
wynikajaca z jego liniowosci ze wzgledu na kazdy wiersz, przy ustalonych pozostatych:

vi) jesli, dla pewnego i, wiersz i—ty macierzy B € My jest suma i-tych wierszy
macierzy A i A’) a poza tym wierszem macierze A, A’ i B sa réwne, to det(B) =
det(A) + det(A’).

Twierdzenie 2 (o charakteryzacji wyznacznika, wersja druga). Wyznacznik jest je-
dyng funkcjgo My — T, ktora jest unormowana (tzn. na macierzy I przyjmuje war-
tosé 1) 1 jako funkcja wierszy macierzy jest wieloliniowa i alternujgca.

Rownowaznie: det : My — F jest jedyna funkcjo o wtasnosciach i), it), v), vi).

Dowdd. Jak wykazano, wyznacznik ma wymienione wtasnosci. Te zas implikujg wta-
snosci i) — #i1), charakteryzujace wyznacznik. (7 zadania uzupelniajacego 1 w p.1
wynika, ze jest tak nawet, gdy wlasnosé v) ostabi¢, rozwazajac w niej tylko kolejne
dwa wiersze.) [

Twierdzenie 3. Wyznacznik zachowa wtasnosci od i) do vi), gdy w ich sformutowa-
niach wiersze zastgpic kolumnami. Obie wezesniejsze charakteryzacje wyznacznika tez
pozostang wtedy prawdziwe.

Dowod. Rozpatrzymy tylko wlasnoscé vi) i jej zmieniony odpowiednik, ktory oznaczymy
przez vi'). Jesli macierze A, A’ i B pozostaja ze sobg w zwigzku opisanym w vi'), to
transponujac je otrzymamy macierze pozostajace ze soba w zwigzku opisanym w vi).
Stad |B| = |A|4|A’| na podstawie wtasnosci vi) i twierdzenia 2 w §1.2. Rozumowanie
w pozostalych przypadkach jest analogiczne. H
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Uwaga 3. 7 (4) wynika, ze det(A) = aj1a90 — aj2a9; dla A € M, oraz
det(A) = a11a92a33+a12023031+a13021 Q32— 13022031 — Q11 G332 — 12021033 dla A € M.

Ostatni wzor mozna tatwo zapamieta¢ postugujac si¢ nastepujacym ,schematem Sar-
rusa” (dla oszczedzenia miejsca, wyrazy reprezentujemy przez ich wskazniki):
+ + +

\11 \12 \13 11 12 Do 3 x 3-macierzy dopisujemy jej dwie pierw-

sze kolumny i sumujemy 6 iloczynéw wszystkich

21 22 23121 22 vyktadéw 3 wyrazéw, rozmieszczonych réwnole-

31 32 33(31 32 gle do ktorejs z przekatnych; kazdy iloczyn opa-
S trzony jest zaznaczonym znakiem + lub —

Zadanie 2. Dla zespolonej macierzy kwadratowej A = (a;;) przyjmijmy A = (aj;).

Udowodni¢, ze liczby zespolone det(A) i det(A) sa wzajemnie sprzezone.

Zadanie uzupetniajgce 1. Gdy 1p + 1g # Op, to twierdzenie 2 zostanie stuszne po
zmianie warunku (v) na (iv); wynika to z zadania 1 w p.1.

Dla F = Zy podaé przyktad réznej od wyznacznika funkcji Mo(F) — T, ktora jest
antysymetryczna, unormowana i wieloliniowa.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.2, §1.1.3.

§ 3. Rozwiniecia wyznacznika.

W dalszej czesei, wyznacznik macierzy A wymiennie oznaczamy przez det(A) i |A[.

1. Rozwiniecie Laplace’a.

Niejednokrotnie bedziemy mieli do czynienie z wyznacznikami kwadratowych podma-
cierzy rozwazanej macierzy; nazywamy je jej minorami. Na minor przenosimy nazwy
tyczace sie podmacierzy, ktorej jest wyznacznikiem. (Mowimy wiec o stopniu czy
rozmiarze minora, o tym, przez jakie wiersze i kolumny jest wyznaczony, itp.) W
tym punkcie ustalone beda zwigzki pomiedzy wyznacznikiem macierzy a pewnymi jej
minorami.

Definicja. Niech A = (a;;);; € M. Macierza dopelniajaca wyrazu a;; nazywamy
macierz, otrzymana z A przez wykreslenie 1—tego wiersza i j—tej kolumny. Macierz te
oznaczamy A;;.
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Twierdzenie 1 (Laplace’a). Dla A € My i n=1,....k prawdziwe sq wzory:

k k
A| = Z(—l)”ﬂanj\Am\ oraz |A| = Z(_1)2+nain|Am‘

j=1 i=1

Dowod. Druga rownosé wynika z pierwszej, gdy odniesé ja do macierzy C := A'. (Jest
tak, bo ¢ = ani, |Cin| = |AL;| = |Anl 1 |C| = |Al; patrz twierdzenie 2 w §1.2.)
Zajmiemy sie wiec tylko pierwsza réwnoscia.

Niech wpierw n = 1 i wiersz pierwszy ma tylko jeden wyraz niezerowy, powiedzmy
s—ty. Zadana réwno$¢ wtedy sprowadza sie do nastepujacej: |A| = (—1)1Ta,|Aq,].
Gdy s = 1, to ta ostatnia wynika z zadania 1 w §1.2. Gdy s > 1, to stosujemy
indukcje, zamieniajac kolumne s-tg z poprzedzajacg. Otrzymamy macierz A’ taka, ze
|A’| = —|A|i A} ,_; = Ay pozostaje wiec do niej zastosowaé zatozenie indukeyjne.

Gdy za$ nadal n = 1, lecz pierwszy wiersz jest dowolny, to przedstawiamy go w
postaci ) ajses 1 wykorzystujemy liniowos$¢ wyznacznika wzgledem pierwszego wier-
sza, przy ustalonych pozostalych. Otrzymujemy |A| = 25:1 |As|, gdzie macierz A
powstaje z A przez zastapienie jej pierwszego wiersza wierszem ajs€e,. Stosujac do Ay
udowodniong tozsamo$é uzyskujemy zadang rownosé |A| = S (—=1)"ay,| Ayl

Wreszcie gdy n > 1, to podobnie wykorzystujemy indukcje, zamieniajac wiersz
n-ty z poprzedzajacym i korzystajac z tego, ze otrzymana macierz B spetnia wa-
runki |B| = —|A| oraz B, ; = A, ; dla j = 1,...,k. Tak wiec [A| = —|B| =
— S (1) ag, | Ayl co konezy dowod. O

Wrzory powyzsze nazywane sa rozwinieciami Laplace’a wyznacznika wzdtuz n-
tego wiersza (pierwszy wzor) badz n-tej kolumny (drugi wzor).

Przyktad 1. Obliczymy wyznacznik stosujac rozwiniecie wedtug pierwszego wiersza:

30
6 7

S W O

1
0
7

co Ot DN

:0‘0 5|_1‘3 5

2 = 42 = 48.
- 3 6 8 ‘ + | ‘ 046+ 8
Moglibyémy zastosowaé rozwiniecie wzgledem innego wiersza lub dowolnej kolumny.

Wybierajac kolumne druga otrzymujemy podobnie:

35
6 8

0 2
6 8

0 2

:_1| 35

‘+O' ‘—7‘ |:6+0+42:48. O

S W O

1
0
7

co Ot DN

W przypadku macierzy o dostatecznie regularnej budowie mozna wykorzystac¢ roz-
winiecie Laplace’a do uzyskania rekurencyjnych zaleznosci pomiedzy wyznacznikami
macierzy réoznych stopni. Rozpatrzymy dwa przyktady.
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Przyktad 2. Ustalmy ciag z, ¢y, co... elementéw F i niech A,, oznacza n X n macierz,
ktorej pierwszym wierszem jest xej + c,e,, drugim —e; +xres + ¢, _1€,, trzecim —es +
res + ¢, o€y, 1 tak dalej az do wiersza n—tego, ktorym jest —e, 1 + (z + ¢1)e,. N.p.:

xz 0 0 Cq
-1 « 0 C3
0 -1 =« Co
0 0 -1 T+

A, =

W celu obliczenia |A,,| wykorzystamy rozwiniecie wzdtuz pierszego wiersza. Oznaczmy
chwilowo A, przez B. Oczywiscie, B11 = A, _1, za§ By, jest macierza trojkatna
majaca wytacznie wyrazy —1 na przekatnej. Wobec tego

|An‘ = $|An,1‘ + (_1)714—10”(_1)71—1 = $|An,1‘ + Cnp.

Stad przez indukcje nietrudno dowiesé, ze |A,,| = A L R R Y /& ew

Przyktad 3. Wyliczymy wyznacznik Vandermonde’a

1 x9 22 ... ay
1 oz 22 ... x"
V(zg, ..., x,) = det ! !

W tym celu poczynajac od przedostatniej, a konczac na pierwszej, mnozymy kazda
kolumne przez zy i odejmujemy od nastepnej. Poniewaz zadna z tych operacji nie
zmienia warto$ci wyznacznika, wiec

1 0 0 0
1 2y —x0 22— 1920 ... o — 2" lxg
V(xg, ..., ,) = det 1 1 1
2 n n—1
1 z, —x9 2 —xpT0 ... T) — T T

Rozwinmy ten wyznacznik wzdtuz pierwszego wiersza, a nastepnie zastosujmy wielo-

krotnie wtasnosé iii) z p.1. Otrzymamy

1 —x9 (1 —20)T1 ... (T4 — W)V n

V(zg, ..., x,) = det = H(azi—xo)V(azl,...

T, —x9 (Tn—x0)T1 ..o (T — 20)2" ! i=1
Stad przez latwa indukcje V(2o ..., %) = [[o<jcjcn (@ — i) U
Nierzadko podobng rekurencje mozna jednak uzyska¢ innymi metodami.

Przyktad 4. * Ponownie zajmiemy si¢ wyznacznikiem Vandermonde’a. Przy ustalo-
nych x1, ..., x, jest on wielomianem zmiennej x,,, stopnia n, przyjmujacym wartosé¢ 0
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gdy x, € {x1,...,x,}. Stad V(zg,...,x,) = H?:_Ol(xn — x;)Wy, gdzie Wy nadal jest
wielomianem zmiennej z,,, zaleznym jednak od x, ..., z,_1. (Zakltadamy dla uprosz-
czenia, ze x; # x; dla ¢ < j < n.) Poréwnanie stopni obu stron pokazuje, ze sto-
piefi wielomianu Wy wynosi zero; jest on wiec stata, zalezna od =z, ..., z,_1. Zatézmy
(bo nie umiemy obecnie udowodnic¢), ze zaleznos¢ ta jest wielomianowa. Traktujac
wtedy x,_1 jako zmienna, przy ustalonych x, ..., 2, 9, z, stwierdzimy podobnie, ze
Wy = H?;OQ(a:n_l — x;)W1, gdzie Wy jest wielomianem zmiennych z, ..., z,,—2, az doj-
dziemy do udowodnionego w przyktadzie 3 wzoru, z doktadnoscia jednak do pomnoze-
nia prawej strony przez stata (odpowiadajaca wielomianowi W,,). Stata te mozna wy-
znaczy¢ poréwnujac n.p. wspotczynniki obu stron przy z., gdy obie strony traktowac
jako wielomiany zmiennej x,,, przy ustalonych pozostatych. W ten sposéb znalezlismy
szukany wzor, co przy rozumowaniach indukcyjnych nie zawsze jest proste.

Zadania uzupetniajace. (jak przyklad 4, wzorowane na anonimowych metriatach z
M.LT.)

1. Udowodni¢ wzor Cauchy’ego: det (1/(:13Z + yj))szl — H1§i<j§k(xj — ;) (y; —
vi)/ H1§i§j§k(5€i + ).

2. * W tym zadaniu oznaczamy przez Agr klatke macierzy A € My, powstala z A

przez wykreslenie wierszy o numerach ze zbioru S i kolumn ze zbioru 7. Udowodnié
za Lewisem Carollem (tym od ,Alicji”), ze |A||Ag vy = [Aul Ay — [Aij]|Ajl.

3. * Niech A € M, bedzie macierza, ktorej wyraz a;; jest rowny x; gdy j <71y, gdy
j > 1. Kierujac sie przyktadem 4 znalez¢ wzor na det(A) i udowodni¢ go indukeyjnie.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.4, §1.3.6.

2. Wyznacznik a uklady réwnan liniowych i odwrotnosé macierzy.
Zaczniemy od przeformulowania twierdzenia 2 w §1.1:

Whniosek 1. Dia A € M, uktad jednorodny Ax = 0 wtedy 1 tylko wtedy ma niezerowe
rozwigzanie, gdy |A| = 0.

Przejdzmy do niejednorodnych uktadéw réownan.

Twierdzenie 1. Rozwazmy uktad rownai Ax = b, gdzie A € My, b € F*. Jesli
|A| # 0, to uktad ten posiada jedyne rozwigzanie v € F*, i zadane jest ono nastepu-
jacymi wzorami Cramera:

1 .
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gdzie B; jest macierzq powstatq z A przez zastgpienie jej j-tej kolumny wektorem
kolumnowym b.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 2 w §1.1 macierz A jest nieosobliwa, skad rozwazany
uktad ma jedyne rozwiazanie. Oznaczmy je przez v, a kolumny macierzy A przez
ajp,...,a;. Rownanie z1(via; — b) + x9ay + ... + xa; = 0 ma niezerowe rozwiagzanie
(1, v, ...,v1), wobec czego wyznacznik macierzy o kolumnach via; — b, as, ..., a; jest
rowny 0. 7 ,kolumnowych” odpowiednikow wlasnosci vi) oraz i) wynika wiec, ze
v1]A| — |B1] = 0. Tak samo, v;|A| - |Bj|=0dlaj=2,...k O

Przyktad 1. Rozwazmy uktad réwnan:

331—|—2.%'2-|-3£C3:1
2331—332—333:0
—:c1+x2+:c3:1

Rozwijajac ponizej licznik 1 mianownik wzgledem pierwszych kolumn otrzymujemy:

1 2 3

0 -1 -1 1 -1 2 3 2 3
111 1" 1 1|_O" 1'“"—1 —1‘ 1
1 2 3 1 —1 2 3 2 3| 1
2 -1 -1 1" 1 1|_2"11'+(_1)"—1 —1‘
111

Poniewaz wyznacznik macierzy rozwazanego uktadu rownan okazal si¢ réozny od zera,
wiec rozwigzanie (vy,vq,v3) istnieje i jest jedyne, a v; = 1. (Dla uktadow, ktorych
macierz ma zerowy wyznacznik, zastosowanie wzoréw Cramera prowadzi do nonsen-
sownych wyrazen o mianowniku 0. Rozwiazanie nadal moze istnie¢, lecz nie jest wtedy
jedyne i opis zbioru rozwiazan uzyskujemy stosujac metody opisane w rozdziale II.)

Twierdzenie 2. Niech A € My. Dla macierzy D, ktorej (i, j)-tym wyrazem jest
(1) Ay (i oraz j przebiegajq {1, ...,k}), prawdziwe sq réwnosci:
AD' =D'A = |AJL,.

W szczegolnosci, jesli |A] # 0, to macierz A jest odwracalna i A~ = \Tth'

Dowod. Obliczmy (i, j)-ty wyraz macierzy X := AD? :

k

i =y (—1)"a; Ayl

s=1

Prawa strona jest réwna rozwinieciu Laplace’a, wzdluz j-tego wiersza, wyznacznika
macierzy powstalej z A przez zastapienie jej j-tego wiersza i-tym. Zatem z;; = |A|
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gdy i = j oraz x;; = 0 gdy @ # j (wykorzystujemy wlasnos¢ (v) z §1.1). To dowodzi,
ze AD! = |A T, a rownosci D'A = |A|T; dowodzimy analogicznie. [J

I[stnienie i jedynos¢ rozwiazania w twierdzeniu 1 oraz odwracalno$é¢ A w twierdzeniu
2 byly juz nam znane. Nowe sa jednak jawne wzory na A~! i na rozwiazanie uktadu
Ax =b, gdy A € M, jest macierza nieosobliwa. Cho¢ ze wzgledu na liczbe niezbed-
nych obliczen tylko dla matych lub bardzo specjalnych macierzy A wzory te mozna
praktycznie wykorzystac¢, to jednak ich istnienie i posta¢ maja istotne znaczenie.

Macierz D' z twierdzenia 2 nazywana jest macierzg dolaczong macierzy A.

Zadanie uzupelniajgce 1. Oznaczmy macierz D z twierdzenia 2 przez Da. Dowiesé, ze
a) [Da|=[A[""
b) Dag =DaDg dla A,B € M.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 7 w §1.4.2; 6,11,14,16 w §1.2.3; 18,19,20 w §1.2.1.

3. * Twierdzenie Bineta—Cauchy’ego.

Ten punkt zawiera material uzupetniajacy. Dowodzone w nim uogdélnienie twierdzenia,
Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy wykorzystamy w dalszej czesci tylko przy
badaniu objetosci w przestrzeniach R". Tym niemniej, jest ono wazkie, a jego dowod
jest dobrym wstepem do studiowania form wieloliniowych.

Niech A € M;; 1 B € M},;. Wowcezas macierz AB jest rozmiaru [ x [, i celem
naszym jest wyrazenie jej wyznacznika poprzez minory macierzy A i B stopnia [. Dla
opisania tej zaleznosci oznaczmy przez Xgr podmacierz danej macierzy X, wyzna-
czong przez jej wiersze o numerach ze zbioru S i kolumny o numerach ze zbioru 7T,
przy czym za S czy T piszemy & gdy jest to zbior numeréow wszystkich wierszy czy
kolumn.

Twierdzenie 1 (Bineta-Cauchy’ego). * Dla A € M;; i B € My, ma miejsce
rownos¢ |AB| =) ¢ |Ag s||Bsl, gdzie S przebiega wszystkie l-elementowe podzbiory
zbioru {1, ...,k}. (Jesli takich nie ma, to |AB| =0.)

Twierdzenie Bineta—Cauchy’ego wygodnie jest uzasadni¢ traktujac wyznacznik jako
wieloliniowa 1 alternujaca funkcje wierszy macierzy. (Patrz §2.11§2.2). Wykorzystamy
mianowicie nastepujace twierdzenie tyczace sie takich funkcji:

Twierdzenie 2. * Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq, a f : V! — F funkcjg wie-
lolintowq 1@ alternujgcg. Jesliuy,...,u, € V 1 v; := Z?Zl ajju; dla i=1,...,1, to

f(vla"'avl) = Z ‘A(jla---ajl)‘f(ujw”'?ujz)? (6>

1<ji1<... <5<k
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gdzie A(jy, ..., ji) jest podmacierzq macierzy (aq;), ,, wyznaczong przez kolumny ji, ..., ji.
(Gdy | > k, prawqg strone powyzszego wzoru nalezy rozumie¢ jako 0.)

Przed dowodem pokazemy, jak wynika stad twierdzenie Bineta—Cauchy’ego. W
tym celu ustalmy B € My i potézmy f(vi,..,v;) = |AB|, gdzie A jest macierza o
wierszach v, .., v; € F¥. Zadana teze otrzymamy wprost ze wzoru (6), jesli za uy, ..., uy
obierzemy wektory ey, ...,e; € F*. (Zauwazmy, ze f(ej,,...,e;) jest wyznacznikiem
macierzy utworzonej przez wiersze ji, ..., j; macierzy B.)

PrzejdZzmy do dowodu twierdzenia 2. Wobec wieloliniowosci funkcji f,

k
f(vi, ..., vy) = Zalsf(us,VQ, ey V7).
s=1
Podobnie .
f(u87v27 "'7Vl) = Za@tf(u& Uy, Vg, "'7VZ)7
t=1
skad
k
f(vi, ey vy) = Z arsag f (s, Uy, vs, ..., vi).
s,t=1

Kontynuujac w ten sposob otrzymujemy

k

f(vi, ..., vi) = Z A15,025, Qs | (Ugyy Usgyy -y Ug, ).

81,32,...,8[21

l

Poniewaz funkcja f jest alternujaca, wiec f(us,, us,,...,us,) = 0 gdy ciag (s,);_; nie
jest roznowartosciowy. Stad f(vy,...,v;) = 0 przy k < [, a gdy k > [ mozemy sumo-
wanie po prawej stronie ograniczy¢ do réznowartosciowych ciagéw (s,)!_;. Kazdy taki
ciag jest przez dokladnie jeden ciag rosnacy (j,)!_, i permutacje o € S; wyznaczony
wzorem s, = jy(,) dlan =1, ...,1. (Nalezy elementy zbioru {si, ..., s;} uporzadkowac,
otrzymujac ji, ..., ji, a o(n) okresli¢ powyzsza réownoscia. )

Wykorzystamy teraz rezultaty z §82.1 1 2.3. Funkcja f jest antysymetryczna, patrz

zad. uzup. 2 w §2.1, wobec czego f(us,, ..., us,) = Sgn(o) f(u;,, ..., u;,) i dalej

f(vi, ..., vy) = Z f(uj,u,, ..., u ) (Z Sen(o)ayj,, - - aljo(n) (7

1<ji<...<5i <k o€S;

Stosujac do sumy w nawiasie wzor (4) otrzymujemy teze. [J

Zadania uzupelniajace.
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1. a) W oparciu o twierdzenie Bineta—Cauchy’ego udowodni¢ tozsamosé Lagrange’a
(w-u)(v-v) = (u-v)? =3 q(wv; —uw)?® dla u,v € F*. (Przyjmujemy
u-vi= ) uv;)

b) Udowodni¢ ogolniejsza tozsamos$é Bineta—Cauchy’ego: (u-u')(v-v') — (u-
V)(v-u') =0 i (wivy — wyu) (upv; — wjup) dla u,u’, v, v € F*.

¢) Udowodni¢, ze Z§:1 ‘UzP Zle ‘Ui|2 — | Zz uiv_i|2 = 21§i<j§k |uivy — U_J'Ui|2 dla
u;,v; € C (Z =1, ,]{J)
2. Dlal <kiX € M;(R) przyjmijmy N(X) := v/, gdzie ¥ jest suma kwadratow
wszystkich [ x [ —minoréw macierzy X. Udowodnié, ze:
a) N(X) = /|XXI[;
b) N(AX) = N(A)N(X) dla A € M;(R).
3. Dowies¢, ze gdy #S = #7T, C = AB i macierz A liczy k kolumn, to |Cgr| =
> v lAsul|Bur|, gdzie U C {1, ..., k} przebiega zbiory rownoliczne z S. (Przy #S =1
daje to wzor na wyrazy C, a w innym przypadku —twierdzenie Cauchy’ego z p.1.)

4. Udowodni¢ nastepujace ogdlne twierdzenie Laplace’a o rozwinieciu wyznacz-
nika: Dla A € My 1S C{1,...,k} zachodzi

Al =) [AsrllAgr|(-1)>52T,
T

gdzie T przebiega wszystkie pozbiory zbioru {1, ..., k} rownoliczne z S, oraz

>~ S oznacza sume elementow zbioru S, zas > T sume elementow zbioru 7T,

S" oznacza {1, ...,k} \ S i podobnie dla T".
Wskazowka: traktowaé |A| jako funkcje wierszy ze zbioru S, przy ustalonych pozosta-
tych, i znalez¢ jej wartosé gdy kazdy z tych wierszy jest jednym z wektorow eq, ..., eg;
nastepnie wykorzysta¢ twierdzenie 2.

Problem 1. Niech B = A7' i #5 = #T. Wowczas Bsr| = %(_1)23%2?

(Wskazowka: poprzedzajace dwa zadania.)

5. Niech x,y € C* Stosujac ogolne twierdzenie Laplace’a do macierzy o kolejnych
wierszach x,y, X,y, przy S = {1, 2}, uzyska¢ zaleznosé miedzy liczbami p; := x;yp —
yixy (i,k=1,..,4,1 # k).

6. Wzor z http://mathworld.wolfram.com /CauchysDeterminant Theorem.html 77

4. * Wyznaczniki macierzy o wyrazach w pierscieniu przemiennym.

Uwaga 1. * Gdy wyrazy macierzy naleza do pewnego podpierscienia ciata I, to jej
wyznacznik tez do niego nalezy; patrz wzor (4). Latwo wiec rezultaty o wyznacznikach
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rozszerzy¢ na przypadek macierzy nad dowolnym pierscieniem P, dajacym sie zanurzy¢
jako podpierscien pewnego ciata F: mozemy bowiem uzywac rezultatéow dotyczacych
wyznacznikow macierzy o wyrazach z I, podczas gdy rozwazane wyznaczniki leza w P.

Szczegblnie spotykane sa dwa przypadki: gdy P = Z i gdy P = F[z] dla pewnego
ciala F. (Traktujemy wowczas Z jako podzbior ciata Q, a F[x] jako podzbior tzw.
ciala funkcji wymiernych).

Uwaga 2. * Mozna p6jsc¢ dalej i zauwazy¢, ze wszystkie wyniki o wyznacznikach, poza
by¢ moze ta czescig twierdzenia charakteryzacyjnego z §1.1, ktéra moéwi o jedynodci,
stosuja sie do macierzy o wyrazach w dowolnym pierscieniu przemiennym. Istotnie,
przy definicji |A| z §2.2, nie wymagaja zmiany dowody twierdzenia 1 w §2.2 i do-
wody obu twierdzen z p.3, w tym wzoru (7). Z twierdzenia 1 z p.3 wynika twierdzenie
Cauchy’ego z §1.1, a wzor (7) dowodzi jednoznacznosci w twierdzeniu charakteryzacyj-
nym 2 w §2.2; jak réwniez nietrudno wyprowadzi¢ z niego wyniki §1.2. Uzasadnienia z
pp. 112, w tym rozwiniecia Laplace’a i wzorow Cramera, pozostaja stuszne bez zad-
nych zmian, lecz w tych ostatnich nalezy zadaé¢, by wyznacznik |A| byl odwracalnym
elementem pierscienia (w miejsce tego, by byl rozny od zera).

Zadania uzupelniajace. *

1. Niech A,B € M(Z) i niech d € Z bedzie dzielnikiem wszystkich liczb a;; — b;;.
Dowies¢, ze d jest tez dzielnikiem liczby |A| — |B|.

2. a) Dla macierzy A € My(Z) oraz i = 1, ..., k oznaczmy przez d;(A) najwiekszy
wspolny dzielnik wszystkich jej --minoréw. (Definicja ponizej.) Dowies¢, ze wykonanie
na macierzy A operacji elemetarnej nad Z nie zmienia zadnej z liczb d;(A).

b) To samo przy Z zastapionym pierscieniem wielomianow F|z], gdzie F jest ciatem.

3. Niech A € M (P), gdzie P = Z lub P = F[z]. Przy oznaczeniach zadania uzupet-
niajacego z §11. 2.7 niech B € M (P) bedzie macierzg diagonalng, taka, ze B~A oraz
kazdy wyraz jej przekatnej jest dzielnikiem nastepnego. Dowiesé, ze d;(A) = by1bos...b;;
dla kazdego i =1, ..., k.

§ 4. Geometryczne zastosowania wyznacznika.

1. Wyznacznik operatora.

Twierdzenie 1 (i definicja). Niech L € L(V,V) i niech V i W bedq (skoriczo-
nymi!) bazami przestrzeni V. Wowczas macierze [L]y = [L]Y i [L]w maja ten sam
wyznacznik.

Skalar det([L]y), nie zalezacy od bazy V, nazywamy wyznacznikiem operatora

L i oznaczamy przez det(L).
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Dow6d. Niech A := [L}y, B := [L}y, C = [I}}¥. Mamy B = C'AC, skad
det(B) = det(C'AC) = det(ACC™1) = det(A). (Wykorzystalismy twierdzenie
Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu). [J

Podkreslmy, ze wyznacznik operatora L jest okreslony tylko gdy L jest endomor-
fizmem, tzn. dziala z pewnej przestrzeni do niej samej.

Przyktad 1. Niech V. = U & W i niech S = Iy & — Iy bedzie symetria V' wzgledem
U wzdtuz W. Obierzmy bazy uy, ..., u, przestrzeni U oraz wr, ..., w, przestrzeni W.
Poniewaz S(w;) = u; oraz S(w;) = —w; dla ¢ = 4,...,p oraz j = 1,...,q, wiec w
bazie uy, ...,u,, W, ..., W, przestrzeni V' macierz symetrii S’ jest diagonalna, zas na jej
przekatnej stoi kolejno p wyrazow rownych 11 ¢ rownych -1. Stad det(S) = (—1)9,
gdzie ¢ = dim(W).

Zadanie 1. a) Dla operatoréw Ly, Ly : V' — V ma miejsce rownosé¢ det(Ly o L) =
det(Ly) det(Ls).
b) Opretator L : V' — V jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy det(L) # 0.

Mimo prostoty dowodu twierdzenia 1, nie jest bynajmniej oczywiste, jak interpre-
towa¢ wyznacznik operatora. Pelng interpretacje podamy tylko w przypadku rzeczy-
wistego ciata skalarow. Okazuje sie, ze znak wyznacznika det(L) zalezy od tego, czy L
zachowuje orientacje, zas wartos¢ bezwgledna od tego, jak L zmienia objetosé bryt.
Co to oznacza, wyjasniamy nizej i w §....

2. Orientacja baz przestrzeni rzeczywistych.

Definicja. Bazy uporzadkowane )V i W skonczenie wymiarowe]j przestrzeni rzeczywistej
V sa zgodnie zorientowane, gdy macierz [/ Hﬁv zmiany baz ma wyznacznik dodatni.

Gdy wyznacznik ten jest ujemny, bazy nazywamy przeciwnie zorientowanymi.

Przyklad 1. Niech V = R* i niech & = (ey, ..., e;) oznacza baze standardows. Za-
uwazmy, ze [I|}, = A7'B, gdzie A = [I]% i B = [I]} (patrz §I11.1.6). Ponadto
det(A™'B) = det(B)/det(A), a [[]4 jest macierza o kolumnach uy, ..., u, dla do-
wolnej bazy U = (uy, ..., u;) przestrzeni R*. Wynika stad, ze zgodna orientacja baz
(Vi, ..., Vi) i (Wi, ..., w},) przestrzeni R¥ jest rownowazna temu, by macierze o kolum-
nach vy, ..., vi oraz wy, ..., Wy, odpowiednio, miaty wyznacznik zgodnego znaku.

Zadanie 1. a) Kazde dwie bazy przestrzeni V' sa albo zgodnie, albo przeciwnie
zorientowane.
b) Jesli bazy U i V oraz V i W sa przeciwnie zorientowane, to U i VW sa zgodnie
zorientowane.
c¢) Ustanowi¢ analogiczne do b) reguty, gdy bazy U i V oraz V i W sa zgodnie zorien-
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towane, a takze gdy bazy U i V sa zgodnie, za$ bazy V i W przeciwnie zorientowane.
d) Bazy (uy,...,u;) i (—uy, us..., uy) sa przeciwnie zorientowane.

7, zadania wynika, ze zgodna orientacja jest relacja rownowaznosci w zbiorze baz
przestrzeni V, a takze, ze dla kazdych dwoch baz (uy,...,uy) oraz (vy,...,vk), albo
bazy te sa zgodnie zorientowane, albo baza (vi,...,vy) jest zorientowana zgodnie z
baza (—uy, ..., ux). Relacja zgodnej orientacji ma wiec doktadnie dwie klasy abstrakcji.
Kazda z nich nazywamy orientacja przestrzeni rzeczywistej V.

O przestrzeni powiemy, ze jest zorientowana, gdy wybraliémy pewna jej orienta-
cje. Bazy nalezace do tej orientacji nazywamy wtedy dodatnio zorientowanymi, a
pozostale — ujemnie zorientowanymi. Orientacja zadana przez baze V nazy-
wamy zbiér baz zgodnie zorientowanych z V.

Uwaga 1. CGdy nie powiedziano inaczej, przestrzei R¥ rozwazamy zawsze z orienta-
cja standardowa, wyznaczona przez baze (e, ...,ex). Baza W = (wy, .., wy) jest w
niej dodatnio zorientowana, gdy det(wy, ..., wy) > 0.

Zapytajmy, czy relacja zgodnej orientacji baz jest zachowywana przez izomorfizmy.

Lemat 1. Niech V' 1 W bedq rzeczywistymi przestrzeniami wektorowyms, niech V =
(Vi oo, Vi) V= (V] ..., V) bedq zgodnie zorientowanymi bazami w Vi niech L :
V. — W bedzie izomorfizmem. Wowczas bazy W = (L(v1),...,L(vg)) i W =
(L(VY), ..., L(v})) przestrzeni W tez sq zgodnie zorientowane.

Dowdd. Z definicji macierzy przejécia i liniowosci przeksztalcenia L wynika, ze [[V]]]f/ =
[Iw Y. Jesli wiee det([Iyv]Y)) > 0, to i det([Iy]}y) > 0. O

Wnhniosek 1 (i definicja). Niech V' i W bedq zorientowanymi przestrzeniami rzeczy-
wistymi, a L € L(V, W) bedzie izomorfizmem. Wowczas albo L przeprowadza kazdg
dodatnio zorientowang baze w 'V na dodatnio zorientowanqg baze wW , a kazdg ujemnie
zorientowang baze w 'V na ujemnie zorientowang baze w W (i wowczas powiemy, ze L
zachowuje orientacje), albo tez L przeprowadza kazdg dodatnio zorientowanq baze
w V' na wemnie zorientowang baze w W, a kazdg ujemnie zorientowang baze w 'V na
dodatnio zorientowanqg baze w W (i wtedy o L mdowimy, Ze L zmienia orientacje). []

Zadanie 2. Ztozenie skoniczenie wielu izomorfizmoéw liniowych wtedy i tylko wtedy
zmienia orientacje, gdy czyni to nieparzyscie wiele rozwazanych izomorfizmow.

Zbadajmy na koniec przypadek, gdy V' = W (jako przestrzenie zorientowane).

Stwierdzenie 1. Niech L bedzie izomorfizmem skonczenie—wymiarowej zorientowane)
przestrzeni rzeczywiste] V- na nig samq. Wowczas rownowazne sq warunki:

a) L zachowuje orientacye,

b) L przeprowadza pewng baze przestrzeni V- na baze zgodnie z nig zorientowang,
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c) L przeprowadza dowolng baze przestrzeni V' na baze zgodnie z nig zorientowanq,
d) det(L) > 0.

Dowod. Jesli zachodzi a), to L przeprowadza dowolna dodatnio zorientowana baze na

baze dodatnio zorientowana, a dowolng ujemnie zorientowana baze na baze ujemnie
zorientowana. Wynika stad, ze a) = ¢). Implikacja ¢) = b) jest oczywista i oczywiste

jest, ze jesli zachodzi b), to L nie zmienia orientacji. Pozostaje dowies¢, ze ¢) < d).

Niech L przeprowadza baz¢ V = (v1, ..., vi,) przestrzeni V na baz¢ W = (L(vy), ..., L(vg)).

7 definicji macierzy [L]y i [[]}Y wynika, ze sa one rowne (i-ta kolumna kazdej z nich

jest ciag wspotrzednych wektora L(v;) w bazie V). Wobec tego bazy V i W sa zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy, gdy det(L) > 0. O

Przyktad 2. 7Z przyktadu w p.1 wynika, ze symetria wzgledem U wzdtuz podprzestrzeni
W zachowuje orientacje, gdy dim (W) jest liczba parzysta, i vice versa.

Na koniec kilka stéw o orientacji podprzestrzeni i o intuicyjnym znaczeniu wyboru
orientacjl.

Definicja. Niech V- = U® W, przy czym zaréwno V', jak i U sg przestrzeniami zoriento-
wanymi. Niech orientacja przestrzeni U bedzie zadana baza uy, ..., u,. Mozemy obrac
wowczas taka baz¢ wy, ..., w, przestrzeni W, ze baza uy, ..., up, Wi, ..., W, przestrzeni
V' jest dodatnio zorientowana. Orientacj¢ W zadang przez wy, ..., w, nazwiemy indu-
kowana w W przez wybrane orientacje przestrzeni V i U i kolejnos¢ U, W rozwazane]
sumy prostej. Kolejnosé ta odgrywa role, bo na ogét nie jest obojetne, czy wektory
bazy W wypisujemy przed, czy po wektorach bazy U, tworzac baze przestrzeni V.
(Nie ma to jednak znaczenia, gdy dim U - dim W jest liczba parzysta — dlaczego 7)

Cwiczenie. Rozwazmy R? ze standardows orientacjg i na kazdej z prostych Re; (i =
1,2,3) rozwazmy orientacje zadana baza (e;). Wskaza¢ w kazdej z przestrzeni x; = 0
baze zorientowang dodatnio w orientacji indukowane;j.

Jak mozna pogladowo przedstawié¢ znaczenie wyboru orientacji k-wymiarowej prze-
strzeni V, dla k < 37

Gdy k = 1, wybor orientacji polega na ustaleniu ,zwrotu” parametryzacji prze-
strzeni V' orientacji zadanej wektorem u # 0 odpowiada parametryzacja R 5 ¢t — tu.

Gdy V = R?, mozemy rozpostrzeé¢ kolejne trzy palce lewej reki, numerujac je po-
czawszy od kciuka, i zrobié¢ to samo z palcami prawej. Otrzymamy uktady wektorow
l1,15,13 oraz pi, p2, p3.- Mozemy rece ustawié¢ tak, by wektory 1; oraz p; byty réwne
dla 7 = 2,3, lecz wzajemnie przeciwne dla ¢ = 1. Stad uktady te sa przeciwnie zo-
rientowane. Wybor orientacji przestrzeni odpowiada wiec ustaleniu, czy preferujemy
sposob rysowania (standardowych) wektorow osi zgodnie z orientacja L (lewej reki),
czy zgodnie z orientacja P (reki prawej). Zwyczajowo jest przyjety wybor P. Odwrot-
nie, jesli wybierzemy orientacje przestrzeni, to mozna nazwac ,prawa’ wyznaczajaca
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te orientacje reke. Wybor orientacji jest wiec tym samym, co przyjecie umowy, ktora
reke uznajemy za prawa.

Wyboér orientacji plaszezyzny V' C R3 polega na ustaleniu, czy w standardowym
uktadzie osi wektor pierwszy jest na ,prawo”, czy tez na ,lewo” od drugiego, ktory wy-
obrazamy sobie jako skierowany ku gorze, a fragment ptaszczyzny jako tablice. W od-
niesieniu do ptaszczyzny stowa ,prawy” i ,lewy” nie maja jednak sensu: mozemy tylko
powiedzie¢, ze w zwyczajowo na rysunkach przyjmowanym wyborze, wektor pierwszy
jest na prawo od drugiego, gdy patrzymy na ptaszczyzne V z wnetrza pokoju, na
Scianie ktorej wisi tablica. Opis odwotuje sie wiec do orientacji indukowanej, wyko-
rzystujac zaréwno orientacje przestrzeni R® (pojecia: prawy, lewy), jak i orientacje
prostej dopelniajace;j.

Zadania uzupelniajace.

1. Niech U = (uy, ..., ug) bedzie baza zespolonej przestrzeni wektorowej Ve. Wowezas
U = (uy,...,ug, tuy, ..., 7ug) jest baza przestrzeni Vg majacej ten sam, co Vg, zbior
wektorow, lecz zbior skalarow R. Udowodnié, ze jesli wychodzac od innej bazy V =
(V1, ..., Vi) przestrzeni Ve utworzymy w analogiczny sposob baze V' przestrzeni Vi, to
bazy U' 1 V' sa zgodnie zorientowane. Struktura przestrzeni zespolonej Ve wyznacza
wiec pewng orientacje przestrzeni Vg. (Wskazowka: zadanie uzupelniajace 2 w §3.1.)

2. Przy powyzszych oznaczeniach, niech L : Vg — V¢ bedzie pewnym izomorfi-
zmem C-liniowym. Udowodnié¢, ze gdy L rozpatrujemy jako operator z Vg do Vg, to
zachowuje on orientacje.

3. * Zgodna orientacja baz a ciagla ich deformacja.

Postaramy sie wykorzysta¢ pojecie ciggtosci, by wyjasnié¢ znaczenie zgodnej orientacji
baz w przestrzeni R*. (Uwzglednienie innych przestrzeni rzeczywistych sprawia pewne
zbedne ktopoty pojeciowe, choé¢ nie jest trudne; por. zadanie uzupetniajace 2.)

Definicja. Funkcja f : [a,b] — R* zadana jest przez uklad k funkcji wspotrzednych
f1, - [ ¢ la, ] — R; nazwijmy ja ciagla, gdy ciagla jest kazda z funkcji f;. Droga
baz w przestrzeni R* nazywamy uklad k funkcji ciagtych fi, ..., f; : [a,b] — R¥ dla

pewnego przedziatu [a, b], taki, ze
(Fi(t), ..., fx(t))  jest bazg w R¥, dla kazdego t € [a, b].
O takiej drodze baz powiemy, ze taczy ona baze (v;)¥_, z baza (w;)F_,, gdy
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Uwaga 1. Zamiast konstruowaé¢ drogi baz, bedziemy konstruowaé¢ drogi macierzy
nieosobliwych, tzn. funkcje [a,b] 2 t — X(t) € Mi(R) takie, ze |X(t)| # 0 dla
kazdego t € [a, b], zas wyrazy macierzy X(t) zaleza w sposob ciagly od t. Zwiazek jest
oczywisty, bo k x k—macierz rzeczywista wtedy i tylko wtedy jest nieosobliwa, gdy jej
kolumny (czy wiersze) tworza baze przestrzeni R”.

Zadanie 1. Jesli droga macierzy nieosobliwych mozna potaczy¢ A z B, a takze B
z C, tomozna i A z C.

Przyktad 1. Niech A bedzie macierza nieosobliwg, zas B macierza powstata z A przez
dodanie do jej p-tego wiersza c—krotnosci wiersza g-tego. Wowczas B mozna pota-
czy¢ z A droga macierzy X(t), t € [0,1], gdzie X(¢) oznacza macierz powstata z A
przez dodanie przez dodanie do p-tego wiersza ct-krotnosci g-tego. Macierze te sa
nicosobliwe, bo |X(t)| = |A|. Wraz z zadaniem 1 dowodzi to, ze gdy A zmienimy
operacjami wierszowymi typu (I), to otrzymang macierz mozna potaczy¢ z A droga
macierzy nieosobliwych. Tak samo jest dla operacji kolumnowych typu (I).

A oto zasadniczy lemat:

Lemat 1. Kazdg nieosobliwg macierz A € My(R) mozna polgczyé drogg macierzy
nieosobliwych z macierzq diagonalng o przekgtnej (1,...,1,9), gdzie § = Sgn|A|.

Dowod. Zauwazmy wpierw, ze A mozna wierszowymi operacjami typu (I) przeprowa-
dzi¢ w macierz postaci B = diag(1, ..., 1,¢). Usykujemy to w prosty sposob modyfi-
kujac proces redukowania macierzy z §I11.3.2. (Ogolniejsza teze daje zadanie uzupet-
niajace z §11.3.2.) Przy tym, ¢ = |A| # 0, bo operacje te nie zmianiaja wyznacznika.

Przy 6 := Sgn(c) mozna nastepnie B potaczy¢ z macierza diag(1,...,1,9) droga
[0,1] > t — diag(1,...,1, (1 — t)c + td) macierzy niesosobliwych. (Liczba (1 —t)c+ td
jest niezerowa, bo lezy w odcinku [c, §].) Wraz z zadaniem 1 i przyktadem 1, koriczy
to dowod. [

Twierdzenie 1. Dwie bazy przestrzeni R wtedy i tylko wtedy sq zgodnie zorientowane,
gdy mozna je potgczyc drogq baz.

Rownowazne sformutowanie: dwie nieosobliwe k X k —macierze rzeczywiste wtedy 1
tylko wtedy mozna potgczyé drogg macierzy nieosobliwych, gdy ich wyznaczniki sq tego
samego znaku.

Dowod. Jesli X(t),t € [a,b], jest droga macierzy nieosobliwych, to t +— |X(t)] jest
funkcja ciagta nie przyjmujaca wartosci zero, wobec czego |X(a)| i |X(b)| sa tego
samego znaku.

Odwrotnie, gdy nieosobliwe macierze A, B € My (R) maja wyznaczniki sa tego
samego znaku, to tak A, jak i B mozna na podstawie lematu potaczy¢ droga macie-
rzy nieosobliwych ze wspolng macierza diag(l, ..., 1,9), gdzie § = Sgn|A| = Sgn|B|.
Mozna wiec taka droga potaczyé¢ A z B. [
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Zadania uzupeltniajace.

1. a) Dowies¢, ze kazda macierz A € M, ;(R) mozna dla pewnego r polaczy¢ droga
macierzy rzedu r z macierza (b;;), gdzie bj; =l gdyi=j <7, by, =£1ib; =0w
przeciwnym razie.

b) Gdy r < max(k,[), to wyzej mozna przyjac b, = 1.

2. Droga w k—wymiarowej przestrzeni V nad F € {R,C} nazwiemy funkcje f :
[a,b] — R taka, ze dla pewnej bazy V tej przestrzeni, funkcja t +— [f(t)]y € F¥ jest
ciagla. (Jak zwykle, przez [v]y oznaczamy ciag wspotrzednych wektora v w bazie V.)

a) Dowies¢, ze bez zmiany znaczenia mozna wyzej stowo ,pewnej” zastapi¢ przez
Jkazdej”.

b) Dowiesé, ze jesli przeksztalcenia K, L € L(V, W) maja ten sam rzad i nie sg izo-
morfizmami, to mozna je w przestrzeni L(V, W) polaczy¢ droga przeksztalcen statego
rzedu.

c) Czy jest tak, gdy K i L sa izomorfizmami? Rozréznié¢ przypadki F =R i F = C.



