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UMOWY:

0. O oznacza koniec rozumowania (czasem pustego); jesli pewne jego fragmenty
nalezy uzupehic, to zamiast [1 uzywam H .

1. ,Zadanie” oznacza prosty lemat do samodzielnego uzasadnienia, na ogot péznie]
wykorzystywany. By ulatwi¢ powolanie sie na teze, polecenia (,dowies¢” itp.) sa w
sformutowaniu pominiete.

2., Cwiczenie” nie wymaga specjalnej inwencji, lecz umozliwia sprawdzenie, czy
wczednie] przeczytana czesé jest zrozumiala.

3. ,Zadania uzupetniajace” to zadania nieco trudniejsze, niekiedy trudne lub prze-
mycajace dodatkowe wiadomosci. Brak tu wiec szerszego wyboru zadan — nalezy szu-
ka¢ ich w podanej lieraturze. Zadania ze zbioru Kostrykina dotykajace biezacego ma-
terialu nierzadko wymieniam (numeracja wg. pierwszego polskiego wydania, z 1995r).

4. Gwiazdka * wskazuje material uzupetniajacy, nie wykorzystywany poza ma-
teriatem tez oznaczonym gwiazdka; zaznacza tez zadania trudniejsze lub dalej nie
wykorzystywane. W przypadku zadan ze zbioru Kostrykina oznaczam tak zadania
trudniejsze.

5. ,p.x" oznacza punkt (czes¢ paragrafu) o numerze x w biezacym paragrafie, §a.x
oznacza punkt x w paragrafie a, §l.a.x oznacza to samo, ale w rozdziale 1. (Moze by¢
stosowane np. w rozdziale IV, jesli tak bedzie.) Podobne sa odniesienia do literatury.

I LICZBOWY ZESPOLONE I WSTEPNE WIADOMOSCI O
WIELOMIANACH

§ 1. Liczby zespolone.

1. Liczby zespolone i dzialania na nich

Niech C oznacza zbior wszystkich wyrazen (napisow) postaci z B yi, gdzie =,y € R,
za$ i jest ustalonym symbolem. Przykladem takich wyrazen sa 1 B (—5)i, +/3 B mi,
itp. (Uzycie litery ¢ ma za soba dtuga tradycje, lecz matematycznie nie jest w zaden
sposob wyréznione. Tak ¢, jak H traktujemy jako symbole, nie nadajac im obecnie
zadnego znaczenia matematycznego. )

Wyrazenia z = x B yi oraz 2/ = 2’ By/i uwazamy za réwne tylko wtedy, gdy = = 2/
oraz y = 1. Dwa wyrazenia dodajemy i mnozymy stosujac wzory

(xByi)+ (' Byi) = (x+2)By+vy)i

(v Byi)(z' By'i) = (z2’ — yy') B (y2’ + 2y/)i
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gdzie w nawiasach po prawej stronie wykonywane sa dziatania arytmetyczne w R.
Wzory te tatwo zapamieta¢: odpowiadaja one dodawaniu i mnozeniu wyrazen alge-
braicznych przy zalozeniu, ze i2 = —1.

Zadanie 1. Maja miejsce réwnosci:
a) (xB0i) + («’B0i) = (x4 2') BOi oraz (z B 0d) (2’ B 0i) = xz2’ B 0i.
b) x Byi = (x B 0i) 4+ (y B 0i)(0H 17).

Dla krotkosci x HH 0z zapisujemy jako x, zas 0 H 7 jako 7. Te uproszczenia oznaczen
prowadzg do utozsamienia zbioru R := {z B 0i : = € R} C C ze zbiorem R liczb
rzeczywistych, i w ten sposob do spojrzenia na C jako na zbiér zawierajacy R. Nie
jest to zrodlem nieporozumien, poniewaz dziatania algebraiczne w R i R’ odpowiadaja
sobie, jak pokazuje czesé a) zadania. Zas na podstawie czesci b) mozemy tez zamiast
x Byt pisa¢ x + yi; bedziemy tak odtad zawsze czynic.

Elementy zbioru C nazywamy liczbami zespolonymi. Tak wiec jedli z jest liczba
zespolong, to z = x + y¢ dla pewnych jednoznacznie wyznaczonych x,y € R; liczbe
x nazywamy czeScia rzeczywista z i oznaczamy Re(z), a y cze$cia urojong z i
oznaczamy Im(z). (Oznaczenia te odpowiadaja nazwom angielskim ,Real part of z”
i ,Imaginary part of 2” i podobnym nazwom niemieckim, z ktorych sie wywodza.) Z
definicji,

(0) Re(z),Im(z) € R oraz z = Re(z) + Im(z)i Vz € C.

Zbior R = {z € C: Im(z) = 0} nazywamy osia rzeczywista, a {z € C: Re(z) =
0} —osig urojona. Liczby do tych osi nalezace nazywamy rzeczywistymi lub czysto
urojonymi, odpowiednio.

Twierdzenie 1. i) Dziatanie dodawania w C jest przemienne i tqczne (tzn. a +b =
b+a oraza+ (b+c) = (a+b)+ ¢ dla kazdych a,b,c € C). Dziatanie mnozenia tez
jest przemienne i tgczne.

ii) 0 jest elementem neutralnym dla dodawania (tzn. a+0 = a dla kazdego a € C),
za$ 1 dla mnozenia (tzn. a-1 = a dla kazdego a € C).

iii) Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn. a-(b+c)=a-b+a-c dla
wszystkich a, b, c € C.

i) W C wykonywalne jest dzielenie przez elementy rozne od zera, tzn. dla kazdych
a,b € C,b# 0, istnieje doktadnie jeden element z € C taki, ze zb = a. Podobnie, w
C wykonywalne jest odejmowanie, tzn. dla kazdych a,b € C istnieje jedyny element
2 € C taki, ze 2/ +b = a.

Element z z czesci iv) oznaczaé bedziemy przez a/b lub ¢ lub ab™', za$ element 2’
7z tej czedci — przez a — b.
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Wykonywalno$é odejmowania w C i teza ii) wynikaja wprost z przyjetych definicji i
wtasnosci liczb rzeczywistych. Podobnie jest z tacznoscia dodawania i z przemiennoscia
obu dziatan. Teza iii) oraz taczno$¢ mnozenia sa bardziej zawite jesli wyrazi¢ je przez
liczby rzeczywiste (bedzie ich szesé), stanowigce czesci rzeczywiste i urojone liczb a, b
i ¢; nietrudno jednak dowies¢ otrzymanych tozsamosci. (Nieco inny dowod proponuje
ponizsze zadanie.) Natomiast wykonalnosé¢ dzielenia bedzie udowodniona w p.3.

Zadanie 2. a) Dowies¢ rownosci a(b + ¢) = ab + ac gdy liczba b jest rzeczywista, a
liczba ¢ czysto urojona, a takze gdy liczba a jest rzeczywista lub czysto urojona. W
oparciu o to dowies¢ tezy iii).

b) Podobnie, dowies¢ rownosci a(be) = (ab)c gdy liczba a jest rzeczywista lub czysto
urojona, i w oparciu o to i o iii) dowiesé¢ tacznosci mnozenia.

2 — —1, e w zbiorze C nie mozna okregli¢

Zadanie 3. * Dowies¢ w oparciu o réwnos¢ ¢
relacji < takiej, ze

a) dla kazdych z,2" € C zachodzi z < 2/ lub z = 2/ lub 2z > 2/, i mozliwosci te
wykluczaja sie wzajemnie, oraz

b)jesliz>012">0,to0z22 >0iz+2" >0,zadjesli 2 <01z <0, toz+ 2 <0.

Mimo to, piszemy x + 0i < 2’ + 07 jesli z,2' € R oraz x < 2. Nalezy jednak
pamictaé¢ o tym, ze wylaczywszy przypadek gdy z i 2’ lezg na osi rzeczywistej, nie
zostala dla z, 2’ € C okreslona zadna nieréwnos$é pomiedzy nimi.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.6.1: 1a),b),c), od 2 do 5, 11.

2. Ujecie Hamiltona liczb zespolonych.

Podane ujecie ma te stabg strone, ze terminy ,wyrazenie” czy ,napis’ nie sg jasno zde-
finiowane. W. R. Hamilton wskazal w pierwszej polowie 19 w., jak temu zaradzic.
Poniewaz wyrazenie x H yi jest jednoznacznie wyznaczone przez pare (z,y) liczb rze-
czywistych, wiec mozna o ,wyrazeniach” wcale nie wspominaé¢, a C zdefiniowaé jako
zbior uporzadkowanych par (z,y) liczb rzeczywistych, w ktorym wprowadzono dzia-
tania dodawania i mnozenia przy pomocy wzordow: (z,y) + (2',vy') = (x + 2",y +¢')
oraz (z,y)(z',y) = (xx’ — yy', 2y’ + 2'y). Oznaczajac (0,1) przez i, a takze pare
postaci (z,0) przez x, odtwarzamy ,wyrazeniowy” sposob zapisywania liczb zespolo-
nych: mamy bowiem (z,y) = x + yi zgodnie z przyjetymi dziataniami w C. Pdejscie
takie jest juz calkiem Sciste, gdyz pary uporzadkowane definiuje sie tatwo przy po-
mocy najprostszych poje¢ teorii mnogosci. Cena, jaka sie ptaci za te ,matematyczng
poprawnos¢” jest to, ze definicja mnozenia, a takze caly sposdb postepowania, wydaja
sie wyciggniete z kapelusza: podac¢ je moze dopiero ktos, kto bardziej naiwny sposob
definiowania C juz przemyélal. Dlatego w dalszej czesci nie zawsze bedziemy sie na po-
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dobna $cistosé sili¢, 1 gdzie to wygodne (np. przy omawianiu wielomianéw) bedziemy
mowié o ,wyrazeniach”, ktorych sposoéb dodawania czy mnozenia podamy.

3. Geometryczna interpetacja i wykonalnosé dzielenia.

Liczbe zespolona x+yi przedstawiaé¢ bedziemy jako punkt ptaszczyzny R X R o odcietej
x 1 rzednej y. Ustala to wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy zbiorem C
a zbiorem punktow tej ptaszczyzny. Dzigki temu, mozemy w dalszej czesci mysle¢ o C
jako o ptaszczyznie, w ktorej ustalono prostokatny uktad wspotrzednych i ktorag rozwa-
zamy z opisanymi powyzej dziataniami. Plaszczyzna R x R, ktorej kazdy punkt (z, y)
interpretowany jest jako liczba zespolona x + yi, nazywana jest ptaszczyzna liczb
zespolonych lub plaszczyzna Gaussa-Arganda (cho¢ pierwszy uzyt jej C.Wessel,
a Gauss —ostatni.). Prosta y = 0 tej plaszczyzny nazywana jest jej osia rzeczywista,
a prosta = 0 osig urojong. Punktem przeciecia tych osi jest liczba 0 € C. Liczby
osl urojonej nazywamy czysto urojonymi, a osi rzeczywistej -rzeczywistymi; ostatnia
nazwa pieczetuje dokonane juz wezesniej utozsamienie R z R" = {x 4+ 0i : = € R}.

W dalszej czesci nie bedziemy odrézniac liczby z+y: od odpowiadajacego jej punktu
ptaszczyzny Gaussa-Arganda, a te oznaczaé¢ bedziemy przez C, tak samo jak zbior
liczb zespolonych. Identyfikacja taka utatwia wykorzystanie poje¢ geometrycznych do
badania liczb zespolonych i do opisu ich wtasnosci. W szczegolnosei, dla z = x+yi € C
okreslamy:

1z| :== /22 + y? = odleglosé od 0 do z,

Z =z —yi = Re(z) — Im(2)i = obraz z przy symetrii prostopadtej wzgledem osi
rzeczywistej,

Arg 9r)(2) :=jedyna liczba z przedziatu [0, 27), bedaca tukowa miarg zorientowa-
nego kata o wierzchotku w 0 i pierwszym ramieniu przechodzacym przez 1, a drugim
przez z. (Tu zaktadamy z # 0.) W dalszej czedci, Argy oy czesto skracamy do Arg.!

Wielkosci te nazywamy, odpowiednio, modulem, sprzezeniem i argumentem glow-
nym liczby zespolonej z.

RYSUNEK

Uwaga 1. a) Rysunki takie, jak powyzszy, sa pomocne, lecz moga prowokowaé¢ do
nastepujacego btedu. Rzut prostokatny na os urojona zaznaczonego na rysunku punktu

W wielu podrecznikach, Arg(z) oznacza liczbe, otrzymana przez dwukrotne zastapienie w tej definicji przedziatu
[0, 27) przez (—m, 7).
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2z = —4 4 2i jest rowny, jako punkt ptaszczyzny Gaussa-Arganda, liczbie 2¢. Nie jest
to jednak cze$¢ urojona z, gdyz ta jest rowna 2. Podobnie, czescig urojong czysto
urojonej liczby 4 nie jest 4, lecz 1, itp. (Jest tak za sprawa przyjetej przez nas definicji,
ktora jednak jest powszechnie stosowana i wygodna.)

b) Dla x € R, modut liczby zespolonej x 4 0i jest rowny wartosci bezwzglednej x,
rozumianej jako niemniejsza z liczb x oraz —x. Dla liczb zespolonych taka definicja
wartosci bezwzglednej traci sens (bo nie jest w C okreslona relacja <, patrz zadanie 3
w p.1), a warto$cia bezwzgledna liczby zespolonej niekiedy nazywa sie jej modut.

¢) Modul, sprzezenie i czesci rzeczywista i urojona liczby z okreslilismy jednoznacz-
nie dla kazdego z € C, za$ Arg(z) tylko dla z # 0. Przyjmiemy wiec ponadto, ze
rownosé ¢ = Arg(0) zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej ¢.

Z definicji tatwo wynikaja dla z, 2" € C zalezno$ci:

Z=2 2+2=Z+2, 22 =7%; (1)

Re(z) — %(z +%), Tm(z) = %(z _ ), @)
2| = (Re(2))* + (Im(2))?, w szczeglnoci |Re(2)| < |z| oraz |[Im(z)| < |z|, (3)

|z| =|Z| = | — 2| oraz |z| = V2Z (nieujemny pierwiastek z liczby rzeczywistej 2%).

(4)
Na koniec, poniewaz odlegtosé pomiedzy punktami ptaszezyzny o wspotrzednych (x, y)
i (2',y"), odpowiednio, wynosi \/(x — /)2 + (y — y')?, wiec z definicji modutu

|z — 2| = odleglo$¢ pomiedzy punktami z, 2" € C. (5)

Podamy teraz (brakujacy dotad) dowdd wykonalnosci dzielenia w C, oparty na
tozsamosci 2Z = \z|2 (4). Jesli 2zb =aib # 0, to takze zbb = ab, co mnozac stronami
przez odwrotnos$é |b‘2 liczby rzeczywistej |b|> = bb daje z = |b|2ab Przeciwnie, liczba

Wab spetnia natozony na a : b, bo

1 - 1 1

—ab)b = bb > =
(‘b|2a) ‘b|2 ( ) |b‘2a‘ |

(W rozumowaniu tym kilkukrotnie korzystalismy z tacznosci i przemiennosci mnozenia).[

Zadanie 1. W oparciu o tozsamoéé |z|? = 2z dowies¢ dla u,v € C:
a) |u+v|* = |u|* + |v|* + 2Re(uD).
b) fu+ v + u—vf* = 2(Jul* + [0]?).

Zadania uzupetniajace. (Nadal, u,v,w itp. to ustalone liczby zespolone.)

1. Dowies¢, ze jesli |u| = |v| 1 w # v, to istnieja doktadnie 2 liczby zespolone z takie,
ze |z —u| = |z—wv|1]|z| = 1. Podaé interpretacje geometryczna i sposoéb wyznaczenia.,
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2. Dowies¢ tozsamosci Apolloniusza: [v—ul*+|v—w|?* = Ju—w|?*+2[v—3 (u+w)|*.
3. a) Dowied¢ tozsamosei (|ug|? 4 [ua]?) (Jui)? +|v2|?) = Juivy — us®s|? + |ugve + usvy|%.
b) Wywnioskowaé, ze jesli kazda z liczb naturalnych k,1 jest suma 4 kwadratow
liczb catkowitych, to i kl jest taka suma.
Tozsamos¢é z a), wyrazona przez czesci rzeczywiste i urojone liczb u, uy, v, vy, wigze
8 liczb rzeczywistych i nazywana jest tozsamoscig Eulera.
4. Udowodni¢, ze jesli |u| <11 |v| <1, to |u+v| < |14 uv|. (Wskazowka: obliczy¢
kwadrat obu stron.)

w+1

5. Udowodni¢, ze jesli |w| = 11 w # 1, to liczba 7

implikacja przeciwna tez ma miejsce.

jest czysto urojona, oraz ze

6. Dla A € C rozwiaza¢ rownanie Z = Az w liczbach zespolonych z # 0.

7. Udowodnié, ze jesli z #£ 1 jest liczbg zespolona o module 1, to réwnanie istnieje
doktadnie jedna liczba rzeczywista t € R taka, ze z = (1 4 ti)/(1 — ti).

8. Rozpatrzmy réwnanie a|z|? + Re(uz) + b = 0, gdzie a,b € R i u € C sa dane.
a) Dowies¢, ze opisuje ono prosta gdy a = 0 i u # 0, za$ okrag, punkt lub ) gdy
a # 0.

b) Dowiesé, ze kazdg prosta i kazdy okrag mozna opisa¢ rownaniem takiej postaci.

9. * Niech 2z € C\ {0} dla k = 1,2, 3,4. Dowies¢ rownowaznosci warunkow
a) 21292324 jest rombem, ktorego przekatne przecinaja sie w zerze;

c) dla kazdego k < 4 istnieje | < 4 takie, ze z; + z; = 0.

Zadania ze zbioru Kostrykina: od 6 do 9 w w §1.6.1 1 1,2,5,10 w §1.6.6.

4. Nieréwnosci tréjkata

Z (5) wynika, ze trojkat o wierzchotkach 0,2 1 z; + 2o ma boki dlugosci |z1], |z2| i
|21 + 25|. Poniewaz dtugosé¢ kazdego boku jest niewieksza niz suma dtugosci pozosta-
tych dwoch bokow, a niemniejsza niz réznica tychze, wiec otrzymujemy nastepujace
nieré6wnosci trojkata:

[lz1] = |22]| < |21 + 22| < |21] + |22, dla kazdych 24, 2, € C. (6)

Ze wzgledu na wage tych nier6wnosci podamy tez samodzielny (nie odwolujacy sie
do geometrii szkolnej) dowdd drugiej z nich. Mamy mianowicie

|21 + 2)” = |21]* + |22]” + 2Re(2122) < |21f* + |20 + 2|21 [23] = (|21] + |22])°

przy czym pierwsza rownos¢ wynika z zadania la) w p.3, a nieréwnosé¢ —z (3). O
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Odnotujmy, ze w (6) mozna zastapic |z, + 22| przez |z; — 22| (dla dowodu wystarcza
zastosowaé (6) do z1 1 —29).

Cwiczenie. Otrzymaé pierwsza nieréowno$é w (6), opierajac sie na drugiej.

Cwiczenie. Interpretujac C jako plaszczyzne naszkicowaé zbiory

a) {ze€C: |z—1] =1}, c){z € C: Re(z) = ||},
b){zeC: 1< |z—i| <2}, d)f{zeC: Arg(z) =n/4}.
Zadanie 1. Jesli |21 + 23] = |21] + |22] 1 21 # 0, to 22 = tz; dla pewnej nieujemnej

liczby rzeczywistej t.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 5 w §1.6.2.

5. Zapis biegunowy i wzory de Moivre’a.

Lemat 1. a) Gdy r = |z| i ¢ = Arg(z), to z = r(cosp + isin p).
b) Przeciwnie, jesli zachodzi réwnosé z = r(cosp + isiny), gdzier > 0 i p € R,
tor =|z| i @ rdzni sic od o := Arg(z) o catkowitq wielokrotnosé liczby 2.

Dowod. a) wynika z definicji funkeji trygonometrycznych i przyjetych definicji.

b) Niech z = r(cos ¢ + isin ¢), gdzie r > 0. Poniewaz /2 cos? ¢ +r2sin’ p = r,
wice |z] = 7. Z a) wynika wiec, ze cos ¢ +isin ¢ = cosa+isina. Zatem cos ¢ = cos o
i sin ¢ = sin «, wobec czego ¢ — « jest caltkowita wielokrotnoscig liczby 27.0]

Definicja. a) Dowolna liczbe rzeczywista ¢, rozniaca sie od Arg(z) o catkowita wielo-
krotno$¢ 2w, nazywamy argumentem liczby z; piszemy wowczas ¢ = arg(z).

b) Przedstawienie z € C w postaci z = r(cos ¢ + isin @), gdzie r > 0, nazywamy
trygonometrycznym lub biegunowym.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli Z # z, to Arg(Z) = 2m — Arg(z). Rezygnujac z argumen-
tow gltownych mamy prostszy wzor, prawdziwy dla kazdego z € C :

arg(z) = —arg(2). (7)

Oznacza on: jesli ¢ jest dowolnym argumentem jednej z liczb z,Z, to —¢ jest argu-
mentem drugiej.

Zadanie 1. Jesli z; = ri(cos @y + isin ;) oraz zo = 1r9(C0S o + 18in o), to 2129 =
r17r2(cos (p1 4+ @9) + isin (1 + ¢2)). (Potrzebne tu tozsamosci dotyczace funkcji cos
i sin powinny by¢ znane ze szkoly; por. tez dalej zadanie 1 z §I1.1.3.)

Twierdzenie 1. Dla kazdych z1, zo € C prawdziwe sq wzory

|z122| = |21]|22| oraz arg(z122) = arg(z1) + arg(22), (8)
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przy czym druga rownosé oznacza: jesli w1 jest dowolnym argumentem z1, a py do-
wolnym argumentem zs, to ©1 + Y9 jest argumentem zy2s.

Dowod. Mamy z = |z;|(cos ¢ +isingy) dla k = 1, 2. Wykorzystosujac kolejno lemat
i zadanie otrzymujemy teze.

Zadanie 2. Jedli 25 # 0, to

Z [
arg(z1/2z) = arg(z) — arg(z2), |21/ 2] = % 21/ 2 =

71
1 Z

(9)

Stosujac indukcje matematyczna otrzymujemy analogiczne tezy dla iloczynu skon-
czenie wielu liczb zespolonych. W szczegolnosci,

arg(z") =n-arg(z) oraz [|2"|=|z|" dla neZizeC. (10)
Dla liczby zespolonej z = cos ¢ + 7 sin ¢ otrzymujemy rownosci:
(cosp +isinp)” = cos (np) +isin (ny) dla n=0,4+1,4+2,...i p € R. (11)

Wzory (10) i (11) nosza nazwe wzoréw de Moivre’a.

Wskazmy jeszcze, jak wzory de Moivre’a pozwalaja na wyznaczenie wartosci funke;ji
trygonometrycznych wielokrotnosci zadanego kata ¢. W tm celu wystarczy wyliczy¢
lewa strone (5) na drodze bezposredniego potegowania. Poréwnujac otrzymane wiel-
kosci znajdujemy wzory wyrazajace cos (ng) oraz sin (ny) poprzez cos ¢ i sin .

Przyktad 1. Niech n = 3. Wowczas
(cos @ + isin)? = cos® v + 3icos® psin g — 3cos sin? ¢ — isin® .
Zatem:
cos (3p) = cos®  — 3cos psin®p  oraz  sin (3p) = 3cos® psinp — sin® .

Cwiczenie. Wyrazi¢ cos (4¢) oraz sin (4p) poprzez cos(y) i sin(ip).

Korzystajac z rownosci (a + b)" = Y ,_, (Z) a*b"* mozna otrzymac¢ analogiczne
wzory i dla n > 4.

Zadania uzupelniajace.

1. Poda¢ tozsamosci otrzymane przez poroéwnanie czesci rzeczywistych wzorow New-
tona i de Moivre’a na 2", gdy:

a) z =141, n jest liczbg parzysta;

b) z = —1+ i3, n jest liczbg parzysta;
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c¢) Te same wartosci z, lecz bez zatozenia parzystosci n i przy prownaniu takze czesci
urojonych.

2. Dowies¢, ze Y p_, cos(kp) = 1 + %~ (Wskazowka: Y75 2" = Zn;_ll_1>
2

Zadania ze zbioru Kostrykina: wickszosé z §1.6.2 (ostatnie dwa sa trudne).

6. Interpretacja dzialan w C i przeksztalcen afinicznych C — C.

Dodawanie liczb zespolonych mozna tatwo interpretowa¢ geometrycznie: z; + 29 jest
czwartym wierzcholtkiem réwnolegtoboku, ktorego pozostatymi (kolejnymi) wierzchol-
kami sg 21,0, 29. Stad 21 — 29 jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku, ktérego
pozostatymi (kolejnymi) wierzchotkami sg 21,0, —zo.

Cwiczenie. Uzasadni¢, dlaczego rownosé z zadania 1b) w p.3 nazywana jest ,reguta
rownolegtoboku”. Daé tez interpretacje tozsamosci Apolloniusza z p.3.

Natomiast dla opisu mnozenia w C zajmijmy sie ogolniej funkcja f : C — C, zadana
wzorem f(z) = az + b, dla pewnych a,b € C. Funkcje taka nazwiemy afiniczna.
Interesuje nas przypadek, gdy jest ona roznowartosciowa (rownowaznie: gdy a # 0), a
wtedy nazywamy ja nieosobliwa. Rozpatrzmy wpierw przypadki szczegdlne.

i) b=01|a| = 1. Wowczas z (8) wynika dla z € C, ze |f(2)| = |2| i arg(f(2)) =
arg(z) + «, gdzie o := arg(a). Obraz f(z) punktu z € C lezy wiec w tej samej, co z
odlegtosci od 0, a arg(f(z)) rozni sie o stala (niezalezna od z) wielkos¢ o od arg(z).

RYSUNEK

Gdy b =01 |a| =1, to f jest obrotem plaszczyzny wokoét 0 o kat o = arg(a).

ii) b = 0, za$ a jest dodatnig liczba rzeczywista. Wtedy arg(a) = 0, skad arg(az) =
arg(z). Obraz f(z) punktu z lezy wiec na potprostej 0z, przy czym |f(2)| = a|z|.

RYSUNEK

Gdy b=01ia € R", to f jest jednokladnoscig o srodku 0 i skali a.

iii) @ = 1. Wowczas f jest zadane wzorem f(z) = z + b. Obraz kazdego punktu
e

z € C otrzymujemy przesuwajac z o wektor 0b
RYSUNEK

N
Gdy a =1, to f jest przesunieciem o 0b.
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iv) Przypadek ogolny (a # 0). Napiszmy
f(2) = b+ lal(2) = F(lAi(),

gdzie fi(z) = ﬁz, fo(2) = lalz, f35(2) = z+ bdla z € C. Zatem f = f30 fy0 f jest
ztozeniem wymienionych trzech przeksztalcen, przy czym:

J1 jest obrotem o srodku 0 o kat arg(g) = arg(a),

fo jest jednokladnoscia o srodku 0 i skali |al,

f3 jest przesunieciem o wektor @
Dla b = 0 wynika stad, ze przeksztalcenie z +— az jest ztozeniem obrotu i jednoktad-
nosci, majacych srodki w 0 i opisanych wyzej. Umozliwia to wyznaczenie iloczynu az
przy zadanych a i z (nawet przy pomocy cyrkla i linijki, co tu nie jest istotne).

Zadanie 1. Niech f : C — C bedzie zadane wzorem f(z) = p + a(z — p), gdzie
a,p € C sa dane. Dowies¢, ze:

a) Gdy |a] =1, to f jest obrotem wokol p o kat arg(a).

b) Gdy a € R, to f jest jednoktadnoscia o $rodku p i skali a.

c) Jesli a # 0, to f jest ztozeniem przekszalcen z — p+‘%|(z—p) iz pt|al(z—p).

Zadanie 2. Dowies¢, ze gdy a # 11 a # 0, to przeksztalcenie afiniczne f(z) = az+0b
mozna dla pewnego p € C przedstawi¢ w postaci ztozenia obrotu wokot p o kat arg(a)
i jednoktadnosci o srodku w p i skali |a|. (Wskazowka: obra¢ za p punkt staly
przeksztalcenia f, tzn. taki, ze f(p) = p.)

Cwiczenie. Obrot plaszezyzny C wokol p = 2 przeprowadza 2 + 5i na 5 + 4i. Na co
obrot ten przeprowadza 9 + 17

Cwiczenie. Niech f: C — C bedzie nieosobliwym przeksztalceniem afinicznym.
a) Udowodnié, ze jesli L jest prosta w C, to f(L) tez nia jest.
b) Udowodnic, ze dla kazdych z1, p, zo € C takich, ze 21, 20 # p, katy z1pzo i f(21)f(p) f(22)
sa przystajace.

(Wskazowka: Obie tezy sa oczywiste, gdy f jest jednoktadnoscia, obrotem czy
przesunieciem.)

Cwiczenie. a) Dowiesé, ze jesli f,g : C — C sa nieosobliwymi przeksztalceniami
afinicznymi, to fogi f! tez.
b) Czy sktadanie nieosobliwych przeksztalcen afinicznych C — C jest przemienne?

Zastosowanie: liczby zespolone a miara kata zorientowanego.

Przypusémy, ze 21, 29, p sa roznymi punktami C i rozwazmy zorientowany kat z1pzo
(tzn. taki, ktorego pierwszym ramieniem jest potprosta pz;, a drugim— potprosta pzs,
obie wychodzace z p; kolejnosé ramion jest istotna).

?Istotna jest tez umowa, ze kat mierzymy ,idac od pierwszego ramienia do drugiego w kierunku przeciwnym do



I-11 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 2009)

Dla zmierzenia tego kata rozpatrzmy wpierw przypadek p = 0. Wowczas za szukana
miare ¢ przyjmujemy kazda liczbe postaci arg(ze) —arg(z1); jest wiec ona wyznaczona
z dokladnoscia do wielokrotnosci 2m. Ze wzoru (9) w p.5 wynika, ze p = arg(2).

Gdy p # 0 rozwazamy przeksztatcenie przesuniecia o wektor —@. Poniewaz nie
zmienia ono katow i przeprowadza z1,29 1 p na 21 — p, 22 — p 1 0, odpowiednio, to z
powyzszego przypadku szczegdlnego wynika, ze
29 —

p) jest miarg zorientowanego kata zi1pzo
21— P

(12) arg

Zadanie 3. Przy p = 0 wykazac, ze

© = arg(&) oraz cos@ = Re A2 Re 72
21|22 21|22 21|22
Zadania uzupeltniajace.
1. Dowiesé, ze jesli |u| = |v| # 0, to istnieja doktadnie 2 liczby zespolone A takie, ze

M= Mv i |A| = 1. Podaé interpretacje geometryczna i sposob wyznaczenia .

2. Dowiesé, ze |21 — 20| < ||z1| — |22|| + |arg(z1/22)| - min(|z1], |22]) dla 21,29 # O.
Dac¢ interpretacje geometryczna.

3. Obrot plaszezyzny ztozono z symetriag prostopadta wzgledem prostej przechodzace;j
przez srodek obrotu. Czym jest zbior punktéw statych tego ztozenia?

4. Dowies¢, ze (odcinek [a, b] jest prostopadly do odcinka [c,d])< (b —a)(d —©) +
(d—c)(b—a)=0.

5. Niech dane beda katy zorientowane uvw oraz u'v'w’ na plaszezyznie C. Dowiesé
)

ze:

u—v . u'—v

w—v - w =’

a) Katy v/v'w’ 1 uwow sa rowne < jest liczba rzeczywisty dodatnia.
w —

o Jest liczba rzeczywisty ujemna.

b) Katy wvw i w'v'w' dopetniajg si¢ < 2=
Zadania ze zbioru Kostrykina: 7,8,9 w §1.6.6.

§ 2. Wstepne informacje o cialach i o pierscieniu wielomianéw.
1. Ciala i pierScienie

Wygodnie jest wyrézni¢ pewne wspolne wlasnosci liczb zespolonych, liczb rzeczywi-
stych i liczb wymiernych.

wskazowek zegara”. Patrz tez dalej w rozdziale IV.
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Definicja. Niech F bedzie dowolnym zbiorem, w ktorym okreslone sg dwa dziatania
(czyli funkcje F x F — F). Jedno z nich nazwijmy dodawaniem, a jego warto$¢ na
parze (a,b) oznaczmy przez a + b, zas drugie nazwijmy mnozeniem, a jego warto$¢ na
parze (a,b) oznaczmy przez a - b lub przez ab. Powiemy, ze zbior IF z tymi dziataniami
jest cialem, jesli spelnione sa wszystkie ponizsze warunki:

i) oba dziatania sa przemienne i taczne;

ii) istnieje element Op € F, ktory jest neutralny dla dodawania, i istnieje rozny od
Or element 1y € F, neutralny dla mnozenia;

iii) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania;

iv) dla kazdego elementu a € F istnieje w IF rozwiazanie rownania a + = = Op, oraz
kazdy element a € F \ {Op} posiada odwrotnos¢ w F (tzn. istnieje w F rozwiazanie
rownania a - x = ).

Zadanie 1. Gdy warunki od i) do iv) sa spelnione, to

a) W F wykonywalne jest odejmowanie, tzn. dla a,b € F istnieje w F doktadnie
jedno rozwiazanie rownania a+x = b. (Oznaczamy je b—a i przyjmujemy —a := 0—a.)

b) W F wykonywalne jest dzielenie przez elementy niezerowe, tzn. gdy a,b € F i
a # 0, to w I istnieje doktadnie jedno rozwiazanie réwnania a - x = b. (Oznaczamy je
b:alubb/aipiszemy a™!:=1/a.)

c) Istnieje tylko jeden element neutralny wzgledem dodawania i tylko jeden element
neutralny wzgledem mnozenia.

Ze szkolty i1 wyktadu Analizy wiadomo, ze zbiér R liczb rzeczywistych, rozpatry-
wany ze ,zwyktymi” dziataniami dodawania i mnozenia, jest cialem. Tak samo jest
ze zbiorem Q liczb wymiernych. Wreszcie twierdzenie z p.1 orzeka, ze zbior C liczb
zespolonych, rozpatrywany ze zdefiniowanymi w p.1 dzialaniami, jest ciatem.

Cwiczenie. Dowiesé, ze dodawanie i mnozenie wyznaczaja dziatania w F := {a +bv/3 :
a,b € Q}, i ze zbior F rozpatrywany z tymi dzialaniami jest ciatem.

Definicja. a) Jesli spetnione sa wszystkie warunki definicji ciala poza istnieniem roz-
wigzania rownania axr = ly to powiemy, ze zbior F z rozwazanymi dziataniami tworzy
pierscienn przemienny z jedynka. Przyktadem takiego pierscienia, nie bedacego
ciatem, jest zbior Z liczb catkowitych ze ,zwyktymi” dziataniami.

b) Gdy w definicji ciala (odp. pierScienia przemiennego z jedynka) pominiemy
przemienno$¢ mnozenia, to zdefiniujemy cialo nieprzemienne (odp. pierscien z
jedynka). Wtedy jednak rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania rozumiemy tak:

a-(b+c)=a-b+a-c oraz (b+c)-a=b-a+c-a dla wszystkich a,b,c € F

a definicje odwrotnosci i elementu neutralnego wzgledem mnozenia tak: 1p jest ele-
mentem neutralnym wzgledem mnozenia, jesli a - 1y = 1y - @ = a dla kazdego a € T,
zas b jest odwrotnoscia a, jeslia-b=5b-a = 1.
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W danym zbiorze okresli¢ mozemy rézne dziatania, tak wiec by wskazaé¢ o jakie
cialo czy o jaki pierscien chodzi, nalezy podac nie tylko zbiér jego elementow, ale i
wyroznione w nim dziatania. Tym niemniej, czesto wymieniamy tylko zbior elementow,
zwlaszceza gdy dziatania w nim badz sg znane skadinad, badz tez jedynymi istotnymi
dla nas ich wtasnosciami sg te, ktore wynikaja z warunkow i)—iv). Gdy nie powiedziano
inaczej, w zbiorach @, R i C rozpatrujemy tylko znane nam juz dzialania.

Definicja. Podzbior G ciata F nazywamy jego podciatem, jesli (nizej, dziatania wy-
konujemy w )

a) w G istnieje element, rozny od O, oraz

b) dla wszystkich z,y € G takich, ze y # Op, zachodziz : y € Gix —y € G.

Zadanie 2. Gdy G jest podciatem ciata T, to:

a) Op, Ip € G, a takze xy € Gix +y € G dla wszystkich z,y € G.

b) G mozna traktowac jako ciato, w ktérym suma nie zalezy od tego, czy wyliczamy
ja zgodnie z dziataniem okreslonym w G, czy okres§lonym w F, i tak samo jest dla
iloczynu.

Cialem liczbowym nazywamy kazde podcialto ciala liczb zespolonych. Liczby rze-
czywiste traktujemy przy tym jako elementy C, tak wiec Q i R sa ciatami liczbowymi,
podobnie jak i ciato rozpatrywane w ¢wiczeniu 1.

Zadanie 3. Kazde ciato liczbowe zawiera zbior QQ, wicc jest nieskoniczone.

Nie kazde ciato jednak jest nieskonczone. I tak niech Z, :={0,1,...,n — 1}, gdzie
n > 2 idlaa,b € Z, przyjmujemy
a + b = reszta z dzielenia liczby sumy liczb a i b przez n
a @ b = reszta z dzielenia iloczynu liczb a i b przez n
Nietrudno dowies¢ (co nastapi na wyktadzie Algebry 1), ze z dziataniami tymi zbior
Z., jest pierscieniem, i ze jest on ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwsza.
(Patrz tez [BM] i ....) Na ¢wiczeniach omowiony zostanie przypadek n = 2 i przyktad
ciata o 4 elementach, a wiec réznego od kazdego z pierscieni Z,. Ogolnie, liczebnosci
ciat skoriczonych przebiegaja wszystkie (dodatnie) potegi liczb pierwszych.

Uwaga 1. Sume k jedynek 1y ciala F oznacza¢ bedziemy k. Dla przyktadu, mamy
pr = Op w ciele Z,, zas$ 3p = 1 w ciele o 4 elementach (co nie jest oczywiste).

Zadania uzupelmniajace.

1. Dla elementow x,y pierscienia P przyjmijmy [z,y] := zy — yx. Dowies¢ tozsa-
mosci Jacobiego: [[z,y], 2] + [y, 2], ] + [[2, ], y] = 0.

2. Bijekcje (przeksztatcenie roznowartosciowe i ,na’) f : F — G pomiedzy dwoma
cialami nazywamy izomorfizmem, jesli f(a+b) = f(a)+ f(b) i f(ab) = f(a)f(b) dla



I-14 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 2009)

wszystkich a,b € F. Izomorfizm nazywamy automorfizmem ciata F, jesli F = G.
Dowiesé, ze jedynym automorfizmem ciatla Q jest identyczno$é, i tak samo jest dla
ciata R.

Problem 1. (Wymaga samodzielnej lektury.) Z §2.3 wiemy, ze sprzezenie jest auto-
morfizmem ciata C. Czy procz sprzezenia i identycznodci istnieja inne jeszcze jego
automorfizmy?

2. Ogoé6lne wiadomosci o wielomianach

Definicja. Wielomianem zmiennej z, o wspotczynnikach w zadanym ciele F, nazy-
wamy kazde wyrazenie

f= io:ajxjv (12)
=0

gdzie ag, ai, ... sa elementami I takimi, ze a; # Op tylko dla skonczonej liczby wskaz-
nikow j. Wyrazy a; nazywamy wspotczynnikami wielomianu f. O wielomianach o
wspotcezynnikach w F mowimy tez, ze sa nad F. Ich zbior oznaczamy przez F|x].

Umawiamy sie, ze w przedstawieniu (12) mozemy pomija¢ wyrazenia postaci 0x”.
Np. jeslif = 140z + 32> + 02% — 2t + 2515 0z, to piszemy naogot f = 14 322 — z*.
Nie rozrézniamy tez elementu a € F i wielomianu f = a + Zjoil 0z .

W F[z] okreslamy dzialania dodawania i mnozenia przyjmujac dla f = > 7" a;z/
g =220

f+g:= Z(aj +b)2! oraz fg:= Z( Z apby)z’ (13)
i=0 J=0 ktl=j

Dlac e Fi f € Flz] mozemy wiec tez mowic o iloczynie ¢f (bo ¢ jest wielomianem.)

Twierdzenie 1. Flz| ze zdefiniowanymi wyzej dziataniami jest pierscieniem prze-
miennym z jedynkqg. B

Dla f =Y 2, a;x" # 0 okreslamy

deg(f) := max{i: a; # 0}

liczbg te¢ nazywamy stopniem wielomianu f. Wspdlczynnik ageq(r) nazywamy pro-

wadzacym. Definicje te moga budzi¢ watpliwosci, gdy f = 0; przyjmujemy zatem

deg(0) = —oo i za wspolezynnik prowadzacy wielomianu 0 przyjmujemy 0.
Wielomiany stopnia 1 nazywamy liniowymi, a stopnia 0 i —oo stalymi.
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Twierdzenie 2. Jesli f, g € Flz], to

a) deg(f+g) < max(deg(f),deg(g)), przy czym deg(f+g) = deg(f) jesli deg(g) <
deg(f),
b) deg(fg) = deg(f)+deg(g). (Przyjmujemy c+d := —oc gdy —oo € {c,d}.) B

Whiosek 1. a) Flz| nie jest ciatem; co wiecej, zaden element f € Fx] stopnia do-
datniego nie jest odwracalny wzgledem mnozenia.
b) (Prawo skracania w Flz].) Gdy fg= fh i f,g,h € Flx|, to f =0 lub g = h.

Dowod. a) jest oczywiste, a dla dowodu b) zauwazmy, ze jesli f(g — h) = 0, to
deg(f) < 0 lub deg(g — h) < 0; patrz twierdzenie 2b).[]

Definicja. Warto$¢ wielomianu f = > =y cjr) € Flz] w punkcie a € F okreslamy
wzorem f(a) := Y %, cjal.

Znane ze szkolty dla R[z] twierdzenie Bezout pozostaje stuszne, wraz z dowodem,
przy R zastapionym przez dowolne ciato F. Wykorzystamy tylko taka jego konsekwen-
cje: gdy a € F jest pierwiastkiem wielomianu f € F[z], tzn. f(a) = 0, to
f = (z — a)g dla pewnego wielomianu g € F[z].

Definicja. Powiemy, ze liczba k € NU{0} jest krotnoscia elementu a € F jako pier-
wiastka wielomianu f € F[z], f # 0, jedli f = (z — a)*g dla pewnego wielomianu
g € Fx] takiego, ze g(a) # 0. (Dopuszczamy mozliwosé, ze k =01 f(a) # 0!)

Lemat 1. Powyzsza krotnosc jest jednoznacznie wyznaczona.

Dowod. a) Wpierw przez indukcje wzgledem deg(f) dowiedziemy istnienia zadanego
rozkladu. Gdy f(a) # 0, jest nim f = (x — a)" f; w szczegdlnosci rozklad istnieje gdy
deg(f) = 0. Gdy zas f(a) =0, to f = (x —a)h dla pewnego wielomianu h, przy czym
z zatozenia indukeyjnego h = (z — a)*g dla pewnych k € NU {0} i g € F[z] takich, ze
g(a) # 0. Daje to szukany rozklad f = (z — a)f*1g.

b) Dla dowodu jednoznacznosci przypuéémy, ze f = (v — a)¥g = (x — a)'h, gdzie
g(a) # 0 # h(a). Przyjmujac k < [ wnosimy z prawa skracania, ze g = (x — a)'~*h.
Azegla) #0,tol —k=0.0

Twierdzenie 3. a) Krotnoscé a jako pierwiastka wielomianu fifo jest sumq jego krot-
nosci jako pierwiastka wielomiandw fi i fo, odp. (Podobnie dla iloczynu wiekszej liczby
wielomiandw. )

b) Jesli ay,as,...,as (s > 1) sq réznymi pierwiastkami wielomianu f # 0, krotno-
sci ki, ko, ..., ks odpowiednio, to f = (x — a1)"(z — az)*...(x — ay)*h dla pewnego
wielomianu h € F[z| takiego, Ze h(a;) # 0 dla kazdego i.

Dowod. a) wynika z przyjetej definicji, a b) przez indukcje wzgledem s wynika z a). &
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Whniosek 2. Przy zatozeniach czesci b) twierdzenia 3, zachodzi ky+ ... + ks < deg(f),
a jesli s = deg(f), to k1 = ... = ks = 1 i h jest statq. Wielomian stopnia n > 0 ma
wiec nie wiece], niz n roznych prerwiastkow.

Dowdd. Zachodzi s < ky + ... + ks 4+ deg(h) = deg(f). (Rownosé wynika z czesei a)
twierdzenia 3, a nieréownosé stad, ze k; > 1 Vi.) B

Wniosek 3. Niech f,g € Flz] majg te wtasnosé, ze f(a) = g(a) dla nieskoriczenie
wielu a € F. Wowczas f = g.

Dowdd. f — g ma nieskoiiczenie wiele pierwiastkow.[]

Zadanie 1. Gdy cialo F jest skoiniczone, to istnieje niezerowy wielomian f € F[z]
taki, ze f(a) = 0 dla wszystkich a € F.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.7.1: 1,2, 4,5,6; zadanie 3 w §1.7.21 1,2,3 w §1.7.3.

3. Rozklad wielomianu zespolonego badz rzeczywistego na czynniki nierozktadalne.

Twierdzenie 1 (,Zasadnicze Twierdzenie Algebry”). Wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek.

Bedzie to udowodnione na wyktadach Topologii i Funkeji Analitycznych; por. [BM].
Twierdzenie 2. Gdy f € Clz] i deg(f) >0, to
f=(z—a)". . (x—ay)h dla pewnych ay, ...,as,h € C i ky, ..., ks € N. (14)

Dowod. Zastosujmy twierdzenie 3 z p.2 przy (ay, ..., as) bedacym ciagiem wszystkich
pierwiastkow f. Wielomian h nie ma wtedy pierwiastkow, wiec jest stopnia 0, patrz
powyzej. [l

Uwaga 1. Gdy zachodzi réwnosé (14), to

a) ay,...,as i ky, ..., ks sa z doktadnoscia do kolejnosci wyznaczone tym, ze ay, ..., as
jest zbiorem wszystkich pierwiastkow f, a k; jest krotnoscia pierwiastka a;. Ponadto,
stata h jest wspolezynnikiem prowadzacym wielomianu f (wystarcza wykona¢ mnoze-
nie wspolczynnikow prowadzacych), co tez wyznacza ja jednoznacznie.

b) Y7 ki = deg(f) na podstawie twierdzenia 2a) z p.2. Zespolony wielomian
f # 0 ma wiec n = deg(f) pierwiastkow zespolonych, gdy kazdy liczy¢ tylekro¢, ile
wynosi jego krotnoscé.
Twierdzenie 3. Gdy [ jest niezerowym wielomianem o wspolczynnikach rzeczywi-
stych, to

a) Zespolone pierwiastki wielomianu f sq parami sprzezone: jeslia € C i f(a) =0,
to f(a) = 0.

b) Wielomian f jest iloczynem wielomiandw rzeczywistych stopni 1 i 2.
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Dowod. Teza a) wynika bezposrednio z wtasnosci sprzezenia. Dowdd b) przepro-
wadzimy przez indukcje wzgledem stopnia wielomianu. Na podstawie Zasadniczego
Twierdzenia Algebry, f ma pewien pierwiastek a € C. Jedlia € R, to f = (z — a)g
dla pewnego g € R|x], przy czym deg(g) < deg(f). Z zalozenia indukeyjnego, zasto-
sowanego do g, wynika prawdziwosé tezy b) dla f.

Jesli zas a nie lezy na osi rzeczywistej, to @ jest réznym od a pierwiastkiem f, skad
f = (x—a)(x —a)h dla pewnego h € C[z]. (Patrz tw. 3 w p.2.) Poniewaz wielomian
fo := (x — a)(z — @) ma wspolezynniki rzeczywiste, to h tez ma takie wspotczyn-
niki, jako wynik dzielenia f przez fy. Teza znéw wynika z zalozenia indukcyjnego
(zastosowanego do h). O

Wnhiosek 1. Wielomian f € Rlx] stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty.

Dowodd. Gdy f jest nieparzystego stopnia, to nieparzysty jest stopien ktoregos z czyn-
nikow powyzszego iloczynu. [J

Zadanie uzupelniajace 1. Dany jest wielomian f = 2" + a12" ! + ... + a, € Clz].
Udowodnié, ze:
a) Pewien pierwiastek tego wielomianu ma modut < |a,,|
b) Jedli ponadto ay,...,a, € Ri f(0) = —1, to f(1) = 0 lub f ma pierwiastek o
module < 1.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.7.2: 1 bez e) i ) oraz od 2 do 8.

1/n.

4. Pierwiastki wielomianu z" — u.

Definicja. Jak w przypadku rzeczywistym, liczbe z € C nazwiemy pierwiastkiem
stopnia n z liczby u € C, jedli 2" = u.

Twierdzenie 1. Istnieje doktadnie n pierwiastkow stopnia n danej liczby u € C\ {0},
i w postact bieqgunowej sq one zadane wzorams

1 2 1
Arg(er) = EArg(u) + k‘% oraz |ex| = |ul», dla k=0,1,...,n— 1. (15)

Dowdd. Na podstawie wzoréw de Moivre’a, kazda z liczb € jest pierwiastkiem wielo-
mianu f = 2" — u. Liczby te sg parami rézne, bo maja rézne Argumenty. Jest ich
wiec tyle, ile wynosi stopien wielomian f, i teza wynika z wniosku 2 z p.2.[]

Uwaga 1. Przy powyzszych oznaczeniach mamy H?;Ol(x —¢g;) = 2" —u. (Wynika to
z tegoz wniosku i uwagi 1a) z p.3, odniesionych do wielomianu " — wu.)
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Zauwazmy tez, ze punkty e, ..., €,_1 sa wierzchotkami n—kata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu r = \u\% W szczegodlnym przypadku, gdy u = 1, to €9 = 1 oraz
r = 1. Wszystkie pierwiastki stopnia n z jedynki leza wiec na okregu jednostkowym i
sa wierzchotkami wielokata foremnego, ktérego 1 jest jednym z wierzchotkow.

RYSUNEK

Pierwiastki z jedynki stopnin =5in =6

Zadanie 1. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sg réwnowazne dla z € Cin € N:
a) 2" =1i2l#£1dlal<l<mn;
b) z = ¢, dla liczby k wzglednie pierwszej z n (stosujemy oznaczenia (4), z u = 1);
C) {Zl = 0, 1, e, = 1} = {80, €1, ...,Sn_l}.
(Wskazowka: gdy liczby k i n sa wzglednie pierwsze, to dla roznych Iy, 1y € {0,1,....,n — 1}
liczby l1k i lok daja rozne reszty z dzielenia przez n.)

Gdy speiony jest pewien (a wiec 1 wszystkie) z powyzszych rownowaznych warun-
kow to powiemy, ze z jest pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stopnia n.

Na przyktad, wszystkie poza ¢y = 1 pierwiastki stopnia 5 sa pierwotne (tego stop-
nia), a pierwiastkami pierwotnymi z jedynki stopnia 6 sa &1 oraz es.

Zadania uzupetniajace.

1. Dowiesé¢, ze gdy wielomian f ma wspolczynniki rzeczywiste, to krotnosci liczb
zespolonych a i @ jako jego pierwiastkow sa réwne.

2. Dowiesé, ze iloczyn wszystkich pierwiastkow z 1 stopnia n > 2 jest rowny (—1)"1,
a suma jest rowna 0. (Wskazowka: uwaga 1 1 wzory Viety.)

3. Obliczy¢ sume kwadratow wszystkich pierwiastkow z jedynki danego stopnia.

4. a) Wykazac, ze 2" — 1 = g [ [y, (2> — 22 cos(%TW) +1), gdzie g = x — 1 gdy n jest
liczba nieparzysta i g = 22 — 1 gdy jest parzysta. (Wskazowka: uwaga 1.)

b) Wywnioskowaé z a), ze 1 +x + ...+ 2" = h [y, (2% — 2z cos(%X) + 1), gdzie
h=x+1gdy2|nih=1w przeciwnym razie, oraz ze \/n = v/c[ [y, (2sin(kmr/n)),
gdzie ¢ = 2 gdy 2|n i ¢ = 1 w przeciwnym razie.

5. Niech liczby naturalne k,[ beda wzglednie pierwsze.

a) Dowiesé, ze pierwiastek a stopnia kl z jedynki jest iloczynem dwoch pierwiastkow
z jedynki stopni k i [, odpowiednio, i ze przedstawienie takie jest jednoznaczne.

b) Dowiesé, ze powyzej jesli a, to i pozostate dwa pierwiastki sa pierwotne wymie-
nionych stopni. Dowieéé¢ tez implikacji przeciwne;j.

6. Niech F oznacza zbior pierwiastkow z jedynki danego stopnia k. Udowodnié, ze
Soeped =0dlaj=12...,k—1
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7. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Cotesa: iloczyn odlegtosci punktu p od
wierzchotkéw n—kata foremnego, wpisanego w okrag o promieniu ry i srodku w ¢, jest
> |r" — i, gdzie r to dlugosé odcinka pg. Ponadto, rownosé zachodzi gdy punkt p
lezy na potprostej wychodzacej z q i przechodzacej przez pewien wierzchotek wielokata.

8. Niech a, b, c € C traktowane beda jako wierzchotki trojkata. Dowiesé, ze trojkat ten
wtedy i tylko wtedy jest réwnoboczny, gdy (a —b)? = (b—c)(c—a) # 0. (Wskazowka:
¢ =a+ (b— a)u dla pewnego u.)

2 i wprowadzajac niewiadoma

9. a) Rozwigzaé rownanie 3,_, 2% = 0 dzielac je przez z
z+ 1.

b) Podaé¢ oparta o a) konstrukcje pieciokata foremnego przy pomocy cyrkla i linijki.

§ 3. Mozliwe tematy zadan kolokwialnych

,Mozliwe” sa wszystkie omowione wyzej tematy, lecz szczegolnie dobrze jest upewnic
sie przed kolokwium co do umiejetnosci rozwigzania zadan dotyczacych:

a) wykorzystania wzoréw de Moivre’a i pokrewnych;

b) interpretacji geometrycznej przeksztatcei C — C postaci z — az+b lub z +— 2*
dla pewnych a,0 € Ci k € N, w tym znajdywania obrazéw czy przeciwobrazow
zadanych zbiorow przy takich przeksztatceniach —zaréwno danych jawnym wzorem,
jak i wtedy, gdy opisano je jezykiem geometrycznym (np. jako obrot czy przesuniecie
czy jednoktadnosé);

¢) rozktadu wielomiandéw na wielomiany najnizszych stopni (przypadek rzeczywisty i
zespolony ), w tym konsekwencji wzorow Viety i sprzezonosci pierwiastkow zespolonych
wielomianow rzeczywistych;

d) wiadomosci teoretycznych: moga pojawic sie polecenia sformutowania definicji,
twierdzen czy dowodéw (np. przytoczenia dowodu czy jego czesci).



