GAL II, wiosna 2010

Zadania domowe, grupa 13 (wtorkowo—czwartkowa, prowadzacy H. Toruniczyk).
Gdy nie zaznaczono inaczej, zadania sa ustne —nie wymaga sie oddania na pimie.

Seria 26 (na 1.VI, a pisemne na 2 VI).

Prosze obejrze¢ nierozwiazywane dotad zadania skryptu TK, II:
a) 314 ze stron 14-15,
b) 1-7 ze strony 39,
c¢) 1-3 na str. 49.
Zadania, budzace watpliwosci, mozemy rozwiazywac¢ na ostatnich ¢wiczeniach.

1. a) Dowiesé, ze funkcja kwadratowa f : R¥ — R o sygnaturze (s,t) jest rowna
zeru na pewnej podprzestrzeni wymiaru [ := k — min(s, t), lecz nie na podprzestrzeni
WYZSzego wymiaru.

b) Niech g : RF x R¥ — R bedzie symetryczna funkcja dwuliniows o sygnaturze
(5,t). Dowiesé, ze liczba [ z a) jest najwiekszym wymiarem podprzestrzeni V C R¥
takich, ze g(u,w) = 0 dla wszystkich u,w € V. (Mozna korzysta¢ z a) nawet, jesli
sie a) nie rozwiazato.)

c) Jaki jest najwiekszy wymiar podprzestrzeni W C RF, na ktorej funkcja f jest
nieosobliwa (tzn. rk(fyy) = dim W)?

Ponizsze zadania sg pisemne (na srode 2 VI do godz. 13.45). Ewentualne watpli-
wosci dotyczace sposobu rozwigzania mozemy omowi¢ we wtorek.

21. Niech X = {(z,y,2) € R®: 2% — 22 — 202 — 2yz — 2y — 1 = 0}.

a) Poda¢ nazwe kwadryki X, naszkicowaé ja i znalez¢ zbior jej srodkow.

b) Znalezé wzor na izomorfizm afiniczny F : R® — R3, dla ktorego F(X) =
{(x,y,2) € R®: ax® + by? + cz® + dz + s}, dla pewnych wspotezynnikow a, b, ¢, d, s €
{0,1,—1} takich, ze cd = 0.

22. W przestrzeni afinicznej R? niech P bedzie rzutem na plaszezyzne H = {(z,y, 2) €
R3 : x + 2y — 2z = 4} wzdtuz prostej L = af((1,1,1),(3,5,4)), a J bedzie jednoktad-
noscia o srodku w (5,5,5) i skali 3.

a) Znalez¢ obraz q punktu p = (0, 1, 1) przy przeksztalceniu Jo P oraz przeciwobraz
punktu ¢ przy tym przeksztalceniu

a) Znalez¢ rownanie ptaszezyzny M, bedacej suma (mnogosciowa) wszystkich pro-
stych, ktore przecinaja prosta K = (1,0, —1)+R(1,2, 1) i sa rownolegte do powyzszej
prostej L.

Seria 25 (na 27 V).




1. Niech ¢(x) = 2} + 42129 + 23 + 23 dla x € R3.
a) Poda¢ przyktad podprzestrzeni 2-wymiarowej, na ktorej g jest dodatnio okre-
slona, i takiej, na ktorej ma sygnature (1,1).
b) Niech Z; = lin((1,0,0), (0,1,¢)). Dla jakich ¢ zachodzi R? = Z; & Z}, gdzie
ortogonalnosé jest wyznaczona przez forme biegunowa formy ¢?
Prosze rozwiaza¢ nastepujace zadania ze skryptu T. Kozniewskiego (czesé I1):
2. zadania 1-3 na stronach 8-9.

3. zadanie 3 na str. 80.

4. zadanie 4 na str. &1.

Seria 24 (na 25 V), a pisemne na 27 V).
Uwaga: poniewaz malo jest juz czasu na omawianie pewnych rzeczy na ¢wiczeniach,
odwoluje sie nizej do pewnych fragmentéw pliku AFL.pdf (niektore sa dopisane dzis).

1. Rozwiazac¢ zadania 1b),c) i 2 z poprzedniej serii rowniez na tej drodze, by a — ag (i
ew. b — by) wyraza¢ jako kombinacje liniowe wektorow v; = a; — ag czy w; = b; — by;
patrz w AFI tozsamosé (2) i cze$¢ w nawiasach wniosku 3 na str. 15.

2. (TK II, str.9.) Znalezé w R? prosta L, przechodzaca przez punkt (2,1,4) i
przecinajaca proste (0,1,1) + R(1,—1,1) i (2,0,1) + R(1, 3,0).

3. W zadaniach 17 i 18 (pisemnych) z ub. serii utozsamijmy podane wielomiany z
wyznaczonymi przez nie funkcjami kwadratowymi na R?. Wskaza¢ uktady odniesienia,
w ktorych funkcjom tym odpowiadaja znalezione wielomiany kanoniczne. (Patrz w AFI
stwierdzenie 1 i uwaga 1 na str.20.)

4. Oznaczmy przez A plaszezyzne x + 2y + 3z = 1 w R?, traktowana jako podprze-
strzent euklidesowej przestrzeni afinicznej R3 (rozpatrywanej ze standardowym iloczy-
nem skalarnym). Przyjmijmy tez u(xz,y, 2) = 2? + y? + 22% dla (z,y, 2) € A.

a) Znalez¢ pewien uktad odniesienia (ag, a1, a9) w A, dla ktorego ag = (0, —1,1).

b) Znalezé¢ wielomian, odpowiadajacy funkecji w w tym uktadzie. (Patrz w AFI
uwaga 2 na str. 21.)

¢) Znalez¢ w A uklad odniesienia (b;)?_,, w ktorym funkeji v odpowiada wielomian
afinicznie-kanoniczny. (Str. 18 w AFL.)

d) Jaka krzywsg zadaje rownanie u(a) = 0 w A? Wskazac zbior srodkow tej krzywe;.

5. a) Rozwiaza¢ zadanie 1 na str. 13 w AFT .

b) Udowodnié, ze gdy u € F* i przeksztatcenie F : F¥ — [/ jest afiniczne, to istnieje
wektor u’ € F! taki, ze F(x +u) = F(z) + u’ dla wszystkich x € F*. (Wskazowka:
postaé¢ przeksztalcen afinicznych opisana jest w stwierdzeniu 1 na str. 9-10 w AF1.)

¢) Dowiesé, ze wowezas F(X +u) = F(X) + u’ dla kazdego zbioru X C F*.
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Ponizsze zadania sa pisemne (na czwartek 27 V).

19. W oparciu o powyzsze zadanie, znalezé
a) wszystkie przeksztalcenia euklidesowe (inaczej: izometrie afiniczne), ktore sg
identycznoscig na prostej (0,0, 1)+R(0, 1, —1) i przeprowadzaja ptaszczyzne P, zadana
roOwnaniem y + z = 1, na nig sama.
b) jakikolwiek przeksztatcenie euklidesowe, przeprowadzajace P na plaszczyzne @,
zadang rownaniem 2x +y — z = 1.

20. (TK II, str. 86.) a) Zbada¢, dla jakich wartogci parametru ¢ kwadryka X C R?,
zadana rownaniem 522+ 3y? +6xy +4xrz + 42 +42+8 = 0, jest afinicznie réwnowazna
kwadryce Y;, zadanej rownaniem —az? + y% + (¢t + 2)2% — 4y +2 = 0.

b) Wyznaczy¢ nazwe kwadryki Y; (w zaleznosci od parametru t) i X.

Seria 23 (na 18 V)

1. a) Niech v, vq, ..., v,, € F¥. Dowies¢, ze v jest kombinacja afiniczng vy, ..., v,, wtedy
i tylko wtedy, gdy (1,v) jest kombinacja liniowa (1,vg),..., (1,v,), a takze wtedy i
tylko wtedy, gdy wektor v — v jest kombinacja liniowa wektoréw vy — vy, ..., Vi — V.

b) Dla jakich wartosci parametru ¢ punkt (5, ¢,4, 3) jest kombinacja afiniczna punk-
tow (1,0,1,0),(1,1,2,1),(0,1,1,0)? (Skorzystac z a).)

c¢) Niech a = (1,1,0),b = (0,1,2),d" = (3,1,3),6' = (1,0,1). Czy istnieje punkt,
bedacy kombinacja afiniczna tak punktow a, b, jak i punktow o', b’? Daé interpretacje
w terminach przecinania sie (lub nie) pewnych prostych.

2. Zmalez¢ wzor na przeksztatcenie afiniczne F': A — B, jedli:

a) A=R3B=R'iF(1,1,1) = (2,0,1,0), F(2,1,1) = (0,0,1,3), F(1,2,1)
(0,0,1,3)i F(1,1,2) = (0,1,0,1). Sprawdzic¢ tez, ze ((1,1,1),(2,1,1), (1, 2, 1) (1, 1,2))
jest uktadem odniesienia w A. (Patrz wniosek 2 na str. 15 w pliku AFIL.pdf.)

b) A =R3 = B i wiadomo, ze F(1,1,1) = (0,0,1) i dla plaszczyzny H o réwnaniu
x+y—2z=1zachodzi F(H) = {(1,1,4)}. (Wskazowka: obra¢ w R? uklad odniesienia
(ag, a1, as, agz) taki, ze a; € H dlai < 31ia3=(1,1,4). Do znalezienia takiego uktadu
postuzy¢ sie uwaga 3 na str. 14 wywieszonego pliku AFLpdf .)

Ponizsze zadania sg pisemne. Mozna je oddawa¢ we wtorek na zajeciach lub w
czwartek w godzinach mych konsultacji lub wrzucajac do wywieszonej przy drzwiach
pokoju 5560 koperty przed godz. 12.15 w czwartek. Watpliwosci co do sposobow
rozwigzan mozemy omowié we wtorek.

17. Znalez¢ podstawienie afiniczne, sprowadzajace wielomian 422 +x3 + 923 +4x 20 —
122123 — 62923 + b3 + 7 do postaci afiniczno—kanoniczne;j.

18. Znalez¢ podstawienie euklidesowe, sprowadzajace wielomian 22?2 — 723 — 423 +



dx1x9— 162123+ 202923+ 6021 — 1229+ 1223 — 90 do postaci euklidesowo—kanoniczne;j.
(Por. zadanie 11.6.27e) u Kostrykina).

Seria 22 (na 13 V) Zadan daje troche na wyrost — najwyzej ,spadna’ na pozniej.

1. Znalez¢ baze przestrzeni R3, ktora jest ortogonalna wzgledem standardowego ilo-
czynu skalarnego i diagonalizuje forme kwadratows 222 4 5y? + 522 — 4ay — 4wz + Syz.
(Wskazowka: jedna z wartosci whasnych macierzy o wierszach (2, —2, —2), (—2,5,4), (=2, 4,5)
jest 10.)

2. Niech forma dwuliniowa g : V' x V — [ bedzie symetryczna. Podprzestrzen
W C V nazywamy niesosobliwg, jesli forma gy «w jest nieosobliwa.
a) Dowies¢, ze g—ortogonalna baza podprzestrzeni nieosobliwej nie zawiera wektorow
izotropowych, i ze mozna ja rozszerzy¢ do g-ortogonalnej bazy przestrzeni V.
b) Dowiesé, ze gdy podprzestrzen W jest nieosobliwa, to V = W & W+,
c) Dowiesé, ze jedli V. = W W i przestrzeri V jest nieosobliwa, to i podprzestrzen
W tez jest taka.

3. Proste K, L w przestrzeni afinicznej A nazwiemy réwnoleglymi, jesli dla pew-
nej mapy S tej przestrzeni, wektor kierunkowy prostej S(K) jest zarazem wektorem
kierunkowym prostej S(L). Dowiesé, ze bez zmiany znaczenia mozna w tej definicji
zastapic¢ stowo ,pewnej’ przez ,kazdej”.

4. Dla punktu a przestrzeni afinicznej A utwoérzmy przeksztalcenie J, : A — A takie,

ze W pewnej mapie, zaczepionej w a, odpowiada mu symetria —Ip. przestrzeni FF.
Udowodnié, ze gdy F' € Af(A, B), to przy b = F(a) zachodzi F'J, = J,F. (Tu B tez
jest przestrzenia afiniczng, a J;, utworzono analogicznie jak J,.)

Seria 21 (na 11 V)

Niech V' bedzie przestrzenia z wyrdzniona forma dwuliniowg g : V x V. — F,

ktora jest symetryczna lub jest antysymetryczna. Piszemy vIiw < g(v,w) = 0
(wektory v, w nazywamy wtedy g-ortogonalnymi). Przyjmujemy tez A+ = {v €
V :alv dlakazdego a € A} (tu A C V). Wektor v nazywamy izotropowym, jesli
g(v,v) = 0. a nieizotropowym w przeciwnym razie.

1. Przemysle¢ nastepujace (latwe, lecz wazne) stwierdzenia, ktore pojawily sie na
¢wiczeniach:

Forma symetryczna g jest w g-ortogonalnej bazie (v;)¥; zadana wielomianem
> iz, gdzie A; = g(v;, v;). Liczba nieizotropowych wektorow v; jest rowna rk(g),
za$ gdy V jest przestrzenia rzeczywista, to o,(g) = #{i : g(vi,v;) > 0} oraz
o_(g) = #{i : g(vi,v;) < 0}. Baza g-ortogonalna diagonalizuje wiec forme g, a
implikacja przeciwna tez zachodzi.



2. a) Udowodni¢, Zze A+ jest podprzestrzenig liniowa i (AU B)+ = A+ N B+,

b) Udowodni¢, ze (A+)t D A, (lin(A4))* = A+ =(,c4a" oraz gdy 0 € AN B, to
(A+B)t =(AuB)*-

c¢) Dowiesé, ze jesli zbior A liczy p elementéw, to dim(At) > dim(V) — p i wy-
wnioskowaé, ze dim(Vgh) > dim(V) — dim(Vp) dla kazdej podprzestrzeni liniowej V;
przestrzeni V.

3. Dowies¢, ze gdy forma g jest symetryczna i vy, ..., v, jest ortogonalnym uktadem

P g(v,ve)
izl g(Vi,Vi)

ktore jest rzutowaniem przestrzeni V' na podprzestrzen W := lin(vy, ..., v,), wzdiuz
podprzestrzeni W+.

wektorow nieizotropowych, to wzor v — v; zadaje przeksztatcenie liniowe,

Przypominam tez o zalegtych zadaniach i o przemysleniu materiatu z ,rozdziatow”
VI i VII - mozemy dyskutowaé ew. pytania.

Seria 20 (na 6 V)

1. g : R3x R? — R3 bedzie funkcja dwuliniowa, ktorej macierz w standardowej bazie
ma wiersze rowne (2,2,1),(2,5,2),(1,2,1). Znalezé, jesli istnieje, g-ortogonalng baze
przestrzeni R3, ktorej pierwsze dwa wektory leza w przestrzeni {(x;) € R3 : 21 = x5}

2. Czesé b) zadania z poprzedniej serii (w poprawionej obecnie wersji).

3. Niech p = >0, Nw? + Zle CLTE, Przy czym wspotezynniki A, ..., A\s sa dodatnie,
dla pewnego s > 1. Dowies¢, ze jesli r < ki ¢ # 0, to dla kazdej podprzestrzeni
liniowej Vo C R¥ takiej, ze dim(Vp) > k — s — 1, zachodzi p(Vp) D [0, 00).

(Wskazowka: zbadac zachowanie sie funkcji R 3 A — p(Av) dlav € lin(eq, ..., e5, €;).)

4. a) Dowies¢, ze kazda izometria liniowa przestrzeni R® ma wektor whasny, odpo-
wiadajacy wartosci 1 lub —1.

b) Oryginalne twierdzenie Eulera orzeka, ze kazda izometria liniowa przestrzeni R3
jest obrotem wokoét prostej lub ztozeniem obrotu z odbiciem zwierciadlanym wzgledem
ptaszczyzny, prostopadtej do osi obrotu. Dowies¢ tego i uzyskac taki rozktad dla izome-
trii, zadanej macierza o wierszach (2/3,2/3,—-1/3),(2/3,—-1/3,2/3),(—1/3,2/3,2/3).

Przypominam tez o zadaniach 3 i 4 z serii 16.

Seria 19 (na 4 V, a pisemne na 6 V).

1. Niech ¢ = 2z1w9 + 2w374 € Ry[wy, 29, w3, 24] i niech g : R* x R* — R bedzie
funkcja dwuliniowa, okreslong wzorem g((x;)i_;, (yi)i,) = 1Y + Toy1 + T34 + TaYy3.
a) Znalez¢ podstawienie ortogonalne, diagonalizujace forme ¢ (tzn. przeprowadza-
jace ja w forme o macierzy diagonalnej).
b) Zbadaé, czy istnieje baza przestrzeni R*, w ktorej macierzg funkcji g jest diag(A, A),
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0
-1
towy sposob jej wyznaczenia.)

¢) Znalezé baze przestrzeni R?, ortogonalng wzgledem ¢ i wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego.

d) Czy istnieje w R?* podprzestrzen trojwymiarowa, na ktorej funkeja g jest dodatnio
okreslona?

: -1 : o :
gdzie A = [ 0 ] Jesli baza istnieje, wskazaé¢ ja. (Wystarcza wskazaé szczego-

Przypominam tez o zadaniach 3 i 4 serii 16 i o dokoniczeniu zadania 3 serii 18
(ustalenie obrazu i jadra rzutu @)). Ponizsze zadanie jest pisemne (na 6 V):

16. a) (3p.) Znalezé podstawienie ortogonalne, diagonalizujace forme 1122 + 523 +
2:1:% + 162129 + 421203 — 202923.
b) (3p.) Wyznaczy¢ maksymalny wymiar podprzestrzeni, na ktorej forma ta jest
dodatnio okreslona. OdpowiedZ uzasadnic.

Seria 18 (na 29 1V)
1. Udowodni¢, ze gdy operatory K € L(V) i L € L(W) sa podobne, to x5 = X -

2. Wyposazmy przestrzen My (C) w iloczyn skalarny (X,Y) = tr(XY™) i odpowia-
dajaca mu norme. Udowodnié, ze gdy macierze A, B € My (C) sa unitarnie podobne,
to [JA]] = [|B]].

3. Udowodnié¢, ze jesli jeden z operatoréw podobnych P, () jest rzutem, to drugi
tez. Sciglej, gdy P jest rzutem przestrzeni X na U wzdluz W, a S : X — Y jest
izomorfizmem takim, ze Q = SPS™!, to Q jest rzutem przestrzeni Y na S(U) wzduz
S(W). (By¢ moze juz to zadanie omawialismy:.)

Ponadto nierozwiazane sa jeszcze zadania 3 1 4 z serii 16 oraz 3 z serii 15.

Seria 17 (na 27 IV, a pisemne na 29 IV).

1. Powtorzy¢ pisemne z serii 15, lecz z f(z,y, 2,t) = 2zy — 2°.

2. Niech J(A, s1),J(A, s2), ..., J(A, s¢) beda tymi klatkami jordanowskimi macierzy
Jordana operatora L, ktore odpowiadaja wartosci A. Dowies¢, ze
a) t jest wymiarem przestrzeni wlasnej V().
b) ny = s1 + ... + s¢ jest krotnoscia A jako pierwiastka wielomianu y;,
c¢) liczba my = max;s; (wskazujaca rozmiar najwickszej sposrod wymienionych

klatek) jest rowna inf{n : rk(A — A\I)" = rk(A — AI)""1}.

Prosze tez pamieta¢ o nierozwigzanych dotad zadaniach ustnych.
Ponizsze dwa zadania sa pisemne (na 29 1V).

14. Niech F =R,V = Ms(R) i f(A) =det(A) dla A € V.
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a) (2p) Dowies¢, ze jest to funkcja wielomianowa stopnia 2 i wyznaczy¢ wielomian,
ktorym jest zadana w pewnej bazie przestrzeni V. (Wybor bazy jest pozostawiony do
uznania. )

b) (2p.) Wyznaczy¢ macierz funkcji f w tej bazie i sygnature funkeji f.

c) (4p.) Powtorzyc¢ a) i b) przy V zastapionym przez W := {A € M, : tr(A) = 0},
zas [ przez fiw.

15. (5p.) Znalezé macierz B, ktorej trzecia potega ma wiersze (1,0, 3), (2,1, —1), (0,0, 1).

Seria 16 (na 22 IV)

1. Dowiesé, ze:
a) Jesli Vo D im(L) lub Vj C ker(L), to podprzestrzeni Vj jest L-niezmiennicza.
b) Podprzestrzeri L—niezmiennicza jest i p(L)-niezmiennicza, dla p € Flz].
¢) Gdy operatory K, L € L(V) sa przemienne (tzn. KL = LK) i podprzestrzen V}
jest L-niezmiennicza, to K (Vp) i K71(Vj) tez sa L-niezmiennicze
Ponizsze zadania pochodza z dawniejszych kolokwioéw. Prosze sie z nimi zapoznad;

bedziemy je omawiaé¢ na kolejnych ¢wiczeniach w miare postepéw w rozwiagzywaniu.
Pierwsze z nich jest standardowe, a kolejne dwa trudniejsze.

2. Niech
1 10 0 200 4
1 30 0 020 ¢t
A= 2 -2 3 —1 B’f_5127
2 -2 1 1 000 2

a) Znalezé¢ baze Jordana dla operatora La : R* — R* zadanego macierza A.
(Rownowaznie: znalezé, jesli istnieje, macierz niecosobliwa C taka, ze C1AC jest
macierza Jordana.)

b) Dla jakich ¢ istnieje baza przestrzeni R* w ktorej macierz operatora La jest
rowna B;?

3. " Niech A i B beda kwadratowymi macierzami rzeczywistymi tego samego rozmiaru
kX k.

a) Dowiesé, ze jesli tkA = 11 A% # 0, to macierz A jest diagonalizowalna.

b) Dowiesé, ze jesli ponadto AB = BA, to B ma przynajmniej jeden wektor
wlasny, a dla k parzystych ma przynajmniej dwa liniowo niezalezne wektory wtasne.

4. * Niech L € L(V), gdzie dimV = k, bedzie operatorem o wielomianie cha-
rakterystycznym xp = (A — x)™...(As — x)™, dla parami réznych Aq, ..., As. Niech
wymiar przestrzeni wtasnej operatora L, odpowiadajacy wartosci A;, wynosi k;. Niech
K = L — M\ iniech K' = Kjjx) € L£(im(K)). Znalez¢ stopien wielomianu charak-
terystycznego operatora K’ oraz jego pierwiastki i ich krotnosei.
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Seria 15 (na 20 IV) , a pisemne na 22 IV).
Komunikat z wyktadu, ktory zapomniatem powtorzy¢ na ¢wiczeniach:

Osobom, ktore uzyskalty niesatysfakcjonujace je wyniki z kolokwium, przypominam
o doksztatcaniu w grupach 5-osobowych pod kierunkiem studentéw starszych lat, or-
ganizowanym przez dra Strojnowskiego. Aktywne uczeszczanie na te zajecia bedzie
mogto by¢ ,jezykiem u wagi’ przy koncowej ocenie tych, ktorzy przekaza mi terminy
swych zaje¢ i nazwisko osoby prowadzacej grupe, do ktorej uczeszczaja. Zwlaszcza
osobom, ktore uzyskaly mniej niz 44p. z ostatniego kolokwium, lub mniej niz 50% na
koniec poprzedniego semestru, zalecam skorzystanie z tej mozliwosci.

1. Niech A oznacza macierz z serii 12. Dowies¢ istnienia osmiu macierzy B takich,
ze B2 = A. (Wskazowka: sprowadzi¢ zadanie do analogicznego, lecz dotyczacego
macierzy diagonalne;j.)

2. Operator L € L(R?Y) zadany jest wzorem L(x,y,2) = (v +y — 2z, —3x — 3y +
3z, —2x — 2y + 2z). ZnaleZé a) jego macierz Jordana, b) baze Jordana przestrzeni R3
dla tego operatora.

3. (poprawione) Niech v, ..., vy beda wektorami wlasnymi operatora L € L(V),
odpowiadajacymi parami réznymi wartosciom wlasnym. Dowiesé, ze jesli suma > . v;
nalezy do L-niezmienniczej podprzestrzeni W C V', to kazdy z tych wektorow do niej
nalezy.

Ponizsze zadanie jest pisemne (na czwartek 22 IV).

13. Niech

i f(x,y,2,t) =2+ 2wy — 2% — 22t — 212

_ = = O
_— O O =
O = =

1
0
0
1

a) Zbada¢ sygnature macierzy A.

b) Zbadaé, czy istnieje baza przestrzeni R* w ktorej A jest macierza powyzszej
formy f:R* — R,

¢) Zmalez¢ baze, o ktorej mowa w b) (jesli istnieje).

Seria 14 (na 15 1V)

Bardzo prosze o przyswojenie sobie najwazniejszych twierdzen dotyczacych macie-
rzy endomorfizméw liniowych. (Posta¢ Jordana, diagonalizacja ,zwykta” i unitarna,
znajdowanie baz diagonalizujacych, funkcje macierzy.) Proponowane zadania zakta-
daja opanowanie tego materiatu, i podobnie bedzie na kolokwium czy egzaminie.

1. Niech macierz A bedzie rzeczywista i symetryczna. Dowiesé, ze
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a) Liczba M := sup{(Av,v) : [[v|| = 1} jest jej najwicksza wartoscia wlasna, a
liczba m := inf{(L(v),v) : ||v|| = 1} —najmniejsza.

b) Jedli (Av,v) = m||[v||?i Vv # 0, to v jest wektorem wlasnym macierzy A, i tak
samo przy m zastapionym przez M.

Wskazowka zadania 1 jest jak w ub. serii. Prosze tez przemysle¢ nierozwiazane
jeszcze zadania 3 1 4 z ub. serii.

2. (Zadanie ze str. 71 skryptu doc. Kozniewskiego.) Znalezé podstawienie liniowe
przeprowadzajace forme g w forme ¢’ o macierzy diagonalnej, gdy ¢ = 2% + 23+ 223 —
22 + 4x 79 + S8w374. (Ciatem skalaréw jest R.) Wyznaczy¢ tez otrzymana forme ¢'.

Seria 13 (na 13 1V)
Poniewaz na kolokwium niezle wypadty zadania rachunkowe, a teoretyczne gorzej,

bede teraz dawal mniej tych pierwszych, kosztem drugich. Tym razem nie ma wiec
zadania pisemnego, a ustnych daje troche na wyrost -mozemy je omawia¢ na kilku
¢wiczeniach.

Zadania taczy wspolna wskazowka: staraé sie zbada¢ wpierw przypadek ,prostych”
macierzy, a potem wykorzysta¢ podobienistwo unitarne. Co oznacza ,prosta macierz”
nalezy sobie dopowiedzie¢ — moze to by¢ np. macierz diagonalna, jesli zatozenia za-
dania wykazuja unitarne podobienistwo do takiej macierzy; gdy tak nie jest, musimy
niekiedy uznac¢ n.p. macierz trojkatna za ,prosta’. Tak wiec kazde z zadan dzieli sie na,
dwie czesci 1 w zaleznosci od ilosci czasu i od upodobania mozna wybraé tak zadania,
jak i czesci, nad ktorymi checemy sie zastanawiac.

1. Udowodni¢ nieré6wnos$é Schura: dla kwadratowej macierzy zespolonej A mamy
S laii* >0 |\i)?, gdzie Ap, g, ... sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu y,, kazdy
powtorzony tyle razy, ile wynosi jego krotnosc.

2. Dowiesé, ze gdy macierz A € My (R) jest symetryczna i rézna od 0, to (Av, v)pe #
0 dla pewnego wektora v € R¥.

3. Jesli v jest wektorem wiasnym macierzy normalnej A, odpowiadajacym wartosci
A, to jest tez wektorem wlasnym macierzy A*, odpowiadajgcym wartosci .

4. Dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) macierz A jest normalna i spec(A) C [0, c0);

b) macierz A jest samosprzezona i dodatnio potokreslona (tzn. (Av,v) = (v, Av) >
0 dla wszystkich v € F¥);

¢) A = B? dla pewnej macierzy samosprzezonej B;

Seria 12 (na 8 IV 2010). Prosze ponownie przemysle¢ nierozwigzane jeszcze zadania

z ostatniej serii. Ponizsze zadanie jest pisemne:
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12. (4p.) Niech A bedzie macierza stopnia 3, ktorej wyrazy na przekatnej sa rowne 5,
a pozostale —1. Wyznaczy¢ macierz diagonalng D, ortogonalng C i odwrotnogé C*
macierzy C, dla ktorych D = C~1AC.

Seria 11 (na 30 III 2010).

1. Niech E;; € M (F) oznacza k x k-macierz, ktorej ij-ty wyraz jest rowny 1, a
pozostale sa rowne 0. Przyjmujac wpierw k = 2 dowiesé, ze:
a) Macierze E;; 1 E;; sa podobne (nad F).
b) Gdy i # j, to macierz E;; jest podobna do AE;; dla A # 0.
c) Gdy #F > 21 f : My(F) — F jest funkcja liniowa, przyjmujaca na kazdych
dwoch macierzach podobnych te sama wartosé, to f(A) = f(Eqp)tr(A) dla A € M;.

W zadaniach 2 i 3 zacza¢ od przypadku, gdy A jest macierza Jordana (a w razie
ktopotu — od przypadku macierzy diagonalnej, a nastepnie diagonalizowalnej).

2. Niech wielomian charakterystyczny macierzy A € My (F) rozklada sie nad F
na czynniki liniowe: y, = (A — x)...(A\x — @), gdzie A1, ..., \p € F. Dowies¢, ze dla
kazdego wiclomianu p € Flz] mamy x,, 4 = (p(A1) = 2)...(p(Ar) — x); W szczegblnosei,
tr(p(A)) = 22, p(N) oraz det(p(A)) = I, p(X).

3. Dla kwadratowej macierzy zespolonej A dowiesé, ze lim, .o A" =0 < |A| < 1
dla X € spec(A). (Piszemy tu lim,_., A" = 0 jesli (A");; — 0 dla kazdych 4, j, gdzie
(A™);; to ij-ty wyraz macierzy A".)

Ponizsze zadania sg pisemne (na 1 IV)

11. Niech L(xq,x9, 3, x4) = (—x1, 201 — 4wy + 224, — 221 + 29 + 423 — 1y, —271 — T4).
a) (3p.) Znalez¢ wartosci wlasne i bazy podprzestrzeni wlasnych operatora L.
b) (3p.) Znalezé macierz Jordana tego operatora.
¢) (3p.) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy A o kolejnych wierszach
(2,3,0,1), (0, —1,0,0), (0,0,2,2), (0,0,0, —1).
d) (2p.) Zbada¢, czy A moze by¢ macierzg operatora L w pewnej bazie.

Seria 10 (na 23 III 2010).

W zwiazku z kolokwium, prosze przejrzeé¢ tez zadania ze skryptu doc. Kozniew-
skiego (czescé 11), dotykajace przestrzeni unitarnych. Sa to zadania 1-5 ze str. 19-20,
1-6 ze str. 26-27, 1-6 ze stron 30-31, 1-5 ze stron 49 i 3 ze strony 39. Te, ktore beda
sprawiaty ktopot, lub ktoérekolwiek z weze$niejszych zadan pisemnych domowych, mo-
zemy omowic.

1. (Zadanie 2 str. 19 ze skryptu TK) Zbadaé, dla jakich parametrow ¢t € R zachodzi
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W, € W+, a dla jakich W = Wi, gdy W; = 1in{(2,5,0,0), (t + 2,4 + 3t,—2 +
t, (t —2)%)}, zas podprzestrzeri W jest opisana ukladem réwnarn z1 + 2wy — o3 + 74 =
0, 5171—|—3332+£C3—£C4:0.

2. Jakie wektory wtasne, warto$ci wlasne i podprzestrzenie wlasne ma operator
A — Al dzialajacy z M} do M7

Przypominam tez o zadaniach 21 3 z serii 9,1 2 z serii 7.
Ponizsze zadania sa pisemne (na czwartek 25 I1I).

10. Zbada¢ diagonalizowalno$¢ A jako macierzy nad F, gdy
a) (3p.) F =R i wierszami A sa (—1,3,—-1),(—=3,5,—1),(=3,3,1).
b) (3p.) F = C i wierszami A sa (4,2, —5),(6,4,—9), (5,3, -7).

Seria 9 (na 18 III 2010).

1. Dowies¢, ze gdy operatory K, L na przestrzeni unitarnej V' sa unitarnie podobne
i (K(v),v) >0 dlakazdego v eV, toi (L(v),v) > 0 dla kazdego v € V.

2. Niech operatory K € L(V) i L € L(W) oraz izomorfizm S € L(V, W) spelniaja
warunek K = S71LS. Dowiesé, ze dla dowolnego wielomianu p € F[x] zachodzi row-
nos¢ p(K) = 5~1p(L)S, skad ker(p(L)) = S(ker(p(K))) i im(p(L)) = S(im(p(K))).

3. Dowies¢, ze kazda 2 X 2-macierz A jest podobna do A!. (Tak samo wicksza
macierz, lecz dowod jest trudny.)

4. Prosze przejrzec ,,,¢wiczeniowe” tematy kolokwialne zamieszczone na koncu pliku
UNILpdf. W ostatniej przed kolokwium serii zadan moge zamie$ci¢ zadania ze wska-
zanych przez Panstwo tematow.

Seria 8 (na 16 III 2010) i pisemne na 18 III.
Przypominam o nierozwigzanych zadaniach z poprzednich serii!

1. (zadanie ze strony A. Webera.) Korzystajac z dwuliniowosci iloczynu skalarnego i
wektorowego dowiesé dla wektorow przestrzeni R3, ze
a) (u+v,(u+w) xXv)=—(u,vxxw)
b) (u+2v—-—w,(u—v) X (u—v—-—w)) =3(u,v xw).

2. Niech A € M (R) bedzie takg macierza, ze wzor (v,w)a = v Aw dla v,w € R”
zadaje iloczyn skalarny na przestrzeni R*. (Wektory traktujemy jako macierze o jednej
kolumnie.) Dowies¢, ze

a) Macierz A jest nieosobliwa;
b) Gdy L € L(R*, R¥) jest przeksztalceniem liniowym, ktérego macierz oznaczmy
przez B, to macierz przeksztalcenia sprzezonego do L, wzgledem iloczynu skalarnego

(-,)a, jest rowna A7IB*A. (Macierze przeksztalcen rozpatrujemy w standardowej
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bazie przestrzeni R*.)
3. Dowiesé rownosci (ux v) xw—ux (vxw) = (u,v)w—(v,w)udlau,v,w € R3.

Zadania pisemne (na 18 III). Zadania pisemne beda mialy jednolita numeracje. Po-
niewaz dotad byto ich 6, wiec teraz zaczynamy od 7.

7. Obliczy¢ odlegtosé od warstwy A = (0,—1,7) + R(0,3,4) do osi x—6w w prze-
strzeni R? (ze standardowym iloczynem skalarnym), a takze wyznaczy¢ wektor a € A,
minimalizujacy pole powierzchni réwnolegtoboku R(a, (5,0,0)).

8. Obliczy¢ odleglosé wektora v = (2,4, —4,2) do zbioru rozwiazan uktadu réwnan
1+ 200 +x3 —x4 =1, v1 + 319 + 3 — 324 = 2, a takze wskaza¢ rozwiazanie tego
uktadu, najblizsze wektorowi v. (Iloczyn skalarny jest standardowy:.)

9. Poda¢ we wspolrzednych kartezjanskich wzor na:

a) Symetrie ortogonalng wzgledem prostej R(1,2,3) i symetrie ortogonalna wzgle-
dem ptaszczyzny = + 2y + 3z = 0.

b) Obrot wokot wektora (1,1, —1) o /2.
(Iloczyn skalarny i orientacja w R? sg standardowe.)

Seria 7 (na 11 III 2010).

¥ i zespolonej macierzy kwadratowej A

1. Dla wielomianu p = ¢y + 1o + ... + ¢.x
przyjmujemy p = ¢ + 1@ + ... + g i p(A) = col + 1A + ... + ¢ A*. Udowodnié,
e (p(A))* = P(A”).

2. Niech A € M3(R) bedzie macierza antysymetryczng (tzn. A* = —A). Dowies¢
istnienia wektora a € R? takiego, ze Av =a x v dla v € R3.

3. Udowodni¢, ze (u X v) X w = au + bv dla pewnych a,b € R (to jedna z
hipotez, postawionych na éwiczeniach). Jako zadanie z *: dowies¢, ze nalezy przyjac¢
a=—(v,w)ib=(u,w).

4. Niech L € L(V,W) bedzie zanurzeniem izometrycznym. (Przestrzenie V i W sa
unitarne). Dowiesé, ze

a) L'L = Iy.
b) Gdy P jest rzutowaniem ortogonalnym przestrzeni V' na jej podprzestrzen Vj, to
LPL* jest rzutowaniem ortogonalnym przestrzeni W na podprzestrzenn Wy := L(V}).

Seria 6 (na 9 III 2010).
W 112, V jest przestrzenia z iloczynem skalarnym (rzeczywista lub zespolong).

1. Gdy W C V jest podprzestrzenia i wektor v € V spelnia warunek Re(v, w) = 0
dla kazdego w € W, to v_LW.
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2. Gdy podprzestrzenie U, W C V sg skoficzonego wymiaru, to (UNW)+ = UL+,

3. Gdy A € M;;(C) irk(A) = k, to istnieje gornie trojkatna k x k-macierz S taka,
ze AS jest macierza zanurzenia izometrycznego.

Ponizsze zdania sg pisemne, z terminem 11 III (czwartek).

1. Niech {(z,), (2',y)) = xa’ + zy' + 2'y + 2yy dla (z,y), (z/,y') € R%
przestrzeni (R?, (-, -)).

b) Dla kazdej liczby t € R wyznaczy¢ wzorem (we wspotrzednych kartezjanskich)
sprzezenie przeksztalcenia Ly : (R2, (-,-)) — (R?,(-,-)), zadanego wzorem L;(z,y) =
(x + 2y, —x + ty).

¢) Zbadaé¢ dla jakich t € R przeksztalcenie L; jest izometria, a dla jakich jest
przeksztatceniem samosprzezonym.

2. Przestrzeni R? rozwazamy ze standardowym iloczynem skalarnym.
a) Obliczy¢ odlegtosé wektora v = (2,1, 2) od warstwy A = (0, 1, 1)+lin((1,0, 1), (2, 1,0)).
b) Wyznaczyé¢ na krzywej {(r? — 5,r,2r?) : r € R} wektor w minimalizujacy
objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego na wektorach (1,0,1),(2,1,0), w.

Seria 5 (na 4 III 2010). Nie wyznaczam nowych zadan, bo zapisanie wezesniejszych

zadan pisemnych zajmie Panistwu troche czasu. Na ¢wiczeniach bedziemy rozwigzywaé
m.in. zadania 4.2.4, 4.2.1 e), f) i niektore czesé zadan 4.1.14, 4.1.15 1 4.1.17 ze zbioru
Kostrykina (czesé¢ 11, strony 121 i 125)-mam nadzieje, ze znajda Panstwo czas na
przemyslenie ich, by dyskusja przeszta sprawniej. (Ochotnicy uzyskujg punkty za
aktywnosc!)

Seria 4 (na 2 III 2010).

1. Niech v’ bedzie rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen liniowa W i
niech w € W. Dowiesé, ze Z(v,v') < Z(v,w).
2. Dla A, B € My(R) niech (A, B) = tr(AB"). Dowies¢, ze
a) (-,-) jest iloczynem skalarnym na (Mj(R)
b) A — (A + A') jest rzutem ortogonalnym przestrzeni M, na podprzestrzen
U={A € M : A= A"} (wszystkich macierzy symetrycznych).
c) Ut ={A € M, : A = —A!} (podprzestrzen macierzy antysymetrycznych).
3. Przy oznaczeniach powyzszego zadania, znalezé dopetnienie ortogonalne podprze-
strzeni W = {A € M;(R) : tr(A) = 0}.

Ponizsze zdania s pisemne, z terminem 4 III (czwartek). Rowniez termin oddania
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zadania pisemnego z poprzedniej serii jest zmieniony na 4 III.
Uwaga: W zadaniach pisemnych prosze dawaé¢ wyczerpujace wyjasnienia!

1. (Kazdy podpunkt moze przyniesé 2p.)
Niech U =lin((1,1,1,1),(1,2,2,-1),(1,0,0,3)) i v = (4, —1,—-3,4).
a) Wyznaczy¢ baze ortogonalng przestrzeni U+
b) Wyznaczy¢ rzut ortogonalny wektora v na U.
¢) Wyznaczy¢ odlegtosci od wektora v do U i od v do U+,
d) Wyznaczy¢ obraz wektora v w symetrii ortogonalnej wzgledem U.

2. (3p.) Przyjmijmy (x,y) = 22191 + T2ya + 223y3 + 224Ys + T1Ys + T4y1. Dowiesé,
ze jest to iloczyn skalarny na R* i znalezé baze przestrzeni R*, ortogonalng wzgledem
niego.

Seria 3 (na 25 II 2010).

1. Przestrzen C* rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym i dla v =
(v1,...,v;) € CF piszemy Re(v) = (Re(v1), ..., Re(vy)) i podobnie dla Im(v) i V.
Dowies¢, ze

a) Jesli vL¥, to |[|[Re(v)|| = |[Im(Vv)|| = ||v||/v/2 oraz Re(v) LIm(v).
b) Re(Av) LIm(Av) dla pewnego A € C\ {0}.

2. W przestrzeni z iloczynem skalarnym dane sg wektory u, v takie, ze ||u|| = ||v]| i
v # ftu. Dowiesé, ze Z(u+ v,u—v) = 7/2. (Tu 4(x,y) oznacza wprowadzona na
wyktadzie miare kata wyznaczonego przez wektory x i y.)

3. Uogolni¢ nierownosé rownolegtoboku nastepujaco: dla vy, ...,v, € V zachodzi
ST vl [P =230 [|vil |, gdzie sumowanie jest po wszystkich ciagach € =
(1,...,&n) € {—1,1}". (Inaczej: srednia arytmetyczna liczb c. := || Y1 &;vil|?, € €

{=1,1}" jest 320y [[vil[*)

Zadanie pisemne (na wtorek 2 III).

1. Niech U oznacza powltoke liniowa wektorow (1,1, —1,—2), (5,8, =2, -3), (3,9, 3,8)
w R%. (Na R?* rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarany.)

a) Znalez¢ baze ortonormalng tej podprzestrzeni i w oparciu o to wyznaczy¢ orto-
gonalny rzut wektora (0,1,0,—1) na U.

¢) Wyznaczy¢ ten rzut nie korzystajac z bazy ortogonalnej w U.

Seria 2 (na 23 1T 2010).
1. Udowodni¢, ze gdy (-, <) 1 (-, )y sa iloczynami skalarnymi na przestrzeniach U i
V', odpowiednio, to wzor ((u,v), (0, v')) := (u,u’),+ (v, V'), zadaje iloczyn skalarny
na przestrzeni U X V.
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2. Udowodni¢, ze gdy L : U — V jest zanurzeniem liniowym, to iloczyn skalarny
(.,.) na przestrzeni V zadaje wzorem (uy,ug) — (L(u;), L(uz)) iloczyn skalarny na
U. W szczegolnosci, kazda podprzestrzen liniowa Vi C V' jest przestrzenig unitarng z
wobcietym” iloczynem skalarnym Vi x Vi 2 (vy, va) = (v, va).

3. Wyrazi¢ ten iloczyn gdy U = R?, V = Ry[z] i L(a) = ap + a1 + azz? dla

a = (ag,a1,az) € R3, zas (f,g) = f fWgt)dt dla f,g € V.
4. Przyjmijmy v’ = ||2V dlav eV {O} (Przeksztalcenie v +— v’ nazywane jest
inwersja wzgledem sfery ||v|| = 1.) Dowies¢, ze ||[v — w'|| = [|v — w]|/||Vv]|||w]].

5. Dowiesé, ze gdy V' jest przestrzenia unitarna i u,v,w € V', to ma miejsce tozsa-
mo$¢ Apolloniusza:

= v][2 = 2J[u — Wiz + 2/Iv — wl? — 4] — wl]2
(Wskazowka: mozna wykonywaé rachunki bezposrednio na u, v, w, lecz mozna tez
stara¢ sie zredukowaé¢ zadanie do przypadku w = 0. W kazdym razie rozwiazanie w
tym przypadku bedzie juz czesciowo uznawane. )

Gdy V = R? ze standardowym iloczynem skalarnym, daé¢ interpretacje tozsamogci
Apolloniusza w terminach dtugosci bokoéw i srodkowej trojkata.

Seria 1 (na 18 II 2010).

1. =1.3.2.7 ze zbioru zadan Kostrykina [Ko| (numeracja wg wydania z 1995r, chodzi
o zad. 3.2.7 w rozdziale I).

2. =1.3.2.2 z [Ko|: wybra¢ wartosci 4, j, k tak, by iloczyn asiasa1;as5a4aa6, wystapit
ze znakiem minus w rozwinieciu wyznacznika stopnia 6.

3. (=1.1.3.10 z [Ko]): Dowies¢, ze kazda permutacje o € S,, mozna przedstawi¢ jako
iloczyn transpozycji postaci

a) (17), gdzie j =2,3,....,n

b) (j —1 ), gdzie j =2,3,...,n

4. a) Dowiesé, ze u(xq,...,z,) = H1§i<j§n(l‘j — x;) jest antysymetryczna funkcja
zmiennych rzeczywistych aq, ..., x,. (Wskazowka: zadanie 3b).)

b) Wywnioskowaé, ze permutacja o € S, jest parzysta, gdy taka jest jej liczba
przestawien, zdefiniowana jako liczba tych par (i,7) € {1,...,n} x {1,....,n}, dla
ktorych i < jio(i) > o(j).
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GAL I, jesienn 2009

Zadania domowe, grupa 13 (czwartkowo—wtorkowa, prowadzacy H. Toruniczyk).

Seria 26 (na 19 I 2010).

Przypominam, ze nie omowiliSmy jeszcze waznych zadan 3 1 5 z serii 24 —prosze je

ponownie przemysleé i zglasza¢ wraz z ponizszymi na najblizszych ¢wiczeniach.

1. Niech A =

. W zaleznosci od wartosci parametru s wyznaczy¢

O~ = »
_ o »w =
_ O = O

1
0
1
0
a) det(A), b) rk(A).

2. Niech A € M bedzie macierza, ktorej pierwszy wiersz i pierwsza kolumna

sa rowne (0,1, ..., 1), a pozostata klatka ma wszystkie wyrazy przekatnej rowne 0, a
pozostale réwne s. Wyznaczy¢ det(A), det(I — A), det(A?) i det(A — A?).

3. Obliczy¢ wyznacznik k X k—macierzy, ktorej ostatnim wierszem jest (y,0, ..., 0, x),
pierwszym (z,y,0,...,0), drugim (0,z,¥,0,...,0) itd. az do wiersza przedostatniego,
rownego (0, ...,0,z, 7).

4. Czy to, ze przeksztatcenie Lp : FF — F! jest roznowartosciowe, mozna wyrazié

przez rzad macierzy A € M, ;7 (Por. dyskusje na ¢wiczeniach zadania 2 z serii 24.)

Ponizsze zadanie moze by¢ rozwigzywane jako pisemne przez tych, ktorzy rozwia-
zania zadania 2b) z poprzedniej serii nie dali lub cheg je zastapi¢ lepszym:

5. Podprzestrzen U C R? jest réwna lin((1,0,1),(1,1,2)). Opisa¢ uktadem réwnan
jej przeciwobraz L~1(U) przy przeksztalceniu L € L(R* R3), ktorego macierza (w

1 2 1 4
standardowych bazach) jest A = 1 1 3 6
-3 =5 =5 —14

Seria 25 (na 14 1 2010).

1. Zdaje sie, ze zadanie pisemnie z poprzednie serii sprawia klopoty rachunkowe (nie
biore odpowiedzialnosci za odpowiedz, jest przepisana z Kostrykina). Jako konkuren-
cyjne z nim (do wyboru) proponuje nastepujace zadanie nie wymagajace rachunkow:

Dowiesé, ze gdy klatki P i Q sa kwadratowe, to wyznacznik macierzy { f; g ]
jest rowny iloczynowi det(P) det(Q). (Wskazowka: sprowadzi¢ klatki P i Q do postaci

schodkowej operacjami typu (I).)

2. W oparciu o dyskusje z ¢wiczenn podaé¢ opis (uwiktany lub parametryczny, do
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wyboru) przestrzeni W, gdy (przyjmujemy F = R):

12 0
: 1 0 —1 . L , :
a) W = La(V), gdzie A = 09 1% V' to zbior rozwiazan uktadu rownania
11 1

1+ 2o+ 23 =0.
b) W = L,}(U), gdzie macierz A jest jak wyzej, a U jest powltoka liniowa wektorow
(1,0,1,0) i (1,1,0,1).

Powyzsze zadania sa pisemne, przy czym a) i b) w zadaniu 2 liczone sa jako pelne
zadania. (Czyli mozna uzyska¢ 3x3 punkty: 3 za wybrane zadanie 1-to lub z poprz.
serii, i po 3 za kazda z czesci zad. 2.)

Przypomne, ze w zad. 2 wygodnie jest V' przedstawi¢ w postaci parametrycznej,
a U — uwiktanej. (Uzyskanie takiego opisu daje czes¢ punktow.) Dyskusja z ¢wiczen
oparta byla o rzecz nastepujaca: gdy dane sa przeksztalcenia f : X — Y i g :
Y — Z oraz zbior Zy C Z, to (go f) 1 (Zy) = fHg 1 (Zy)). (Stosowalismy to,
gdy przeksztalcenia i przestrzenie sa liniowe, a Zy = {0}.) Prosze te ogdlna wlasnosé
przeksztatcen przemysle¢ jako zadanie ustne.

Seria 24 (na 12 1 2010, a pisemne na 14 I).

1. Obliczy¢ wyznacznik macierzy A, gdy

1 2 3 4

-3 2 -5 13

A= 1 =2 10 4
-2 9 -8 25

Powyzsze zadanie jest pisemne (a odpowiedz wg. zbioru Kostrykina to 301). o czy-
telne wyjasnienia poszczegolnych przeksztalcen macierzy i wykonywanych rachunkow!

Co do zadan ustnych i przygotowania do kolokwium, zmienitem nieco koncepcje.
Zadania ze skryptu T. Kozniewskiego moga Panstwo samodzielnie przegladac¢ i wska-
zane przez Panstwa mozemy omawia¢ na ¢wiczeniach, poza oznaczonymi litera D w
skluczu” z nastepnej strony (te tez mozemy, ale przy nadmiarze czasu). To samo do-
tyczy zadan ze strony A. Webera. Na é¢wiczeniach wtorkowych przedstawie natomiast
pewne zadania z kolokwiow z ub. lat. Prosze tez o przemyslenie nastepujacych zadan:

2. Dowiesé¢, ze gdy przeksztatcenie La : F¥ — F! jest ,na”, to wiersze macierzy
A € M, sa liniowo niezalezne, i odwrotnie.

3. i) Jaki jest zwiazek miedzy [L]}, a [L)}, , jesli V' otrzymano z bazy V = (v;)k,

przez a) zastapienie wektora v; wektorem cv;? b) zastapienie go wektorem v; + cv;?
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c) zamiane wektorow v; 1 v; miejscami? (Tu 1l <4i¢,5 <kicel.)
ii) A pomiedzy [L]}, a [L]}, , jesli W' w podobny sposob otrzymano z W?

4. Rozpatrujemy przestrzen Moy wszystkich 2 x 4-macierzy rzeczywistych i jej
podprzestrzen ztozong z tych macierzy A, dla ktorych a9 + a9y = 0 = a9 + 2a91 =
a19 + 3as;. Jaki jest wymiar tej podprzestrzeni?

5. a) Jaka jest macierz rzutu V= U @& W na U wzdluz W w bazach V,V, gdzie
V= (ay, .., up, Wi, ..., w;), za$ (u;) 1 (w;) to bazy podprzestrzeni U i W, odpowiednio?
b) A jaka jest macierz, nadal w bazach V,V, symetrii wzgledem U wzdtuz W?

c¢) Dla przeksztatcenia L € L(V, W) i baz v, ..., v, przestrzeni ker(L) i wy, ..., W,
przestrzeni L(V'), obierzmy baze V = (uy,...,uy, vi,...,v,) przestrzeni V z dowodu
lematu 1 w §5.1 pliku WEKT.pdf z mej strony, i rozszerzmy uklad (w;)?_; do bazy
W = (w;)i_, przestrzeni W. Jaka jest macierz [L]},?
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Klucz do stopnia trudnosci zadan w skrypcie T. KoZniewskiego:
A podstawowe, B tatwe typowe, C tatwe uzupelniajace, D trudniejsze

Rozdzial 1. Wszystkie zadania A

Rozdzial 2.
1:1C,2B,3B,4B2: 1B,2B
3:1A 2B,3A

4: 1A 2B,3B
5:1A,2B,3A,4A,5C,6D

Rozdzial 3. (Przestrz. liniowe)
1:1B,2C, 3C, 48

221A,2A, 3A,4A,5B

3: 1A 2A,3A 4B 58
4:1A,2A,3B,4C,5C,6D,7B,8D,9D
5 1A, 2A3A, 4B 5A,6A,7C,8B,9C
6: 1A,2A,3A,4A,5B,6C,
7.1B,2C,3C,4B,5C,

8 1A, 2A 3A,4B,5C,6B,7B,8C,9C

Rozdziat 4. (Przekszt. liniowe)
1A, 2A,3A,4A 5C
2:1A,2B,3C, 4B
331A,2A,3C,4C

4 1A,2B,3A,4C,5C
51A,2A, 3B, 4C, 5B

6: 1A, 2A 3A, 4B 5C
721A,2B 3D

Rozdzial 5 (Wyznaczniki etc.)
1: 1A 2A 3B
221A,2B,3B,4A,5A,6C,7B,8C,9B,10D
3:1A2A 3A,4C
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Seria 23 Dobrego Nowego Rokul!

Ale po nim, poniewaz zblizamy sie juz do korica semestru i do kolokwium, dobrze
chyba zacza¢ powtorke materiatu. Mysle wiec w styczniu dawaé, poza pisemnymi, nie-
liczne tylko zadania, proszac rownoczesnie o przegladanie wyznaczonych porcji zbioréw
zadan. Zadania, sprawiajace ktopoty, omawialibysmy na ¢éwiczeniach. (Tak wiec od
Panstwa zalezy, czy 1 ktére bedziemy omawia¢ — nalezy przed ¢wiczeniami zadania
przemysle¢, by sensownie zdecydowac.)

Na pierwszy tydzien zaje¢ w styczniu proponuje przejrzenie

a) zadan ze skryptu T. KozZniewskiego, ze stron 22, 25, 29/30 (poza 6, 8, 10) i 35-37;

b) zadan wywieszonych na stronie A. Webera pod adresem

http://duch.mimuw.edu.pl/ aweber /zadania/gal /gaza.pdf
—w tym tygodniu z rozdziatow 4,5,6, a w szczegolnosci zadan 4.6, 5.5, 6.5 1 od 6.8 do
6.10.

Ponizsze zadania sa za$ pisemne (na czwartek 8 I)

1. Znalez¢ jadro i obraz przeksztatcenia K € L(V), gdy
a) V=F[z]1 K(f)=f— [, gdzie f' to pochodna wielomianu f,
b) V = Mi(R)i K(A) =1(A+ A
W obu przypadkach zbada¢, czy K jest rzutem liniowym.

2. Dla najwiekszych mozliwych liczb p, q, s znalez¢ nieosobliwg s X s — podmacierz
2 3 4 5 6 7

8 7 6 5 4 3
12 13 14 15 16 17
18 17 16 15 14 13
liniowo niezaleznych kolumn macierzy A. (Jak zawsze, odpowiedZ uzasadnic!)

macierzy A = , a takze p liniowo niezaleznych wierszy i ¢

3. Niech L : Ry[z] — R[z| oznacza przeksztalcenie, ktore kazdemu wielomianowi
przyporzadkowuje jego trzecia pochodna.
a) Dowiesé, ze {f : (x3 + x + 1)|L(f)} jest podprzestrzenia przestrzeni Ry[z] i
znalezé jej wymiar. (Tu g|h oznacza ,wielomian g dzieli h”.)
b) Dowiesé istnienia niezerowego wielomianu f € Ry[z] takiego, Ze jego trzecia
pochodna dzieli si¢ przez 3 4+ x + 1, a on sam przez z* + x — 2.

Seria 22 (na 15 XII). W zwiazku z przed$wiatecznym nastrojem, nie ma nowych
zadan ustnych (pisemne byly ogloszone wezesniej). Prosze o przemyslenie dotycheza-
sowych zadan i wczesniejszego materiatu; jesli sa zwiazane z tym pytania, to dobrze

jest je omowic.

Wskazowka do pisemnych zadan 21 3: K € Z < im(K) C ker(L).
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Seria 21 (na 15 XII, a pisemne na 17 XII).

-1 0 -1 0 —1

| i \ . . o 01 11 -1
Niech L : R> — R* bedzie przeksztatceniem takim, ze [L] = 01 11 —1
12 33 —1

(To L jest wspolne dla zadan 1-3.)

1. Znalez¢ a) baze obrazu im(L) przeksztalcenia L i b) wymiar jadra ker(L) tego
przeksztatcenia.

2. Niech Z = {K € L(R?,R%) : Lo K = 0}. Dowied¢, ze Z jest podprzestrzenia
liniowg przestrzeni £(R? R%) i wyznaczy¢ dim(Z).

3. Okresli¢ wzorem we wspotrzednych kartezjanskich takie przeksztalcenie K € Z,
ktore ma maksymalny rzad (wsrod przeksztalcen ze zbioru Z, okreslonego wyzej).

Powyzsze zadania sa pisemne. Prosze tez o przemyslenie takich zadan ustnych:

4. a) Jakiego wymiaru jest przestrzen Z, zlozona z tych wielomianéw stopnia < 4,
ktore sa podzielne przez x? + x + 17

b) Jakiego wymiaru jest jadro przeksztalcenia L : Rslx] — Ryfz], ktore przypo-
rzadkowuje kazdemu wielomianowi f € Rs[x] jego pochodna f' € Ry[z]?

c¢) Jakiego wymiaru jest przestrzeni Y tych wielomianow f € Rs[x], ktorych po-
chodna jest podzielna przez z? + x + 17

5. Jaki jest warunek konieczny i wystarczajacy dla istnienia przeksztalcenia L €
L(R™ R™) takiego, ze im(L) = ker(L)? Gdy przeksztalcenie takie istnieje, okresli¢ je
wzorem.

6. a) Dowies¢, ze tk([A|B]) < rk(A) 4 rk(B), oraz
b) rk(A 4+ B) < rk(A) + rk(B) gdy suma A + B istnieje. (Uzy¢ a).)

7. a) Dowiesé, ze gdy T jest zbiorem skoniczonym, a funkcje fi,....,f, : T — T sa
liniowo niezalezne w przestrzeni F7, to istnieje n—elementowy zbior Ty C T taki, ze
obciecia tych funkcji do Tj sa liniowo niezalezne.

b)* Dowiesé¢ tego dla nieskonczonego zbioru 7.

Seria 20 (na 10 XII).

Zadania pisemne byly sformutowane w poprzedniej serii. (W zadaniu 4 jest jednak
poprawka—w jednym miejscu byto L zamiast K; teraz jest dobrze.) Prosze tez o
przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

5. Niech V = (vy,...,vg) i W = (wy,...,w;) beda bazami przestrzeni V i W,
odpowiednio. Na ¢wiczeniach ustalono, ze baza przestrzeni L(V, W) jest zbior {L;;
1 <i<l,1<j <k}, gdzie L jest przeksztalceniem takim, ze [L;;]}, = Ei; € M.
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a) Poda¢ wzor na przeksztatcenie L;;.
b) Ustali¢, jaka jest macierz [L]}fv, jesli znane sg wspotczynniki ¢;; w przedstawieniu
L= Zi,j CZ]LZ]

6. Dokoriczy¢ rozwiazywanie zadania 7 z poprzedniej serii.

Seria 19 (na 8 XII, a pisemne na 10 XII).
Zadania 1-4 sa pisemne (na czwartek 10 XII).

W zadaniach 1-3 znalez¢ bazy i wymiary podprzestrzeni Vi N'Vy 1 V) + Vs, gdy
1. V4 =1in(2,1,3,4),(3,9,3,9),((—1,7,-3,1)), V5 =lin((1,-3,3,0),(2,5,3,5),((1,8,0,5))

2. V1 =1in((3,2,1,0),(4,3,0,2),(1,2,2,-3)), a V5 jest zbiorem rozwiazan ukltadu
rownan xri; + 2xo —x3 + x4 =0, 31 + 529 + 3 — Dy = 0.

3. V11 V5 to zbiory rozwiazan uktadow 2x1+x9—x3+4xs = 0, 3v1—29+2x3+24 = 0
(dla Vi) 1 —x1 + 229 — bwg + 324 = 0, 2x9 — 4x9 + 1023 — 624 = 0 (dla V).
4. Niech przeksztatcenie K € £(R3 R?) ma w bazach V = ((1,1,0), (0,1, 1), (1,2,0)),
W= ((1,2),(1,3)) macierz A = [ _; _1 (2) ], i niech L : R? — R? bedzie zadane
wzorem L(x,y) = (x — y, z + 2y).

a) Znalez¢ ciag wspohrzednych [L(K (v))]w wiedzac, ze [v]y = (2,1, 1).

b) Zbada¢, czy istnieje przeksztalcenie K; € L(R? R?) takie, ze K o K, jest iden-
tycznosciowym przeksztalceniem przestrzeni R%. Jesli K, istnieje, zadaé je wzorem
(we wspotrzednych kartezjariskich).

5. Niech K € L£L(R? R3) bedzie zadane wzorem K (z,y) = (x,9,0). Zbadaé, dla
jakich wektorow v € R? istnieje przeksztalcenie L € L(R3 R?) takie, ze Lo K = 0 i
im(K o L) = lin(v).

6. Niech v € V' \ {0}, gdzie V' to przestrzen liniowa nad ciatem F, skoniczonego
wymiaru. Dowies¢ istnienia funkcji liniowej ¢ : V' — T takiej, ze £(v) = 1. (Wska-
zowka: postugujac sie twierdzeniem z ostatniego wyktadu o mozliwosci przedtuzania
przeksztatceni liniowych, sprowadzi¢ zadanie do przypadku, gdy V' = lin(v).)

7. Niech Vi, V5, V3 beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Dowiesé, ze jesli Vi C Vs,
toVon(Vi+V3) =V +VaNVs.

Seria 18 (na 3 XII)
Zadania pisemne ogtoszone byly w poprzedniej serii. Prosze tez o przemyslenie
nastepujacych zadan ustnych:

1. a) Zauwazy¢, ze gdy podprzestrzenie U i W przestrzeni F* sa zadane w postaci
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uwiklanej, to tatwo tak zada¢ i UNW. (Natomiast nie bytoby tak, jesliby ,uwiktanej”
zastapi¢ przez ,parametrycznej”.)

b) W oparciu o a) obmysleé¢ sposob znajdywania bazy w U N W, w zaleznosci od
tego, jak zadano kazda z przestrzeni U i W.
2. Niech macierze A, B € M, beda wierszowo réwnowazne. Dowies¢, ze:

a) Macierz A ma te samg przestrzen wierszy, co B.

b) Jesli kolumny macierzy A o numerach ky, ..., ks sa liniowo niezalezne, to jest tak
i dla macierzy B.

Seria 17 (na 1 XII, a pisemne na 3 XII)

1. Dla zbiorow A4, ..., Ay C V przyjmijmy Zle A i=A{vi+.Fvi:vi €A, .. Vi €
Ai}. Dowiesé, ze
a) lin(AUB) = lin(A)+lin(B), skad lin(AUB) = lin(A'U B) gdy lin(A) = lin(A’).
b) Jesli Vi, ..., Vi sa podprzestrzeniami, to lin(V; U ... U V) = Ele Vi.

Zbior A C V nazywamy liniowo zaleznym, jesli istniejg wektory ay,...,a € A i
skalary ¢, ..., ¢, nie wszystkie rowne 0, dla ktorych > . ¢;a; = 0.

2. Niech L € L(V,W) i niech A C V. Udowodni¢, ze
a) Jesli zbior A jest liniowo zalezny, to L(A) tez.
b) Implikacja przeciwna jest stuszna gdy ker(L) = {0}.
¢) Ma miejsce rownosé L(lin(A)) = lin(L(A)).
3. Niech V' bedzie k—wymiarowa przestrzenig nad cialem skonczonym, liczacym gq
elementow.
a) Ile jest wektorow w przestrzeni V7 A ile w jej s—wymiarowej podprzestrzeni?
b) Dla s =1, ..., k, ile jest liniowo niezaleznych uktadow (vq, ..., v)?

c¢) A ile jest s—wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni V', dla s j.w.?

Wskazowka: zauwazy¢, ze ukltad (v;)i1] jest liniowo niezalezny < uktad (v;)i_, jest

takiivgyq ¢ lin(vy, ..., vs); wykorzysta¢ a) do wyznaczenia mocy zbioru lin(vy, ..., vg).
Ponizsze zadania sa pisemne (na 3 XII)

1. Oznaczmy przez Mo przestrzen 2 X 2-macierzy rzeczywistych, a przez V jej
baze (Ei1, Ei2, Egi, E9g). (Macierz E;; ma jedynke w miejscu ij-tym, a poza nim

zera.) Dla macierzy A = [ Z cbi ] 1 przeksztalcenia L : My — My zadanego wzorem
L(X) = XA wyznaczy¢ [L]3,.
2. Niech dla bazy V = (1, x, 2?) przestrzeni V = Ry[x] i przeksztalcenia L € L(V, V)
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zachodzi [L]};, = . Dowiesé, ze W := (32% + 21+ 1,22 + 32+ 2, 22° + 2+ 3)

— O O
o = O
o O =

jest baza przestrzeni V i wyznaczy¢ [L]}Y.

3. Dowies¢, ze istnieje jedyne przeksztalcenie L € L(R3 R3), przeprowadzajace
(1,1,1) na (1,1,1), (0,1,0) na (0,1,0) i (1,0,2) na (1,0,1). Wyznaczy¢ to prze-
ksztatcenie wzorem (we wspotrzednych kartezjanskich).

4. Niech V = ((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,1,1,0), (1,1,1,1)) i W = ((5,4), (4,3)), i
niech przeksztatcenia K € L(R? RY) i L € L(R* R?) beda zadane warunkami

0211]

Znalez¢ wzor na L o K we wspoltrzednych kartezjanskich.

Seria 16 (na 26 XI)

1. Zadanie pisemne sformutowane w poprzedniej serii; patrz tez uwaga po nim.
(Zadanie to ma 4 czesci, kazde punktowane jako oddzielne zadanie.)
Prosze o przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

2. Dokoriczy¢ rozwiazywanie zadania z ¢wiczen: jesli K € L(U, V)i L € L(U, W),
przy czym ker(K) C ker(L), to L = S o K dla pewnego przeksztalcenia S €
L(KU),W).

(Przypominam, ze pozostata do udowodnienia taka wtasnosé: jesli dla danego wek-
tora v € K(U) obierzemy wektor u € U tak, by K(u) = v, to wartos¢ S(v) := L(u)
nie zalezy od dokonanego wyboru.)

3. Przypomnie¢ sobie, jak mozemy tworzy¢ baze przestrzeni rozwiazan uktadu rownan
jednorodnych, i jak z postaci zredukowanej macierzy tego uktadu odczyta¢ wymiar
przestrzeni rozwiazan.

Seria 15 (na 24 XI, a pisemne na 26 XI)

1. Rozpatrzmy operator rézniczkowania L : RY[z] — RY[x], zadany wzorem L(f) = f
(pochodna wielomianu f).
a) Wyznaczy¢ macierz [L]Y, gdzie V = (1, z, 2%, 23, z%).
b) Sprawdzi¢ prawdziwosé tozsamosci [L1G[fly = [L(f)]y dla f € Ry[x].
2. a) Niech (vy,...,vg) i (Wy,...,w;) beda bazami przestrzeni V' i W, odpowiednio.
Dowies¢, ze uktad (vy,0), ..., (vk, 0), (0, wy), ..., (0, w;) jest baza przestrzeni V x W.
b) Wyznaczy¢ wzor na dim(V; x ... x V,,) dla przestrzeni Vi, ..., V,,, posiadajacych
bazy skonczone.
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3. Dowiesé, ze przestrzen rzeczywista R[z] nie ma bazy skoriczonej.

4. Dowies¢, ze baza (vi,...,vy) przestrzeni rzeczywistej V' pozostaje tez baza jej
skompleksyfikacji”, opisanej w zadaniu 2 serii 11. (Ta kompleksyfikacja jest przestrzenia
zespolona.)

Ponizsze zadanie jest pisemne (na 26 XI); kazda jego cze$¢ bedzie traktowana jako
oddzielne zadanie (do 3p.).

1. a) Niech vi = (1,1,1),vo = (1,1,0),v3 = (1,0,0) i V = (v, Vs, v3). Wyznaczy¢
wspotrzedne, wzgledem bazy V, wektora w = (wy, w, w3) € R3.

Okreslmy nastepnie przeksztalcenie L : R® — R3 wzorem L(z,y,2) = 2y +x, 2 —
4y,3x), i dla danych baz A = (aj, as,a3) i B = (by, by, bs) przestrzeni R? oznaczmy
przez C macierz, ktorej j-ta kolumng jest ciag [L(a;)]|s wspotrzednych wektora L(a;)
wzgledem bazy B. W kazdym z ponizszych przypadkow wyznaczy¢é macierz C i bez-
posrednio sprawdzi¢ prawdziwosé tozsamosci Clw] 4 = [L(w)]g dla w € R?:

b) A= B =YV (baza zdefiniowana wyzej),

c) A=V, B=¢ (baza standardowa)

d)A=EB=V.

Seria 14 (na 19 XI)

W zwiazku z kolokwium, nie ma dalszych zadan pisemnych, poza podanymi w serii
13.

Prosze tez o przemyslenie nastepujacych zadan ustnych:

1. W zadaniu 3 z serii 13 przyjmijmy s =t = 1. Podaé¢ baze przestrzeni LI%(O) =
{V € R3: Ll,l(V) = 0}

2. a) Niech wielomiany f, ..., f,F[x] spetniaja warunek deg(f;) =i dlai =0,1,...,n.
Dowies¢, ze tworzg one baze przestrzeni I, [x].

b) Obmysle¢ sposdéb wyznaczenia wspohrzednych wielomianu f w tej bazie, gdy
F=Rifi=(r—a)dai=0,..n.

Seria 13 (na 17 XI, a pisemne na 19 XI)
Ponizej, U, V, W to przestrzenie liniowe nad tym samym ciatlem skalarow.

1. Dowies¢, ze:
a) Ztozenie przeksztatcen L o K liniowych K : U — V i L : V. — W jest prze-
ksztatceniem liniowym z U do W.
b) Odwrotnosé izomorfizmu liniowego L : V' — W jest izomorfizmem liniowym

2. Dowiesé, ze gdy Ky, Ko € L(U, V)i L e L(V,W),to Lo (K;+cKy) = Lo K; +
c(LoKjy)dlaceF. (L(X,Y) to zbior przeksztalcen liniowych z X do Y. Przeksztal-
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cenia dodajemy i mnozymy przez skalar jak opisano na wyktadzie.)

3. Dla s,t € R oznaczmy przez Ly, : R — R3 przeksztalcenie liniowe, dane wzorem
Loi(z,y,2) = (sz+ty +tz,te + sy + sz, to + ty + sz).

a) Zbadac, dla jakich par (s,t) przeksztatcenie to ma odwrotnosé Ls_t1

b) Jesli ta odwrotnosé istnieje dla s = 1,¢ = 2, wyrazi¢ ja wzorem.

Zadania pisemne (na 19 XI).

1. Znalez¢ wspotrzedne wektora v € V' w bazie V i uzasadnic, ze V jest baza, gdy
a) V=R? v=(1,1), V=((1,-1),(-2,3));
D)V =Rslz], v=1+z+2* V= (r+2%0—2°1+ux).

2. Wyznaczy¢ baze 1 wymiar ponizszych przestrzeni rzeczywistych V'; uzasadnic tez,
ze mamy do czynienia z baza:

a) V:{VERloivlzvloi’Ug:QUg}.

b) V ={A € My(R) : tr(A) =0}.

Seria 12 na 12 XI)

Ponizsze zadanie prosze przyjac¢ jako zadanie pisemne, procz podanych wczesniej
zadan 11 2.

1. Przedstawi¢ macierz A w postaci iloczynu macierzy elementarnych, opowiadaja-
cych wierszowym operacjom elementarnym typow [ i II, gdy

StH

Uwaga 1. Jesli to wygodne, mozna w rachunkach dotyczacych powyzszego zadania
wykorzystaé zadanie nastepujace

2. Dowiesé, ze gdy na macierzy jednostkowej I wykonano jedna wierszows operacje
elementarng e, otrzymujac macierz E, to w wyniku wykonania na I operacji odwrotne]
do e otrzymamy macierz F taka, ze EF = FE = I;. (Patrz zadanie 3 w serii 7.)

3. W zadaniu 5 poprzedniej serii, uzyska¢ czesé ¢) w oparciu o b) i twierdzenie, ze
czes¢ wspolna rodziny podprzestrzeni jest podprzestrzenia.

Zadania 2 i 3 sa do przemyslenia jako ustne.

Seria 11 (zadania pisemne 11 2 na 12 XI, a pozostale prosze przemysle¢ na 10. XI.)

1. Rozpatrujemy nastepujacy uktad rownan nad R, w ktorym a, b € R:
3r—2y+2=2»5
5t —8y+9z =3
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20 +y+az=—1
Zbadac, dla jakich wartosci a i b zbiér rozwigzan jest a) zbiorem skoniczonym, b) nie-
skoriczonym, ¢) pustym. W pierwszych dwoch przypadkach podaé¢ rozwigzanie ogolne.

2. Udowodni¢ stwierdzenie z wyktadu: jesli V' jest przestrzenia wektorowa nad R, to
zbior wyrazen u + iv, gdzie u,v € V', tworzy przestrzen nad C, gdy dzialania w niej
okresli¢ wzorami (u +iv) + (0 +iv') :=u+u +i(v+ V') oraz (a + bi)(u +iv) :=
au — bv 4+ i(bu + av).

3. Nazwijmy elementarng kazda macierz E, otrzymana z macierzy jednostkowe;
przez wykonanie jednej wierszowej operacji elementarnej. 7 twierdzenia z wyktadu
wynika, ze pomnozenie macierzy A z lewej strony przez E skutkuje wykonaniem od-
powiadajacej E operacji na A.

a) Sprawdzi¢ to bezposrednio, wykonujac mnozenie.
b) Sprawdzi¢, ze gdy E jest macierzg elementarng, to E' rez.

4. Pierscien My(F) jest tez przestrzenia wektorowa nad F, bo okreslone jest mno-
zenie macierzy przez skalar, speliajace (wraz z dodawaniem macierzy) wymagane
warunki. Zbadac, ktore z ponizszych zbioréw macierzy stopnia k sg podprzestrzenia
tej przestrzeni:

a) zbior macierzy symetrycznych;

b) zbiér macierzy diagonalnych;

¢) zbior macierzy odwracalnych;

d) zbior macierzy, ktore nie sa odwracalne;

e) zbioér macierzy przemiennych z dana macierza;

f) zbior macierzy przemiennych ze wszystkimi k& x k—macierzami.

5. Zbada¢, ktore z ponizszych zbioréw funkeji sa podprzestrzenia przestrzeni RF
wszystkich funkcji R — R:
a) zbior funkeji, przyjmujacych w danym punkcie ustalong wartos¢ a # 0;
b) zbior funkeji, przyjmujacych w danym punkcie wartosé 0;
¢) zbior funkeji, zerujacych sie na danym zbiorze S C R;
d) zbior funkeji, majacych tylko skoriczenie wiele punktéw niecigglosci.
e) zbior funkcji, zerujacych sie poza zbiorem skoriczonym (zaleznym od funkeji).

Seria 10 (na 5 XI)
Przepraszam, chyba omylitem sie wypisujac macierze w zadaniu 3b1) poprzedniej

serii (ktore jest zadaniem pisemnym w tej). Prosze przyja¢ w nim

2 1 —1 01
A=|02 1|, B=|-11
52 —3 6 3

-27



Tak wiec zadania pisemne to:
1. = drugie z serii 9,
2. = 3bl),b2) z serii 9 (z powyzsza zmiang),
3. = 4b) z serii 9, oraz nastepujacego
4

. Niech vi = (0,0,1,1), vo = (1,1,0,0), v3 =(1,0,1,0), v4 =(2,1,3,2).

Ustali¢, czy wektory te sa liniowo zalezne, a jesli sa, to znalezé wspotezynniki ¢;,
nie wszystkie rowne 0, dla ktorych > ¢;v; = 0, a takze wyrazi¢ jeden z wektorow v;
jako kombinacje pozostatych.

Prosze tez o przemyslenie nastepujacego zadania ustnego:

5. 7 macierzy A w wyniku wykonania ciggu kolumnowych operacji elementarnych
otrzymano macierz jednostkowa. Czy macierz A jest odwracalna, a jesli tak, to w jaki
sposob otrzymaé A~1?

Seria 9 (na 3 XI, a zadania pisemne na 5 XI)
Pisemne sg zadania 2, 3b1,b2), 4b); jedno jeszcze dodam we wtorek.

1. Rozpatrzmy przeksztalcenie liniowe L : R® — R* zadane wzorem
L(z,y,2) = Bz +4y + 22,0 + 2y,2x + y + 32, —x + by — 72)

i) Zbadaé, czy ktorys z wektorow (9,3,6,—3) 1 (0,0,0,1) (a jesli tak, to ktory) lezy
w obrazie im(L) przeksztatcenia L.

ii) Znalez¢ uktad jednorodnych réownan liniowych, opisujacy ten obraz (tzn. taki
uktad, ktorego zbior rozwiazan jest rowny im(L)).

iii) Zbada¢, czy wektory L(ey), L(es), L(es) sa liniowo niezalezne.

iv) Zbada¢, czy L(v) = 0 dla pewnego niezerowego wektora v, i czy przeksztalcenie
L jest roznowartosciowe.

2. To samo, przy L : R* — R* zadanym wzorem
L(x,y,2,t) = (4x + 2y + 10z, 2 + 3y — 5t,2x + y + 5z, —3x — Yy + 15¢).

3. Dla ponizszych par macierzy A, B rozwiaza¢ rownania macierzowe AX = B (gdy
rozwigzanie jest niejednoznaczne, wyrazi¢ je w zaleznosci od parametrow):

1 1

13 2 -1 1 3]
al)A:{12],B: -2 -1 a2)A:[4 —2]’B:[26
4 3 .

123 3 —2 :
bl)A=|223]|, B=|4 —1 102)A:[;L :;],B:[S :3)
513 6 2 :
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4. Poda¢ uktad fundamentalny rozwiazan wiy,...,ws i rozwigzanie ogolne F* >
(C1, .0y Cs) = 1AW + ... + csWy dla uktadu rownan Ax = 0, gdy cialem skalarow
[F jest 1) ciato C liczb zespolonych, ii) cialo Q liczb wymiernych. Za A przyjmujemy

34 2 4 210 0
12 0 1 3 0 -5
A=, 3 bJA=1 5 | 5 o
15 -7 ~3 -9 0 15

5. a) Udowodnié, ze przy pomocy elementarnych operacji na wierszach i kolumnach
mozna kazda macierz kwadratowa przeprowadzi¢ w taka, ktéra ma niezerowe wyrazy
tylko na przekatnej, i sa one rowne 1. (Moga pojawiac sie i zera na przekatnej.)

b) Jaki jest odpowiednik tej tezy dla macierzy, ktore nie sg kwadratowe?

Seria 8 (na 29 X)
Ponizsze zadania sg pisemne

. Rozwiazaé¢ rownanie 24(2)? = i|z|?/16.
Naszkicowa¢ zbior {z € C : Im(2?) < Re(z2?)}.

Jest to zadanie 4b) z poprzedniej serii.

W=

Jest to zadanie 5b) z poprzedniej serii.

5. Niech uktad wektoréw vy, vo, vs, vy przestrzeni F* bedzie liniowo niezalezny (tzn.
jesli skalary ¢; spelniaja warunek Z?Zl civi=0,t0c; = ... =c¢4 =0.) Czy jest to
prawda w odniesieniu do uktadu

a) Wi, Wo, ws, gdzie wi = 3vy +2vo + v3+ vy, Wo = 2V +5vy+3v3+2vy, w3 =
3vi + 4ve 4+ 2v3 + 3vy,
b) wi, W, w3, wy, gdzie wy = 8vy + 11vy+6v3+ 6vy, a pozostale w; sa jak wyzej?

Seria 7 (na 27 X)
Definicja. Dla A € My(F) i dla p = ag + a1z + ...asx® € F[z] przyjmijmy

p(A) = agly + a1 A + as A% + ... + a,A°

a b
c d

2. Niech A, B € M (F) i p, q € F[z]. Dowies¢, ze:

a) (p(A))" = p(A").
b) Jesli AB = BA, to p(A)q(B) = q¢(B)p(A).
c) (pq)(A) = p(A)q(A) i analogicznie dla iloczynu wickszej liczby wielomianow.

1. Wyznaczy¢ p(A), gdy A = [ } , p=a>— (a+d)z + ad — b
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3. a) Wykazaé, ze do zadanej operacji elementarnej istnieje przeciwna i opisaé ja.
(Dwie operacje elementarne nazwiemy wzajemnie przeciwnymi, jesli wykonanie na
dowolnej macierzy A wpierw jednej z nich, a potem drugiej na otrzymanej macierzy
A’ w dowolnej kolejnosci, da wyjsciowa macierz A.)

b) Otrzymac operacje typu (III) (zamiany wierszy) poprzez wykonanie kolejno kilku
operacji pozostatych dwoch typow.

4. Rozwigza¢ podane réwnania, przy czym rozwigzanie ogolne da¢ tak w postaci
uwidaczniajacej zalezno$¢ niewiadomych prowadzacych od wtornych, jak i w postaci
kombinacji liniowych ustalonych wektorow.

Ty

5 3 5 12 10
a)|223 5[] =] 4
179 4|7 2
i v
T8 6 327 [m 5
b | 123 33w | |
4 5 23| | x 3
oA 4 1 4] | 9

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby A, dla ktérych wektor b jest kombinacja liniowa
wektorow aj, as, as (tzn. b =), ¢;a;, gdzie ¢, ¢a, c3 € R), gdy
a) a; = (2,3,5), Ay — (3, 7, 8), az = (1, —6, 1), b = (7, —2, )\)
b) a; = (3,2,5), as = (2,4,7), a3 = (5,6,\), b=(1,3,5)

Seria 6 (na 22 X)

1. Wykazaé, ze 2" — 1 = (z — 1) [ [y, (2? — 22 COS(%T”) + 1) dla nieparzystych n.
(W razie trudnosci rozpatrze¢ przypadek n = 7, wraz rysunkiem.)

2. Niech a, b, ¢ € C traktowane bedg jako wierzchotki trojkata. Dowiesé, ze trojkat ten
wtedy i tylko wtedy jest réwnoboczny, gdy (a —b)? = (b—c)(c—a) # 0. (Wskazowka:

c=a+ (b— a)u dla pewnego u.)

3. Dla a,b € C oznaczmy przez Q(a,b) 2 x 2-macierz zespolona o pierwszej kolumnie

(a,b) i drugiej (—b,a). Niech H' := {Q(a,b) : a,b € C}. Dowiesé, ze:
a) Zbior H' jest zamkniety tak wzgledem mnozenia macierzy, jak i ich dodawania.
b) Kazdy element H'\{0} jest odwracalny w H' i odwrotnoscia Q(a, b) jest WQ(H, —b).
c) Kazda macierz A € H mozna w doktadnie jeden sposob przedstawi¢ w postaci

A =t +xi+ yj+ zk, gdzie t,x,y, z € R, a macierze i, j, k zostaly zdefiniowane w
poprzedniej serii.

4. * Niech D bedzie k X k macierza diagonalna, o parami réznych wyrazach na
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(glownej) przekatnej. Dowiesé, ze kazda macierz A € My, ktorej przekatna jest
zerowa, jest postaci BD — DB dla pewnej macierzy B € M.

Ponizsze zadanie jest pisemne, wraz z trzema podanymi w poprzedniej serii. Termin
oddania: 22 X na poczatku ¢éwiczen. Prosze numerowac¢ to zadanie jako czwarte z
zadan pisemnych (a pozostale zgodnie z numerami z serii 5).

5. a) Niech D bedzie k x k —macierza diagonalna, ktorej wyrazy stojace na przekatnej
sa parami rozne i rézne od zera. Znalezé wszystkie macierze A takie, ze AD = DA.

b) Dowiesé, ze tylko macierze skalarne (tzn. postaci cly, gdzie ¢ € F) sa przemienne
z kazda macierza A € My ().

Seria 5

1. Rozpatrzmy macierze zespolone

[ om (5 e []

a) Dowiesé, ze i2 = j? = k? = —Iy oraz ij = —ji =k
b) Dowiesé, ze macierz A € My(C), przemienna z kazdg z macierzy 1i,j, k, jest
skalarna (tzn. A = cly, dla pewnej liczby ¢ € C).

2. Dla kwadratowej macierzy X przyjmijmy tr(X) := >, x.
a) Dowies¢, ze gdy A € M (F) i B € My (F), to macierze AB i BA istniejg i
tr(AB) = tr(BA).
b) Dowiesé, ze gdy A, B € My(F), to
tr(B)A + tr(A)B — AB — BA = (tr(A)tr(B) — tr(AB))L.
3. Dowies¢, (AB)" = B'A', tzn. ze gdy jedna ze stron tej rownosci jest zdefiniowana,

to druga tez i rownos¢ ma miejsce. (Tu A i B sg macierzami nad tym samym ciatem.)

4. Roztozyé na czynniki kwadratowe i liniowe wielomian 2" — x € Rlx].

Uwaga: ponizsze zadania sa pisemne i beda zbierane 22 X na poczatku ¢éwiczen.
Podaje je juz teraz, by nie brato czasu na zapisanie rozwigzan i by zdazyé omowicé
ewentualne watpliwosci (lecz nie rozwiazania!) we wtorek. (Doloze tez wtedy jedno
lub dwa dalsze.)

1. Znalez¢ postaci trygonometryczne pierwiastkow stopnia 4 z liczby —9s.

2. Roztozyé w F[x] na czynniki najnizszych stopni nastepujace wielomiany:
a) 2t + 4, przy F = C;
b) z* + 4, przy F = R;
¢) a4+ 322+ 9, przy F = R.
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3. Niech D = {z € C : Rez < Imz} i niech funkcje f,g : C — C beda zadane
wzorami f(z) = (V3 414)23 + 24, g(2) = (2 + 3)%. Naszkicowaé zbiory f(D) i ¢g~'(D).

Seria 4 (na 15 X). Jest to seria zadan pisemnych; prace nalezy oddawaé¢ na po-
czatku ¢wiczen. Prosze o zapisywanie objasnien, umozliwiajacych zrozumienie rozwia-

zania/

1. W kazdym z ponizszych przypadkéw zobrazowacé na plaszczyznie zbior punktow
odpowiadajacych liczbom zespolonym z, dla ktorych:
a) |z +3+4i <5
b) Jarg(2)| < /6
c) 2 < |z—2i <3.

2. Przy p=1+1, ¢ = 4+ 5i, wyznaczy¢ kolejno:
a) punkt z € C taki, ze trojkat pgz jest rownoboczny (sa dwie mozliwosci);

b) punkt u € C, lezacy na odcinku pz w odlegltosci 1 od punktu p.
3. Udowodnié, ze jesli ju| < 11 |v| <1, to |u+v| < |1+ ud].
4. Udowodni¢, ze jedli [z] =11 z # 1, to liczba w = 25
implikacja przeciwna tez ma miejsce. (Wskazowka: badaé, kiedy w = —0.)

jest czysto urojona, oraz ze

5. Niech z = —1+1iv/3, a liczba n bedzie podzielna przez 3. Obliczy¢ 2" korzystajac
ze wzoru Newtona i ze wzoru de Moivre’a, i podaé¢ otrzymane tozsamosci.

Seria 3 (na 13 X)
Ta seria jest ,teoretyczna’, zadania rachunkowe beda na czwartek. Mozna siega¢ do
literatury!

1. Dowiesé, ze w kazdym ciele F:
a) wykonywalne jest odejmowanie, tzn. dla a,b € F istnieje w F doktadnie jedno
rozwigzanie rownania a + = b;
b) wykonywalne jest dzielenie przez elementy niezerowe, tzn. gdy a,b € F i a # 0,
to w IF istnieje doktadnie jedno rozwigzanie rownania a - x = b;
c) istnieje tylko jeden element neutralny wzgledem dodawania i tylko jeden element
neutralny wzgledem mnozenia.

2. Dowies¢, ze kazde cialo liczbowe jest nieskonczone.

3. Dowies¢, ze Z, z dziataniami okreslonymi na wyktadzie jest pierécieniem prze-
miennym z jedynka, i ze jest on ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest pierwsza.

Ustalmy n € Nidla k = 0,...,n — 1 niech liczby ¢, € C beda dane w postaci
biegunowej wzorami Arg(ey) = k%ﬁ ilex] = 1,dlak = 0,...,n — 1. (Sa to wiec
rozpatrywane na ¢wiczeniach wierzchotki n—kata foremnego, ktoérego 1 jest jednym
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7z wierzchotkow, 1 wpisanego w okrag jednostkowy |z| = 1.) Sa one pierwiastkami
wielomianu ™ — 1 (wzory de Moivre’al) i sa to wszystkie pierwiastki, bo jest ich n i
n = deg(f).

4. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla z € Cin € N:

a) 2" =1izl#1dlal<I<mn;

b) z = g dla liczby k wzglednie pierwszej z n;

c){z':1=0,1,...n—1} ={eg, €1, ..., En_1}-

5. Dowiesé, ze iloczyn wszystkich pierwiastkow z 1 stopnia n > 2 jest rowny (—1)""
a suma jest rowna 0. (Wskazowka: wzory Viety.)

1

9

Seria 2 (na 8 X)

1. Naszkicowaé zbiory tych punktow plaszcezyzny C, ktore spetniaja zaleznosci
a) |Im(2) + Re(z)| < 1,
b) 1< |z —2i| <2,
¢) |z — 2| = Re(z) + 2.
2. Dowiesé, ze jesli |u| = |v| 1 u # v, to istnieja doktadnie 2 liczby zespolone z takie,
ze |z —u| = |z—w| i |z| = 1. Poda¢ interpretacje geometryczna i sposob wyznaczenia.
3. a) Dowies¢ tozsamosei (Jug]? + |uz)?) (Jur|? + |[va]?) = |uivr — ug®s|? + |ugve + usvr)?.
b) Wywnioskowaé, ze jesli kazda z liczb naturalnych k,[ jest sumg 4 kwadratow
liczb catkowitych, to i kl jest taka suma.

4. Rozpatrzmy réwnanie a|z|? + Re(uz) + b = 0, gdzie a,b € R i u € C sa dane.
a) Dowiesé, ze opisuje ono prosta gdy a = 0 i u # 0, za$ okrag, punkt lub () gdy
a # 0.
b) Dowies¢, ze kazda prosta i kazdy okrag mozna opisa¢ rownaniem takiej postaci.
5. a) Dowies¢, ze cos(na) mozna wyrazi¢ jako funkcje wielomianowa od cos(a).
(Liczna naturalna n jest ustalona i wielomian moze tylko od niej zaleze¢.)
b) Wyznaczy¢ ten wielomian dla n = 4.

Seria 1 (na 6 X)

1. Obliczy¢ wartos¢ wyrazen

a) (“Grarima) dlaa=m/5

30
\/g .
b ()
2. Udowodnié, ze gdy |2| < 2, to [22 — 2 +i| < Toraz 1 < |22 — 5| < 9.
3. Dowiedé, ze |u+ v]? + |u — v|? = 2(|ul* + |v|?) dla u,v € C.
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4. Dowies¢, ze gdy |z| =11z +1 =2cosa, to 2! + 5 = 2cos(10a). (Wskazowka:
uzy¢ biegunowego przedstawienia liczby z.)

2 = —1, ze w zbiorze C nie mozna okresli¢ relacji

5. * Dowies¢ w oparciu o rOwnosé ¢
< spetniajacej oba ponizsze warunki:

a) dla kazdych z,2" € C zachodzi z < 2/ lub z = 2/ lub z > 2/, i mozliwosci te
wykluczaja sie wzajemnie, oraz

b)jesliz>012">0,t022 >0iz+2 >0,zasjesli 2< 012 <0,toz+2 <0.
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