GAL IT*, wiosna 2012 Zadania domowe, grupa 1 (prowadzacy H. Toruriczyk).

Uwaga a) Na zajeciach prosze zglaszaé¢ tez rozwiazania nieomawianych dotad zadan z porcji
wczedniejszych, a takze rozwigzania czesci zadan.

b) W kazdym zadaniu mozna korzysta¢ z poprzednich jego czesci i innych zadan, nawet, jesli sie
ich nie rozwigzato.

¢) Gdy nie zaznaczono inaczej, zadania sa ustne — nie wymaga sie oddania na pismie.

Prosze sie nie zraza¢ duza iloscig zadan — najwyzej pewne z nich ,spadng”’ na dalsze ¢wiczenia.
Skany rozwiazan pisemnych prac domowych sa tu: http://students.mimuw.edu.pl/ Ir306321

Dwudziesta dziewiata porcja zadan.

1. Zbada¢, czy istnieje punkt staly przeksztalcenia afinicznego F : R? — R? i opisaé to przeksztal-
cenie geometrycznie, jesli

a) F(0) = (—2,4) i w bazie standardowej macierz pochodnej ! dF jest réwna {_01 (1)] .

b) F(0) = (1, 1) i macierz pochodnej dF' (w bazie standardowej) jest rowna \% E _11} :

2. Znalezé¢ proste niemiennicze i punkty stale przeksztalcenia afinicznego F : R? — R2, zadanego

warunkami F'(p;) = ¢; dlai =0,1,2, jesli po = (2,1),p1 = (1,2),p2 = (1,1) oraz
a) go = (1,1),q1 = (1,2),¢2 = (0, 1);
b) do = (47 1)aQ1 = (3’ 3)7Q2 = (27 1);
c)g=3,1),q1=103,2),q0=(2,1).

3. Niech A; i Ay beda podprzestrzeniami przestrzeni A, zas Vi, Vo C V), ich podprzestrzeniami
kierunkowymi. Obierzmy punkty a; € A; (i = 1,2) i przyjmijmy s := dim(Vj + V5) it := dim(A;) +
dim(Ay). Dowies¢, ze:

a) af(AlLJAg) :(11+F<CL1 —(12)+‘/1 + Vo i ((ll —as € V4 +‘/2> = (Al QAQ) 7£ @)

b) Jesli Ay N Ay # 0, to dimaf(A; UAy) =s <t i dim(A;NAy) =¢—s>max(0,t — dim(A)).
Tak wiec wtedy dim(af(A; U Ay)) = dim A; + dim Ay — dim(A; N Ay).

c) Jesli A; N Ay =0, to dim(af (A UAy)) =14 s=1+dimA; + dim A, — dim(V; N'V3).

Pozostaly jeszcze pewne zadania zalegte. Do kanonu wyksztatcenia GALowego* naleza zadania
28.1, 27.3 (nie zostaly dokoriczone), 26.2, 21.2; chetnie widziane sg tez Paristwa sugestie oméwienia
konkretnych zagadnien, np. z wywieszonych ostatnio licznych materiatow przygotowawczych. Jedne
jeszcze ¢wiczenia jestem Panstwu winien — prosze miedzy soba wybraé ich termin.

Dwudziesta 6sma porcja zadan. Dodaje tylko jedno, kilkucze$ciowe zadanie. Prosze tez
pamietaé o zalegtosciach!

1. a) Niech u € R? a L bedzie obrotem liniowym plaszczyzny R?, réznym od identycznosci.
Dowiesé¢, ze przeksztalcenie L + u ma punkt staly i w dowolnej mapie euklidesowej, zaczepionej w
tym punkcie, odpowiada mu obroét liniowy.

b) Dowies¢ podobnej tezy przy L bedacym odbiciem prostej R wzgledem zera.

c¢) Dowies¢, ze kazda izometria przestrzeni R* zapisuje sie w pewnej mapie euklidesowej jako
suma ortogonalna przeksztatceri, z ktorych wszystkie poza by¢ moze jednym sa przesunieciami pro-
stych lub obrotami liniowymi plaszczyzn, a pozostale (jesli istnieje) jest liniowym odbiciem proste;.
(Wskaz"owka: zapisa¢ izometrig w postaci L+u, gdzie L € O(R¥) i u € R¥; do L zastosowaé wniosek
1 w §VIL.3.3, a u rozbi¢ na sktadowe w rozwazanej we wniosku sumie prostej ptaszczyzn i prostych.)

1Pochodna dF jest oméwiona w §VIIL6.3, w przykladzie 1.
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e) Wywnioskowaé, Ze zmieniajaca orientacje izometria plaszczyzny E? jest symetria z pos$li-
zgiem, tzn. w pewnej (euklidesowej) mapie odpowiada jej przeksztatcenie (1, x2) — (—x1, 22 + ),
gdzie ¢ € R. Podobnie, ruch (czyli zachowujaca orientacje izometria) 3-wymiarowej przestrzeni E3
jest ruchem srubowym, tzn. w pewnej mapie odpowiada mu przeksztalcenie, bedace ztozeniem
obrotu wokol osi Reg z przesunieciem wzdtuz tej osi. (Jest to twierdzenie Chaslesa.) Opisaé tez
ruchy plaszczyzny E2.

Dwudziesta siddma porcja zadan.

Jak powiedzialem na ¢éwiczeniach, zajecia w piatek 1 VI nie odbeda sie. Mimo tego daje daje
ponizsze zadania, by sie Paristwo nie nudzili; w sobote je uzupetnie porcja na wtorek.

Prosze przeczytaé¢ na str. 45 o rownolegtosci, a na 47 o twierdzeniu Talesa i jego wystowieniu
przy pomocy ,ilorazu odleglosci wzdluz prostej” (co jest nazwa umowna, bo odlegtosé w rozwaznej
przestrzeni nie musi by¢ zdefiniowana; chodzi tu o omawiany na str. 47 iloraz (a’ —b')/(a—0)). Moze
to by¢ pomoce w ponizszych zadaniach.

1. Dowiesé, ze gdy kazda prosta lezaca w podprzestrzeni A jest réwnolegta do podprzestrzeni Ay,
to podprzestrzen Ag jest rownoleglta do A;.

2. Niech a; € Aib; € a;a;41 dla i € Zs, przy czym punkty ag, ai,as nie leza na jednej prostej.
Przyjmijmy X; := (b; — a;)/(b; — a;11). Udowodnié¢, ze:
a) Jesli punkty by, by, by sa wspolliniowe, to A\gAj Ay = 1. (Twierdzenie Menelaosa).
b) Jesli proste apby, aiby i asby przecinaja sie w jednym punkcie lub sa parami réwnolegte, to
AoA1Ag = —1. (Twierdzenie Cevy).
¢) Twierdzenia odwrotne sa tez prawdziwe.

3. Nazwijmy przeksztalcenie F' : A — A dylatacja, jesli jest afiniczne i dF' = Ay, dla pewnego
skalara A € F \ {0}.
a) Dowies¢, ze przeksztalcenie F' € A(A, A) jest dylatacja wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijektywne
i dla kazdej prostej L C A, proste L i F(L) sa rownolegte.
b) Dowiesé, ze dylatacje tworza grupe przeksztalcen i kazda dylatacja jest przesunieciem lub
jednoktadnodcia.

Dwudziesta szb6sta porcja zadan.

Uwaga. Przed oddaniem zadan pisemnych do sprawdzenia przejrzatem je i zauwazytem, ze sporo
0s6b nie oddato ich, a jest tez niemato bledow. Poniewaz jest to chyba ostatnia mozliwos¢ sprawdzenia
sie przed egzaminem, wiec przedtuzam termin oddania tych zadann do najblizszego piatku; kto juz
oddal, a chce cos poprawi¢ lub uzupelnié, moze podmieni¢ swa prace. Do piatkowej porcji zadan
dodaje tez zadania P 21 i P 22 jednego z egzaminéw (ponizej).

Zasadnicze usterki popelniane w zadaniach P18-P20: a) bycie powierzchnia obrotowa jest wta-
snoscia euklidesowa, nie afiniczna; sprawdzajac ja musimy uzywaé ortonormalnych (inaczej: euklide-
sowych) uktadéw odniesienia czy podstawien euklidesowych; b) pdobnie jest w zadaniu P19.

1. a) Udowodni¢, ze gdy Ey jest podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej E, to wzor u(x) =
(dist(x, Eg))? zadaje funkcje kwadratowa u : E — R.

b) W przestrzeri R? dane s proste K = —e3 + Re; i L = e3 + Re,. Niech X bedzie zbiorem
tych punktow z R3, ktore sa rownoodlegte od K i L, tzn. X = {x € R? : dist(x, K) = dist(x, L)}.
Dowiesé, ze X jest kwadryks, nazwac jg i znalez¢ afiniczny ukltad odniesienia, w ktéorym jest ona
zadana rownaniem afinicznie kanonicznym.

2. Adaptujac rozumowania z ostatnich wyktadéw dowiesé, ze:
a) Kazda kwadryka w k—wymiarowej zespolonej przestrzeni afinicznej jest w pewnej mapie zadana
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rownaniem jednej z dwoch postaci: Y. 27 = ¢, gdzie ¢ € {0,1} i1 < r <k, lub Y/_, 27 = x4,
gdzie 1 <r <k-—1.
b) Jesli kwadryka X C CF jest podprzestrzenia afiniczna, to w pewnej mapie jest zadana réwna-
. 2 .
niem z7 = 0.
¢) Rownanie w a) jest przez kwadryke wyznaczone jednoznacznie.

P 21. W przestrzeni euklidesowej R®, rozpatrywanej ze standardows struktura, dana jest prosta
L =(1,0,0)+R(1,1,1). W kazdym z ponizszych przypadkéw znalez¢ rownanie (liniowe, wyrazone
we wspolrzednych kartezjariskich przestrzeni R?) plaszczyzny P takiej, ze

a) P> Li(3,1,0) € P

b) P D L i P zawiera prosta, rownoleglta do prostej, opisanej uktadem réownan xo — x3 = 0 =
T1 + 229 — 2253 — 2.

¢) P jest rownoodlegta od punktow (0,1,0) 1 (0,0,1). Czy P D L?

P 22. Tym razem w przestrzeni euklidesowej R? dana jest plaszczyzna P, zadana réwnaniem xy—x3 =
2. W kazdym z ponizszych przypadkow znalezé wzor (we wspotrzednych kartezjanskich przestrzeni
R3) na przeksztalcenie afiniczne F : R® — R3 takie, ze:

a) F(P)={(1,2,0)}i F(1,3,-1) = (1,0, 2);

b) F jest rzutem prostopadtym na prosta (1,1,1) +R(0,1,—1).

c¢) F jest izometrig zmieniajaca orientacje, bedaca identycznoscia na P.

Dwudziesta piagta porcja zadan. Zaczne od poprawki do mego rozwiazania zadania 23.1.
Sprawdzalismy, dla jakich ¢ rownanie y(at® + bt + c) = at — d nie ma rowiazan y # 0 i wyszto nam, ze
takich ¢ moze by¢ nie wiecej, niz 3. To byto poprawne, ale nie gdy a = d = 0 — bo wtedy rozumowanie
zawodzi. Jednak w tym pominietym przypadku cala prosta y = 0 jest zawarta w X.

1. Po dwoch prostych skosnych w R3 poruszaja sie ruchem jednostajnym pojazdy, i w kazdej
chwili ¢t € R laczy je naprezona (lecz rozciagliwa) ni¢. Dowiesé, ze ni¢ zakresli fragment paraboloidy
hiperboliczne;j.

2. Czy paraboloida eliptyczna ma plaskie przekroje hiperboliczne? A paraboloida hiperboliczna i
walec paraboliczny, czy maja eliptyczne?

3. Wydaje mi sie, ze nie omawialiSmy nastepujacego ,lematu Eulera’, dotyczacego przestrzeni
euklidesowych (liniowych). Jesli tak jest, to najwyzsza pora sie z nim zmierzy¢. Oto ten lemat:
Niech zaréwno (u, v, w), jak i (0, v/, w’) beda ortonormalnymi bazami przestrzeni E3. Jesli bazy
te sa zgodnie zorientowane, to istnieja obroty L1, Lwo wokot prostej Rw i obrot L, wokot prostej
Ru, takie, ze zlozenie LyoLyLw1 przeprowadza u’ na u, v na vi w’ na w.

Przypominam, ze zadania 21.2, 17.2, 14.4, 11.4, 8.4, 6.5, 1.3 wciaz ,wisza’. Zadania pisemne sa

w serii 24.

Dwudziesta czwarta porcja zadan.
1. a) Dowiesé, ze przeciecie dwoch hiperpowierzchni w X,Y w R* jest hiperpowierzchnig stopnia
< 2max(deg(X), deg(Y)).
b) Czy mozna wyzej zastapi¢ prawa strone przez max(deg(X),deg(Y))?
c) Czy przeciecie hiperpowierzchni w C* musi by¢ hiperpowierzchnig?
2. Dla kwadryki z zadania 3e) na str. 86 w |TK, II] wskaza¢ uktad odniesienia, w ktorej jest ona
zadana rownaniem afiniczno—kanonicznym, wskazac to rownanie oraz okresli¢ typ afiniczny kwadryki.
3. a) Dowiesé, ze kazdych k(k + 3)/2 punktéow k—wymiarowe]j przestrzeni afinicznej lezy na pewnej
kwadryce.



b)** Dowies¢, ze gdy k = 2, to kwadryka ta jest jedyna lub 4 z pieciu punktéw lezy na proste;.
(To prosze na razie odlozy¢ na pozniej.)

Ponizsze zadania sa pisemne; nalezy je odda¢ w piatek 25 V na poczatku éwiczen i numerowac
jak nizej. Prosze jednak zapoznaé sie z nimi wczesniej — jesli trzeba, watpliwosci dotyczace sposobu
rozwigzania omoéowimy we wtorek.

P19. (3p.) Znalez¢ érodki i okresli¢ typ afiniczny kwadryki, zadanej w R® rownaniem z? — 223 +
x% + 6x9x3 — 4x103 — 821 + 1029 = 0.

P19. (5p.) Znalez¢ roéwnanie euklidesowo-kanoniczne kwadryki, zadanej w R® rownaniem 2z —
723 — 412 + 4 39 — 162173 + 202973 + 6077 — 1229 + 1223 — 90, okreslié jej typ afiniczny i wskazaé
ortonormalny uktad odniesienia, w ktérym zadana jest ona réwnaniem euklidesowo—kanonicznym.

P20. (3p.) Dowiesé, ze w przestrzeni euklidesowej R3 réwnanie
2$1£L‘2 + 21’11’3 + 2$2[L’3 -+ 2$1 + 2&72 + 2$3 +1=0

zadaje powierzchnie obrotowa; znalezé o§ obrotu i ortonormalny ukltad odniesienia, w ktérym po-
wierzchnia ta jest zadana rownaniem euklidesowo—kanonicznym.

Dwudziesta trzecia porcja zadan.

1. Udowodni¢, ze gdy X jest niepusta kwadryka na ptaszczyznie afinicznej nad ciatem F i #X > 1,
to #X > #F — 1. Rozumowa¢ nastepujaco: przez wybdr odpowiedniej mapy przejsé¢ do przypadku,
gdy A=TF?1(0,0),(1,0) € X i dowies¢, ze wtedy

i) X ={(z,y) € F? : ax® + bxy + cy* — ax + dy = 0}, dla pewnych a,b, c,d € T;
ii) jesli dla > 4 wartosci ¢t € F prosta = = ty przecina X tylko w (0,0), to F x {0} C X.

2. Dowies¢, ze gdy F € {Z3,Zs}, to kwadryka 22 +x3 = 1 w F? liczy tylko 4 punkty, a na ptaszczyZnie
[F? istnieja wzajemnie nieproporcjonalne funkcje kwadratowe, takie, ze zbiér zer jednej z nich jest
zawarty w zbiorze zer drugiej.

3. Niech A bedzie k—wymiarowa przestrzenia afiniczng nad ciatem T, liczacym n < oo elementow.
a) Jakiej mocy jest kazda prosta w A7 Jakiej mocy jest przestrzen A7
b) Ile prostych przechodzi przez dany punkt 7
c) Ile jest prostych w A7
d)* Tle jest plaszczyzn w A7

Pozostaly tez zadania zalegle, w tym wszystkie z serii 22.

Dwudziesta druga porcja zadan.

1. a) Niech V = U @ W, a forma kwadratowa f : V' — R bedzie dodatnio okreslona na U i ujemnie
potokreslona na W. Udowodnié¢, ze o (f) = dim(U).
b) Wyznaczy¢ rzad i sygnature formy f : Myi(R) — R, danej wzorem f(A) = tr(A?).

2. (z §VIL.3.2.) Niech macierze A, B € My(R) beda symetryczne, przy czym A dodatnio okreslona.
a) Dowies¢, ze det(A + iB) # 0, oraz
b) Gdy B jest dodatnio polokreslona, to det(A 4+ B) > det(A) i nier6wnos¢ jest ostra dla B # 0.
3. Niech g bedzie symetryczna forma dwuliniowa na rzeczywiste]j przestrzeni wektorowej V. Dowies¢,

ze gdy V' jest g-ortogonalng suma prosta podprzestrzeni Vi i Vs, to o(g) = o(g1) + o(g2), gdzie o
oznacza sygnature oraz g; := glv,xy; dla i =1, 2.

4. Niech V' i g beda jak w poprzednim zadaniu. Dowies¢, ze:
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a) Istnieja podprzestrzenie V, , V_ iV, takie, ze V = V,,,, OV, DV_ i forma g jest na V, okreslona
dodatnio, na V_ ujemnie, a na V,,,; jest zerowa.
b) Gdy Vi, V_ i V,,; sa takimi podprzestrzeniami, to o(g) = (dim(V,.), dim(V_)).

Uwaga 1. Zadanie to daje jeszcze jedna (wazna) wersje twierdzenia o bezwladnosci.

Ponizsze zadania sa pisemne; nalezy je odda¢ we wtorek 15 V na poczatku éwiczen i numerowac
jak nizej.

P15. a) Czy przestrzenie (R*, 23 + 25 — 23 — 23) i (My(R),det) sa izometryczne?

b) Jesli przestrzenie te sa izometryczne, wskaza¢ izometrie jednej z nich na druga; jesli nie sa,
zrobi¢ to przy a3 + a3 — x5 — x3 zastapionym przez » ., | x7 — Zf:;rl z?, dla odpowiednich liczb s, t.

P16. Niech p € Rxy, 29, 3, 24] bedzie wielomianem, uzytym w zadaniu 4¢) na str. 81 w skrypcie
TK (czesé 1I). Znalezé podstawienie afiniczne, przeprowadzajace p w wielomian postaci Z?:l \ix? +
exy + ¢, gdzie \ye =0 = ce oraz \; € {0,1,—1} dla i = 1,...,4. Wyznaczy¢ tez rk(p) i o(p).

P17. a) Udowodnié¢, ze gdy (E,E) jest przestrzenia euklidesowo—afiniczna, to £ jest zbiorem
wszystkich izometrii z E do R¥, gdzie k = dim .

b) Odwrotnie, niech X bedzie dowolng przestrzenia izometryczna z R*, i niech € oznacza zbior
wszystkich izometrii z X na R*. Udowodni¢, ze (X, £) jest przestrzenia euklidesowo-afiniczng. (Wy-
jasnienie: zalozenie oznacza, ze przestrzen X wyposazona jest w funkcje d : X x X — R i dla pewnej
bijekcji F' : X — R* zachodzi d(zy,13) = | f(x1) — f(x2)| Va1, 22 € X; bijekcje takie nazywamy
izometriami.)

Dwudziesta pierwsza porcja zadai.

1. Rozwazmy nastepujace wlasnosci niezerowej formy kwadratowej g € Flzq, ..., zx]:

a) q jest kwadratem wielomianu stopnia 1;

b) ¢ jest iloczynem dwoch takich wielomianéw (niekoniecznie réznych).
Dowies¢, ze dla F = C wtasnosé a) jest rownowazna temu, by rk(q) = 1, a b) temu, by rk(q)
{1,2}; zas$ dla F = R wlasnos¢ a) jest rownowazna temu, by o(q) = (1,0), a b) temu, by o(q)
{(1,0),(0,1),(1,1)}. (Wskaz"owka: uzy¢ odpowiednich podstawien liniowych.)

S
S

2. Niech f : R¥ — R bedzie formg kwadratowa, a (A, ..., \x) ciagiem wszystkich wartosci wtasnych
(z powtorzeniami) jej macierzy w ortonormalnej bazie przestrzeni R¥. Dowiesé, ze:

a) Dla A € R, liczba #{i : \; > A} jest réwna maksimum wymiaréw podprzestrzeni W takich, ze
fiwns > A, gdzie S := {v € R*: ||v|| = 1} oznacza sfer¢ jednostkowa.

b) Jesli A\; < Ay < ... < g, to ma miejsce nastepujaca rownosé¢ Couranta—Fischera:

A\ = inf{ey : W C R* jest podprzestrzenia wymiaru i}, gdzie cy := sup f(W N S).
(Oczywiscie, w razie trudno$ci warto zbada¢ wpierw przypadek formy o macierzy diagonalnej, a
potem starac sie to uogo6lni¢ — by¢ moze korzystajac z odpowiednich twierdzen. Inna mozliwosé, to
zauwazenie, ze czes¢ a) dla A = 0 jest znana, a dla innych A mozna rozwazy¢ forme f — A|| ||2.)

3. : zadanie 1 w §VIL.4.2 (tzn. na str. 28 wywieszonego pliku VII-kw.pdf).

Przypominam o zadaniach zalegtych: 17.2, 17.4, 18.2, 18.4 (nie dokoriczylismy go), 20.4, 20.5
oraz wczesniejszych, wymienionych w serii 17.

Dwudziesta porcja zadan.

1. W tym zadaniu przenosimy na przestrzenie z wyréznionymi formami dwuliniowymi konstrukcje
i wlasnosci sprzezenia hermitowskiego. Niech na przestrzeniach V' i W wyréznione beda funkcje
dwuliniowe ¢ i ¢, odp., i niech K € L(V,W), L € LW, V).



a) Obierzmy bazy V przestrzeni V i W przestrzeni W, i niech K := [K]};,, L := [L]}Y oraz niech
G bedzie macierza formy g w bazie V, a G’ — macierzg formy ¢’ w bazie VWW. Dowies¢, ze tozsamosé

g(v,L(w)) = ¢ (K(v),w) dla wszystkich veV, we W

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy K'G’ = GL.
b) Dowiesé, ze gdy funkcja g jest nieosobliwa, to istnieje jedyne przeksztalcenie K" € L(W,V)
takie, ze
g(v, K"(w)) = ¢(K(v),w) dla wszystkich v €V, w € W. (1)

Moéwimy, ze K" jest sprzezeniem przeksztalcenia K, dziatajacego pomiedzy przestrzeniami z funk-
cjami dwuliniowymi.
c¢) Dowies¢, ze gdy ponadto V =W i g = ¢, to det(K") = det(K).

2. W zadaniach 2 i 3 rozpatrujemy plaszczyzne Minkowskiego: R? z formg kwadratows f = 2% —¢2.
a) Dowies¢, ze operator L € L(R?) wtedy i tylko wtedy jest izometrig (wzgledem formy f), gdy

jego macierz w bazie standardowej jest postaci ( Z ia ) dla ¢ = +1 oraz a,b € R takich, ze

a’? —b* = 1. (x traktujemy jako pierwsza, a t jako druga zmienna.) Ponadto, ¢ = 1 gdy L zachowuje
orientacje¢ 1 € = —1 w przeciwnym razie.

b) Naszkicowaé zbiory postaci {v : f(v) = ¢}, dlac = 0, £1, £2, bedace odpowiednikami pewnych
sfer o srodku w 0 w geometrii euklidesowej (dlaczego?). Dowiesé, ze sa one niezmiennicze wzgledem
kazdej izometrii liniowej ptaszczyzny Minkowskiego na nig sama i naszkicowa¢ analogiczne zbiory dla
przestrzeni R? z formg 22 + y? — t2.

¢) Rozpatrzmy w plaszczyZnie Minkowskiego baze W utworzona przez wektory izotropowe wy =
(1,1) i wo = (1, —1); wspolrzedne w niej wektora v oznaczmy przez (y, z). Dowiesé, ze f(v) = 4yz i
kazda zachowujaca orientacje izometria plaszczyzny (R?, f) jest zadana w bazie YV macierza postaci
+diag(e®, e~®), dla pewnego o € R.

d) Operator L, ktorego macierz w bazie W jest rowna diag(e®, e~®), nazwiemy obrotem hiper-
bolicznym plaszczyzny Minkowskiego o « jednostek. Uzasadni¢, ze Lo13 = LoLg dla o, 3 € R.

3. (Kontynuacja poprzedniego.) Znalez¢é macierz A, operatora L, w standardowej bazie. (Sposob
sprawdzenia: jej wyrazy okazuja sie rowne cosinusowi hiperbolicznemu cosh(a) := (e® + %) /2
lub sinusowi hiperbolicznemu sinh(a) = (e* — e )/2.) Wyznaczy¢ wzory na cosh(a + () i
sinh(a + ), odpowiadajace tozsamosci Lots = LoLg.

Dla funkcji dwuliniowej g : V' x V' — F i wektora v € V zdefiniujmy funkcjonal Jy(v) € V*
wzorem

(Jo(v))(x) =g(x,v)dlax eV

4. a) Dowies¢, ze gdy funkcja g jest nieosobliwa, to J, : V' — V* jest izomorfizmem liniowym.

b) Odwrotnie, kazdemu izomorfizmowi J : V' — V* odpowiada nieosobliwa funkcja dwuliniowa
g:V xV =T, dlaktorej J, = J.

¢) Dla izomorfizmu J : V' — V* przeprowadzajacego dang baze B przestrzeni V' na baze dualng
do niej, jaka jest macierz powyzszej funkcji ¢ w bazie B?

d)* Gdy F = R, czy dla kazdego izomorfizmu J : V — V* istnieje baza B = (b;)%_, przestrzeni V
taka, ze (J(b;))k_, jest baza dualna do B? A gdy F = C?

5. * Zbadamy tu, jak zachowuja sie indeksy bezwladnosci przy przejsciu do podprzestrzeni. Niech
W bedzie podprzestrzenia przestrzeni rzeczywistej V', a f — forma kwadratowa na V. Dowies¢, ze:
a) fiw : W — R jest formg kwadratowa, przy czym o4 (fiw) < or(f)io-(fiw) < o-(f).
b) o (f) — o (fiw) < dim(V) — dim(W), i tak samo dla o_.
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Ponizsze zadania sa pisemne, z terminem oddania w najblizszy wtorek, na poczatku éwiczen. W
razie watpliwosci co do sposobdéw rozwiagzania, mozemy je omowi¢ w piatek.

P12. Znalezé baze przestrzeni R3, ktora jest ortogonalna wzgledem standardowego iloczynu
skalarnego i diagonalizuje forme kwadratowa 222 + 5y + 522 — 4xy — 4xz + 8yz. (Ulatwienie: 10 jest
jedna z wartosci wlasnych macierzy o wierszach (2, -2, —-2),(—2,5,4),(—2,4,5).)

P13. Niech f(x) = 2% + 4x179 + 735 + 22 dla x € R?.

a) Poda¢ przyklad 2-wymiarowej podprzestrzeni liniowej przestrzeni R?, na ktorej f jest dodatnio
okreslona, i takiej, na ktorej ma sygnature (1,1).

b) Niech Z; =1in((1,0,0), (0,1,%)). Dla jakich ¢ zachodzi R® = Z; & Z;, gdzie ortogonalnos¢ jest
wyznaczona przez forme biegunowa formy f7

P14. Zadanie 1 na str. 63/64 w skrypcie Tadeusza Kozniewskiego (czes¢ II).

Dziewietnasta porcja zadan.

1. Zadanie na rozgrzewke: Dla ¢ = 1,2, niech A; bedzie macierzg formy kwadratowej f; w bazie V,
za$ B; niech bedzie macierza tej formy w bazie WW. Dowiesé, ze jesli macierze te sg nieosobliwe, to

tr(A7A) = tr(B;'By).

2. Niech V bedzie dwuwymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorowa, niech g : V' x V' — R bedzie
symetryczna funkcja dwuliniowg i niech wektory u, w € V beda liniowo niezalezne. Dowies¢, ze:

i) funkcja g jest dodatnio lub ujemnie okreslona < (g(u, w))? < g(u,u)g(w, w);

ii) funkcja g jest osobliwas (g(u, w))? = g(u,u)g(w, w).

iii) funkcja g jest nieokreslona i nieosobliwa < (g(u, w))? > g(u,u)g(w, w).
Wywnioskowaé, ze znak liczby (g(u, w))? — g(u,u)g(w, w) (dodatni, zerowy lub ujemny) nie zalezy
od wyboru liniowo niezaleznych wektoréw u,w € V.

3. Nech (V,g) bedzie przestrzenia z wyrdzniona forma metryczna g. (Tak wiec g : V xV — F
jest funkcja dwuliniowa, ktora jest symetryczna lub jest antysymetryczna.) Dowiesé, ze dim(V1) =
dim(V') —rk(g). (Przypadek, gdy rk(g) = dim V', byl oméwiony na wykladzie; stwierdza on, ze forma
g jest nieosobliwa, gdy 0 jest jedynym wektorem g-ortogonalnym do kazdego innego. Jak w tym
szezegdlnym przypadku, mozna sie postuzy¢ macierza formy w bazie.)

4. (To zadanie dotyczy semestru I, lecz bedzie potrzebne w tym.) Niech V' i V' beda przestrzeniami
liniowymi nad ciatem F takim, ze 2y # O (lub, ogdlniej, r6znym od {Op, 1r}). Udowodnié, ze:

a) Zbior X C V jest podprzestrzenia liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € X i Av + (1 — \)w €
X Vw,welX, NeF.

b) przeksztalcenie L : V' — V’ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy L(0) = 01 L(Av+(1—-\)w) =
AL(V) 4+ (1 =N L(w) VYv,w eV, Ae€F.

Osiemnasta porcja zadan.

Uwaga: a) Pod wplywem ostatniej dyskusji chciatem podkresli¢, ze rozwiazywanie zadan stuzyé¢ ma
nie tylko nabyciu praktycznych umiejetnosci rachunkowych, ale — przede wszystkim — przetrawieniu”
materialu objetego programem. Sporo zadan pomys$lanych jest tak, by ich rozwigzanie wymagato
zaadaptowanie pomystu, na ktéorym oparty byl ktorys z dowodéw omawianych na wyktadzie twier-
dzeni. Adaptowanie za$ nietrywialnych pomystéw nie tylko ulatwia ich przyswojenie, ale jest juz
bliskie temu, do czego studenci nasi powinni stara¢ sie przygotowac: by w swej przysztej dziatanosci
zawodowej, jakakolwiek bedzie, umieé¢ wyjs¢ z pomystami wlasnymi.

b) By ten cel poszczegdlnych zadan uczynié¢ czytelniejszym, bede sie staral jawnie wskazywaé, z
jakim fragmentem wyktadu sa one zwiazane. Zaczne od niektorych zadan zalegtych (patrz porcja
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15, lecz od tego czasu rozwiazano 12.5, 11.4, 5.6 1 cze$¢ 14.2, a doszly 17.4 i czesci 16.3 1 14.2).

Pozostata czesé¢ 14.2: wlasnosci sprzezenia, zwiazek miedzy operatorami i ich macierzami.

14.4: wlasnosci macierzy Jordana, wzory umozliwiajace znalezienie postaci Jordana (to ostatnie
tez w 14.3).

8.4: geometria przestrzeni E3 (ogdlniej: E™), twierdzenie 1 w §V.5.1.

6.5: to zadanie dotyczy wzoru z wniosku 1 w §V.4.2, lecz wymaga wprawy w liczeniu wyznaczni-
kow, czy tez przeczytania o tzw. wyznaczniku Cauchy’ego — a w trudne wyznaczniki nie warto juz
brnaé¢ przy przygotowaniu do kolokwium.

1.3: patrz wskazowka w porcji 17.

1. Niech f(v) =vi+..4+0v2—0v2, — .. =02, dlav= (), eR" (Tu, s+t <k.)
a) Dowiesé, ze maksimum wymiaréw podprzestrzeni przestrzeni R*, zawartych w f~1(0), jest

rowne k—max(s,t). (Wskaz"owka: dowod lematu, z ktorego otrzymano twierdzenie o bezwtadnosci.)
b) Wyznaczy¢ analogiczne maksimum przy f~1(0) zastapionym przez f~1([0, 00)).

2. Niech A bedzie macierza symetryczng nad [F i niech r oznacza jej rzad, za$ a; jej i-ty minor poczat-

kowy. Dowies¢, ze jeslia; # 0dlai = 1,...,r, to A = C'DC, gdzie D = diag(ay, as/ay, ..., a,/a, 1,0, ...

a C macierza gornie trojkatna, z jedynkami na przekatne;j.

(Wskaz"owka: dowod kryterium Sylvestera dodatniej okreslonosci macierzy. Przypomne, ze do-
wod ten oparty byl na wykorzystaniu algorytmu diagonalizacji macierzy, bedacego ,,usymetryczniong”
wersja algorytmu Gaussa z pierwszego semetsru. Tak wiec to zadanie, podobnie jak zadanie 4 serii
17, ma tez na celu przemyslenie tego algorytmu.)

3. Dowies¢, ze gdy funkcja g : V x V' — F jest dwuliniowa, to dla kazdych liniowo zaleznych
wektorow vy, ..., v € V macierz (g(vy, v;))1<ij<k jest osobliwa.

4. Niech w przestrzeniach V i V’ wyréznione beda formy metryczne g i ¢’, odpowiednio. Dla
operatora L € L(V,V') i baz V = (vy,...,vg) 1 V' w V i V', odpowiednio, dowie$¢ réwnowaznosci
warunkow:

a) ¢'(L(u), L(w)) = g(u,w) dla wszystkich u,w € V
b) ¢'(L(vi), L(v;)) = g(vi,v;) dlad, j =1,.... k;
c) A = C'BC, gdzie C := [L}},, za$ A i B to macierze form g i ¢’ w bazie V i V', odpowiednio.

Zadania 3 i 4 nie wymagaja niczego, poza definicjami.
Siedemnasta porcja zadan.

Pozostaly zadania zalegle, wymienione w serii 15 (od tego czasu rozwiazano 12.5 i 5.6); czes¢ z
nich rozwigzal p. Chudziak, lecz namawiam wszystkich na namyst. Z ostatniej serii zostato zadanie
16.3 i dokonczenie zadania 16.5

Wskazowki do niektorych z tych zadan:

16.3: w a) chcemy de facto obraé¢ wielomian p = Y, ¢;a* tak, by jego pochodne zerowaly si¢
w odpowiednich punktach, a on sam przyjmowal w tych punktach odpowiednie wartosci. Nalezy
odczytacé te warunki z tego, o czym mowa w §VI.4.2, i uzasadnic istnienie takiego p.

1.3: czego$ podobnego dowodzono na ¢wiczeniach, gdy r =1 = k. :-)

a —eb

1. Dowies¢, ze kazda 2 X 2 zespolona macierz unitarna jest postaci A = - ) dla pewnych

a,b, e € C takich, ze |a|* + |b]* = 1 oraz |¢| = 1. Ponadto, ¢ = det(A).

2. Udowodni¢, ze zadanie 14.1 pozostanie prawdziwe, gdy mowa o operatorach ortonormalnie
diagonalizowalnych nad F € {R, C} i ortonormalnych bazach diagonalizujacych; o V' zakladamy, ze



jest przestrzenia unitarng nad F. (Wskaz"owka: mozna powtarza¢ rozwiazanie tamtego zadania, lub
wykorzystaé jego teze.)

3. a) Niech macierz A, o wierszach (ay, as, a3), (b1, ba, b3), (¢1, 2, ¢3), bedzie nieosobliwa. Wyliczy¢
wyznacznik macierzy formy (a;xy + aoxe + azws)? + (biwy + boxo + b3ws)? + (c121 + Ccomy + c373)°.
(Wskaz"owka: odpowiednie podstawienie.)

b) To samo bez zalozenia nieosobliwosci.

4. (twierdzenie Kroneckera) Niech A € M, bedzie macierza symetryczna, ktorej klatka wyzna-
czona przez pierwszych r wierszy i kolumn jest nieosobliwa. Dowiesé, ze forme ga mozna podstawie-
niem liniowym przeprowadzi¢ w forme Z: i1 WijYiY; =+ Zf j=rt1 bijyiy;, dla pewnych wspotczynnikow
b;;. Ponadto, mozna uzyska¢, by podstawlenie nie zmieniato zmiennych x, 1, ..., z;. (Wskaz"owka:
algorytm diagonalizacji przez kongruencje.)

b) Dowies¢, ze gdy r = rk(A), to wszystkie wspotczynniki b;; sa réwne 0.

Ponizsze zadanie jest pisemne, na najblizszy piatek (wraz z P 101 P 9):

P 11. Niech g : V x V. — T bedzie funkcja dwuliniowa i niech f(v) = g(v,v) dla v € V.
Udowodni¢ nastepujaca tozsamosé Cauchy’ego: f(u)(f(u)f(w) — g(u, w)g(w,u)) = f(f(u)w —
g(u,w)u) dlau,w e V.

Szesnasta porcja zadan. Prosze pamieta¢ o zadaniach zalegtych. Poniewaz staramy sie ,,do-
pia¢” material objety kolokwium (od nastepnych éwiczenn bedziemy coraz bardziej zajmowaé sie
materialem dalszym), wiec jest to tez dobry moment, by oméwié¢ na ¢wiczeniach to, co budzi w nim
watpliwosci—prosze przygotowaé ewentualne pytania czy wybrane zadania, warte omoéwienial

1. a) Dowies¢, ze gdy macierz zespolona D € M, jest diagonalna i ma nieujemne wyrazy na
przekatnej, to [|[D — U|| > ||D — I|| dla unitarnych macierzy U € Mj. Gdy ponadto det(D) # 0, to
nieréwnos¢ jest ostra dla unitarnych macierzy U # I;. (Norme macierzy okreslamy jak w serii 5.)

b) Niech A € M (C) i det(A) # 0. Dowies¢, ze gdy A = UH jest rozktadem biegunowym, to
|A — W| > ||]A — U|| dla kazdej unitarnej macierzy W # U. (Wskaz"owka: a) i zad. 6 z serii 5.)

2. a) Wykorzystujac rozktad biegunowy dowie$¢ nastepujacego twierdzenia Krasnosielskiego:
operator liniowy L € L(RF) wtedy i tylko wtedy jest unitarny, gdy dla pewnego n < k zachowuje
n-wymiarowa miare w R* (tzn. u,(R) = p,(L(R)) dla kazdego réwnoleglo$cianu rozpietego na n
wektorach).

b) Czy kazdy operator L € L(R¥) zachowujacy k—wymiarows miare jest unitarny?

3. a) Niech J bedzie macierza Jordana, a B — macierza diagonalna z ta sama przekatna, co J.
Dowies¢, ze B jest wielomianem macierzy J, tzn. B = > ¢, J* dla pewnych skalarow cy, ..., c,.
Zakladamy tu, ze cialo skalarow jest liczbowe, tzn. jest podciatem ciala C.

b) Udowodni¢, ze kazda macierz zespolona jest suma dwoch macierzy, bedacych jej wielomianami,
z ktorych jedna jest diagonalizowalna, a druga nilpotentna.

¢)* Udowodnié, ze opisany w b) rozklad Jordana jest jednoznaczny. (Wskaz"owka: gdy D+N =
D’ + N’ sa takimi rozktadami, to macierz D — D’ jest diagonalizowalna, patrz zad. 2 serii 12.)

4. Dla macierzy A € M, dowies¢ rownowaznosci warunkow: a) A jest macierza nilpotentna, b)
Xa = (—2)* oraz c¢) A¥ = 0.
5. Dowies¢, ze gdy macierz symetryczna A jest nieosobliwa, to macierz diag(A, —A) jest kongru-
entna z macierza diag(I, —I).
Ponizsze zadania sg pisemne; nalezy je odda¢ nie poézniej, niz w piatek 20 IV na poczatku éwiczen
i numerowa¢ jak nizej. Jedno jeszcze zadanie dodam we wtorek.
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9. (P) Znalez¢ podstawienie liniowe, sprowadzajace do postaci diagonalnej forme xixs + 123 +
T1T4 + ToTy + T3T4.

10. (P) Dla jakich wartosci A € R forma 52% + 23 + \a3 + 4x1@9 — 221203 — 27973 jest dodatnio
okreslona?

Pietnasta porcja zadan polega w wickszos$ci na wykorzystaniu przerwy poswiatecznej na prze-
my$lenie zadan zaleglych: zadan 2,3,4 z serii 14, zad. 12.5, 11.4, sporej czesci 8.4, 6.5, 5.6, 1.3.

Dodaje tylko dwa nowe zadanie. Przypominam tez, ze w notatkach z wyktadu zapisane sa ,,Pro-
blemy”, ktérych rozwiazania zawsze mozna zglaszac.

1. Ustalmy operator L € L(V') i niezerowy wektor v € V.

a) Dowie$¢ istnienia liczby s € N i skalaréw ¢y, ..., ¢ takich, ze L¥T1(v) =37 _ ;L (v).

b) Dowies¢, ze jesli co, ..., ¢s jest najkrotszym z takich ciagoéw (tzn. liczba s jest najmniejsza z
mozliwych), to v, L(v), ..., L*(v) jest baza L-niezmienniczej podprzestrzeni Vj, a wielomian charak-
terystyczny p indukowanego operatora Ly € L£(Vp) jest rowny £ (z*™ — 3>°7_ ¢;z) 1 spelnia warunek
p(L)(¥) = 0.

¢) Wywnioskowaé, ze xr(L)(v) = 0 i wobec tego x1(L) = 0 (jest to twierdzenie Cayley’a—
Hamiltona).

2. L € L(V) jest operatorem, ktory nie jest proporcjonalny do I,. W tym zadaniu zaktadamy dla
uproszczenia, ze w ciele skalarow F jest nyp # Op Vn. Dowiesé ze:

a) Dla kazdego skalara c istnieje rozktad V' =Fw @ U taki, ze w #0 1 L(w) —cw € U.

b) Przekatna macierzy operatora L w pewnej bazie jest rowna (0,...,0,tr(L)). (Wskaz"owka:
dowod tw. Schura, przy w i U obranych jak wyzej dla ¢ = tr(L).)

Czternasta porcja zadan. (Zmienilem zdanie i daje jednak zadania pisemne. Po rozmowie z
niektorymi z Panstwa wracam tez do ,starego” sposobu wyznaczania zadan ustnych.)

1. a) Dowies¢, ze gdy {L;}ie; C L(V) jest przemienna rodzina diagonalizowalnych operatorow,
to istnieje baza przestrzeni V', diagonalizujaca kazdy z nich. (Wskaz"owka: wykorzysta¢ indukeje
wzgledem dim(V') i zadania z serii 12.)

b) Wywnioskowaé, ze gdy dwie przemienne macierze zespolone sa diagonalizowalne i maja tylko
nieujemne wartosci wtasne, to ich iloczyn tez jest taki.

2. a) Udowodni¢, ze kazda macierz A € M (R) ma podprzestrzen niezmiennicza wymiaru 1 lub 2.
(Wskaz"owka: fragment dowodu twierdzenia 2 w §3.3.)

b) Udowodni¢, ze gdy macierz A € My (F) (F € {R,C}) ma podprzestrzen niezmiennicza wy-
miaru n, to A" ma podprzestrzen niezmiennicza wymiaru k — n.

¢) Udowodnié¢, ze kazdy operator na k—wymiarowej przestrzeni rzeczywistej ma podprzestrzen
niezmiennicza wymiaru 1 lub 2, a takze wymiaru k — 1 lub k& — 2; natomiast kazdy operator na
k—wymiarowej przestrzeni zespolonej ma podprzestrzen niezmiennicza wymiaru k — 1.

3. Niech L € L(V), gdzie x, rozktada si¢ na czynniki liniowe, i niech L' := Lyy» € L(V") dla pewnej
L-—niezmienniczej podprzestrzeni V' C V. Dlan € Ni A € F dowies¢, ze:

a) liczba rk(L"1) — rk(L") jest réwna dim (ker(Lpn-111)).

b) pn(A) > pl(N), gdzie p,(A) (odp. pl,(N)) jest liczba odpowiednich klatek dla operatora L (odp.
L), jak ja zdefiniowano w tw. 2 w §VIL.4.1.

c¢) Czy zawsze qn(\) > q,,(N\)?

4. Dlat <kiz=(z,...,2) € F' oznaczmy przez A, macierz rozmiaru k x k, taka, ze jej ij—ty
wyraz jest rowny z; jesli i — j = k —t, za$ rowny 0 w przeciwnym razie. (Tak wiec z tworzy jedyna
ukosng linie ponizej przekatnej, ktéra ma t wyrazow.)

-10



a) Wyznaczy¢ wzorem przeksztalcenie F* > v +— A,v € F¥, ktore oznacze Ly,
b) Wyznaczy¢ wzorem zlozenie La, o La,, gdziey = (y1,...,ys) iz = (21,..., ).
¢) Gdy z ma wszystkie wspolrzedne rézne od 0, wyznaczy¢ posta¢ Jordana macierzy A,.

5. Dla wielomianu p € F[x] i macierzy A € M (), ktorej wielomian charakterystyczny rozktada
sie nad F na czynniki liniowe, dowies¢ rownowaznosci warunkow:
a) p(A) = 0;
b) (D7p)(A) =0dla A € spec(A)i0 < j <my—1 (liczby m, zdefiniowano w zadaniu 3 serii 11);
¢) wielomian p jest podzielny przez q := [ [\ peeia) (@ — A)™

Uwaga 1. Powyzszy wielomian ¢ nazywamy wielomianem minimalnym macierzy A; ma on
najnizszy stopien sposrod wszystkich, ktore zeruja sie na A. Latwo zauwazy¢, ze jest on dzielnikiem
wielomianu charakterystycznego ya .

Ponizsze zadania sa pisemne; nalezy je odda¢ do czwartku 5 IV. (Kazde zadanie=3p.) Prosze je
numerowaé jak nizej. O znajdywaniu macierzy S jak w zadaniu P8 bedzie jeszcze mowa we wtorek.

6. (P) (Zadanie z jednego z egzaminéw.) Niech operator L : R* — R* bedzie zadany wzorem
0 00

L(z1, o, 3, 23) = (221, 21 + 229, —21 + X9 + 223, 71 + T2 + 3 + 224) 1 niech B =

— o O N

20
1 2
11

N OO

a) Czy operator L jest diagonalizowalny?
b) Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy B.
c) Czy istnieje taka baza V przestrzeni R?, ze [L]y, = B?

7. (P) Niech A € M (FF) bedzie macierza, ktorej wielomian charakterystyczny rozklada si¢ nad F
na czynniki liniowe: x, = (A — 2)...(\p — x), gdzie Ay, ..., \; € F.
a) Dowies¢, ze dla kazdego wielomianu p € Flz] mamy x,, = (p(M) — 2)...(p(Ax) — 2); W
szczegodlnosei, tr(p(A)) = >, p(N\;) oraz det(p(A)) = [, p(M).
b) Uogoélni¢ a) na przypadek dowolnej funkeji A—dopuszczalnej (w miejsce p). Gdy F = R, czemu
jest rowny wyznacznik macierzy exp(A)?

8. (P) Niech A bedzie macierza o wierszach (1,1,—1),(-3,-3,3), (-2, —2,2).
Wyznaczy¢ postaé¢ Jordana J tej macierzy oraz macierz nieosobliwg S taka, ze ST'AS = J.

Trzynasta porcja zadan.

Szanowni Panstwo, postanowitem troche zmienié¢ dobér omawianych na éwiczeniach zadan. Obecny
system ma t¢ wade, ze ¢wiczenia moga by¢ mniej ciekawe dla tych, co sie do nich przygotowuja — bo
oni rowigzania referowanych zadan na ogét znaja. Pomyslatem sprobowaé kilka éwiczen poprowadzié
tak, by omawia¢ zadania wywieszone w skrypcie. Moga je Panstwo wcze$niej przemysle¢ i wybieracé
te, do ktorych chea sie Paristwo zgtaszaé ,na ochotnika” (bede puszczal liste), ale bedziemy probowac
rozwiazywac i takie, gdzie ochotnikéw nie ma, zwtaszcza jesli kto$ sie zadaniem zainteresuje. Przez
to, ze wybor jest wiekszy, opisana wada sie zmniejszy.

Na najblizsze ¢wiczenia proponuje zadania z §3.2, §3.4 1 §4.1 (pomijam te, ktore byly juz oma-
wiane). Prosze pamietac tez o zadanaich zalegltych i niedokoriczonych.

Dzi$ lub jutro dopisze jeszcze zadania pisemne (na wtorek) i wywiesze jako zad13.pdf (obecny
plik to zad12,5.pdf).

Dwunasta porcja zadan. Dla wiekszego wyboru jest wiecej zadan (a sa jeszcze i zalegle!).

1. Niech K, L € L(V). Dowies¢, ze:
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a) Jesli Vo D im(L) lub Vi C ker(L), to podprzestrzen Vj jest L-niezmiennicza.

b) Podprzestrzeri L—niezmiennicza jest i p(L)—niezmiennicza, dla p € F[z].

c) Jesli KL = LK i podprzestrzeri Vy jest L-niezmiennicza, to K(Vp) i K1(V}) tez sa ta-
kie. W szczegolnosci, L-niezmiennicze sg ker(K), im(K), czy ogdlniej podprzestrzenie ker(p(K)) i
im(p(K)), dla p € F[z], w tym podprzestrzenie wlasne operatora K.

2. Niech W bedzie przestrzenia niezmienniczg diagonalizowalnego operatora L € L(V).
a) Udowodni¢, ze gdy V = @,V jest rozkladem na podprzestrzenie wlasne operatora L, to
W =@ (W NV,). (Wskazéowka: jedno z poprzednich zadari.)
b) Wywnioskowaé, ze operator indukowany Ly jest diagonalizowalny i V' = W @ W' dla pewnej
L-niezmienniczej podprzestrzeni W/ C V.
¢) Wywnioskowaé tez, ze jesli L ma k = dim(V) réznych wartosci wtasnych, to ma doktadnie 2F
podprzestrzeni niezmienniczych.

Wskazowka do zadari 3 i 4: twierdzenia o operatorach normalnych na przestrzeni euklidesowe;.

3. a) Udowodni¢, ze rzad antysymetrycznej macierzy rzeczywistej jest liczba parzysta.
b) Jesli powyzej rzad jest rowny 2m, to macierz jest suma m macierzy antysymetrycznych rzedu 2.
¢) Wyznacznik takiej macierzy jest nieujemny.

4. Dowies¢, ze izometria L € L(F) zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy wymiar pod-
przestrzeni Fiz(L) := {v € E : L(v) = v} o liczbe parzysta rézni si¢ od wymiaru przestrzeni
euklidesowej E.

5. a) Wykorzystujac rozktad biegunowy dowie$é¢ nastepujacego twierdzenia Krasnosielskiego:
operator liniowy L € L(R*) wtedy i tylko wtedy jest unitarny, gdy dla pewnego n < k zachowuje
n—wymiarowa miare w R* (tzn. p,(R) = p.(L(R)) dla kazdego réwnolegloscianu rozpietego na n
wektorach).

b) Czy kazdy operator L € L(R¥) zachowujacy k—wymiarowa miare jest unitarny?

6. Niech A, B € M, (C); wektory u € C* traktujemy jako kolumny.
a) Dowiesé, ze jesli Aulu dla kazdego u € C*, to A = 0. (Wskaz"owka: twierdzenie Schura.)
b) Dowiesé, ze jesli (Au,u) = (u, Bu) dla kazdego wektora u € C*, to B = A",
c¢) Dowiesé, ze gdy u"Au € R dla kazdego wektora u € C*, to A" = A.
d) Czy tezy te pozostang prawdziwe, gdy C* zamieni¢ na R*?

Jedenasta porcja zadan

Przypominam o zadaniach zalegtych (dotad nicoméwionych): 1.3, 3.4, 3.5, 5.6, 6.5, 8.4

1. Niech vy, ..., vy beda wektorami wtasnymi endomorfizmu L € L(V), odpowiadajacymi jego
parami réoznym wartosciom witasnym. Dowiesé, ze jesli W jest podprzestrzenia L-niezmiennicza

(tzn. taka, ze LIW)C W)i) v, e W, tov, € W Vi.

2. a) Dowies¢, ze dwie podobne macierze normalne sa unitarnie podobne, a dwie podobne macierze,
ktore sa rzeczywiste i symetryczne, sa ortogonalnie podobne.
b) To samo dla operatorow.

Wskazowka do ponizszych zadan: zaczaé od diagonalnej macierzy A.

3. Jesli v jest wektorem wlasnym macierzy normalnej A, odpowiadajacym wartosci A, to jest tez
wektorem wlasnym macierzy A", odpowiadajacym wartosci .

4. Dowied¢ rownowaznosci warunkow:
a) macierz A jest normalna i spec(A) C [0, c0);
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b) macierz A jest samosprzezona i dodatnio potokreslona (tzn. (Av,v) = (v,Av) > 0 dla
wszystkich v € F¥);

¢) macierz A jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktorej przekatna ma wytacznie
wyrazy > 0;

d) A = B? dla pewnej macierzy samosprzezonej B;

e) A = B"B dla pewnej macierzy kwadratowej B.

Dziesigta porcja zadan
Przypominam o zadaniach zalegtych (dotad nieomoéwionych): 1.3, 3.4, 3.5, 5.5, 5.6, 6,4, 6.5, 8.4.

1. Udwodnié, ze jesli baza przestrzeni V jest ztozona z wektorow wtasnych operatora L € L(V), to
te z jej wektorow, ktore odpowiadaja danej wartosci wlasnej A, tworza baze przestrzeni V().

2. Gdy A = diag(A1, Ay), to Va(A) = Va,(A) x Va,(A). Ogolniej: gdy A = diag(Aq,...,A), to
Va(A) =1L Va,(A) dla X € F. (Przez diag(Ay, ..., A;) oznaczam macierz, w ktorej wzdtuz przekatnej
ustawione sa kolejne klatki A;, a poza nimi sa same zera.)

3. Rozpatrzmy przestrzen C*°(R) funkcji posiadajacych wszystkie pochodne.

a) Dowies¢, ze funkcja exp(At) jest wektorem wlasnym operatora rozniczkowania f +— Df, za$
funkcja sin(\t) jest wektorem wlasnym operatora f +— D?f.

b) Udowodnié¢, ze funkcje sin(At), ..., sin(\, ) sa liniowo niezalezne gdy |\;| # |A;]| # 0 dla i # j,
a funcje exp(Ait), ...,exp(At) — gdy \; # A; dla i # j.
4. Niech K € L(V,W), Le (W,V)iS e L(V), gdzie dim(V) =k 1 dimW =1.

a) Przy Se L(V x W) okreslonym jako S = S x Oy, wyrazié Xg Przez xs.

b) Udowodnié, ze (—2)* - xxr = (—2)' - X1k

¢) Udowodni¢ tozsamosé Sylvestera: det(Iy + KL) = det(ly + LK).

Ponizsze zadania sg pisemne; nalezy je odda¢ w piatek 23 Il na poczatku ¢wiczen i numerowac jak
nizej. (Przestrzenie R" i C" rozwazamy ze standardowym iloczynem skalarnym; kazde zadanie=3p.)

P 3. Niech A € M,4(R) bedzie macierza o wierszach (1,1,1,1),(1,1,—-1,—-1),(1,—1,1,-1),(1,—1,—1,1).

Znalez¢ macierz ortogonalng S i diagonalng D, dla ktorych ST'AS = D. Wyznaczy¢ tez macierz
S~ (Wskazowka: xa(2) = xa(—2) =0.)

P 4. =¢éwiczenie ze str. 16 notatek VI-MAC.pdf

P 5. Dowies¢, ze rzut liniowy P : V — V jest ortogonalny wtedy i tylko wtedy, gdy (P(v),v) >
0 Vv € V. (Tu, V jest rzeczywista lub zespolong przestrzenia unitarng.)

Dziewigta porcja zadan

1. Zdefiniowa¢ podobienstwo permutacji o,7 € Si i dowie$¢, ze ma ono miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy w przedstawieniu o w postaci iloczynu cykli roztacznych wystepuje dla kazdego n tyle
cykli dlugosci n, co w przedstawieniu 7 w postaci takiego iloczynu.

2. Niech E;; € M (FF) oznacza k x k-macierz, ktorej ij—tym wyrazem jest jedynka, a pozostalymi
— zera. Dowiescé, ze:
a) Macierze E;; 1 E;; sa podobne (nad F).
b) Dla ¢ # j i A # 0, macierz E;; jest podobna do AE;;.
c) Gdy #F > 21 f: My(F) — F jest funkcja liniowa, przyjmujaca na kazdych dwoch macierzach
podobnych te sama wartosé, to f(A) = f(Eq;)tr(A) dla A € M,,.
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3. Dla A € My(F) oznaczmy przez c;(A) wspolczynniki wielomianu y,: xa = Zf:o ci(A)z'.
Dowies¢, ze:
a) ¢;(A) = ¢;(B) dla macierzy podobnych A, B (tzn. funkcje ¢; sa niezmiennikami podobienistwa).
b) co(A) = det(A), ci(A) = (=1 i ¢p_1(A) = (1) 1tr(A).
¢) Ogolniej, cs(A) = (=1)° > 4p_; ,det(Ap) dla s =0,...,k — 1, gdzie Ap oznacza podmacierz
wyznaczong przez wiersze i kolumny o numerach ze zbioru P C {1,...,k}.
d) Gdy x, ma, uwzgledniajac krotnosci, k pierwiastkow A, ..., A, € F,to Y. A = tr(A), [ i =

det(A) oraz, ogolniej,
ST I[r= D] det(Ap).

#P=sicP #P=s

4. a) Wyrazi¢ wielomian xa-1 w zaleznosci od ya i det(A), gdy det(A) # 0.
b) Dowies¢, ze gdy macierz A~! jest podobna do A lub do A?, to det(A) = +1 i wspotezynniki
ci(A) (patrz zadanie 3) spelniaja zaleznosci ¢,_;(A) = ec;(A) dlai = 0, ..., k, gdzie € = det(A)(—1)*

i k jest stopniem macierzy A.

5. * Udowodni¢, ze gdy rzuty liniowe P, € L(V),i = 1,...,1, spelniaja warunek > . P, = I, to
suma . P;(V') jest prosta i P,P; = 0 dla i # j. (Wskaz"owka: na ¢wiczeniach zauwazylismy, ze
rk(P) = tr(P) dla rzutéw liniowych P.)

Osma porcja zadan

1. Niech E bedzie przestrzenia euklidesowa wymiaru > 2 i niech wektory u,v € F beda réwnej
dtugosci. Dowies¢ istnienia izometrii L € L(F) takiej, ze L(u) = v i det(L) = 1.

2. a) Dowies¢, ze obrot liniowy przestrzeni E? jest zlozeniem dwoch liniowych symetrii lustrzanych,
i odwrotnie.

b) Wywnioskowa¢, ze izometria L € L(E?) jest obrotem wtedy i tylko wtedy, gdy det(L) > 0.

c) Wywiesé stad twierdzenie Eulera: ztozenie obrotéw liniowych przestrzeni E® tez jest takim
obrotem.

3. Dowiedé, ze kazda zmieniajgca orientacje liniowa izometria przestrzeni E® jest zlozeniem obrotu
wokol pewnej prostej Ru z odbiciem wzgledem plaszczyzny ut. (Wskaz'"owka: gdy L : E3 — E?
zmienia orientacje, to —L ja zachowuje.)

4. Obrotem o 7 przestrzeni euklidesowej F nazwiemy kanoniczne przedtuzenie obrotu — Iy dowol-
nej dwuwymiarowej podprzestrzeni U tej przestrzeni. Dowiesé, ze:

a) Gdy L jest symetria lustrzana i dim £/ = 3, to —L jest obrotem o 7.

b) Gdy dim E > 3, to ztozenie dwoch symetrii lustrzanych jest tez ztozeniem dwoch obrotow o .

¢) Gdy k :=dim F > 3, to kazdy obrot przestrzeni E jest ztozeniem dwoch obrotéw o 7, a kazda
zachowujaca orientacje izometria przestrzeni F jest ztozeniem k lub mniejszej liczby obrotéw o .

Prosze przeczytaé¢ informacje o kwaternionach, podane na stronach 42-43 (przed tw. 1) pliku
V-UNILpdf notatek z wyktadu. Na razie proponuje przyja¢ bez uzasadnienia tacznosé mnozenia
(omoéwimy ja na ¢wiczeniach, wiazac kwaterniony z pewnymi macierzami) i w oparciu o nia rozwiazac
ponizsze zadanie.

5. Dowies¢, ze:

a) Dla kwaternionéow x = x¢ + x4, 1 y = yo + y, zachodzi xy = zy + z,, gdzie 2y = xoYo —
(g, Yq) OTaz 2y = ToYy + YoTg + Tq X Yq-

b) Przy [x,y] := xy — yz zachodzi [z,y] = 2z, X y,

c) Ma miejsce tozsamosé Jacobiego: [[z,y], 2| + [y, 2|, 2] + [[2, x|, y] = 0 (prawdziwa w kazdym
pierscieniu).
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d) (uxv)xw+ (vxw)xu+ (wxu)xv=0dla kwaternionéw czystych u, v, w.

Uwaga 1. Planowane jest zrefrowanie na ¢wiczeniach dalszych wiadomosci o zastosowaniu kwa-
ternionéw do opisu izometrii przestrzeni £, podanych na stronach 43-45 w V-UNI badz w innych
zrodtach. Chetnych do zajecia sie tym prosze o zglaszanie sie e-mailem lub na ¢wiczeniach. Naj-
lepiej, jesli skompletujemy do tego zespot 2-3 oséb, ktore podziela sie referowaniem i wspolnie sie
przygotuja. (Stuze tez pomoca na konsultacjach.)

Si6édma porcja zadan

1. Dla u,v,w,w’ € R? dowies¢, ze (orientacja i iloczyn skalarny sa standardowe):

a) Jeiu+v+w=0touxv=vxw=wxu
b) (uxv,w)=(u,vxw)
c) (ux v,wxw) = (uw)v,w)— (u,w)(v,w) =det(AB), gdzie A jest macierza

o wierszach u, v, za§ B macierzg o kolumnach w, w’.
d) (uxv)xw=(uw)v—(v,w)u (Wskaz"owka: b),c) i definicja iloczynu wektorowego);

e) (uxv)Xxw+ (vxw)xu+ (wxu)xv=0.

2. Dowiesé, ze jesli T': E — E' jest izometria zachowujaca orientacje, to T'(vy X ... X vg_1) = T'(vy) X
. X T(vy_1) dla kazdych vy, ...,vi_1 € E. (Tu E'i E' to zorientowane przestrzenie euklidesowe.)

Definicja. Dla v € V zdefiniujmy ¢, € V* wzorem ¢,(x) = (x,v) (x € V) i oznaczmy przez
Fy -V — V* przeksztalcenie, przyporzadkowujace kazdemu wektorowi v € V funkcjonal ¢,. Na
podstawie tw. 3 w §1.3, Fy jest bijekcja.

3. Udowodni¢, ze dla dowolnego L € L(V,W) ma miejsce rownosé L* o Fyy = Fy o L") gdzie
L*(p) :=po L (p € W*).

Przypominam, ze pozostalo sporo zadan z poprzednich serii. W pigtek 9 III mozna tez oddawac
na poczatku ¢wiczen zadania pisemne.

Szobsta porcja zadan

1. Obliczy¢ odleglosé miedzy warstwami A1 B, jesli A = (—4,3,—3,2,4)+lin((2,0,1,1,1),(=5,1,0,1,1)),
zas B jest zadana ukladem réwnan x; — 2x9 + x3 — x4 + 325 = 6; 11 — x3 — 14 + 325 = 0.

2. Niech przeksztalcenie L € L(V, W) bedzie réznowartosciowe i niech b € W. Dla xy € V' dowies¢
réwnowaznosci warunkow: a) L"L(xq) = L"(b), oraz b) L(xg) jest rzutem ortogonalnym wektora b
na podprzestrzen im(L).

3. Niech R bedzie rownolegtoscianem w przestrzeni euklidesowej V', rozpietym na k wektorach,
i niech R’ bedzie obrazem R przy rzutowaniu ortogonalnym przestrzeni V' na jej podprzestrzen.
Dowiesé, ze ug(R') < px(R).

4. * Niech V bedzie przestrzenia euklidesowg i niech vy, ..., vi, wy,...,w; € V.

a) Dowiesé, ze pgi(R(Vi,y ooy Vi, Wiy ooy Wp) ) = i (R(Ve, ooy Vi) - pu(R(WY, ...y W) ), gdzie W) ozna-
cza rzut ortogonalny wektora w; na lin(vy, ..., vi)®.

b) Dowies¢, ze pgri(R(Vi, .oy, Vi, Wi, ooty W) < pp(R(V1,y ooy Vi) - pu(R(W1, .oy W7)).

5. * W przestrzeni R[z] z iloczynem skalarnym (f,g) := |, !

o f(x)g(x)dx obliczy¢ odleglosé z* od
lin(1, z, ..., 2*71).
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Ponizsze zadania sa pisemne; nalezy je odda¢ w piatek 9 III na poczatku ¢wiczen i numerowac
jak nizej. Przestrzenie R" rozwazamy ze standardowym iloczynem skalarnym.

P 1. (3 x 2p.) a) Uzupemi¢ uklad ((1,1,1,2),(1,2,3, —3)) do bazy ortogonalnej przestrzeni R*.

b) Wyznaczy¢ baze dopelnienia ortogonalnego powtoki linowej uktadu ((1,1,1,1), (=1,1,—1,1),(2,0,2,0)).
¢) Wyznaczy¢ rownania, opisujace dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni, danej ukladem réownan
201 — 39 +4x3 — 324 =0; 321 — 29 + 1123 — 1324 = 0; 41 + 25 + 1823 — 2324 = 0.

P 2. (2x3p.) a) Wyznaczy¢ odlegltosé wektora (3,3, —4, 2) od podprzestrzeni danej uktadem rownan

SL’1+2SL’2+$3—ZE4:O; $1+3$2+Q33—3LE4:O.
b) Obliczy¢ odlegtosé miedzy warstwami A i B, jesli A = (0,2,6,—5)+lin((—7,1,1,1),(-10, 1,2, 3)),
za$ B jest zadana ukladem réownan xy + 32, + 23 + x4 = 3; x1 + 3v92 — 3 + 224 = 6.

Piagta porcja zadan

1. (=II. 4.2.3 u Kostrykina). Przestrzen ma baze ortonormalna (vq,vy). Operator L ma w bazie
(v1, V1 + Vo) macierz o wierszach (1,2) i (1, —1). Wyznaczy¢ macierz w tej bazie operatora L".

2. Niech L € L(V,W) bedzie zanurzeniem izometrycznym, a P operatorem rzutu ortogonalnego
przestrzeni V na jej podprzestrzenn Vy. Dowiesé, ze LPL" jest operatorem rzutu ortogonalnego
przestrzeni W na podprzestrzen Wy := L(Vj).

3. Dowiesé, ze gdy przeksztalcenie L € L(V, W) jest réznowartosciowe, to
a) L"L : V — V jest izomorfizmem, oraz
b) L(L"L)™'L" : W — W jest rzutowaniem ortogonalnym na podprzestrzeri L(V).

4. a) Wywnioskowa¢ z poprzedzajacego zadania, ze gdy (wry, ..., wy) jest baza danej podprzestrzeni
Wy C T, to macierza (w standardowych bazach) rzutu ortogonalnego przestrzeni F! na W, jest
B:=A(A"A) A" gdzie A € M, ,(F) to macierz o kolumnach wy, ..., wy.

5. W przestrzeni euklidesowej RF x R (ktora utozsamiamy z R¥+1) ustalmy wektor jednostkowy
(ug, o) # (0g, 1) i przyjmijmy V := (ug,co)t. Dowies¢, ze przeksztalcenie F' : V — RF zadane
wzorem

F(u,c) =u+ I ‘ ugy dla (u,c) €V,

— ¢
jest izometria.
6. Niech M := M, ;(C) i dla A, B € M przyjmijmy (A, B) := tr(AB") = tr(B"A).
a) Dowies¢, ze (M, (-,-)) jest przestrzenia unitarng i [|Af| = /37, ;|a;;[?. lle wynosi norma ma-

cierzy unitarnej? Przy k = [ = 2 wyznaczy¢ (lin{A, B})*, gdzie A = ( (1) _01 ) i B= ( (1) (1) )

b) Niech L(X) = CX dla X € V, gdzie C jest ustalona [ x [ macierza zespolona. Okresli¢ wzorem
przeksztalcenie L" : M — M.
c¢) Dowies¢, ze gdy macierz C jest unitarna, to L jest izometria.

Czwarta porcja zadan

1. Niech wiersze macierzy A € M, ;(C) tworza uklad ortonormalny. Dowiesé, ze ||Av||c < |[|v]|ck
dla wszystkich v € C*.

2. Niech V bedzie przestrzenia unitarna, a P : V — V pewnym jej rzutem liniowym. Dowies¢, ze
jesli ||P(v)]| < ||v|| dla wszystkich v € V, to rzut P jest ortogonalny.
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3. a) Dowies¢, ze gdy rzad macierzy A € M;;(C) jest rowny k, to istnieje gornie trojkatna
k x k-macierz S taka, ze AS jest macierza zanurzenia izometrycznego.
b) Wywnioskowaé, ze gdy wyzej dodatkowo [ = k, to A ma tzw. QR-rozklad: A = US, gdzie
macierz U jest unitarna, a S gornie trojkatna, o dodatnich wyrazach na przekatne;j.
c) Dowiesé, ze rozktad taki jest jedyny.
4. Dla A € M;(C) i v € C" dowies¢, ze ||Av||o < /[[APAV[| o [[V][ek, Przy czym rownosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A" Av = \v dla pewnego skalara \.
5. Niech L € L(V,W), gdzie V i W sa przestrzeniami unitarnymi. Udowodnié¢, ze jesli L # 01 L

zachowuje ortogonalnos¢ wektorow (tzn. (vi,va), = 0= (L(vy), L(v2))y = 0), to istnieje skalar ¢
taki, ze cL jest zanurzeniem izometrycznym.

Trzecia porcja zadan

1. a) Dowies¢, ze jesli ||lul| = ||v]| i u # v, to Z{u+ v,u— v} =r/2. (Co méwi to o rombie?)
b) Jesli [Jul| = [[v][ i [|[w —ul| = |lw — v]|, to Z{w,u - v} = m/2.
¢) Dla trojkata, ktorego wierzchotkami sa 0, u, v, udowodnié ,twierdzenie sinusow”: sin(Z{v —
u, u})/[|v]| = sin(Z{u = v, v})/|lul].
2. Niech v’ bedzie rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen liniowa W i niech w € W.
Dowies¢, ze:
2) Z{v,v'} < Z{v, W),
b) Z{w,v} <7/2 & L{w,v'} < L{w,v}.

Uwaga 1. Z{v,Vv'} nazywamy miara kata pomiedzy wektorem v i podprzestrzenia W. Z
zadania wynika, Ze jest ona najmniejsza z liczb Z{v,w}, gdzie w € W.

3. a) Dowies¢, ze Z{v —u,u} = 7/2 & |lu— 1v|| = 3||v||. Dac interpretacje¢ geometryczna.
b) Niech u; i up beda rzutami ortogonalnymi wektora v na dwie podprzestrzenie. Dowiesé, ze
[y — waf| < flvi.
4. Jedli dla A, B € M, ,(R) przyja¢ (A,B) = tr(ABY) i ||A|| = /(A,A) , to
a) (Mg, (,-)) jest przestrzenia euklidesowa;
b) [|[AB] < ||A]|||B| dla A € M, i B € My n;
¢) A — (A +A") jest rzutem ortogonalnym przestrzeni (My, (-, -)) na podprzestrzen U = {A €
M, A = A'} (wszystkich macierzy symetrycznych); wyznaczy¢ tez U,
d)* JAA — ATAJ2 < 2] A"
5. Przy oznaczeniach zadania 4 (lecz przy | = k), okresli¢c wzorem ortogonalny rzut przestrzeni
M (R) na podprzestrzen macierzy skalarnych (tzn. na zbior {A\I; : A € R}).

Druga porcja zadan
1. Dowiesé¢, ze gdy klatki P i Q sa kwadratowe, a jedna z klatek X, Y jest zerowa, to wyznacznik

P Y|. . )
X Q } jest rowny iloczynowi det(P) det(Q).

2. (I1.4.1 u Kostrykina.) Wektory bazy ortonormalnej przestrzeni V zrzutowano ortogonalnie
na jej podprzestrzen. Dowie$é¢, ze suma kwadratéow dlugosci tych rzutéow jest rowna wymiarowi
podprzestrzeni. (Zaktadamy, ze dim V' < o00.)

macierzy {

3. Niech vy, ..., v bedzie baza przestrzeni V. Dowies¢ istnienia i jednoznacznosci takiego uktadu
wektorow (w;)¥ ;. ze (v;,w;) jest jedynka gdy ¢ = j i zerem w przeciwnym razie (i,j = 1,..., k).
Dowies¢ tez, ze uktad ten jest baza i dla dowolnego wektora v € V' zachodzi v =) (v, v;)w;.
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4. * Udowodni¢ nieré6wnos$é Ptolomeusza: ||v—x||-||lw—y]|| < |[[v—w||-||x—y||+||v=y]|||w—x]|
dla v,w,x,y € V.

Definicja. Droga w k—wymiarowej przestrzeni V nad F nazwiemy funkcje f : [a,b] — V taka, ze dla
pewnej bazy V tej przestrzeni, funkcja t — [£(¢)]y, € F* jest ciggta. (Jak zwykle, [v]y oznacza ciag
wspotrzednych wektora v w bazie V.) Droga baz w V nazwiemy uklad drog f; : [a,b0] — V (i =
1,.... k) taki, ze (f;(t))¥_, jest baza w V, dla kazdego t € [a, b].
5. Dowiesé, ze:

a) Bez zmiany znaczenia mozna wyzej zastapi¢ ,dla pewnej” przez ,dla kazdej”.

b) Gdy L € L(V,W)if:[a,b] — V jest droga w V, to Lof jest droga w W.

¢) W dowolnej przestrzeni rzeczywistej V (a nie tylko w R*), dwie bazy uporzadkowane sa zgodnie
zorientowane wtedy i tylko wtedy, gdy mozna je polaczyé¢ droga baz.

Pierwsza porcja zadan

1. Dowies¢, ze endomorfizm przestrzeni rzeczywistej zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy
ma dodatni wyznacznik.

2. (Czes¢ a) jest juz juz rozwiazana, a b)—zaawansowana.) Niech Vi bedzie przestrzenia wektorowa
nad C, a Vi przestrzenia majaca ten sam, co V¢, zbior wektorow, lecz zbior skalarow R. (Dziatania
w Vi sa wziete z V¢.) Udowodnié, ze:

a) Gdy U = (u,)*_, jest baza w V¢, to U’ = (uy, ..., uy, iuy, ..., iu) jest nig w Vi.

b) Gdy Lg € L(VR) jest przeksztatceniem wyznaczonym przez C-liniowy operator L € L(V¢), to
det(Lg) = |det(L)]?.

c¢) Kazdy C-liniowy operator nieosobliwy L € L(V¢) zachowuje orientacje przestrzeni Vg; po-
nadto, gdy wychodzac od innej bazy V = (vi,...,vg) przestrzeni Vg utworzyé¢ jak w a) baze V'
przestrzeni Vg, to bazy U' i V' beda zgodnie zorientowane.

3. a) Dowies¢, ze kazda macierz A € M, ;(R) mozna dla pewnego r polaczy¢ droga macierzy rzedu
r z macierzg (b;;), gdzie b;; =1 gdy i = j <r, b, = £11 b;; = 0 w przeciwnym razie.

b) Gdy r < max(k,[), to wyzej mozna przyjac b, = 1.

Nizej V' jest przestrzenia z iloczynem skalarnym (-, -) i odpowiadajaca mu norma.
4. Uog6lni¢ tozsamos¢ rownolegloboku nastepujaco: dla vy, ..., v, € V zachodzi y__|| >0 &;vi||* =
203" Ivill?, gdzie sumowanie jest po wszystkich ciagach & = (e1,...,¢,) € {—1,1}". (Inaczej:
$rednia arytmetyczna liczb ¢, = || Yi, &ivil|?, € € {—=1,1}", jest >0, [[vil*)

5. Przyjmijmy v/ = WV dla v € V' \ {0}. (Przeksztalcenie v +— v’ nazywane jest inwersja
wzgledem sfery ||v|| = 1.) Dowiesé, ze |[v/ — wW/|| = ||v — w||/[|v] - [[w]].

6. Dla v,w € V wyprowadzi¢ tozsamos$é Cauchy’ego |[v|*(|[v|?[|w]? — |[{(v,w)[*) = |u]?,
gdzie u := ||v|*w — (w,v)v, a z niej nier6wno$¢ Cauchy’ego—Buniakowskiego—Schwarza:

|(v,w)| < ||v]||[w]|, ostra dla liniowo niezaleznych wektorow v, w. (Dyskusja i inny dowdd sa w p.3.)

7. Ustalmy ay, ...,a; € Vimy,...,myp € R, iniech f(x) = Zle m;||x — a;||* dla x € V. Dowies¢, ze
a) gdy M =3, m; # 0, to przy xo = S mua; zachodzi f(x) = f(x0) + M||x — xol|?,
b) gdy M > 0, to funkcja f przyjmuje w xo swe minimum, réwne »_, myl|a;||* — 2| 3o, maay|*.
c) Jak jest, gdy M =07
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