Kolokwium z Funkcji Analitycznych 5 XII 2013

Kazda oddawang kartke prosze czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwi-
sko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej, oraz opatrze¢ numerem
rozwiazywanego zadania (tylko jednego na kartce!).

Prosze dawa¢ wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, umozliwiajace sledzenie toku
rozumowania. Prosze tez jawnie wskazywaé¢ na wykorzystywane rezultaty. Sposob re-

dakeji (kompletnosé uzasadnieni, czytelnosé przedstawienia) ma wpltyw na ocene!

Z ponizszych 6 zadan prosze wybrac¢ 5; za kazde mozna dostaé¢ do 20p. Wolno tez
rozwigzywaé pozostale zadanie; wtedy najgorzej rozwiazane zadanie bedzie ocenione
w skali 0-10.

1. a) Przeksztalci¢ biholomorficznie obszar {z € C : |Rez| < 1} na potkole {z € C:
12| <1 iIm(z) > 0}.
b) Czy mozna za zadane przeksztalcenie obra¢ homografie? (Odpowiedz uzasadnic.)

2. Rozwing¢ w szereg Laurenta funkcje
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w pierscieniu {z € C: 1 < |z| < 21/3}. Obliczy¢ tez res_; f funkcji f w punkcie 1.

3. Znalez¢, jesli istnieje, taka funkcje holomorficzng f : C — C, ktorej czes¢ rzeczy-
wista, wyrazona jako funkcja zmiennych z = Rez 1 y = Imz, jest rowna funkcji

u(z,y) = 2° + 62%y — 3wy* — 2y° +

Wskazaé tez funkcje v, harmonicznie sprzezona do w i wyrazi¢ f jako funkcje zmiennej
zespolonej z, bez uzycia Rez,Imz czy Z. Jesli zadane funkcje nie istnieja, podac
uzasadnienie.

4. Niech
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Dowiesé, ze funkcje f mozna przedtuzyé¢ do funkeji f, holomorficznej w otoczeniu zera.
Wyznaczy¢ tez wspotezynniki co, ..., ¢g rozwinigcia Maclaurina > ¢, 2" funkcji f.
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5. a) Obliczy¢ sdt, gdzie a € (—1,1).

exp(1/2%)
z(1+z27r2)dz’ gdy 5
jest dowolnym dodatnio zorientowanym okregiem, roztacznym z {0,i/7, —i/7}.
(Uwzgledni¢ wszystkie takie okregi.)

b) Wyznaczy¢ wartosci, ktore moze przyjmowaé catka fS

6. Niech f(2) = 1—2% Wyjasni¢, czy istnieje galaz pierwiastka kwadratowego funkcji
f:U—C, gdy

a)U={z€C:|z| <1};

b)U={2¢€C:|z| >1}.



