6. Niech f(z) = 1 — 22 Wyjasni¢, czy istnieje galaZ pierwiastka kwadratowego
funkcji f : U — C, gdy

a)U={ze€C:|z] <1};

b)U={z¢e€C:|z| >1}.

Rozwiazanie.

a). Funkcja z + —2z? przekszalca dysk U w siebie, a przesuniccie z +— 1 + 2
przeksztalca go na dysk D = {z : [z—1| < 1}. Na dysku D istnieje galaz p pierwiastka
kwadratowego, bo jest on rozlaczny z potprosta (—oo,0]gr, wychodzaca z zera. Gdy
przyjmiemy ¢g(z) = p(1 — 2?) dla z € U, to otrzymamy szukang galaZ pierwiastka z
1 — 22 istotnie, g%(2) = (p(1 — 22))> = 1 — 2* dla z € U, przy czym funkcja g jest
holomorficzna jako zlozenie funcji holomorficznej z wielomianem 1 — 22

b). Tym razem, funkcja f(z) = 1—22 przeksztalca zbior U na piescient {z : [z —1| >
1}, na ktorym nie istnieje gataz pierwiastka kwadratowego . To sklonito wiekszosé z
Panstwa do stwierdzenia, ze nie istnieje tez gataz pierwiastka z f. Takie rozumowanie
jest jednak niepoprawne, co szczegdlnie prosto wida¢ przy funkcji f zmienionej na 22,
ktora oczywiscie ma galaz pierwiastka (jest nia funkcja z).

W przypadku funkcji f(z) = 1—2? z zadania, zachodzi réwnos¢ f(z) = —z*(1— %),
przy czym zaréwno —z2, jak i (1 — Z%) maja w U galezie pierwiastka kwadratowego,
ktorymi sa iz oraz g(1/z), odpowiednio, gdzie g jest wziete z a). (Korzystam tu z
tego, ze funkcja z +— 1/z przeprowadza pierscien {z : |z| > 1} w dysk {z : |z| < 1}.
Stad wynika, ze szukana w b) gataz istnieje i mozna ja zada¢ wzorem h(z) = izg(1/z).



