Egzamin z Funkcji Analitycznych (teoria). 4. 11. 2014

Kazda oddawang kartke nalezy czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwisko
prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej. Rozwiazania réznych zadan po-
winny by¢ wyraznie rozdzielone i opatrzone numerem zadania. (Nie muszg by¢ zapisane na
roznych kartkach.)

Kazda czesé kazdego zadania moze przynies¢ do 10p. Czesci ¢) mozna wymienia¢ na
ktorys z tematow zastepezych d1) czy d2), ktory jednak przyniesie tylko do 7p.

Prosze dawac obszerne wyjasnienia, w tym wyjasnia¢ znaczenie poje¢, wystepujacych w
przytaczanych twierdzeniach i definicjach.

1. a) Wyjasni¢, kiedy funkcja ma w punkcie p € C osobliwos¢ istotng, pozorng czy biegun.
Wyjasnienie da¢ tak w terminach zachowania si¢ funkcji w naklutym otoczeniu punktu
p € C, jak i rozwiniecia jej w szereg Laurenta.

b) Powtorzy¢ punkt a), lecz przy p = oo.
¢) Udowodni¢ twierdzenie Casoratiego-Sochockiego-Weierstrassa.

2. a) Sformutowaé¢ Zasade Otwartosci i Zasade Maksimum dla funkeji holomorficznych.
b) Sformutowaé¢ homotopijna wersje twierdzenia Cauchy’ego o rownosci calek i wyjasnic
znaczenie wystepujacego tam pojecia homotopii.
¢) Udowodnié¢ Zasady, wymienione w a).

3. a) Sfromutowa¢ lemat Schwarza o przeksztalceniach dysku.
b) Sformutowaé twierdzenia Weierstrassa oraz Montela—Osgooda—Stjeltjesa o zbieznosci
funkcji holomorficznych.
¢) Udowodni¢, ze kazde biholomorficzne przeksztatcenie dysku na siebie jest homografia.
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Tematy zastepcze:

dl) Udowodnié¢, ze kazda funkcja harmoniczna w obszarze jednospojnym jest czescia
rzeczywista funkcji holomorficznej w tym obszarze.

d2) Sformutowaé i udowodni¢ zasade argumentu.



Egzamin z Funkcji Analitycznych (zadania). 4 11 2014

Kazda oddawana kartke prosze czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwisko
prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej, oraz opatrze¢ numerem rozwiazy-
wanego zadania (moze by¢ tylko jedno na kartce).

Prosze dawa¢ wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, umozliwiajace $ledzenie toku ro-

zumowania. Prosze tez jawnie wskazywaé¢ na wykorzystywane rezultaty. Sposob redakceji
(kompletnos$é uzasadnieni, czytelnosé przedstawienia) ma wpltyw na ocene!

Z ponizszych siedmiu zadan prosze wybraé 5; za kazde mozna dosta¢ do 20p.
1. a) Przeprowadzi¢ biholomorficznie obszar {z : Im(z) < 1, |z] > 1} nadysk {2z : |z| < 1}
tak, by obrazem —2i byio ZEro.

b) Obliczy¢ fo 2+Cost) s——dt i f\z|:1 23 sin(z7?)dz (okr@g |z| = 1 orientujemy dodatnio).
—t—zdz, b) [, 0 cos 2 —rde.
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2. Obliczy¢ nastepujace catki niewtasciwe: fO 2 1)

3. Uzasadni¢ istnienie sumy ZneZ\{O}(_U (—w_n + E>’ gdzie w € C\ Z, i wyznaczy¢
ja metodami analizy zespolonej.

4. a) Ile pierwiastkow wielomianu 22* + 422 + 2z + 1, z uwzglednieniem ich krotnosci, lezy
w dysku {z : |z| < 1}, aile w pierScieniu {z : 1 < |z| < 1.1}7

b) Ile pierwiastkow wielomianu z% + 23 + 422 + 22 + 3, z uwzglednieniem ich krotnosci,
lezy w w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny {z : Rez > 0,Imz > 0} ?

5. a) Udowodni¢, ze dla dostatecznie duzych R istnieja w pierscieniu {z : |z| > R}
dokladnie dwie galezie pierwiastka kwadratowego z funkeji f(z2) = 2% + 6z — 1.

b) Oznaczmy przez g te z powyzszych galezi, ktora w punkcie 2R przyjmuje wartosé
rzeczywista dodatnia. Znalezé wspotczynniki ¢, c1, c_1 rozwiniecia g w szereg Laurenta w
wymienionym pierscieniu, oraz wyznaczy¢ caltke fIZ\=2 r9(2)dz, gdzie okrag |z| = 2R jest
zorientowany dodatnio.

6. Niech IT = {z € C: Im(z) > 0} oznacza gorng potptaszczyzne plaszezyzny zespolonej.
a) Udowodni¢, ze jesli h jest homografia, spetiajaca warunek A(Il) = TII, to
h(z) = (az+b)/(cz +d) dla z € C, gdzie a,b,c,d € R i ad — be > 0.
b) Udowodnié¢, ze teza pozostanie stuszna, jesli h : I — II jest przeksztatceniem biholo-
morficznym.

7. Funkcja f : C—C jest meromorficzna w catej sferze Riemanna C=CuU {oo} i spetnia
nastepujace warunki:

i) fe HC\{1,2}) i f ma biegun rzedu 1 w punkcie 1, a rzedu 2 w punkcie 2;

ii) res; f = 1iresof =2;

iii) £(0)=—11 f(3) = 1/2.
Znalez¢ postaé¢ ogdlng funkeji f i zbadaé, czy f moze dodatkowo by¢ ograniczona w oto-
czeniu punktu oo, a jesli tak, to jaka wtedy ma postac.



