Kolokwium z Funkcji Analitycznych 17 XII 2012

Kazda oddawang kartke prosze czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwi-
sko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej, oraz opatrze¢ numerem
rozwiazywanego zadania (moze by¢ tylko jedno na kartce).

Prosze dawa¢ wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, umozliwiajace sledzienie toku
rozumowania. Prosze tez jawnie wskazywaé¢ na wykorzystywane rezultaty. Sposob re-

dakeji (kompletnosé uzasadnieni, czytelnosé przedstawienia) ma wpltyw na ocene!

Z ponizszych 6 zadan prosze wybraé 4; za kazde mozna dosta¢ do 25p. Wolno roz-
wiazywac jeszcze jedno zadanie; wtedy najgorzej rozwiazane zadanie bedzie ocenione
w skali 0-10, jako dodatkowe.

1. Niech U = I, \ D bedzie obszarem, powstalym z otwartej potplaszczyzny 11, =
{2z € C:Imz > 0} przez usuniecie z niej punktéw dysku D = {z € C : |2] < 1}.
a) Opisac¢ obraz h(U) obszaru U przy homografii
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b) Znalezé odwzorowanie biholomorficzne, przeprowadzajace U na dysk D.

2. Zmalezé, jesli istnieje, taka funkcje holomorficzng f : C — C, ktorej czesé rze-
czywista, wyrazona jako funkcja zmiennych x = Rez i ¥y = Imz, jest rowna funkcji
u(x,y) = 2% — y? + 2y — x. Wskazaé tez funkcje v, harmonicznie sprzezong z u. Jegli
zadane funkcje nie istnieja, podaé¢ uzasadnienie.

Uwaga: f nalezy wyrazi¢ jako funkcje zmiennej zespolonej z, za$ v jako funkcje
zmiennych x 1 y.

3. Niech y(¢t) =t +icost dlat € [—im, 3n].

a) Udowodni¢, ze kazda z funkeji 1/2 1 1/(z — 2) ma funkcje pierwotne w obszarze,
zawierajacym obraz drogi v. (Obszary moga by¢ rozne dla réznych funkeji.) Wska-
zaC proponowane obszary i funkcje pierwotne, w tym funkcje wyrazi¢ wzorami nie
uzywajacymi znaku catki.

b) Wyznaczy¢ fv f, gdzie
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c)Czy [, f = fvf dla kazdej drogi A od —%ﬂ' do %’ﬂ', omijajacej 01 2?7 (Odpowiedz
uzasadni¢ i dla odpowiedzi negatywnej wskaza¢ przyktad poswiadczajacej to drogi.)

4. Rozwinaé¢ funkcje




w szereg Laurenta w pierscieniu 1 < |z| < 3, o srodku w zerze. Obliczy¢ tez residuum
ress f funkcji f w punkcie 3.
5. Niech
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a) Dowies¢, ze funkcje g mozna przedtuzyé do funkeji g, holomorficznej w otoczeniu
zera 1 wyznaczy¢ wspotezynniki co, ..., ¢ rozwinigcia Maclaurina )7 ¢, 2" funkcji g.
(Wskazowka: wykorzysta¢ rozwiniecie funkcji exp w szereg.)

b) Wyznaczy¢ czesé gtowng rozwiniecia Laurenta funkeji f wokot zera, residuum tej
funkcji w zerze oraz rodzaj osobliwosci w zerze (czy istotna, czy pozorna, czy biegun,
i ktorego rzedu).

6. Obliczy¢ nastepujace catki (okrag |z| = 2 zorientowany jest dodatnio):
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