
Zadanie 1.

Egzamin z Funkcji Analitycznych 7 II 2013

Każdą oddawaną kartkę proszę czytelnie podpisać, podając numer indeksu i nazwi-
sko prowadzącego ćwiczenia lub numer grupy ćwiczeniowej, oraz opatrzeć numerem
rozwiązywanego zadania (może być tylko jedno na kartce).

Proszę dawać wyczerpujące wyjaśnienia i uzasadnienia, umożliwiające śledzienie toku
rozumowania. Proszę też jawnie wskazywać na wykorzystywane rezultaty. Sposób re-
dakcji (kompletność uzasadnień, czytelność przedstawienia) ma wpływ na ocenę!

Z poniższych siedmiu zadań proszę wybrać 5; za każde można dostać do 20p.
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2. Wyznaczyć wartość poniższych całek niewłaściwych, uzasadniając też ich istnienie:
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3. Obliczyć
P1

n=2

(n4 � 1)

�1, używając metod analizy zespolonej.

4. Zbadać liczbę pierwiastków wielomianu f(z) = z7 � 5z3

+ 12 (z 2 C):
a) w pierścieniu 1 < |z| < 2;
b) w półpłaszczyźnie Re(z) < 0.

Poniżej, przez D oznaczamy otwarty dysk jednostkowy {z 2 C : |z| < 1}, przez D

jego domknięcie, a przez @D dodatnio zorientowany brzeg.
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6. Niech U będzie obszarem zawierającym domknięcie D dysku D, a funkcje f, g 2
H(U) niech będą takie, że |f(z)| = |g(z)| dla wszystkich z 2 @D.

a) Udowodnić, że jeśli f(z)g(z) 6= 0 dla wszystkich z 2 D, to f = c · g dla pewnej
stałej c o module 1.

b) Dowieść tego przy założeniu osłabionym do: f(z)g(z) 6= 0 dla wszystkich z 2 D.

7. Niech funkcja f 2 H(D) spełnia warunek f(D) ⇢ D. Dowieść, że:
a) Jeśli p 2 D i f(p) = 0, to f = b

p

· g, gdzie b
p

(z) :=

z�p

1�pz

dla z 2 D, zaś
g 2 H(D) i g(D) ⇢ D lub g = const. (Wskazówka: modyfikować dowód lematu
Schwarza, uwzględniając zachowanie się homografii b

p

na @D.)
b) Jeśli p
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, ..., p
n

2 f�1

(0) są różne, to |f(z)| 
Q

n

j=1

|b
pj(z)| dla wszystkich z 2 D.

-1

Rozwiązanie

Mamy

(1)-
1

6
z3 sinHzL ‡ -

1

6
z3 Hz + oHzLL ‡ -

z4

6
+ oIz4M

(2)‰z
2
ã 1 + z2 +

z4

2
+ oIz4M

(3)cos2Iz2M ã 1 -
z4

2
+ oIz4M 1 -

z4

2
+ oIz4M ‡ 1 - z4 + oIz4M

fHzL ã H1L + H2L - H3L ‡ z2 +
-1

6
+
1

2
+ 1 z4 + oIz4M ‡ z2 +

4

3
z4 + oIz4M

Dalej

gHzL = z logIz2 + 1M - z3 ‡ z z2 -
z4

4
+
z6

3
+ oIz6M ‡ -

z5

2
+
z7

3
+ oIz7M

Stąd

fHzL

gHzL
=
z2 + 4

4
z4 + oIz4M

- z5

2
+ z7

3
+ oIz7M

‡ -
2

z3

1 + 4 z2

3
+ oIz2M

1 - 2 z2

3
+ oIz2M

‡

-
2

z3
1 +

4 z2

3
+ o z2 1 -

2 z2

3
+ oIz2M

-1

‡

‡
-2

z3
1 +

4 z2

3
+ oIz2M 1 +

2

3
z2 + oIz2M ‡ -

2

z3
-

4

z
+ o

1

z

Egzamin z Funkcji Analitycznych 7 II 2013

Każdą oddawaną kartkę proszę czytelnie podpisać, podając numer indeksu i nazwi-
sko prowadzącego ćwiczenia lub numer grupy ćwiczeniowej, oraz opatrzeć numerem
rozwiązywanego zadania (może być tylko jedno na kartce).

Proszę dawać wyczerpujące wyjaśnienia i uzasadnienia, umożliwiające śledzienie toku
rozumowania. Proszę też jawnie wskazywać na wykorzystywane rezultaty. Sposób re-
dakcji (kompletność uzasadnień, czytelność przedstawienia) ma wpływ na ocenę!

Z poniższych siedmiu zadań proszę wybrać 5; za każde można dostać do 20p.

1. a) Niech f(z) = �1

6

z3

sin(z) + ez

2 � cos

2

(z2

) i g(z) = zLog(z2

+ 1)� z3. Znaleźć
współczynniki c

0

, ..., c
4

rozwinięcia Maclaurina f(z) =

P1
n=0

c
n

zn oraz część główną
rozwinięcia Laurenta funkcji f/g wokół zera.

b) Obliczyć
R

[0,1+i] z sin(⇡z2

)dz

c) Obliczyć
R
|z|=2

z

3
e

1/z

1+z

dz

2. Wyznaczyć wartość poniższych całek niewłaściwych, uzasadniając też ich istnienie:
a)

R1
0

cos x

x

2
+a

2dx, dla a > 0.
b)

R1
�1

x

2

(x

2
+1)

2
(x

2
+2x+2)

dx.

3. Obliczyć
P1

n=2

(n4 � 1)

�1, używając metod analizy zespolonej.

4. Zbadać liczbę pierwiastków wielomianu f(z) = z7 � 5z3

+ 12 (z 2 C):
a) w pierścieniu 1 < |z| < 2;
b) w półpłaszczyźnie Re(z) < 0.

Poniżej, przez D oznaczamy otwarty dysk jednostkowy {z 2 C : |z| < 1}, przez D

jego domknięcie, a przez @D dodatnio zorientowany brzeg.

5. Niech wszystkie pierwiastki wielomianu P , gdzie P (z) =

P
n

j=0

c
j

zj i c
n

6= 0, leżą
w dysku D. Wyrazić przez c

0

, ..., c
n

całki
R

@D

zP

0
(z)

P (z)

dz i
R

@D

z

2
P

0
(z)

P (z)

dz.

6. Niech U będzie obszarem zawierającym domknięcie D dysku D, a funkcje f, g 2
H(U) niech będą takie, że |f(z)| = |g(z)| dla wszystkich z 2 @D.

a) Udowodnić, że jeśli f(z)g(z) 6= 0 dla wszystkich z 2 D, to f = c · g dla pewnej
stałej c o module 1.

b) Dowieść tego przy założeniu osłabionym do: f(z)g(z) 6= 0 dla wszystkich z 2 D.

7. Niech funkcja f 2 H(D) spełnia warunek f(D) ⇢ D. Dowieść, że:
a) Jeśli p 2 D i f(p) = 0, to f = b

p

· g, gdzie b
p

(z) :=

z�p

1�pz

dla z 2 D, zaś
g 2 H(D) i g(D) ⇢ D lub g = const. (Wskazówka: modyfikować dowód lematu
Schwarza, uwzględniając zachowanie się homografii b

p

na @D.)
b) Jeśli p

1

, ..., p
n

2 f�1

(0) są różne, to |f(z)| 
Q

n

j=1

|b
pj(z)| dla wszystkich z 2 D.

-1

Rozwiązanie



Rozwiązanie
Funkcja f HzL = z sinIp z2M jest całkowita z funkcją pierwotną  FHzL =-

cosIp z2M

2 p
+c (to łatwo sprawdzić 

różniczkując funkcję F, jako że reguły różniczkowania w dziedzinie zespolonej są takie same jak w 

rzeczywistej). W związku z czym całka jest równa FH1 + ÂL - FH0L = - sinh
2
HpL

p
. Odpowiedź można 

podać także w wielu innych formach, np. - H‰p-‰-pL2

4 p
.
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Metoda 1.

Funkcja f HzL = z3 ‰
1

z

z+1
ma osobliwości w punktach -1 i 0 wewnątrz koła †z§ ‡ 2. Obliczamy residua w 

tych punktach. Odpowiedź będzie 2 pÂ Hsuma residuówL.

residuum w 1

osobliwiść jest biegunem prostym, więc residuum jest  H-1L3 ‰-1= -1
‰

.

residuum w 0
Znajdujemy szereg Laurenta w 0:
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Czyli suma residuów wynosi -1
‰
+ 1

‰
- 1
3
= -1

3
 a całka -2 p Â

3
.

Metoda II.

Obliczamy residuum w nieskończoności funkcji f HzL. Residuum wynosi -c-1 gdzie c-1jest współczyn-
nikiem 1

z
 w szeregu Laurenta f HzL w nieskończoności. Ten szereg obliczmy tak zamo jak powyżej, z 

tą różnicą że szereg H1 + zL-1 piszemy dla †z§ > 1. Czyli:
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Z tąd widzimy że współczynnik 1
z
 wynosi 1

3!
- 1 + 1 - 1

2
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3
 a residuum w nieskóńczoności 1

3
. Sama 

całka wynosi -2pÂ (residuum w nieskońcozności) czyli -2 p Â

3
, jak powyżej. 
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