Zadanie |.

1. a) Niech f(z) = —$2%sin(z) + e — cos®(2?) i g(z) = zLog(22 + 1) — 2*. Znaleic
wspotezynniki ¢, ..., ¢4 rozwiniecia Maclaurina f(z) = >0 ¢,2" oraz czesé glowna
rozwiniecia Laurenta funkcji f/g wokot zera.

Rozwijzanie
Mamy
1 1 4
——zssin(z)z——z3(z+o(z))=—z—+o(z4) (1)
6 6 6
2 z*
e? ::l+zz+?+o(z4) (2)
z* z4
cos? (2%) = [1?+o(z4> [1?+o<z4) = 1-z'+0(z% 3)
-1 1 4
f(z) = (1)+ (2) - (3) = 22+ |—+—+1| z'+0(2") =22+ — z* + o(2")
6 2 3
Dalej
4 6 5 7
g(z) = zlog(z°+1)-2° = z zZ—Z—+Z—+o(z6) :—Z—+Z—+o<z7)
4 3 2 3
Stad
f(z)y 2+ 2z+0(z%) 2 1+4322+o<22)
g(z)i_zzj+23;+o(z7> N 73 1_222+o<22)7
2 4 22 2 22 !
S I O 2 P vo(2)| =
z3 3
-2 4 72 2 2 4 1
=— 1+—Z+o(22) [1+—22+0(zz)]=————+o(—]
23 3 2z z

b) Oi)liczyé f[o 141 Z sin(uw,;j);iz

Rozwiazanie



Funkcja f(z) = z sin(r z%) jest catkowita z funkcjg pierwotna F(2) =—%7;Z2)

+c (to tatwo sprawdzi¢

rézniczkujac funkcje F, jako ze reguty rézniczkowania w dziedzinie zespolonej sg takie same jak w
P k2

rzeczywistej). W zwigzku z czym catka jest rowna F(1 + i) — F(0) = —w. Odpowiedz mozna

_ (()nif—n)Z

poda¢ takze w wielu innych formach, np. an

c) Obliczyé ﬁ;|:2 %dz

Rozwiazanie

Metoda |.

1

Funkcja f(z) = Z;—fma osobliwosci w punktach —1 i 0 wewnatrz kofa |z| = 2. Obliczamy residua w

tych punktach. Odpowiedz bedzie 2 7i (suma residudw).

residuum w |

osobliwi$é jest biegunem prostym, wiec residuum jest (-=1)% ¢~ "= ;—1

residuum w 0

Znajdujemy szereg Laurenta w 0:
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(osobliwosé istotna). Szukamy wspdtczynnnika 1; Wynosi on:
1 1 1

ST

4! 5! 6!

€co mozna zapisac jako

1 1
el — 4 —

2! 3!

. C R '
Czyli suma residuéw wynosi — + - — 3= 3 2 catka -2n %
e e

Metoda ll.

Obliczamy residuum w nieskonczonosci funkcji f(z). Residuum wynosi —c_4 gdzie c_,jest wspoétczyn-

nikiem 1; w szeregu Laurenta f(z) w nieskornczonosci. Ten szereg obliczmy tak zamo jak powyzej, z

tg roznicg ze szereg (1 + 27! piszemy dla |z| > 1. Czyli:



Z tad widzimy ze wspotczynnik % wynosi 3i -1+1- §= _3—1 a residuum w nieskoénczonosci % Sama

catka wynosi —27i (residuum w nieskoncoznosci) czyli -2 é jak powyze;.



