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Uwaga: wywieszam te notatki z dobrodziejstwem inwentarza — w szeregu miejsc
odwotania do wcze$niejszych wynikow czy zadan sa niewypetnione, by wymieni¢ tylko
ewidentne braki. Wywieszane tu wczesniej zadania sa skopiowane na koricu.

§ 1. Zbiory wypukle i funkcje wypuktle

1. Definicje i zadania wstepne.

Niech V' bedzie rzeczywista lub zespolona przestrzenia wektorowa, (=liniowa).

Definicja. Odcinkiem (domknietym) w V| o koncach z1,x9 € V, nazywamy zbior
[xl,l‘g] = {txl + (1 — t)xg it e [0, 1]}

Zadanie 1. Udowodni¢ nastepujacy aksjomat Pascha: gdy b’ € [a,v] i o € [b, ],
to [a,a’] N [b, V] # 0.

Definicja. Zbior X C V nazywamy wypuklym, gdy [z1, xo] C X dla kazdych z1, x5 €
X. Sposrod wszystkich wypuklych nadzbiorow danego zbioru A C V istnieje naj-
mniejszy (dlaczego?); nazywamy go uwypukleniem lub powtoka wypukla zbioru
A 1 oznaczamy conv(A).

Zadanie 2. a) conv(A) = {tja1 + ...tha, : n € Njay,...,a, € Aty,...,t, €
0,1] oraz ) ,t; =1}

b) Gdy zbiory X,Y C V sa wypukte i niepuste, to conv(X UY) = ([ J{[z,y] : = €
X,yeY}.

Definicja. Funkcje p : X — [—00,00), gdzie X C V, nazywamy wypukla, jesli X
jest zbiorem wypuklym i p(tzq + (1 — t)xg) < tp(z1) + (1 — t)p(xe) dla x1,29 € X
it e (0,1). (Przyjmujemy t - (—o00) = —o0 = (—0) + s = (—o0) + (—o0) dla
s € Rt € (0,1). Wartos¢ —oo dopuszcezamy ze wzgledu na ponizsze zadanie.)

Zadanie 3. Niech A C V xR bedzie zbiorem wypukltym, ktorego rzut na V' oznaczmy
przez X. Wowczas funkcja p : X — [—00,00), okreslona wzorem p(x) = inf{c :
(x,c) € A}, jest wypukla.
Zadanie 4. a) Jedli funkcja p : X — [—00,00) jest wypukta i zbior X jest syme-
tryczny wzgledem Oy (tzn. —X = X), to p(Oy) = {—oo} lub p(X) C R.

b) Gdy funkcje p: X — R i —p obie sg wypukte, to p jest funkcja R—afiniczna,
tzn. p(ty + (1 —t)z) =tp(y) + (1 —t)p(z) dlaz,y € X it € [0, 1].
Uwaga 1. Proy A= {(z, ) e X x R:t > p(a)} i A= {(2,t) € X x R: ¢ > p(x)},
wypuktoéé funkeji p : X — R jest rownowazna wypuktosci ktoregokolwiek ze zbiorow
A lub A, a takze temu by conv(A4) C A, czy tez by conv({(z,p(z)) : z € X}) C A.
Dowdd jest polecany jako ¢wiczenie, cho¢ z uwagi dalej nie korzystamy:.
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Zadanie 5. Niech X C V bedzie zbiorem wypuklym, takim, ze Oy € X. Wowcezas:

a) Zbior Vo = {sx —ty : z,y € X, s,t € [0,00)} jest powloka liniowg zbioru X.

b) Kazda funkcje R-afiniczna ¢ : X — R taka, ze po(0y) = Or, mozna przedtuzyé
do funkcji R-liniowej ¢ : V. — R. (Wskazowka: sprawdzi¢, ze wzor sx — ty +—
s@o(r) — tyo(y) poprawnie okresla przedtuzenie na V. Rozszerzenie na V' uzyskaé
korzystajac z twierdzenia z GALu: V = V; @ V; dla pewnej podprzestrzeni V)

2. Twierdzenia Kakutaniego, Mazura—Orlicza oraz wersja Mazura tw. Hahna—Banacha.

Twierdzenie 1 (Kakutaniego). Roztgczne, wypukte podzbiory A i B rzeczywistej lub
zespolonej przestrzeni wektorowej V- -mozna powigkszyc¢ do zbiorow A i B, ktdre nadal
sq roztgczne 1 wypukte, lecz ktorych suma mnogosciowa jest catq przestrzenig: AUB =

V.

Dowod. W zbiorze wszystkich par (P, Q) wypuktych podzbioréw przestrzeni V' takich,
ze P D AiQ D B, wprowadZmy relacje (P,Q) = (P,Q') < P D P'i@Q D Q.
Wsrod par, dla ktorych ponadto PN Q = (), istnieje na mocy lematu Kuratowskiego-
Zorna para maksymalna (A, B). Pozostaje dowies¢, ze AUB=V.

_Przypusémy, ze jest przeciwnie i niech v ¢ AU B. Poniewa (ConV(A U{v}), ) -
(A, B), wiec z maksymalnosci pary (A, B) wynika, ze conv(A U {v}) N B # 0, a tym
samym [a,v] N B # () dla pewnego a € A. (Korzystamy z zadania 2 b).) Tak samo,
[b,v] N A # 0 dla pewnego b € B. Istnieja wiec a,a’ € Aib b € Btakic, ze d’ € [0, v]
i ¥ € [a,v]. Ale wtedy [a,a] € Ai[b,¥/] C B wobec wypuklosci zbiorow A i B, a
takze [a, @] N[b, ] # 0 na mocy zadania 1. Otrzymalismy sprzecznosé, bo AN B = 0,
i to konczy dowod twierdzenia.[]

Twierdzenie 2 (wersja twierdzenia S. Mazura i W. Orlicza). Gdy S C V x R jest
zbiorem, ktorego rzut na V' jest symetryczny wzgledem Oy, to rownowazne sq warunki:
a) istnieje funkcja R-liniowa ¢ : V- — R, ktorej wykres lezy pod zbiorem S, tzn.
o(z) < ¢ dla kazdych (x,c) € S,

b) > tyey 2 0 dla kazdych skoriczonych uktadow {t,}yer C (0,00) i {(24,¢;)}yer C
S takich, ze Zv tyry = 0,

c) zbior {c € R : (Oy,c) € convS} jest roztgczny z (—o0,0).

Dowod. Gdy ¢ zaswiadcza o prawdziwosci a), to y  tyey > >0 typ(xy) = 0(Q2, tyy) =
0 dla kazdych uktadow {¢,}er i {(x,, cy) }yer opisanych w b). Zatem a)=b), a dowod
implikacji b)=-c) jest rownie prosty.

Niech teraz spelniony bedzie warunek c) i przyjmijmy A = conv(SU{(0y,0r)}), B =
{0y} X (—00,0). Zbiory te sa roztaczne na mocy zatozenia i zadania 2. (Wykorzy-
stujemy to, ze A C conv({0,0)} UconvS).) Z twierdzenia Kakutaniego wynika wiec
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istnienie roztacznych zbioréw wypuktych Z, BCVxR takich, ze A C g, B C Bi
AUB=V xR

Oznaczmy przez X uwypuklenie rzutu zbioru S na V', a przez ¢y : X — [—00, 00)
funkcje x — inf{c : (x,¢) € ﬁ} Zbior X jest wypukly i symetryczny wzgledem
Oy; ponadto ¢o(0y) = 0 1 wykres funkcji oo lezy pod zbiorem S. Z zadan 3 i 4a)
wnosimy, ze funkcja ta jest wypukta i nie przyjmuje wartosci —oo. Poniewaz AiB
przecinaja prosta {x} x R wzdtuz dopelniajacych sie zbiorow wypuktych, wiec zachodzi
tez po(x) = sup{c € R: (z,¢) € E}, skad wynika jak wyzej wypuktosé funkeji —y.
Na podstawie zadari 4b) i 5b) funkcja ¢y : X — R jest R-afiniczna i daje sie rozszerzy¢
do szukanej w a) funkcji R-liniowej ¢ : V' — R.OJ

Twierdzenie 3 (wzmocnienie Mazura tw. Hahna-Banacha). Niech Vi bedzie pod-
przestrzeniq rzeczywiste] lub zespolonej przestrzeni liniowej V', a funkcje R-lintowa
wo : Vo — Ri wypukta p : V' — R niech spetniajg warunek oo < pp,. Wowczas @g
mozna przedtuzyc do R-lintowej funkcji ¢ : V. — R takiej, ze o < p.

Dowdd. Niech ¢(v) = p(v) dlav € V\ Vi 1 q(v) = ¢(v) dla v € V. Wystarczy
dowies¢, ze wykres funkeji ¢ spelnia warunek b) twierdzenia 2. Istotnie, funkcjonal
¢ < g, istniejacy na mocy tego twierdzenia, spelni warunki ¢(v) < p(v) gdy v € Vp

oraz p(v) < o(v) < p(v) gdy v € V. Da to ¢ <pi gy, < o, a wiee i @y, = ¢p na
podstawie antysymetrii funkcjonatow ¢y, 1 @o.
Sprawdzenie warunku b) jest trescia zadania 10.H

3. Przedluzanie funkcjonaléw zespolonych

Lemat 1. Gdy ¢ : V — R jest funkcjonatem R-liniowym na zespolonej przestrzeni
wektorowej V', to istnieje doktadnie jeden C—liniowy funkcjonat ¢ : V. — C taki, ze
v = Reyp; jest on zadany wzorem

e(v) =Y (v) —ip(iv) dlaveV. (1)
Ponadto, gdy p : V — R jest funkcjqg spetniajoce warunek
p(AV) = p(v) dla wszystkich v eV i X\ € C takich, ze |\| =1, (2)

to (lpl <p) & (¥ <p).

Dowod. Jedynosé ¢ i poprawnosé wzoru (1) udowodniono na AF 1. Gdy spelniony
jet warunek (2) i ¢ < p, to dla danego v € V przyjmijmy A = |p(v)|/o(v) jesli
o(v) # 0, zas A = 1 jesli p(v) = 0. Wowezas |p(v)] = o(Av) = ¥(Av) < p(Av)
(druga rownos¢ wynika stad, ze ¢(Av) € R). Poniewaz |[A| = 1, wiec p(Av) = p(v),
skad [ip(0)] < p(v)
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Wnhniosek 1 (Sobczyk, Bohnenblust). Niech Vi bedzie podprzestrzeniq przestrzeni linio-
wej V' nad ciatem F € {R, C}, za$ funkcje wypukta p : V- — R i liniowa @q : Vo — F
niech spetniajq warunek Repy < py,. Wowczas oy mozna przedtuzyc do funkcji linio-
wej @ 1 V — T takiej, ze Rep < p. Jesli funkcja p spetnia warunek (2), to przedtuzona
funkcja @ spetnia warunek |p| < p.O]

4. Zadania i problemy

Zadanie 6. (Przypomnienie GALu.) Dowies¢, ze gdy ¥ i ¢ sa funkcjonatami linio-
wymi na przestrzeni wektorowej V' i ker(¢)) D ker(y), to ¢ = A- dla pewnego skalara
A. Ogolniej, gdy ¥, @1, . . ., @n sa funkcjonatami liniowymi i ker(y)) D (i, ker(¢;), to
1 jest kombinacja liniowa pozostalych funkcjonatow.

Zadanie 7. a) (Przypomnienie GALu.) Dla danej rzeczywistej przestrzeni liniowej
wskazac¢ przestrzen zespolona, zawierajaca ja jako podprzestrzen rzeczywista.

b) To samo dla unormowanych przestrzeni liniowych. (Nalezy zdefiniowa¢ norme
na otrzymanej przestrzeni zespolone;j.)

Zadanie 8. Niech G bedzie wypuklym podzbiorem przestrzeni V takim, ze | J, .y nG =
V. Zdefiniujmy funkcjonal Minkowskiego zbioru G wzorem p(v) = inf{t > 0: v €
tG'}. Dowiesc, ze:

a) Zbior S = J,5otG x {t} jest wypukly i p(v) = inf{t : (v,t) € S}.

b) p(tv) = tp(v) oraz p(v + w) < p(v) + p(w) dla v,w € Vit > 0. (Czy ma to
zwiazek z zadaniem 37)

c) Jesli ),(1/n)G = {0}, to p(v) # 0 dla v # 0.

d) Gdy zbior G jest zbalansowany (tzn. A\G C G gdy |A| = 1), to p(Av) = |Ap(v)
dlaeF,veV).

9. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Mazura i Orlicza: Gdy p jest funkcja wypukta
na rzeczywistej przestrzeni liniowej V', zas S podzbiorem przestrzeni V' x R, to do
istnienia funkcji liniowej ¢ : V' — R, ktorej wykres lezy nad zbiorem S' i pod wykresem
funkeji p potrzeba i wystarcza, by dla kazdych skonczonych uktadow {(z, cy)}yer C S
i {ty}yer C (0, 00) speltniona byla nieréwnos¢ > t,cy < p(3_. tha,).

10. W oparciu o tw. Mazura i Orlicza z zadania 9 dowies¢ nastepujacych ,twierdzen
o momentach”

a) Niech S bedzie podzbiorem przestrzeni V' x R, gdzie V jest rzeczywista prze-
strzeniag unormowana. Wowczas do istnienia funkcjonatu ¢ € V* ktorego wykres
lezy nad zbiorem S i ktory spetnia warunek ||¢|| < M, potrzeba i wystarcza, by dla
kazdych skoticzonych uktadow {(z-,cy)}yer C S 1 {t;}rer C (0,00) spetniona byta
nieréwnos¢ » . tycy, < M| tya,||.
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b) Przy powyzszych oznaczeniach, funkcjonatl ¢ € V* o wykresie lezacym nad
zbiorem S istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ostatni warunek jest spelniony dla pewne;j
statej M < oo.

c) Jakie warunki otrzymamy w a) i b), gdy ,wykres lezy nad zbiorem” zamieni¢ na
,wykres zawiera zbior”?

11. Niech podprzestrzeti liniowa V' przestrzeni /X (T') i rodzina G przeksztalcen zbioru

T beda takie, ze 17 € Vi fo g € V dla wszystkich f € Vi g € G. (Elementy (X (T)
traktujemy jako ograniczone funkcje rzeczywiste na T', zas 17 to funkcja stata, réwna
1.) Dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) Na przestrzeni V istnieje nieujemny funkcjonal liniowy ¢ taki, ze o(17) = 11i
o(f og) = @(f) dla wszystkich f € Vi g € G. (,Nieujemny” oznacza, ze ¢(f) > 0
dla nieujemnych funkeji f € V)

b) Dla dowolnych n € Noraz fi,..., fo € V,g1,...,9n € G zachodzi sup > ;(fio
g; — f;) > 0. (Ostatnia suma jest funkcja na zbiorze T' i chodzi o jej kres gorny.)

Problem 1. Dowies¢, ze warunek b) w ostatnim zadaniu jest spelniony jesli rodzina
G jest przemienna i zamknieta ze wzgledu na sktadanie. Wywnioskowaé, ze kazda
grupa przemienna G jest Sredniowalna (ang. ,amenable”), tzn. na (. (G) istnieje
nieujemny funkcjonal liniowy ¢ # 0 taki, ze o(f) = @(f,) dla wszystkich f € ((G)
igeGq,gdzie f)(x) = f(x+g) dlaz e G.

Problem 2. Dowies¢ nastepujacego twierdzenia Banacha: na przestrzeni /2 ([0, 00))
istnieje funkcjonal liniowy ¢ taki, ze lim, . f(t) < @(f) < limy» f(t) oraz o(f) =
o(t — f(t+s)) dla kazdej funkeji f € ¢oo([0, 00)) 1 kazdej liczby s > 0.

Problem 3. Udowodnié¢ kolejne twierdzenia Banacha:

a) Na przestrzeni V = ((T), gdzie T to okrag T' = {z € C : |z| = 1}, istnieje
nieujemny funkcjonat liniowy ¢ taki, ze ¢o(f) = fo% f(e®) dt dla funkcji mierzalnych
feViplf)=e(f,) dageT i fe V. (Ozaczenia jak w problemie 1; T jest
grupa wzgledem mnozenia.)

b) Wywnioskowaé, ze miare Lebesgue’a na prostej R mozna rozszerzy¢ do nieujem-
nej miary addytywnej, okreslonej na wszystkich podzbiorach prostej R i niezmienniczej
wzgledem dowolnej izometrii tejze. (Miara taka przyjmuje m.in. warto$¢ oo; nie moze
ona by¢ przeliczalnie addytywna. Banach udowodnit tez, ze mozna w b) zastapic
prosta R przez plaszczyzne R?, lecz — wraz z Tarskim — nie przez przestrzenn R3.)
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§ 2. Przestrzenie liniowo—topologiczne.

1. Podstawowe pojecia i wyniki

Definicja. Przestrzenia liniowo-topologiczng nazywamy przestrzen wektorowa nad
cialem F € {R, C}, na ktorej wyrézniono topologie 7 taka, ze

1) {Ox} jest zbiorem domknietym

2) dzialania liniowe

XXX3(xpa)—ai+22€X 1 FxX3(M\e)— A reX

sa ciagle, gdy X rozpatrywaé z topologia 7, IF z naturalng topologia, a X x X iF x X
z topologia produktows.

Uwaga 1. Gdy X jest przestrzeniag liniowo-topologiczna (PLT), to przeksztatcenia
my: X —-X1i195,: X — X, zadane wzorami

ma(z) =Ar 1 Sy(x) =a+x

sa homemorfizmami, dla kazdych A € F\ {0} i a € X. Wobec tego gdy zbior U C X
jest otwarty, to zbior AU i a + U tez, dla kazdych a € X i A # 0.

Ze wzgledu na niezmienniczos¢ topologii 7 wzgledem przesunieé, jest ona wyzna-
czona przez baze By otoczen zera. Baza ta ma nastepujace wlasnosci:

i) N Bo = {0};
ii) Dla kazdego U € By istnieja V € By i € > 0 takie, ze D. -V C U, gdzie

D.={\eF:|]\<e)

iii) Dla kazdego U € By zachodzi |, nU = X;

iv) Dla kazdego U € By istnieje V' € By takie, ze V +V C U,

v) Dla kazdych Uy, Uy € T istnieje V € T takie, ze V C Uy N Us;
Powyzej, 1) wynika z domknietosci zbioru {0} i uwagi 1, v) — z definicji bazy otoczen,
iv)—z cigglosci w (0, 0) operacji dodawania wektoréw, z za$ ii) oraz iii) — z ciagtosci w
punktach (Og, Oy ) i (Op, x) operacji mnozenia wektorow przez skalary.

Definicja. Podzbior A przestrzeni wektorowej nazywamy zaokraglonym (odp. zba-
lansowanym, gdy AA C A dla wszystkich skalarow takich, ze |[A\| = 1 (odp. takich,
ze |A\| < 1). Zbior A nazywamy absolutnie wypuklym, gdy jest zbalansowany i
wypukty.

Uwaga 2. Dla kazdego zbioru V' C X i kazdego € > 0, zbior D, -V jest zbalansowany,

a jego uwypuklenie jest zbiorem absolutnie wypuktym.

Whniosek 1. W przestrzeni LT,
a) Kazde otoczenie zera zawiera zbalansowane otoczenie zera,
b) Kazde wypukte otoczenie zera zawiera absolutnie wypukle otoczenie zera.
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Dowo6d. Wynika to z uwagi i whasnosci ii).[]

Twierdzenie 1. Niech X bedzie przestrzeniq wektorowg nad ciatem F € {R, C}, zas
By rodzing jej podzbiordw, spetniajgcq warunki od i) do v). Wowczas na X okresli¢
mozna topologie T takq, ze By jest w niej (pewnqg) bazq otoczen zera i (X,T) jest
przestrzeniq LT.

Dowdd. Nazwijmy zbior G C X otwartym, gdy dla kazdego x € G zachodzi x+U C G
dla pewnego U € By. Rodzina 7 wszystkich takich zbiorow U jest zamknieta ze
wzgledu na skonczone przeciecia (to wynika z iv)) i dowolne sumy; a ze ), X € 7,
wiec (X, 7)) jest przestrzenia topologiczna. 7 definicji, topologia 7 jest translacyjnie
niezmiennicza (tzn. x +U € T dla U € T i x € X); ponadto, operacja dodawania
wektorow jest ciagta w (0, 0) na podstawie iv). Stad juz wynika ciaglosé tej operacji w
dowolnym punkcie (z1,x2) € X x X oraz (na podstawie i)) domknietos¢ zbioru {0}.
Podobnie, z ii) wynika ciagtos¢ w (Op, Ox) operacji mnozenia skalaréw przez wektory.

Dowiedziemy teraz, ze dla danego x € X funkcja F 3 A +— Az € X jest ciaglta w
Op. Istotnie, dla danego U € By mozemy obra¢ V € Byie > 0 tak, by D. -V C U.
Gdy przez n € N oznaczy¢ liczbe taka, ze %x € V, istniejaca na podstawie ...., to
stwierdzamy, ze dla A € D, , zachodzi Ax € U, jak zgdano.

Kolejnym krokiem jest udowodnienie ciagtosci w Ox funkcji x — Az, dla ustalonego
A e F. W tym celu ustalmy U € By i dobierzmy Wy € By oraz k,l € N tak,
by Dyr - Wy C U i 28 > |\|. Nastepnie wykorzystajmy .... do znalezienia zbioru
W, € By takiego, by Wi + --- + W; C W,, gdzie sktadnikow jest 2¥+!. Wowczas
W1 C W = Dyjpen - Wy, wobec czego tak zdefiniowany zbior W jest abslolutnie
wypuktym otoczeniem zera w topologii 7T, i to zawartym w 27'U. (Korzystamy z
Uwagi.) Gdy wiec x € W, to A\x = 25(%@ € 2'W C U, jak zadano.

Poniewaz

AL — )\on = ()\ — )\0)(1’ - xo) + ()\ - )\0)1’0 + )\o(x - xo)

wiec z ostatnich trzech stwierdzeri wynika ciagtosé funkeji (A, x) — Az w dowolnym
punkcie (Ao, o). (Istotnie, gdy punkt ten oraz zbior U € By sa dane, to stwierdzamy,
e W+ W + W C U dla pewnego W € By, i mozna obra¢ € > 0 oraz V € By tak,
by dla p € D. iy € V zachodzito {uy, pzo, Aoy} C W — co daje Ax — A\oxo € U gdy
AN —Xo| <eix—xz9eV.) Zatem (X,7) jest PLT.

Pozostaje dowiesé, ze 0 € Int7 U dla kazdego zbioru U € By. Gdy jednak ustalimy
U i obierzemy V € By tak, by V. +V C U, todlax € V mamy z +V C U, wobec
czego x € Int7U.L

Uwaga 3. Z fragmentow dowodu wynika, ze istnieje tylko jedna topologia 7 o wy-
mienionych w twierdzeniu 1 wtasnosciach.
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Twierdzenie 2 (Birkhoff, Kakutani). Niech (X,7T) bedzie przestrzeniq LT, w ktorej
0 ma (pewnq) przeliczalng baze otoczen. Wowcezas istnieje metryka d na przestrzeni
X, ktora jest translacyjnie niezmiennicza (tzn. d(z,y) = d(z + a,y + a) dla
x,y,a € X) i zadaje topologie tej przestrzeni.

Uwaga 4. a) Translacyjnie niezmiennicza metryka d na X jest jednoznacznie wyzna-
czona przez funkcje p : X — [0, 00), zadang wzorem p(z) = d(x,0). Funkcja ta ma
nastepujace wtasnosci

pr)=0c2=01i plr+y) <plx)+ply) dazyeX

Przeciwnie, gdy p ma powyzsze wlasnosci, to wzor d(x,y) = p(x — y) zadaje transla-
cyjnie niezmienniczg metryke na X.

b) Translacyjnie niezmiennicza metryke na X mozna zawsze zmieni¢ tak, by odpo-
wiadajaca jej funkcja p spelniata dodatkowy warunek

p(Az) < p(ux) dla z € X, A\, u € F takich, ze |A| < |y

1 by zmieniona metryka wyznaczala ta sama co poprzednia topologie. W tym celu
wystarczy przyjaé¢ pi(x) = sup{d(Az,0) : |\| < 1} i di(z,y) = p1(x,y). Nierownosé
trojkata dla d; wynika tatwo z tej nierownosci dla d. Ponadto, dla zadanej liczby
r > 0 mozna obraé¢ zbalansowane otoczenie zera W C By(0,r) oraz kule By(0,¢) C
W; wtedy dla x € By(0,¢) mamy dy(z,0) < r i wobec tego kula By, (0,r) jest tez
otoczeniem zera w metryce d (bo zawiera kule By(0,¢)). Wraz z dowolnoscia liczby
r > 0 i przesuwalnoscia obu metryk dowodzi to, ze identycznosé (X, d) — (X, dy) jest
przeksztatceniem ciagtym. Jest ona tez ciagta jako przeksztalcenie z (X, dy) do (X, d),
bo d < di, wobec czego metryki d i dy wyznaczaja te sama topologie.[]

Odnotujmy, ze bez dodatkowych zalozen nie mozna w twierdzeniu 2 uzyskaé¢, by
funkcja p byla norma. (Zajmiemy sie tym w tw. ...Dowod twierdzenia 2 pominiemy
(znalezé go mozna w ..... ). Rozwazymy tylko najwazniejszy przypadek przestrzeni
lokalnie wypuktych.

Definicja. a) Przestrzen LT nazwiemy lokalnie wypuktla, gdy kazde otoczenie zera w
tej przestrzeni zawiera wypukte otoczenie zera. (Z wniosku 1 wynika, ze zawiera ono
wtedy tez absolutnie wypukte otoczenie zera.)

b) Funkcje p : X — [0,00), okreslona na przestrzeni wektorowej X, nazywamy
pseudonorma lub péinorma, jesli

px+y) <plx)+ply) 1 p(Az) =[Ap(z) dla z,y € X,Ae€F.

Jesli ponadto p(z) # 0 dla = # 0, to p nazywamy norma.
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Twierdzenie 3. Niech U bedzie wypuktym podzbiorem przestrzeni wektorowej X, za-
wierajgcym 0 i pochtaniajgcym (tzn. takim, ze |J,.ynU = X ). Wowczas funkcjonat
Minkowskiego zbioru U, zdefiniowany wzorem

pu(x)=inf{t >0:x€tU} dla x € X

jest dodatnio jednorodny (tzn. py(tx) = tpy(x) dlax € X i t > 0) i spetnia warunek
trajkata py(x +y) < pu(z) +puly) dlez,y € X. B

Uwaga 5. a) Przy oznaczeniach twierdzenia ..., gdy ponadto zbior U jest zbalanso-
wany, to py jest pseudonorma, a gdy do tego (), ey %U = {0}, to py jest norma.
b) Gdy X jest PLT, to zbior {z : py(z) < 1} zawiera wnetrze zbioru U.

¢) Gdy p jest pseudonorma na X i U = {x € X : p(x) < 1}, to py = p.

Twierdzenie 4. Gdy X jest lokalnie wypuktq przestrzeniqg LT, to istnieje rodzina
pseudonorm (p)yer taka, Ze rodzina kul jednostkowych B, = {x € X : py(z) < 1}
jest bazq otoczen zera.

Dodatek: Gdy ponadto 0 ma w topologit przestrzeni X przeliczalng baze otoczen, to
mozna przyjecé, ze I' = N.

Dowdd. Obierzmy baze By = {U,} er otoczen zera, ktora w przypadku ,dodatku”
jest przeliczalna. Mozemy zaktadac, ze baza ta sktada sie wytacznie ze zbioréow abso-
lutnie wypuktych (inaczej zastepujemy kazdy zbior U € By przez mniejsze otoczenie
absolutnie wypukte) i jest zamknieta ze wzgledu na skoriczone przeciecia (inaczej do-
rzucamy do niej te przeciecia). Niech p., oznacza fukcjonal Minkowskiego zbiory U,
Twierdzimy, ze (py)qer jest szukana rodzina pseudonorm. Istotnie, z czesci ¢) uwagi

.. wynika, ze rozwazana rodzina kul sktad si¢ z otoczen zera; a ze ponadto B, C U,
dla kazdego v, wiec (By)er jest baza otoczen zera.l]

Twierdzenie 5. Niech (X,7T) bedzie PLT, psiadajgcq przeliczalng baze otoczen zera.
Wowczas na X istnieje przesuwalna metryka d, zadajaca topologie T i taka, ze kazda
kula Bg(0,7) ={z € X : d(x,0) < r} jest zbiorem wypuklym.

Dowod. Niech (py, )nen bedzie rodzina pseudonorm, o ktorej mowa w dodatku do twier-
dzenia .... Przyjmujemy

1
p(xr) = maxmin(—, p,(z)) dlaz e X
n n
Poniewaz pseudonormy p,, spelniaja nieréwnosé trojkata, wiec p tez ja spetnia. Po-
nadto p(z) < r < pu(z) < r gdy % > r, skad dla wyznaczonej przez p metryki
d(z,y) = p(z — y) zachodzi By(0,r) = (V,q,{z : p(z) < r} Kula By(0,r)
jest wiec absolutnie wypuklym otoczeniem zera, jako skonczone przeciecie takich.
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Kule te tworza tez baze otoczen zera, bo kula o promieniu 1/2n jest zawarta w
U, = {x € X : p,(x) < 1}, a rodzina (U,) jest baza. Wynika stad, ze metryka
d zadaje wyjsciowa topologie 7 przestrzeni X.[]

By wyjasni¢, kiedy metryka d w twierdzeniu .... moze by¢ wyznaczona przez norme,
potrzebna jest nastepujaca definicja. Niech X bedzie PLT. Powiemy, ze podzbior A C
X jest pochtaniany przez zbior U C X, gdy A C nU dla pewnego n € N. Powiemy
dalej, ze zbior A jest ograniczony, gdy jest pochtaniany przez kazde otoczenie zera
w przestrzeni X.

Twierdzenie 6 (Kolmogorowa). Na to, by PLT byla normowalna (tzn., by jej topo-
logia byta wyznaczona przez pewna norme), potrzeba i wystarcza, by istniato w niej
ograniczone i wypukte otoczenie zera.

Dow6d. Wymieniony warunek jest konieczny, bo kula jednostkowa wzgledem dowolne;j
normy jest zbiorem ograniczonym w topologii, wyznaczonej przez tg norme. Jest on
tez wystarczajacy, bo gdy opisane otoczenie U istnieje, to mozna zaktadac, ze jest ono
zbiorem absolutnie wypuktym (patrz .....), a wtedy jego funkcjonal Minkowskiego py
jest norma na rozwazanej przestrzeni X. Kula jednostkowa B wzgledem tej normy jest
otoczeniem zera w X (bo zawiera IntU), wiec podobnie jest dla kul %B o promieniach
1/n. Ponadto, kazde otoczenie zera w X zawiera pewna krotnosé kuli (bo te kule
pochtania) i wobec tego kule %B tworza baze otoczen zera w wyjsciowej topologii 7 .
Oznacza to, ze norma py zadaje te topologie.[]

2. Niezwartosé¢ zbioréw otwartych i catkowanie borelowskich przeksztalcen w prze-
strzenie lokalnie wypukle

Twierdzenie 1. Niech p bedzie miarg reqularng na przestrzeni zwartej K, niech X
bedzie lok. wyp. PLT i niech f : K — X bedzie funkcjq borelowskq. Jesli f(K) jest
podzbiorem zwartego i wypuktego zbioru K' C X, to istnieje doktadnie jeden punkt
x € X taki, ze dla kazdego funkcjonatu o € X* zachodzi [(po f) du = ¢(z).

Punkt, o ktorym mowi teza, nazywamy catka funkcji f wzgledem miary p i ozna-
czamy [ f du.

§ 3. Twierdzenia Choqueta i Kreina—Milmana

Twierdzenie 1 (G. Choqueta, wersja dla kompaktow metryzowalnych). Niech K
bedzie zwartym wypuktym podzbiorem przestrzeni lokalnie wypuktej V. Jesl zbior ten
jest metryzowalny, to dla kazdego punktu xo € K istnieje reqularna, borelowska miara
probabilistyczna py na zbiorze E punktow ekstremalnych w K, dla ktorej xg = fE Tdpg.
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W dowodzie wykorzystamy (por. zadania 4.2 1 6.5):

Lemat 1. a) Przy zatozeniach twierdzenia istnieje ciggly operator liniowy T 'V — {5,
ktory jest roznowartosciowy na K.

b) Kwadrat normy || || przestrzeni by jest funkcjq $cisle wypuktq, tzn. ||ty + (1 —
2|12 < tl|ly|l?+ (1 —t)||z||* diat € (0,1) iy, z € by, x #y.

Dowod twierdzenia (zaproponowany przez Bonsella). Ciggle funkcje afiniczne z K

do R oznaczaé¢ bedziemy literami a, aq etc., zas zbior wszystkich tych funkeji — literg
A. Ustalmy punkt z¢ € K i przyjmijmy

q(f) = inffa(zg) ca € Al a > f} (f € C¥(K) )

Latwo stwierdzamy, ze q(c- fi + fa) < ¢-q(f1) + q(f2) dla fi, fo € C(K) ic > 0,
wobec czego funkcja ¢ jest wypukta. Ponadto zachodzi q(f) < q(g) jesli f < g, oraz
q(a) = a(zy) dla a € A.

Z lematu wynika istnienie cisle wypuktej funkeji fy € C(K); jest nia np. funkcja
x — ||Tz||?, gdzie T : K — {5 to operator, o ktérym mowa w czeéci a) lematu. Na
podstawie twierdzenia 1.3 istnieje funkcjonat liniowy ¢ : C'(K) — R taki, ze p < ¢ i
o(fo) = q(fo). Z monotonicznosci ¢ wynika, ze gdy f < 0, to o(f) < q(f) < q(0) = 0.
Zatem funkcjonal ¢ jest nieujemny (tzn. (f) > 0 dla f > 0) i spelnia warunek
p(a) = a(xg) dla a € A (bo p(—a) < —a(xg) 1 pla) < a(xg)). W szezegdlnosci,
p(lx) = 1.

Na podstawie twierdzenia reprezentacyjnego Riesza, ¢ jest catkowaniem wzgledem
pewnej regularnej, borelowskiej miary probabilistycznej g na K (tzn. o(f) = [, fdp,
gdzie miara g ma wymienione wlasnosci). Zmierza¢ bedziemy do wykazania, ze
[rexdp = zo i p(K \ E) = 0. To zakoriczy dowod, gdyz za po bedziemy mogli
przyja¢ obciecie miary p do zbioru E. Miara g bedzie borelowska, probabilistyczna,
regularna i spelni warunek [ g rdpo = xo, bo p ma takie whasnosci, zas zbior E jest
borelowski i petnej miary.

Rownosé [, xdp = xo wynika stad, ze dla kazdej funkcji a € A zachodzi [, adp =
v(a) = a(xg); patrz .... By dowiesé¢ pozostatej wlasnosci obierzmy dla n € N funkcje
a, € A spehiajace warunki a, > foiq(a,) < 27"+q(fy). Poniewaz q(a,) = a,(xg) =
p(an) 1 q(fo) = ¢(fo), wiec

/K (an = fo)dpt = @lan — fo) = alan) —a(fo) < 27" (neN).

7, twierdzenia Lebesgue’a o catkowaniu szeregéw nieujemnych wynika wiec, ze zbior
tych punktow z € K, dla ktorych szereg Y (an, — fo)(x) jest rozbiezny, ma miare 0.
Pozostaje dowiesé, ze zbior ten zawiera K \ E.
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Niech wiec punkt = nie bedzie ekstremalny w K. Wowczas © = (y + 2)/2, gdzie
y,z € K iy # z. Wobec Scistej wypuktosci funkeji fy zachodzi fo(x) = (fo(y) +
fo(2))/2 — e dla pewnego ¢ > 0. Zatem

an(x) = fo(r) =€ + %((an(y) — fo)) + (an(2) = fo(2))) = ¢ (n € N),

bo a, > fy. Tym samym szereg > (a, — fo)(x) jest rozbiezny gdy = € K \ E, co
koniczy dowdd.]

Twierdzenie 2 (Kreina-Milmana). Kazdy zwarty, wypukty podzbior przestrzeni lo-
kalnie wypuktej jest domknieciem uwypuklenia zbioru swych punktow ekstremalnych.

Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie tylko dla metryzowalnych kompaktow wypuktych
K. Niech F oznacza zbiér punktéw ekstremalnych w K i niech xzyp € X. Na mocy
twierdzenia Choqueta istnieje miara probabilistyczna p na E taka, ze xgp = [ g xdpg.
Tym samym zy € conv(E) (patrz ....) i teza wynika z dowolnosci punktu zy € K.OO

Odmienny dowod twierdzenia (bez zalozenia metryzowalnosci) jest w zadaniu 5.4.

§ 4. Miara Haara

Definicja. Niech G bedzie rodzing przeksztatcenn zbioru X w X.
a) Mowimy, ze funkcja ¢, okreslona na pewnym zbiorze V funkcji X — F, jest
G—niezmiennicza, jesli

dla feVigeGzachodzi fogeV i p(fog)=p(f)

b) Mowimy, ze funkcja u, okreslona na rodzinie M podzbioréw zbioru X, jest
G-niezmiennicza, jesli

dla S € Migeée G zachodzi g 1(S) e M i u(g H(S)) = u(S)

(Rownowaznie: jest tak wtedy, gdy funkcja 1g +— p(S) jest niezmiennicza na zbiorze
V ={lg:S € M} funkcji charakterystycznych elementéw rodziny M.)

c) Gdy X jest grupa, to powyzsze funkcje nazywamy lewostronnie niezmienni-
czymi, gdy sa one niezmiennicze wzgledem kazdego przeksztalcenia xz — zgx, gdzie
xo € X. Analogicznie definiujemy prawostronng niezmienniczosé, zas przez obu-
stronng niezmienniczo$¢ rozumiemy koniunkcje tych wtasnosci.

d) Przypomnijmy, ze przez C.(X) oznaczamy zbior tych ciagtych funkeji skalarnych
na X, ktore zeruja sie poza zbiorem zwartym; rozpatrujemy C.(X) jako popdrzestrzen
przestrzeni unormowanej (loo(X),|| [|lsup). (Dla zwartej przestrzeni X mamy wiec
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C.(X) = C(X).) Ponizej skalarami sa liczby rzeczywiste. Przez CF(X) oznaczamy
zbior nieujemnych funkeji f € C.(X)\ {0}, za$ funkcjonal ¢ : C.(X) — R nazywamy
nieujemnym, jesli ¢(f) > 0 dla wszystkich f € CFH(X).

Twierdzenie 1 (o istnieniu lewej calki Haara). Gdy X jest lokalnie zwartq grupg
topologiczna, to na przestrzeni C.(X) istnieje niezerowy, lewostronnie niezmienniczy,
nieujemny funkcjonat liniowy.

Uwaga 1. a) Funkcjonatl ten jest, na mocy twierdzenia Riesza (~Banacha—Kakutaniego—
Markova), catkowaniem wzgledem jednoznacznie przez ¢ wyznaczonej o-addytywnej
miary borelowskiej u, spelniajacej wymienione w tym twierdzeniu warunki regularno-
$ci. Miara jest niezerowa oraz lewostronnie niezmiennicza (jako funkcja na rodzinie
zbioréw borelowskich), co tatwo wynika z niezmienniczosci funkcjonatu. To prowadzi
do réwnowaznego sformutowania twierdzenia 1, orzekajacego istnienie lewej miary
Haara na grupie X —czyli miary, posiadajacej wszystkie wymienione wtasnosci.

b) Rozwazajac grupe (X, *) z przestawionym mnozeniem (tzn. takim, ze g1 % g9 1=
g2 - g1) stwierdzamy, ze lewostronna niezmienniczo$¢ moze by¢ zastapiona przez nie-
zmienniczo$¢ prawostronna; tak wiec na X istnieja tez prawa catka Haara i prawa
miara Haara. W przypadku grupy zwartej, lewostronna niezmienniczos¢ catki czy
miary Haara implikuje niezmienniczo$é¢ prawostronna (i vice versa); dla grup lokalnie
zwartych tak jednak by¢ nie musi.(Dowody sa trescia zadan 7.5 1 6.4).

¢) Miara Haara nie znika na zadnym zbiorze otwartym i wobec tego funkcjonal,
o ktorym mowa w twierdzeniu, nie znika na zadnej réznej od 0 i nieujemnej funkcji

f € C.(X); patrz zadanie 7.4.

Twierdzenie 2. Przy zatozeniu tuierdzenia 1, jesl funkcjonaty @1 @ o spetniajg jego
teze, to o1 = cpy dla pewnej statej ¢ > 0. (Rownowaznie: dwie lewe miary Haara na
grupie lokalnie zwartej sq proporcjonalne.)

A. Dowdd istnienia miary Haara. Dowod twierdzenia 1 wykorzystuje dwa lematy;,
w zasadzie pochodzace od Haara. Oznaczmy przez G zbior wszystkich | lewostronnych
przesunie¢” grupy X, czyli przeksztatcen X — X postaci x +— xgx, gdzie o € X.

Lemat 1. Niech v € CF(X). Wowczas:

a) Gdy f € CH(X), tovog +---+vog, > f dla pewnych g1, ...q; € G.

b) Funkcji v odpowiada G-niezmienniczy, monotoniczny, dodatnio jednorodny i
podaddytywny funkcjonat p, : CH(X) — (0,00) okreslony wzorem

k
(f) = inf{ch keN, c,...,c. >0 1 ch(vogj) > [ dla pewnych gy, ..., gr € G}
j=1

’ 3)
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Dowod. Ad a). Obierzmy zbior zwarty K tak, by f(z) = 0 dla x ¢ K, oraz zbior
otwarty U i liczbe naturalna [ tak, by v(z) > 1/l dla x € U. Poniewaz dziatanie G na
X jest tranzytywne (tzn. Gz = X dla kazdego punktu x € X)), wiec rodzina {g(U) :
g € G} jest otwartym pokryciem przestrzeni X i mozna z niej wybraé¢ skonczone
pokrycie {g(U) : g € Gy} zbioru zwartego K. Wowcezas dla kazdego punktu x € K
zachodzi g~'(z) € U dla pewnego g € Gy, wobec czego Y cq v 0 g '(x) > 1/.
Powtarzajac kazdy element g71, g € Gy, nie wiecej niz (|| f|| +1) - I razy, otrzymujemy
skonczenie wiele gy, ... gi takich, ze > . v o g;(z) > || f|| dla kazdego = € K.

Ad b). Mamy p,(f) < oo ze wzgledu a). Ponadto, p,(f) > ||f||/||v|| > 0 dla
feCr bogdy Xyci(v00) 2 £, 1o |If]] < 3, ¢llvo gill = (5 el oll. Pozostate
zadane wlasnosci (G-niezmienniczosé etc.) funkcjonatu p, sa oczywiste.[d

Lemat 2. Dla danych € > 0 i funkcji fi,..., fn € CH(X) istniejg niezerowe funkcje
v, h € CHX) takie, e h < 1x i funkcjonal p = p, spetnia ponizszq nieréwnosé:

me) +ep(h) < p(Z fi + 22h). (4)

Udowodnimy obecnie twierdzenie, zaktadajac prawdziwosé lematu 2.
a) Wpierw wykazemy, ze dla kazdych n € N, g1,...9, € G 1 f1,..., f, € CHX)
zachodzi

ian(fiogi_fi) <0 (5)
i—1

Przypusémy bowiem, ze liczba ¢ = %inf > v (fiogi — fi) jest dodatnia, i obierzmy
p = py 1 h zgodnie z lematem 2. Poniewaz Y ., fiog > 2eh + > 1, fi, wiec
otrzymujemy sprzeczny clag nieréwnosci

ep(h) + Zp(fi) < p(2eh + Z fi) < p(z fiogi) < Zp(fi °g;) = Zp(fi)-

b) Dla prostoty ograniczymy sie teraz do przypadku zwartego. (Mozna wtedy tez
wykorzystac¢ zadanie 12 ze str. 3, czego nie zrobimy.) Niech A oznacza zbior wszystkich
skoriczonych sum funkcji postaci f o g — f, gdzie f € C(X) i g € G. Zbior ten
jest wypukly, a na mocy a) jest tez roztaczny z wypuklym zbiorem U wszystkich
funkc;ji écigle dodatnich. Na mocy twierdzenia Mazura o oddzielaniu istnieja funkcjonat
lintowy ¢ € C(X)* istala c takie, ze (f1) > ¢ > ¢(f2) dla fi € Ui fy € A. Poniewaz
0 Aorazn™t-1y € U dlan € N, przy czym p(n™! - 1x) — 0 = (0), wiec ¢ = 0
i o(fog) < o(f) dla wszystkich g € G i f € CT(X). Zastepujac f przez f o g,
za$ g przez ¢!, otrzymujemy réwno$é w miejsce nieréwnosci, i to dla dowolnej funkeji
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f € C(X) (bo jest ona roznica dwoch funkeji nieujemnych.) Funkcjonal ¢ jest tez
nieujemny, patrz zadanie 7. 1[]

Dowdd lematu 2. Niech fi,...,f, € CF(X) ie > 0 beda dane. Ograniczymy sie
nizej do przypadku zwartego, w ktorym przyjmujemy h = 1x.

Ustalmy zbior otwarty U C X, na ktory nalozymy podzniej pewne warunki, zas

za v przyjmijmy dowolna niezerowa funkcje v : X — [0, 1], zerujaca sie poza U i
przyjmujacag w pewnym punkcie xy wartos¢ 1. By dowie$é, ze przy odpowiednim
doborze zbioru otwartego U zachodzi (4), przyjmijmy

N
N=n+1, fy=2ch, f=) f oraz hj=fi/f dlai=1,....N (6)
=1

i zazadajmy, by zbior U byt tak malty, aby dla pewnej dostatecznie matej liczby d > 0
zachodzito

diam(h; o g(U)) < 6 dla wszystkich g€ G orazi=1,...,N. (7)

(Istnienie zbioru U omoéwimy w dodatkowej uwadze, zas na § warunek natozymy nizej.)
Gdy >2;cj(vog;) > f, gdzie c1,...,c > 0 1g1,...9¢ € G, to dla kazdego j < k
obierzmy punkt x; € X taki, ze (v o g;)(z;) # 0; wowczas

vogi(z) #0= (z,z; € g;l(U)) = (Jhi(z) — hi(z;)| < d dla i=1,...,N).

Zatem dla 7 < N:

skad p(fi) < >_;(hi(z;) + 6)c;. Poniewaz »_; h; = 1, daje to:

N

D_p(f) <P (NO+D hilwy) =Y (NG +1),

1=1 J

czyli Zfilp(fz) < (1 + No)p(f) (bo >, c; moze by¢ dowolnie bliskie p(f)). Po-
nadto f = 320 fi < (26 4 || 320, fil|)h, skad zmieniajac liczbe Nop(f) na wicksza
otrzymujemy

me) +2ep(h) < p(Z fi+2eh) + N6(2 + || Z filp(h).

By otrzymaé¢ (4) wystarczy wiec zazada¢ uprzednio, by liczba § spelniata warunek
No(2e + || 2252 fill) <O



-16 H. Torunczyk, AF II (wiosna 08)

Uwaga 2. Gdy silniejsze zalozenie zwartosci przestrzeni X nie jest spelnione, to
zamiast przyja¢ h = lx, obieramy h : X — [0,1] tak, by hlx = 11 h(z) = 0
dla z ¢ L, gdzie K = {z : >, fi(r) > 0} 1 L jest pewnym zwartym otoczeniem
zbioru clK. (Dlaczego taka funkcja h istnieje?) Uzupelnienia wymaga wtedy tylko
definicja h;(z) w (6): przyjmujemy h;(x) = fi(x)/f(x) gdy = € K, oraz ho(z) = 11
hi(z)=---=hi(zx)=0¢gdy = € K.

Powr6émy do uzasadnienia istnienia zbioru otwartego U, speliajgcego warunek
(7). Otrzymaé go mozna przecinajac otoczenia Uy, ..., U, zadanego punktu x, €
X. Poniewaz funkcje hq, ..., h,, jak rowniez funkcja hy — 1, zeruja si¢ poza zbiorem
zwartym, zas srednica zbioru hgo g(U) nie zmieni sie przy zastapieniu hg przez ho — 1,
wiec istnienie potrzebnych otoczen U; wynika z nastepujacego lematu:

Lemat 3. Dla danych h € C.(X),0 > 0 i xg € X istnieje otoczenie U punktu x
takie, ze diam(h o g(U)) < 0 dla wszystkich g € G.

Dowod. a) Zalozmy wpierw, ze grupa X jest zwarta. Rozpatrzmy zbior {(x,g) €
X x X : |h(gx) — h(gxo)| > 6/2}, domkniety w X x X i roztaczny z {zo} x X.
Jego rzut wzdtuz (zwartej!) drugiej osi jest domkniety w X, a za szukane otoczenie U
punktu xy mozemy wzia¢ dopelnienie tego rzutu: z definicji, |h(gx) — h(gzg)| < §/2
dlazeUigeX.

b) W przypadku lokalnie zwartym zmieniamy nieco to rozumowanie. Niech V' i K
beda zwartymi otoczeniami punktu xy i zbioru {x € X : h(z) # 0}, odpowiednio.
Zbior T = {(z,2',9) € V. x V x K-V~ :|h(gx) — h(gax")| > &} jest domkniety w
V x V x K-V~! wobec czego jego rzut na V x V., ktory oznaczmy przez 1", jest
domknicty w V x V. (Wykorzystujemy to, ze zbior K - V=1 jest zwarty, jako obraz
K x V przy ciaglym przeksztalceniu (g1, g2) — g195 *.) Poniewaz (g, z0) € 17, wiec
istnieje otoczenie U C V punktu xz( takie, ze (U x U)NT" = (). Dla z,2’ € U
ige G, jesligr € Kige € K, to h(gr) = 0 = h(gx’). W przeciwnym razie
ge K- U''Cc K-V taze(z,2')€UxU, wigc (x,2") ¢ T' — co daje (x,2',9) ¢ T
i ostatecznie |h(gz) — h(gz')| < d. Tak wiec otoczenie U ma zadana wtasnosé. [

Uwaga 3. Struktura grupy topologicznej w X odgrywa role dopiero w dowodzie
lematu 3 (i twierdzenia 2). G-niezmienniczy funkcjonat na C.(X) istnieje wiec zawsze,
gdy G jest tranzytywna grupa przeksztalcen lokalnie zwartej przestrzeni X, byé¢ moze
nie bedacej grupa, i prawdziwa jest teza tego lematu. (Z dowodu za$ wynika, ze jest
ona prawdziwa gdy pewna grupa topologiczna G dziala na X tak, ze dla kazdego
zbioru zwartego K C X, kazdy punkt xg € X ma otoczenie W dla ktorego zbior
{ge G:g(W)NK # 0} jest zwarty.)B

B. Dowo6d jednoznacznosci miary Haara. Przez X oznaczamy ustalong lokalnie zwarta
grupe topologiczna.
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Lemat 4. Niech p bedzie lewg miara miarg Haara na X . Jesli funkcje u,v € C(X)
sq takie, ze [(uh)du = [(vh)du dla kazdej funkeji h € CH(X), tou =v.

Dowod twierdzenia 2.(Za Bourbakim) Ustalmy pomocniczo pewng prawa miare Ha-
ara v. Gdy ¢ jest lewa calka Haara, zas p odpowiadajaca jej miara, to dla h, f €
CH(X) otrzymujemy:

o(f) [ hdv = [ ([ F@)h(y)dv(y) )dut) = [ (] F@)h(ya)dv(y) )dur) =
[ (f @ h(y)du(o) )dvly) = [ ([ " D)h(@)du() )dviy) =
S (J F 0 dv () ) ha)du(e)

(Parzyste rownosci wynikaja z niezmienniczosci catki Haara, a pozostale — z twier-
dzenia Fubiniego.) Zatem

/hdy—/uf h)dp, gdzie us(x) = gf)/f(ylx)dl/(y) dla z € X.

Przy ustalonym f traktujmy pierwsza z tych réwnosci jako tozsamosé wzgledem zmien-
nej h; odejmujac dwie tozsamosci, odpowiadajace roznym f, stwierdzamy na podstawie
lematu 4, ze funkcje u nie zaleza od f. (Pomijam sprawdzenie ciagtosci tych funkeji.)
Oznaczmy wige uy przez u i w definicji funkcji uy przyjmijmy x = e. Otrzymamy
o(f)ule) = ¥(f) dla wszystkich f € CH(X), gdzie ¥(f) = [ f(y ')dv(y). Oznacza
to, ze lewa catka Haara ¢ jest na Cf(X) proporcjonalna do ustalonego (niezerowego!)

funkcjonatu ¢p. Dwie takie calki tez sa wiec proporcjonalne na C7(X), a stad i na
C.(X).0

§ 5. Splot i transformata Fouriera

Na lokalnie zwarte]j grupie X ustalmy lewa miare Haara p. Piszemy [ f(z) da lub [ f
zamiast [ f(x) du(x) oraz L,(X) lub L, zamiast L,(X;u). Dla funkeji mierzalnych
f,g: X — Cixe X przyjmijmy

(f *9)(x /f zy)g(y™") dy = /f(y)g(y‘1

gdy pierwsza catka ma sens. (Ostatnia rownosé wynika stad, ze wtedy [u(y) dy =

[u(zy) dy, gdzie u(y) = f(zy)g(y~"').) Piszemy f* g € L,(X) gdy funkcja x —
*¢g)(x) nalezy do L,(X) (w szczegdlnodcei, jest ona wtedy okreslona prawie wszedzie

(f*g)(z) y do L, g )] y p ¢

i mierzalna).

Lemat 1. Gdy f € L1(X),g € Ly(X) iq>1,to fxg € LX) i|lf *gll, <
112 - 11glly-
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Whiosek 1. (L1(X),*,+) jest pierscieniem, przy czym ||f *gll1 < ||f]l1-|lg]l1. Jesli
grupa X jest przemienna, to pierScien ten jest przemienny.

Otrzymany pierscien nazywany jest algebra splotowa grupy lokalnie zwartej X
lub jej pierscieniem grupowym. (Ostatni termin jest dwuznaczny, gdyz te sama
nazwe nosi zblizone pojecie czysto algebraiczne, definiowane niezaleznie od mozliwe;j
topologii na grupie. Dla grup skonczonych pojecia te sg tozsame.)

Uwaga 1. Algebra splotowa ma jedynke wtedy i tylko wtedy, gdy grupa X jest
dyskretna.

Uwaga 2. Mocniejsze od lematu 1 jest nastepujace twierdzenie Younga: gdy
feLyX) g€ Ly(X)it+i=1+1(pgr>0)tofrgeL(X)il]fxgl <
11l - Mlgllg-

Od tej pory ograniczamy si¢ do badania abelowych grup lokalnie zwartych, i by to
zaznaczy¢ zamiast X piszemy A. Przez charakter na takiej grupie rozumiemy do-

wolny ciaglty homomorfizm A — T, gdzie T to grupa multyplikatywna liczb zespolo-
nych o module 1. Zbiér wszystkich charakter6w na grupie A oznaczamy przez A lub
A" Oczywiscie, charaktery mozemy mnozy¢ (jak kazde funkcje A — C) i wzgledem
tego mnozenia A jest grupa; jej jedynka jest charakter stale rowny 1. Bedziemy tez
traktowaé A jako podprzestrzen topologiczna przestrzeni wszystkich funkcji A — C,
rozpatrywanej z topologia zbiezno$ci niemal jednostajnej-tzn. z topologia wy-
znaczong przez rodzine pseudonorm f +— sup{|f(z)| : x € K}, gdzie K przebiega
wszystkie zwarte podzbiory grupy A. Gdy grupa A jest osrodkowa i metryzowalna, to
1 grupa Ejest taka, patrz zadanie 8.5.

Lemat 2. A jest lokalnie zwartq grupg topologicznag.

Przyktad. a) Kazdy charakter na grupie Z jest postaci Z 3 = — exp(2wizy), gdzie
y € R/Z. Przyporzadkowanie kazdemu y € R /7Z takiego charakteru ustala izomorfizm
algebraiczno—topologiczny grupy R/Z na Z .

b) Kazdy charakter na addytywnej grupie R" jest postaci R" o x — exp(2wizy),
gdziey € R" i 2y = Z?:l x;yj. Przyporzadkowanie kazdemu y € R" takiego charak-
teru ustala izomorfizm algebraiczno—topologiczny grupy R™ na (R"J.

c¢) Kazdy charakter na grupie addytywnej R /Z jest postaci R/Z > [x] — exp(2mizy),
gdzie y € Z. Przyporzadkowanie kazdemu y € Z takiego charakteru ustala izomorfizm
algebraiczno—topologiczny grupy Z na (R/Z). Roéwnowaznie, zamiast o grupie R/Z
mozna mysleé¢ o izomorficznej z nig grupie T'; wtedy charaktery sa postaci T'> z +— 2Y,
gdzie y € Z.

Uzasadnienie prawdziwosci pierwszego zdania w b) jest takie. Niech y : R" —
T bedzie charakterem, zas p : R — T —  przeksztalceniem nakrywajacym” p(t) =
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exp(2rit). Poniewaz przestrzen R” jest $ciagalna, a charakter x ciagly, wiec istnieje
ciagle przeksztalcenie f : R" — R takie, ze x = po f. Poniewaz dalej x(z + 2') =
x(x)x ("), wiec f(z+2")— f(z)— f(2') € Z dlakazdych x, 2" € R". Wraz ze spojnoscia
R"™ prowadzi to do tozsamosci f(x + 2') = f(z) + f(2'), a nastepnie-do liniowosci
przeksztatcenia f. (Gra tu tez role jego ciagtosc.) Zatem f(z) = zyy1 + -+ + Tpyn
dla pewnych y1,...,y, € R.

Uzasadnienie pierwszego zdania w a) jest podobne, a w ¢) wynika ono stad, ze
charakter na R/Z wyznacza zarazem charakter na R, przeksztalcajacy 1 w 1; postac
zas tych charakteréw juz znamy.

Uzasadnienie drugiego zdania w a), b) czy ¢) sktada sie z dwoch czesci. Po pierwsze,
podany wzor zadaje charakter (oznaczmy go przez x,) na rozwazanej grupie, przy
CZYyM Xy+y = XyXy- D0 drugie, trzeba dowies¢, ze ciag charakterow y,, zbiega niemal
jednostajnie do charakteru y, wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (y,) jest zbiezny do y
(w przestrzeni R/Z,R" czy Z, zaleznie od przypadku). Uzupelnienie szczegdtow to
zadanie 8.4.

Twierdzenie 1 (Pontriagina). Kanoniczny homomorfizm Js : A — ﬁ; zadany wzo-
rem Ja(x)(x) = x(z) dla a € A ix € A, jest homeomorfizmem przestrzeni A na
A.

Dowdd tego twierdzenia wykracza poza ramy wyktadu. Zauwazmy, ze nieoczywiste
jest nawet (wynikajace z tezy) istnienie nietrywialnego charakteru na grupie A. Warto
teze twierdzenia sprawdzi¢ dla grup pojawiajacych sie w poprzedzajacym przyktadzie,
a takze dla grup skoriczonych. (Patrz zadanie 8.2 i problem 8.1.)

Dla fe L1(A)ixe€ A przyjmijmy
fly) = / fx (8)

Jest widoczne, ze ostatnia calka istnieje i \f(x)| < |[f]|1 dla wszystkich x € A. Zatem

f: A-C jest dobrze okreslong funkcja, nazywana transformata Fouriera danej
funkeji f € L1(A). Zamiast f piszemy tez F'f.

Uwaga 3. Z przykladu wynika, ze transformata Fouriera funkcji f € L1(R/Z) =
Ly([0,1]) jest clag (cp)nez jej wspoOtezynnikow Fouriera ¢, = fol f(t)e 2t dt. Na-
tomiast transformata Fouriera ciagu (d,) € [1(Z) jest suma szeregu Fouriera: y +—
ZnGZ dn6_2mny‘D

Twierdzenie 2. Gdy f € L1(A), to fjest funkcjq ciggtq na A.

Dowdd. Nalezy dla danych yg € Aie > 0 wskaza¢ otoczenie U charakteru xo takie,

A~

ze |f(x) — f(xo)| < e dla wszystkich x € U. W tym celu, korzystajac z tego, ze
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f € Li(A), ustalmy zbior mierzalny K C A taki, ze u(K) < oo i fA\K |f] < e/2.
Mozemy zaktadac¢ ze jest on zwarty, bo miara Haara jest regularna. Latwo zobaczy¢,
ze zbior U = {x € A : sup,cx |x(x) — xo(z)| < £/2} ma zadane wlasnosci.[d

Twierdzenie 3. Transformata Fouriera splotu f g funkcji f,g € L1(A) jest réwna
f-9.

Dowod. Dla x € A zachodzi (rownos¢ 4 wynika z niezmienniczosci catki, a 5 stad, ze
X jest charakterem):

Fro00) = [ (F9)@)-X f(ff y) dy) -X(@) dv = [ [ f(y)g(x~
y) - X(@) dﬂ:dy—fff (x+y)dﬂfdy—fff )g(x) - X(2)X(y) dz dy =
(f Fw)xt) dy) (S o@)x )=f<>-<>.

Twierdzenie 4 (Plancherela, wersja abstrakeyjna). Dla f € L1(A) N La(A) zachodzi
fe Lg(zzl\). Ponadto, przeksztatcenie L1(A) N Ly(A) o f — fe Lg(zzl\) przedtuza sie
jednoznacznie do podobienstwa liniowego Fy : La(A) — LQ(A\). (Przy odpowiednim
wyskalowaniv miary Haara na A jest wiec ono izometrig.)

Funkcja Fy f (czy raczej jej klasa) nazywana jest transformata Fouriera—Plancherela
funkcji f € Lo(A). Czesto stowo ,Plancherela” jest opuszczane, zas zamiast Fyf pisze
sie nadal F'f lub ]? Odnotujmy, ze ogdlnie F»f nie wyraza sie wzorem (8), bo catka
w (8) moze nie istnie¢ gdy f & L1(A). (Por. uwagi 2 i 5 nizej.)

§ 6. Transformata Fouriera w przypadku A = R".

Dowo6d ostatniego twierdzenia ograniczymy do przypadku, gdy A = R”. Zmienimy
przy tym izomorfizm R" — (R")" rozwazany w przyktadzie z §5: dla uproszczenia
statych utozsamimy kazdy wektor y € R™ nie z charakterem x +— exp(2wizy), a
z charakterem x +— exp(iry). Z doktadnoscia do czynnika, wzor (8) sprowadza sie
wtedy do nastepujacego:

~

fly) = <%) 2 N f(x)e ™ dz dlay e R" (9)

Bedziemy tez nierzadko pisa¢ F'(f) lub Ff zamiast ]/‘\, oraz L, zamiast L,(R").

Uwaga 1. Czynnik C' = (27)™™/2 normuje miare Lebesgue’a na przestrzeni (R"]= R”
tak, by transformata Fouriera-Plancherela Fy : Lo — Lo stala sie izometria. By
zachowaé prawdziwos¢ twierdzenia 2 z §5 nalezy wprowadzi¢ ten sam czynnik (tzn.
tak samo unormowaé miarq) w definicji splotu. Jedli tego nie uczynié¢ i przyjac¢ nadal
(f = Jpn f(W)g(z — y)dy, to rownosé¢ z twierdzenia 2 w §5 zamieni si¢ na

Cf*g—fg
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Twierdzenie 1 (Plancherela dla R"). Przy tych oznaczeniach zachodzi f € L(R™)
dla f € Li(R") N Ly(R"), i istnieje jednoznacznie wyznaczona izometria liniowa Fy :
Ly — Ly taka, ze F5(f) = f dla f € L1 N Ls.

Uwaga 2. Dla catkowalnej funkcji f, ]? jest poprawnie okreslona funkcja; jednak gdy
ponadto [ |f]* < oo, zas Fy traktowaé —jak wyzej— jako przeksztalcenie do Lo, to Fyf
jest klasa funkcji i rownosé Fhf = J/"\oznacza tylko, ze J/"\naleZy do tej klasy. Mozna
jednak (co wygodne) nadaé¢ tezie twierdzenia i taki sens, ze dla kazdej catkowalnej
z kwadratem funkcji f, Fof jest funkcja mierzalng dla ktorej ||Faflla = ||f]]2, przy
czym przyporzadkowanie f — Fbf jest C-liniowe i spelnia warunek Fbf = f gdy
[1f? <ooi []f] < oo. (Przejs¢ do tej wersji jest latwo, wykorzystujac baze Hamela
przestrzeni ilorazowej Lo/Lq N Lo.)

Dowdd twierdzenia. Niech

P={w-v:weClzy,... 2z}, gdzie y(z)=e*/>dla z€R"

Przyjmijmy tez dla dostatecznie gtadkiej funkeji f : R" - C 1 o = (aq,..., ) € N”
(zaktadamy, ze 0 € N) :

olel
oM. o

Traktujemy tu x® jako funkcje na R", co pozwala nam moéwié o funkcji %y. Odnoto-
wujemy kolejno, ze:

1. Dla a € N” zachodzi F(D%y) = i®z%y i F(2%) = il*lD%y; w szczegolnosci,
Fr =~ oraz F(P) C P. Dowdd jest relegowany do zadania 9.2.

2. Zachodzi F?f = foo dla f € P, gdzie F? = F o F', a ¢ to symetria srodkowa,
y — —y. Istotnie, wystarcza rozpatrzeé¢ przypadek, gdy f = z%y dla pewnego «a, a
ten wynika z 1, bo (z%y) o o0 = (—1)lelz.

3. Poniewaz o2 jest identycznoscia, wiec F*f = f dla f € P. A Ze ponadto
F(P)CP,to F(P)="P.

4. Bezposrednio z definicji splotu, dla f, g € Li(R") otrzymujemy réwnosci:

Qp
n

a:a1++an Da xa:l-al.....x
|| ) 1

Ff=F(foo), F(fos)=(Ffea, [Ffg=[fFg (o)

(W ostatnim przypadku uzywamy tw. Fubiniego, by zmieni¢ kolejnosé catkowania.)
5. Gdy f € P, to F(Ff) = f. Istotnie, F(Ff) = F(F(foo))=(foo)oo = f.
(Korzystamy z 4 i 2.)
6. Dla f,g € P zachodzi (Ff, Fg)r, = (f,9)r,- Z 415 wynika bowiem, ze:

(P1.Fg) = [ Fr-Fg= [ 1-FFg) = [ 13- (t.0)
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7. Poniewaz, na podstawie ponizszego lematu, zbior P jest gesty w Lo(R™), to
izometryczne zanurzenie liniowe Fip : P — Lg przediuza si¢ do izometrycznego za-
nurzenia liniowego Fy : Ly — Lo. Jego obraz Fy(Ls), izometryczny z przestrzenia
zupelna, jest domkniety w Lo; a ze zawiera on zbior gesty P, wiec jest caltym Ls.

8. Gdy f € L; N Lo, to istnieje ciag funkeji fr € P taki, ze ||f — fil|[, — 0 dla
p = 1,2. (Znow korzystamy z lematu.) Wtedy ||F fr — Fafl|la = ||[Fofi — Fafll2 =
I|f — fxllo — 0. Poniewaz przy tym ciag funkcji (F'fy) zbiega punktowo (a nawet
jednostajnie) do F'f, wiec Fof = Ff. (Wykorzystalismy to, ze ||[F fy — F f||sup <
(2m) 2| f — fi|l1 — 0, por. oszacowanie po (8).) O

Lemat 1 (wykorzystany w krokach 7i8). a) Domkniecie P zbioru P, w normie || ||so,
jest rowne Co(R™).

b) Gdy f € Li(R")NLy(R"), to istnieje cigg funkcji fr, € P taki, ze || f — fxl[r — O
i |f = fulla — 0.

Uwaga 3. (Wazna) a) Odnotowane w krokach od 2 do 6 tozsamosci pozostaja praw-
dziwe gdy zalozy¢, ze f,g € Lo(R™), zas F zastapi¢ przez F». Wynika to stad, ze
w kazdej z otrzymanych tozsamosci, obie jej strony sa ciggltymi funkcjami zmiennej
f € Lo(R™) (lub zmiennych f,g), rownymi na zbiorze gestym P (lub na P x P).
Wszedzie poza odpowiednikiem ostatniej rownosci w (10) otrzymujemy réownosé w Lo,
tzn. prawie wszedzie.

b) W szczegdlnosci, sktadajac rownosé F2f = foo z Fy' i zastepujac f przez
f o o, otrzymujemy wzér na odwrotng transformate Fouriera—Plancherela:
Fylf = Fy(foo)= (Fyf) oo dla f € Ly(R"). Stad

gdy f e Li(R") N Ly(R") 1 ]?6 Li(R"), todla g := fo o zachodzi Fg = f p.w.,

przy czym jawny wzor na g to g(y) = (2w)"/? Jon f(2)e"¥ dz dla y € R". (Jesli
funkcja f jest ciagta, to rownos¢ F'g = f zachodzi wszedzie, bo funkcja F'g tez jest
ciagla; patrz lemat 3 w §5.) Zalozenie, ze f € L;N Ly, mozna ostabi¢ do f € Ly; patrz
zadania 9.4 1 9.5.

Uwaga 4. W badaniu transformaty Fouriera, a takze w teorii dystrybucji, wazna
role odgrywa klasa S funkcji Schwartza. Ma ona nastepujace wlasnosci: i) S jest
podalgebra algebry splotowej Lq(R"), zawierajaca P i zawarta w Lo(R™) N Cy(R™) N
C*(R™); ii) zachodzi F'(S) = S izbior S jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez
wielomiany, ze wzgledu na operacje sprzegania zespolonego i ze wzgledu na sktadanie
z izometriami przestrzeni R"™. Definicje i dowoéd powyzszych wtasnosci znalezé mozna
np. w podreczniku Rudina.

Uwaga 5. Transformaty Fb nie umiemy zada¢ wzorem catkowym (catka (9) moze
nie istnie¢ dla f ¢ Li(R"™)). Tym niemniej, Fof = limp .o F(f - 1p,), gdzie Bg =
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{z € R" : ||z|| < R}, za$ granica jest w normie przestrzeni Lyo(R"). (Zbieznosé p.w.
nie musi zachodzi¢!) Obserwacja ta wynika stad, ze imp_oo ||f — f - 1pallo = 0 i
flp, € Li(R")NLy(R™) dla f € Ly(R™), wobec czego || Fof —F(f-1p,)||2 = || Fof —
E(f1p)|l2 = [If—f-1B4l|l2 — 0 gdy R — co. Podobnie, Fy ! = limg .o F(f-15,)00
(zbieznosé w Lo).

Dodatek: dowdd lematu (za A. Petezyniskim). Jest on w kilku krokach:

1) Gdy przez 7y oznaczy¢ k—ta reszte szeregu Taylora funkeji exp, to kazdego wie-
lomianu w € R[t] zachodzi sup,s |w(t)ri(—t)|e * — 0 przy k — oo. Mozna bowiem
zatozyé, ze w = t! jest jednomianem; a ze |ri(—t)| < t*/k!, wiec teza sprowadza sie
do tego, ze sup;> thtle=2t [kl — 0 przy k — oo. To za$ wynika stad, ze pochodna
ostatniej funkcji zeruje sie tylko w punkcie ty = (k + 1)/2, w ktorym wartosé¢ funk-
cji mozna oszacowaé uzywajac formuty Stirlinga: (m/e)"v2rm/(m + 1)! — 1 gdy
m =k + [ — o0. Szczegbdly sa pozostawione jako ¢wiczenie.

2) Dla kazdej funkeji f z domkniecia P zbioru P, zachodzi IRVARS P i wobec tego
fyeP.
Wystarczy dowied¢ pierwszej czesci, i to dla f € P (bo wzor T'f = f,/7 zadaje ciagle
przeksztatcenie T : Cy — Cp, skad T'(P) C P jesli T(P) C P.) Niech zatem f = w;
wystarcza rozpatrzeé przypadek, gdy w = 2 jest jednomianem. Dlax € R"it = 22/4
mamy wtedy y(z) = e, A(z) = et i |29 < (1422l = (14+48)ll. (Korzystamy
z tego, ze |x;| < 1+ 27 < 1+ 2%) Jesli wiec fir oznacza k-ta sume szeregu Taylora
funkcji exp, zas ri, jego k—ta reszte, to na podstawie 1):

|2y (@) (@) =2y (@) fi (=% [4)]| oo < supgs(L+4t) e ry(~t)] —

0gdy k£ — oo.
Poniewaz ¢ fi(—2%/4)y(z) € P, wigc 2°9*% = /7 € P.

3) Zbior P jest zamkniety wzgledem mnozenia przez v (na podstawie 2)), a takze

mnozenia przez wielomiany n zmiennych (bo P ma te wlasnosé). Wobec tego jest on
zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez funkcje z P, a wiec i z P. Tym samym P jest
pierscieniem; ponadto jest to domknieta podprzestrzen liniowa w Cy(R"), rozdzielajaca
punkty z R" i zamknicta wzgledem sprzezenia zespolonego. 7 twierdzenia Stone’a—
Weierstrassa wynika wiec teza a) lematu: P = Cj.

4) Pozostaje dowiesé, ze dla danych f € Ly N Ly i e > 0 istnieje funkcja g € P
taka, ze ||f — ¢g||, < € dla p = 1,2. Zaczniemy od tego, by funkcje spetniajaca te
nieréwnosci znalezé we wiekszym zbiorze C.(R™).

W tym celu zauwazmy, ze mozna ja znalezé w zbiorze skonczonych kombinacji
funkcji charakterystycznych pewnych zbiorow mierzalnych K;. (Wynika to z definicji
catki i przestrzeni L,.) Poniewaz miara Lebesgue’a jest regularna, wiec o kazdym ze
zbiorow K; mozemy zatozyé, ze jest zwarty, a nastepnie zastapi¢ w kombinacji funkcje
1k, przez funkcje Urysohna” g; : R” — [0, 1], rowna 1 na K; i 0 poza pewnym jego
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otoczeniem U; tak malym, by miara roznicy U; \ K; byta mniejsza niz §. Otrzymana
kombinacja ¢ = ). c¢;g; ma zadane wlasnosci jesli § < ¢/> ) |ci|. (By¢ moze, w
nierownosciach otrzymamy 2¢ w miejsce €.)

5) Znalezienie zadanej funkcji g € P zostalo w ten sposob zredukowane do przy-
padku, gdy f € C.(R"). Wykorzystamy to, ze zbior {w./7 : w € Clxy,...,3,]} jest
gesty w Cy — co wynika stad, ze jest on obrazem zbioru gestego P przy homeomorfiz-
mie przestrzeni Cy, przeprowadzajacym kazda funkcje na jej ztozenie z jednoktadno-
Scia x — x/v/2. Istnieje wiec wielomian w taki, ze ||f/\/7 — w\/7|| < /M, gdzie
M = max(|[\/7]1, [|[v/7]l2) < o0, co daje ||f —wy||, <edlap=1,2. [

§ 7. Elementy teorii spektralnej operatoré6w normalnych.

1. Dwa twierdzenia spektralne dla operatoré6w normalnych: sformulowania i wstepna
dyskusja.

Przez H oznaczaé¢ bedziemy ustalona zespolong przestrzen Hilberta, a przez L(H)
przestrzen operatoréw ograniczonych z H do H, wyposazona w norme operatorowa.
Wzgledem operacji sktadania i dodawania operatorow, L£(H) jest pierscieniem z je-
dynka I. Operator A € L(H) nazywamy:

normalnym, gdy jest przemienny ze swym sprzezeniem hermitowskim A*, tzn.
gdy A*A = AA*.

samosprzezonym (inaczej: hermitowskim), gdy (Az, z) = (z, Ax)Vx € H,;

unitarnym, gdy AA* = A*A = I;
(Operator samosprzezony badz unitarny jest wiec normalny.) Przypomnijmy tez, ze
gdy X jest przestrzenia topologiczna, to funkcje f : X — C nazywamy borelowska,
jedli dla kazdego zbioru otwartego U C C, zbior f~1(U) jest borelowski w X. Zbior
wszystkich ograniczonych funkeji borelowskich oznaczmy przez By(X).

Oto pierwsze z rozwazanych przez nas ,twierdzen spektralnych” dla operatoréw
normalnych:

Twierdzenie 1 (o istnieniu borelowskiego rachunku funkcyjnego operatora normal-
nego). Dla kazdego operatora normalnego A € B(H) istniejq niepusty, zwarty zbior
o C C oraz przyporzadkowanie kazdej funkcji f € By(o) operatora f(A) € L(H),
takie, ze:

0) 1(A) = I oraz id(A) = A, gdzie 1,id : 0 — C to funkcje stale réwna 1 i
identycznosciowa, odpowiednio;

h) przeksztatcenie f — f(A) jest C-liniowym homomorfizmem pierscienia By(o)
w pierscien L(H), takim, ze f(A) = (f(A))* dla wszystkich f € C(o) oraz 1(A) =1
iid(A) = A. (Tuid: o — C to funkcja identycznosciowa, a 1 — stale rowna 1.)

n) |FI < N flswps pray czym jesti funkeja | jest ciggta, to |[f(A)|] = |[f|]sup-
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o) gdy ograniczony (w normie || ||sup) ciag funkcji f,, € By(o) jest zbiezny punktowo
do funkcji f, to cigg operatorow f,(A) jest zbiezny punktowo do operatora f(A),

Dodatek do tw.1. a) Zbior o i opisane przyporzadkowanie sa dla danego operatora
normalnego A jedyne.

b) Przy oznaczeniach twierdzenia, operator f(A) jest normalny i komutuje z kazdym
operatorem B, przemiennym z A iz A*.

Przypomnijmy, ze ciag funkcji f, na zbiorze o jest zbiezny punktowo do f,
gdy fn(t) — f(t) dla kazdego punktu t € . Podobnie, ciag operatoréow B, jest
zbiezny punktowo do operatora B, gdy ||B,z — Bzx|| — 0 dla kazdego x € H. (Ta
zbieznosé operatorow jest nazywana ,,silng”; lecz nie bedziemy tej nazwy stosowac.)

W tym punkcie (ani nawet w tym paragrafie) nie podamy dowodu twierdzenia
1. Omowimy natomiast pewne jego uzupetnienia i sformutujemy drugie twierdzenie
spektralne. Zaczniemy od czesciowego dowiedzenia ,dodatku” do twierdzenia (por. tez
ponizszy wniosek 1).

Uwaga 1. Niech f(z + yi) = 2271:0 craztyl dla x + yi € o} wowezas 7z wlasnosci
0) i h) wynika, ze f(A) = Y} g craK"L!, gdzie K = 5(A+ A*),L = £(A* — A).
Wyznacza to jednoznacznie wartosé f(A) gdy f jest funkcja powyzszej postaci; a ze
funkcje takie sg geste w C(o) na podstawie tw. Stone’a — Weierstrassa, wiec war-
tos¢ f(A) jest jednoznaczna gdy funkcja f jest ciagta. Tak samo stwierdzamy, ze
f(A)B = Bf(A) gdy operator B komutuje z A i z A*, zas funkcja f jest ciagla. Uza-
sadnienie jednoznacznosci f(A) i rownosci f(A)B = Bf(A) dla funkcji borelowskiej
f wygodnie jest odtozy¢ do p. 4. Natomiast normalnosé¢ operatora f(A) wynika stad,
e F(A)(F(A))* = |f(A) = (F(4))* F(A) na podstawie h) O

Twierdzenie 2. Niech A € L(H) i niech dla pewnej niepustej przestrzeni zwartej
o okreslony bedzie homomorfizm f — f(A) pierscienia C(o) w L(H), taki, Ze dla
pewnych dodatnich statych c,C zachodzi c||f|| < ||f(A)|| < C||f|| dla f € C(o).
Wowczas operator f(A) jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest odwra-
calna w pierscieniu C(o) (a wiec gdy 0 & f(o)).

Dowod. Gdy funkcja f ma w C(o) odwrotnosé¢ g = 1/f, to g(A) jest odwrotnoscia
operatora f(A).

Przypusémy teraz, ze 0 = f(ty) dla pewnego ty € o, lecz operator f(A) ma od-
wrotnosé¢ B. Przyjmijmy ¢(t) = min((C||B|| + 1)/c, 1/|f(t)|) dla t € 04. Wowczas
fal < 1. skad [[F(A)g(A)]| < C i wobee tego [lg(A)]| = [|B(/(A)a(A)]| < CIIB]|
Jest to sprzeczne z tym, ze ||g(A)|| > c||g]| > c|g(to)| = C||B|| + 1. O

Whniosek 1. Przy oznaczeniach twierdzenia 1 zachodzi 0 = o4, gdzie

o4 =4{A € C: operator A— X nie jest odwracalny} (11)
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Dowoéd. Przy f = id — X stosujemy twierdzenie 2 i to, ze f(A) = A — AI.O

Przypomnijmy, ze dla dowolnego operatora A € L(H), zbior o4 zdefiniowany row-
noscia (11) nazywamy spektrum tego operatora. Bedziemy korzysta¢ z tego, ze o4
jest niepustym, domknietym podzbiorem kota |A| < [|A|| (co wiemy z AF1 i co bedzie
dalej dowiedzione w szerszym kontekscie).

Uwaga 2. Wygodnie jest przyjac f(A) := (fio.)(A) gdy tylko dziedzina funkcji
zespolonej f zawiera spektrum o4 operatora normalnego A i f,, € By(oa). Pozwala
to m.in. okresli¢ wartosé¢ f(A) dla dowolnej funkeji f € By(C).

Wazny dla nas jest ponizszy przykiad, ilustrujacy uzyte pojecia:

Przyktad 1. Na przestrzeni Hilberta Lo(p) rozwazmy operator mnozenia przez
funkcje u € Lo (), zadany wzorem M,h = u - h. Wowczas (patrz zadania 11.5.b) i

a) Spektrum oy, tego operatora jest rowne obrazowi istotnemu funkcji u, zde-
finiowanemu jako zbior liczb zespolonych A takich, ze dla kazdego otoczenia U liczby
A, zbior f~H(U) jest dodatniej miary p.

b) M = Mz i operator M, jest normalny.

c¢) Gdy ciag funkcji u,, € L (1), ograniczony w normie || ||, jest zbiezny punktowo
do funkcji u, to ciag operatorow M, jest zbiezny punktowo do operatora M,,.

d) Dla kazdej funkcji f € By(ops,) funkcja f o w jest okreslona p—p.w. i przypo-
rzadkowanie f +— f(M,) := My, spelnia warunki tezy twierdzenia 1 dla operatora
A=M,. O

Przypomnijmy, ze gdy Hy i Hy sa przestrzeniami Hilberta, to operatory A; € L(H;)
nazwiemy unitarnie podobnymi, jesli istnieje izometria liniowa S przestrzeni H; na
H, taka, ze So A; = Ay 0 S. O izometriach S i S~! powiemy, ze kazda z nich ustala
podobienistwo operatora A; do As. Znaczenie unitarnego podobienstwa zasadza sie na
tym, ze zachowuje ono wiele wtasnosci operatoréw. Oto przyktad:

Przyktad 2. Niech warunki powyzszej definicji beda spetnione.

a) Gdy operator A; jest samosprzezony (odp. unitarny lub normalny), to Ay tez
ma te wlasnosé.

b) o4, = 04,

¢) Gdy operator A; jest normalny, to dla f € By(04,) = By(04,) zachodzi S f(A;)S™!
F(Ay).
Uzasadnienie czesci a) i b) stanowi zadanie ...., zas czes¢ ¢) wynika stad, ze rachunek
funkeyjny f +— Sf(A;)S™! spelia warunki tw. 1 dla operatora Ay, wobec czego
Sf(A1)S™! = f(As) na podstawie ,Dodatku” do tego twierdzenia. (Korzystamy tez z
powyzszych czesci a) i b).)B
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Mozemy obecnie sfomutowaé¢ drugie rozwazane tu twierdzenie spektralne:

Twierdzenie 3 (o podobieristwie do operator6w mnozenia). Kazdy operator normalny
na przestrzeni Hilberta jest unitarnie podobny do operatora M, € L(Lo(T;u)) z przy-
ktadu 1, dla pewnej przestrzeni z miarg (T; ) i pewnej funkcji uw € Lo ().

Nasz obecny plan jest taki, by wpierw przyswoic¢ sobie w p. 2 przyktadowe zastoso-
wania 1 uzupelnienia obu twierdzen spektralnych, a nastepnie zmierza¢ ku dowodowi
tych ostatnich, przyjmujac jednak za prawdziwa ostabiong wersje twierdzenia 1 — a te
udowodnimy dopiero w §8.

2. Uzupelnienia i zastosowania twierdzen spektralnych (przyklady).

Twierdzenie 3 z p. 1 sprowadza niejednokrotnie badanie wtasnosci operatoréw nor-
malnych do badania operatoréw mnozenia. Oto przyktad:

Definicja. Operator A na przestrzeni Hilberta H nazywamy nieujemnym, gdy jest
on samosprzezony i (Av,v) > 0 dla kazdego wektora v € H.

Twierdzenie 1. G'dy operator A jest normalny, to:

a) jest on unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy jego spektrum o4 jest podzbiorem okregu
A =1;

b) jest on samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy o4 C R:

c) jest on nieujemny wtedy i tylko wtedy, gdy o4 C [0, 00).

Dowdd. Dla operatorow mnozenia tezy te wynikaja z zadan .... W ogélnym przypadku
pozostaje zastosowadé twierdzenie 3 i przyktad 2 z p.1. UJ

Przyktad 1. Niech operator A € L(H) bedzie normalny. Funkcja exp jest suma szeregu
> %t”, jednostajnie zbieznego na zwartym zbiorze o4. Gdy przez fi oznaczy¢ k—ta
sume czesciows tego szeregu, a przez 1 jego n—ta reszte, to otrzymamy fr(A) =
S, LA™ 1 ||rp(A)]| = sup{|r(N\)| : XA € o4} — 0. Wynika stad, ze e = Y LA"
(szereg zbiezny w normie operatorowej). Podobne rozwiniecia otrzymujemy dla cos A i
sin A, za$ z tozsamosci e = cos t+isin t wynika, ze €4 = cos A+isin A. Gdy operator
A jest smosprzezony, to 04 C R, wobec czego e przyjmuje na o4 wartoéci w okregu
jednostkowym — co powoduje, ze operator e jest unitarny (dla samosprzezonego
operatora A). O

Twierdzenie 2. Gdy operator A jest normalny, to:

a) Dla f € By(oa) zachodzi opay C cl(f(oa)), pray czym opay = f(oa) gdy
f e C(OA).

b) Dia f € By(oa) i g € By(clf(oa)) zachodzi rownosé g(f(A)) = (go f)(A).
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Dowod. Wystarcza dowiesé tego, gdy A jest operatorem mnozenia — a wtedy stosuja
sie zadania .....[]

Whiosek 1. Niech A bedzie operatorem A normalnym i niech f € By(o4). Jesli f(oy4)
jest podzbiorem okregu [N = 1 (odp. jesli zachodzi f(oa) C R czy f(oa) C [0,00)),
to operator f(A) jest unitarny (odp. jest samosprzezony czy nieujemny). Gdy funkcja
f jest ciggta, to prawdziwa jest tez implikacja przeciwna.H

Przyktad 2. Niech operator A bedzie normalny.

a) Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru borelowskiego S C C jest rzeczy-
wista i spelnia warunek (15)? = 1g. Operator P = 15(A) jest wiec samosprzezony i
spelnia warunek P o P = P; jest on wiec rzutem ortogonalnym na podstawie ....

b) Gdy S = {A} dla pewnej liczby zespolonej A, to obraz H) powyzszego rzutu
P jest rowny {v € H : Av = Av}. Ponownie, wystarcza tego dowies¢ gdy A jest
operatorem mnozenia, ktory to przypadek jest tredcia zadania .... [

Valals

3. Dwa wyniki o reprezentacjach pierscieni funkcyjnych na przestrzeni Hilberta.

Wygodnie jest zwiezle wyrazi¢ i uogélni¢ wlasnosci przyporzadkowania f — f(A),
rozwazanego w twierdzeniu 1 z p. 1.

Definicja. Niech P bedzie pewnym zawierajacym wszystkie funkcje state pierscieniem
ograniczonych funkcji zespolonych na danym zbiorze o. Przez reprezentacje pier-
Scienia P na przestrzeni Hilberta H rozumiemy homomorfizm (w kategorii pierscieni
z jedynka) 7 : P — L(H) taki, ze ||7(f)|| < ||f|| dla wszystkich f € P. Reprezen-
tacje ta nazwiemy s—reprezentacja, jesli dla kazdej funkecji f € P zachodzi f € P
i m(f) = (7(f))*. Zamiast o * reprezentacji méwimy tez o *—homomorfizmie pier-
Scienia P w L(H).

Przvktad 1. Niech p bedzie pewna miara na zbiorze o, taka, ze kazda funkcja f € P
jest p—mierzalna. Wzor n(f)h = f-h dla f € Pih € Lo(u) zadaje wowczas
reprezentacje pierscienia P na przestrzeni H = Lo(p). Istotnie, poniewaz m(f) jest
operatorem mnozenia przez funkcje f, wiec ||7(f)|| < || f]lsup- Jesli ponadto pierscient
P jest zamkniety wzgledem zespolonego sprzegania funkcji, to 7 jest x—reprezentacja,
bo m(f)* jest operatorem mnozenia przez funkcje f.

Opisana wyzej reprezentacje pierscienia P nazwiemy podstawowa. (Jest to termin
prowizoryczny.) Reprezentacji podstawowych tego samego pierscienia P jest wiele,
kazda zalezna od wyboru miary na zbiorze o.

Definicja. Niech 7w : P — L(H) bedzie pewnym x—homomorfizmem.
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a) Zbior X C H jest m—niezmienniczy, jesli 7(f)(X) C X dla kazdego f € P.

b) Podprzestrzen liniowa Hy C H nazywamy 7—minimalna, jesli ma ona doktadnie
dwie (rézne) domkniete w H liniowe podprzestrzenie niezmiennicze, Hy i {0}.

¢) W nazwach mozemy pomijaé litere 7, jesli homomorfizm 7 jest znany lub nie-
istotny. Jesli przestrzen H jest minimialna, to méwimy tez, ze dana reprezentacja m
jest nieprzywiedlna.

Uwaga 1. Niech 7 : P — L(H) bedzie x-homomorfizmemn.

a) Gdy X jest m—niezmienniczym podzbiorem przestrzeni H, to podprzestrzer X+
tez jest m-niezmiennicza. Istotnie, X jest domknieta podprzestrzenia liniows i dla
veEX,weXtife P mamy (v,7(f)w) = (r(f)v,w) =0, skad 7(f)(X+) C X+,

b) Jesli wiec domknieta podprzestrzeii nie jest minimalna, to jest rowna {0} lub jest
suma ortogonalng dwoch wiasciwych, domknietych podprzestrzeni niezmienniczych.

¢) Rozna od {0} domknieta podprzestrzen niezmiennicza Y zawiera podprzestrzen
minimalng. Istotnie, dla kazdego v € Y \ {0}, podprzestrzeni cl{n(f)v : f € P} jest
mimimalna.

Twierdzenie 1. Gdy 7w : P — L(H) jest x-homomorfizmem i H # {0}, to istnieje
rodzina {H, : v € I'} parami ortogonalnych podprzestrzeni m-minimalnych, taka,
Suma U7 H, jest zbtorem liniowo gestym w H.

Dowdd. W rodzinach, posiadajacych wszystkie powyzsze wtasnosci procz ostatniej, i
sktadajacych sie tylko z podprzestrzeni roznych od {0}, wprowadzi¢ mozna naturalny
porzadek: {H!},cr, < {H}yer,, gdy Tt € Iy i H) = H3 dla v € T'y. Z lematu
Kuratowskiego—Zorna wynika istnienie rodziny maksymalnej. Jej suma mnogosciows
X jest zbiorem 7m-niezmienniczym (jako suma takich), wiec domknieta podprzestrzen
X+ jest mniezmiennicza. Wynika stad, ze X+ = {0}, bo w przeciwnym razie moznaby
rozwazang rodzine maksymalna powickszy¢ o zawarta w X+ podprzestrzeri minimalna.
To jednak oznacza, ze zbior X jest liniowo gesty w H. []

Twierdzenie to pozwala niejednokrotnie badanie dowolnej reprezentacji redukowacé
do badania reprezentacji nieprzywiedlnych.

Definicja. Niech 7 i 9 bedg reprezentacjami pierscienia P na przestrzeniach Hilberta
H, i H,, odpowiednio. Reprezentacje te nazwiemy unitarnie podobnymi, jesli ist-
nieje izometria liniowa S : Hy — Hs taka, ze S o mi(f) = ma(f) o S dla wszystkich
fePp.

Twierdzenie 2. Gdy przestrzen o jest zwarta, to kazda nieprzywiedina x—reprezentacja
pierscienia C'(o) na przestrzeni Hilberta jest unitarnie podobna do pewnej reprezenta-
cji podstawowe] tego pierscienia.

Dowoéd. Niech 7 : C'(0) — L(H) bedzie nieprzywiedlna x—reprezentacja na przestrzeni
Hilberta H. Naszym celem jest skonstruowanie miary p na przestrzeni o i izometrii
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S : Lo(pn) — H takich, ze w(f)(Sw) = S(f - w) dla wszystkich w € Lyo(p) i f € C(0).
Obierzmy w tym celu dowolny wektor niezerowy v € H i przyjmijmy

Hy =A{n(f)v: feClo)}

Na podstawie uwagi 1 i minimalnosci przestrzeni H, zbior Hy jest gesty w H. (Wektor
v o tej wlasnosci nazywany jest cyklicznym dla 7.)

By skonstruowaé¢ S i p zdefiniujemy obecnie na C(o) funkcjonal liniowy ¢ wzorem
o(f) = (m(f)v,v). Przyjmuje on wartosci nieujemne na funkcjach nieujemnych: gdy
f >0, to przy g = Vf mamy o(f) = ¢(|g*) = (7(@)7(9)v,v) = (n(g)v,7(g)v) > 0.
Na podstawie twierdzenia Riesza istnieje wiec na o nieujemna miara borelowska taka,
ze o(f) = [, fdpdla f € C%(o). Dlag € C%(o) poprzedni rachunek i definicja
miary p daja [|7(g)v|]* = ¢(lg]*) = (llgllz,)*. Stad C(o) > g = 7(g)v € H jest
liniowo-izometrycznym zanurzeniem gestej podprzestrzeni C'(o) przestrzeni Lo(p) w
przestrzen H, i jako takie przedtuza si¢ do takiegoz zanurzenia S, okreslonego na catej
przestrzeni Lo(p). Obraz S(H) zawiera podprzestrzen Hy; a ze jest domkniety (bo
jest izometryczny z przestrzenia zupelna Lo(p)), to jest rowny H.

Pozostaje dowiesé, ze gdy f € C(o), to n(f)(Sw) = S(f - w) dla wszystkich w €
Lo(p). Ponownie korzystajac z gestosci zbioru C(o) w Lo(p) zauwazamy, ze wystarczy
tej rownosci dowiesé dla w € C'(o). Wtedy jednak S(w) = w(w)v i S(fw) = n(fw)v,
a zadana rownos$¢ wynika z tozsamosci w(f)m(w) = 7(fw). O

4. Dowody wynikow z p. 1 zakladajac istnienie cigglego rachunku funkcyjnego

Dowodd twierdzenia 3 z p.1. W dowodzie tym zakltadamy istnienie cigglego rachunku

funkcyjnego rozpatrywanego operatora normalnego A. Inaczej mowige zaktadamy,
ze dysponujemy *—homomorfizmem 7 : C(o) — L(H), gdzie ¢ C C jest zbiorem
zwartym, takim, ze w(id) = A. Rozpatrzymy 2 przypadKki.

1. Reprezentacja ta jest nieprzywiedlna. Na podstawie tw. 2 z p.3, jest ona
unitarnie podobna reprezentacji podstawowej I pierscienia C'(o), wyznaczonej przez
pewna miare pu na zbiorze o. Operator A = 7(id) jest wiec unitarnie podobny do
operatora II(id), bedacego operatorem mnozenia (przez funkcje u = id).

2. Przypadek ogélny. Tym razem korzystamy z tw. 1 z p. 3 by uzyska¢ ro-
dzine {H,},er opisanych w nim podprzestrzeni. Jak wiemy z 1, dla kazdego v € T
istnieje (borelowska i regularna) miara g, na przestrzeni o oraz izometria liniowa
Sy 1 Ly(py) — H,, ustalajaca podobienstwo operatora m(id) g, do operatora mno-
zenia na Lo(u,) przez pewna funkcje uy, € Loo(p). Przyjmijmy za (T, ) roztaczna
sume przestrzeni (04, pi), tzn. okreslmy o, = o x {7}, T =, 0y = o x ' i

u(B) = > uy(BNoy,) dla kazdego borelowskiego zbioru B C T'. Przestrzen La(u)
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zawiera w naturalny sposob rodzine parami ortogonalnych przestrzeni Lo (o; i), kto-
rej suma jest liniowo gesta w Lo(p). Suma prosta operatoréw S, wyznacza wiec na
podstawie tw. Pitagorasa izometrie liniowa gestej podprzestrzeni przestrzeni Lo(u)
na gestag podprzestrzen Hy = @,H, przestrzeni H, i tym samym przedluza si¢ do
izometrii S : Lo(u) — H. Jesli przez u : T — C oznaczy¢ ,roztaczna sume” funkcji
u, (tzn. przyjac u(t) = u,(t) dla t € o,), to dla h € H, zachodzi SM,S™'h =
S M, S7'h = w(id)(h) = Ah. Wobec tego rownos¢ SM,S~'h = Ah ma miejsce
dla wszystkich h z liniowo gestego podzbioru U7 H., przestrzeni H, a tym samym dla
wszystkich h € H.[]

Dodatek do dowodzonego twierdzenia i do tw. 1 z p.3. (Jest to problem 12.1.) Gdy
przestrzen H jest osrodkowa, to w tw. 1 z p. 3 mozna zada¢, by rodzina {H,}. byta

przeliczalna, zas w tw. 1 z p. 1 — by T'= C, a miara u byta skonczona, borelowska i
regularna.

Twierdzenie 1. Gdy o jest przestrzeniq zwartq, to kazda *-reprezentacja C(o) —
L(H), gdzie H jest przestrzeniq Hilberta, przedtuza sie jednoznacznie do x-reprezentacyi
7 By(o) — L(H), spetniajgcej nastepujgcy warunek

o) gdy ograniczony (w normie || ||sup) ciag funkcji f,, € By(o) jest zbiezny punktowo
do funkcji f, to cigg operatorow w(f,) jest zbiezny punktowo do w(f).

Dowdd. Istnienia zadanego przedtuzenia mozna dowies¢, powtarzajac rozumowanie z
dowodu tw. 2 w p.3. Poniewaz taka ogdlnos¢ jest tu zbedna, wiec pomijamy szczegodty;
w potrzebnym za$ nam przypadku szczegélnym podamy dalej prostsze rozumowanie,
w ktorym wykorzystamy przywotane twierdzenie, w miejsce jego dowodu.

Dla dowodu jednoznacznosci rozpatrzmy dwie reprezentacje my 1 o, rozszerzajace
te sama reprezentacje m. Rozpatrzmy rodzine F tych zbioréw borelowskich S, dla
ktorych zachodzi rownosé m1(1g) = mo(lg). Zauwazamy, ze gdy S, Si, So, - € F, to:

a)o\S € F,bo lng = 1—1g, co wyznacza wartosc m;(1, g) przez m(lg) = ma(1s).
Podobnie:

b) S1USy € F,bolgus, =1g, +1g, — 1g, - 1g,.

c)T =, Sn € F, bo 17 jest granica punktowa funkeji 17, , gdzie T}, = S1U- - -US,,.
F jest wiec sigma-—ciatem zbiorow, i to zawierajacym wszystkie zbiory domkniete, bo
funkcja charakterystyczna kazdego takiego zbioru jest granicg punktowa ciagu funk-
cji ciagtych (na podstawie lematu Tietzego-Urysohna). Stad wynika, ze F zawiera
wszystkie zbiory borelowskie, wobec czego m(f) = m(f) dla kazdej borelowskiej
funkcji prostej. A ze zbior takich funkcji jest gesty w By(o) (w normie || ||sup), to
T = 7T2.D

Dowdd twierdzenia 1 z p. 1. Gdy H = Lo(p) i A = M, jest operatorem mnozenia
przez funkcje u € Loo(pt), to za o przyjmujemy spektrum o4 tego operatora, a za f(A)
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— operator mnozenia przez funkcje fow, patrz przyktad 1 w p.1. W ogélnym przypadku
istnienie zadanej *—reprezentacji By(o) 3 ¢ — f(A) € L(H) wynika z powyzszego
twierdzenia, jak réwniez z dowiedzionego juz twierdzenia 3 z p.1. Istotnie, istnieje
miara 4 na pewnej przestrzeni T i izometria S : H — Lo(T, u) taka, ze SAS™ = M,
dla pewnej funkcji u € Loo(p). A Ze umiemy okreslic f(M,) dla f € By(o), gdzie
o = oy, wiee dla tych f pozostaje przyja¢ f(A) = S™1f(M,)S. Latwo sprawdzi¢, ze
wszystkie warunki tezy dowodzonego twierdzenia sa spetnione.[]

Uzupetnienie dowodu ,dodatku” do twierdzenia 1 z p. 1. Ad a). Jak zauwazono w
uwadze 1 1 wniosku 1 z p. 1, jednoznacznie wyznaczone sg zarowno przestrzen o = o4,
jak i operatory f(A) dla ciaglych funkcji f. Jednoznacznosé f(A) dla f € By(o)
wynika wiec z jednoznacznos$ci w powyzszym twierdzeniu 1.

Ad b). Podobnie, réownosci f(A)B = Bf(A) dowiedziono juz dla wszystkich f €
C(o). Jak w dowodzie jednoznacznosci w tw. 1 wynika stad kolejno, ze rownosé ta
jest spelniona, gdy funkcja borelowska f przyjmuje tylko wartosci 0 i 1, nastepnie —
gdy jest ona prosta, i na koniec — gdy jest dowolna.H

§ 8. Transformata Gelfanda na przemiennych algebrach Banacha
i na przemiennych C*—algebrach

1. Algebry Banacha i transformata Gelfanda na nich

Definicja. Algebra Banacha nazywamy przestrzeri Banacha V', w ktorej okreslone jest
mnozenie, bedace ciagta funkcjag V' x V 3 (z,y) — xy € V i spekniajace nastepujace
warunki:

i) zbior V' z okreslonymi w nim mnozeniem i dodawaniem jest pierscieniem (lacz-
nym);

ii) zachodzi A(zy) = z(A\y) = Mzy) dlaz,y € Vi X eF.
Mowimy, ze algebra ta jest algebra z jedynka, jesli pierscien (V,+,-) ma jedynke.
Kazda [przemienna| algebre Banacha mozna zanurzy¢ izometrycznie w [przemienna]
algebre z jedynka, patrz zadanie .... . Nietrudno tez wykazaé¢ (zadanie ....), ze bez
zmiany topologii mozna V' unormowac tak, by

i) ||lzy|| < ||z|| - |ly|| dla z,y € V', oraz ||e|| = 1 jesli e jest jedynka w V.
Bedziemy wiec zawsze zakladaé, ze warunek iii) jest speliony (lecz niekoniecznie, ze
V ma jedynke). O ile nie wskazano inaczej, zaktadamy tez, ze ciatem skalarow sg liczby
zespolone.

Definicja. Niech V' bedzie algebra Banacha z jedynka e. Przez spektrum elementu
x € V rozumiemy zbior

o, = {\ € C: Ae — z nie ma odwrotnosci w V'} C C. (12)
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Natomiast promieniem spektralnym elementu x nazywamy liczbe
r(z) = inf{||z"[|"/" : n € N} (13)

Twierdzenie 1. Gdy V jest algebrg Banacha z jedynkg e i x € V', to

a) jesli ||z¥|| < 1 dla pewnego k € N, to element e — x jest odwracalny w 'V ;

b) zbior o, jest niepusty i zwarty;

c) r(x) jest promieniem najmniejszego kota o $rodku w 0, zawierajgcego o,. Po-
nadto, r(z) = lim, ||z"||"™ < ||z]|.

Dowdd. Czesé a) to zadanie 12.3, a b) i ¢) dowiedziono na AFI gdy V = L(WW) dla
pewnej przestrzeni Banacha W. W ogélnym przypadku mozna rozumowaé¢ podobnie,
przy czym jedyna trudniejsza czesé¢ tezy — niepustosé zbioru o, — mozna wywnioskowaé
z wymienionego przypadku szczegolnego, jak nastepuje. Jesli element y = Ae — x jest
odwracalny, to operator L, € L(V'), zadany wzorem L,(z) = yz, tez jest odwracalny
w L(V) (jego odwrotnoscia jest L,-1). Stad juz wynika, ze o, D o7, # (. B

Whniosek 1 (tw. Mazura—Gelfanda). Jesli kazdy niezerowy element algebry Banacha
V' z jedynkq jest odwracalny, to V.= {Xe : X € C} (réwnowaznie: algebra V jest
izomorficzna z algebrg C liczb zespolonych.)

Dowod. Niech x € V. Poniewaz o, # (), wiec istnieje skalar A € C taki, ze element
Ae — z jest nieodwracalny. Z zalozenia wynika wiec, ze x = Ae. Tak wiec V = {)e :

A € C} i zadany izomorfizm (definicja nizej) algebry C na V' mozna zadaé¢ wzorem
A= Xe. U

Definicja. Gdy V' 1 W sa algebrami Banacha, to przeksztalcenie 7' : V' — W nazy-
wamy homomorfimem (w kategorii algebr Banacha), jesi T' € L(V, W) i T(zy) =
T(x)T(y) dla z,y € V. Gdy mowa o homomorfizmie algebr z jedynka zadamy
tez, by T'(ey) = ey . Przeksztalcenie T nazwiemy izomorfizmem jesli jest bijektywne
i jest homomorfizmem; z twierdzenia Banacha—-Saksa o przeksztatceniu otwartym wy-
nika, ze wowczas T 1 rownieZ jest (ciaglym) homomorfizmem.

Rézny od zerowego homomorfizm algebry V' w algebre C liczb zespolonych nazy-
wamy Acharakterem na V. Zbior wszystkich charakteréw na V' oznacza¢ bedziemy
przez V.

Uwaga 1. Gdy ey jest jedynka w V' i homomorfizm algebraiczny T : V. — W jest
surjektywny, to T'(ey ) jest jedynka w W. (Mamy bowiem wtedy T'(ey )y = yT'(ev) =y
dla kazdego y € T(V) = W.) W szczegdlnosei, p(ey) = 1 dla kazdego niezerowego
homomorfizmu algebraicznego ¢ : V- — C.

Twierdzenie 2. Niech V' bedzie przemienng algebrq Banacha z jedynkg. Wowczas:
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a) Jesli element x € V' jest nieodwracalny, to p(x) = 0 dla pewnego charakteru
peV. R
b) Dla kazdego x € V' zachodzi o, = {p(x) : ¢ € V}.

Dowod. a) Rozszerzmy ideat 2V = {zy : y € V} do maksymalnego ideatu J w pier-
Scieniu V. Ideal taki nie zawiera zadnego elementu odwracalnego, wiec jest roztaczny z
otwartg kula jednostkowa o srodku w e. Stad e & cl 7, czyli ideat cl T jest wlasciwy; a
ze zawiera ideal maksymalny 7, to jest mu rowny. Ideal 7 jest wiec domkniety, a ilo-
razowa przestrzen Banacha W = V/7J jest algebra, w ktorej kazdy element niezerowy
jest odwracalny. Na podstawie twierdzenia Mazura—Gelfanda istnieje wiec izomorfizm
G : V)T — C. Za szukany charakter ¢ mozemy obra¢ G o F', gdzie F': V — V/J
to rzutowanie ilorazowe. (Ciaglosé ¢ wynika stad, ze ker ¢ = J jest podprzestrzenia
domknieta, zas niezerowos¢ — stad, ze F' i G sa surjektywne; wreszcie p(x) = 0, bo
reJ.)

b) Implikacja odwrotna do wyrazonej w a) jest oczywista: jesli zy = e i ¢ € ‘7, to
o(x)e(y) = 11 wobec tego p(x) # 0. Zatem dla z € V i A € C, element x — \e jest
nieodwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(z — Ae) = 0 dla pewnego charakteru ¢ —
co oznacza, ze A € 0, < A = ¢(x) dla pewnego . [

Uwaga 2. Rozumowania te wykazuja zarazem, ze gdy V jest algebra Banacha (by¢
moze nieprzemienna), to

a) kazdy jednostronny ideal maksymalny w V' jest domkniety;

b) kazdy homomorfizm algebraiczny ¢ : V' — C jest ciagly.H

Definicja. Element z algebry Banacha V wyznacza funkcje T : V- C, okreslong
wzorem

7(p) = p(z) dlap € V. (14)

Zhior V rozpatrujemy ze staba wstecz topologia — najstabsza, w ktorej ciagte sa wszyst-
kie funkcje , x € X. Funkcja T : V — C nazywana jest transformatg Gelfanda
elementu x algebry V.

Twierdzenie 3. Gdy V jest przemienng algebrq Banacha z jedynkq, to

a) Dla kazdego v € V', funkcja T : V—C jest ciqgta 1 jej obrazem jest o, .

b) Przestrzen 1% jest zwarta.

c)Vor—Zxc€ C’(‘A/) jest homomorfizmem algebr z jedynka, o normie 1. Scislej:
12| = r(z) < ||z|| dla kazdego z € V.

Definicja. Homomorfizm z czesci ¢) tez nazywamy transformata (lub homomorfi-

zmem) Gelfanda.

Dowod twierdzenia. a) Ciaglo§é wynika z definicji topologii na ‘7, a reszta — 7
twierdzeni 2b) i 1c).




-35 H. Torunczyk, AF II (wiosna 08)

b) Jak odnotowano wyzej, |o(z)] < ||z|| dla ¢ € V iz € V. Zatem V jest
podzbiorem kuli jednostkowej B przestrzeni V*, i to ztozonym doktadnie z tych funk-
cjonalow ¢ € B, ktore spelniaja wszystkie rownosci p(e) = 1 (patrz uwaga 1) i
o(x)p(y) = e(xy), gdzie x, y przebiegaja elementy V. Rozpatrywana w stabej wstecz
topologii, kula B jest zwarta na podstawie tw. Banacha-Alaoglu, zas$ kazda z wymie-
nionych réwnosci wyznacza domkniety jej podzbior. Stad 1% jest zbiorem zwartym,
jako przeciecie domknietych podzbioréw zbioru zwartego.

¢) Zaleznosci ||Z|| = r(x) < ||z|| wynikaja z a) i twierdzenia 1 ¢). Jest tez oczywiste,
7e transformata V — C (‘7) jest homomorfizmem algebraicznym.[]

Whniosek 2. Homomorfizm Gelfanda przemiennej algebry Banacha z jedynkq wtedy 1
tylko wtedy jest zanurzeniem izometrycznym, gdy spetniony jest warunek

|22 = ||z||* dla kaidego x € V (15)

Dowdd. Koniecznos$é warunku wynika stad, ze jest on spelniony w algebrze funkcyjne;j
C(V). Przeciwnie, gdy zachodzi (15), to przez indukcje mamy tez |[22"|| = [|z|2", skad
r(xz) = ||z|| 1 ostatecznie ||Z|| = |[|z||, dla kazdego x € V. (Korzystamy z twierdzen
lc) i 3c).)0d

2. Transformata Gelfanda na przemiennych C*-algebrach z jedynka.

Definicja. Przez C*-algebre rozumiemy algebre Banacha V', na ktorej okreslone jest
przeksztatcenie ,sprzezenia” V 3 x — x* € V', o nastepujacych wtasnosciach:

iv) (xy)* = y*2* i (\r +y)* = Mz* + y* dla 2,y € V (kontra multyplikatywnosé i
potliniowosé);

v) zachodzi (2*)* = x i ||z*z|| = ||z||* dla x € V, gdzie norma || || spelnia warunek
iii) z p.1.

Odnotujmy, ze gdy C*-algebra ma jedynke e, to e* tez jest jedynka, skad e* = e.

Definicja. Element x C*—algebry V nazywamy:
samosprzezonym, gdy © = z*,
normalnym, gdy zz* = z*x,
unitarnym, gdy V ma jedynke i za* = ¥z = e.

Lemat 1. W C*-algebrze z jedynkaq, spektrum elementu samosprzezonego jest rzeczy-
wiste: 0, C R gdy v = x*.
Dowdd. Dla A € 0, it € R zachodzi A+ti € 0,44, skad [N +ti| < ||z +ite||. Poniewaz

(x +ti)" =z — ti, wiec korzystajac z v) otrzymujemy

AP+ 2tImA + % = (A + ti* < [|(z — ite) (z + ite)|| = ||2” + t%|| < [|2*]] + ¢°
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i ostatecznie ImA = 0 wobec dowolnosci liczby ¢t € R.[J

Definicja. Przeksztatcenie pomiedzy C*—algebrami nazywamy s—homomorfizmem, gdy
jest homomorfizmem algebr Banacha i zachowuje sprzezenie (tzn. przeprowadza sprze-
zenie elementu na sprzezenie jego obrazu.) Gdy mowa o x—homomorfizmie algebr z
jedynka zadamy ponadto, by jedynka byta przeprowadzana na jedynke. Podobnie,
x—podalgebra C*—algebry V' oznacza podalgebre zamknicta ze wzgledu na sprzezenie.

Twierdzenie 1 (Gelfanda — Naimarka)\. Dla kazdej przemiennej C*—algebry V' z je-

dynkq, transformata Gelfanda V- — C(V') jest x—izmorfizmem algebr z jedynkq, bedq-
cym 1zometriq.

Dowod. a) Dowiedziemy wpierw, ze ¥ = 7. Gdy element z jest samosprzezony, to
0, C R i zgdana rownosé T = T wynika stad, ze im(Z) = o,. W ogolnym przypadku
mamy ¥ = y + iz, gdzie elementy y i z sa samosprzezone. (Nalezy przyja¢ 2y =
(x4 z%), 22 = i(z* — 2).) Zatem z* = y—/Tz = —i2 = 7, jak zadano.

b) Poniewaz algebra jest przemienna, to kazdy jej element x jest normalny i wobec
tego spetnia ||z||> = ||2?|]. (Jest to zadanie ....) Z wniosku 2 w p. 1 wynika wiec,
ze transformata Gelfanda jest zanurzeniem izometrycznym, a z a) — ze jest ona *—
homomorfizmem. (Gra tu role tez twierdzenie 3 ¢) z p. 1.) Jej obraz P jest wobec
tego domknieta *—podalgebra algebry C (‘7), zawierajaca funkcje state. Ponadto P
rozdziela punkty: gdy ¢, € 1% sa roznymi charakterami, to dla pewnego z € V
zachodzi ¢(z) # ¥ (z) 1 wobec tego T(¢) # x(¢). Na podstawie twierdzenia Stone’a—
Weierstrassa zachodzi wiec P = C (‘7), co koriczy dowod.[]

Whiosek 1. a) Kazda przemienna C*-algebra z jedynkq jest izometrycznie x—izomorficzna
z C*—algebrg funkcy ciggtych na pewnej przestrzeni zwartej. Dotyczy to m. in. kazdej
zawierajgce] funkcje 1 x—podalgebry algebry Cy(X) (ograniczonych funkcji ciggltych na
przestrzeni topologicznej X ) lub takiejze podalgebry algebry Loo (1), gdzie p jest miarg
nieujemna.

b) Gdy X jest przestrzeniq zwartq, a W jest x—podalgebrq algebry C'(X), zawiera-
jacaq funkcje 1x, to istnieje przestrzen zwarta Y 1 surjektywne przeksztatcenie ciggle
p: X =Y takie, zZe W ={fop: feC(Y)}.

Dowod. Czesé a) jest oczywista. Wynika z niej, ze w b) istnieje przestrzen zwarta
Y i s—izomorfizm F : C(Y) — W C C(X). Z zadania .... wynika za$ istnienie
przeksztalcenia p : X — Y takiego, ze F(f) = fop dla f € C(Y). Poniewaz
ker(F') = {0}, wiec p(X) =Y. O

Lemat 2. Niech V' bedzie przemienng C*—algebrg z jedynkq e, a W bedzie jej *—
podalgebrq, zawierajgcq e. Wowczas spektrum elementu x € W nie zalezy od tego, czy
traktujemy x jako element algebry V', czy jako element algebry W .
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Dowod. Mozemy pare V, W zmieni¢ izomorficznie i tym samym zatozy¢, ze V = C(X)
i W ={fop: feCY)} gdzie przestrzenie X i Y sa zwarte i p : X — Y jest
ciagla surjekcja. Gdy element x — Ae = fop € W jest odwracalny w V', to 0 & im(f)
i (1/f) o p jest odwrotnosciag x — Ae w W. Stad bezposrednio wynika teza. (Mozna
tez oming¢ wniosek 1 b), lecz skorzysta¢ z tw. 11 rozumowaé jak w dowodzie tw. 2 w

§7.1.) B

Wnhniosek 2 (zasadniczy). Niech V' bedzie C*—algebrq z jedynkq i niech element x € V
bedzie normalny. Wowczas istnieje x—homomorfizm ® : C(o,) — V, bedgcy izome-
trycznym zanurzeniem 1 przeprowadzajgcy 1 na e, zas id na x.

Dodatek Obrazem tego homomorfizmu jest najmniejsza *—podalgebra algebry V', zawie-
rajaca e 1 T.

Dowdd. Oznaczmy powyzsza podalgebre przez W. Jest ona przemienna, bo element
x jest normalny. Na podstawie twierdzenia Gelfanda—Naimarka istnieje izometryczny
s—izomorfizm F : W — C(W) W szezegdlnosei, C(W) jest swa najmniejsza x—
podalgebra, zawierajaca funkcje 1 = F(e) i T = F(z). (Transformata ¥ jest wzgledem
algebry W.) Funkcja T jest roznowartosciowa na /V[7, bo inaczej algebra C’(/W) nie
rozdzielataby punktow z /1/17, co jest nonsensem. Na podstawie tw. 3a) z p.1, funkcja
w

jest homeomorfizmem zwartej przestrzeni W na zbior oW = oV, ktory w tezie i dalej
oznaczamy o,. Mozemy wiec okresli¢ izometryczny s—izomorfizm G : C(o,) — C(W)
wzorem G(f) = foZ. Poniewaz G(1) = 11 G(id) = T, jak réwniez F1(1) = e i

F~YZ) =z, wicc ® = 71 o G ma zadane wlasnosci.(]

Uwaga 1 (zasadnicza) Gdy zamiast ®(f) pisa¢ f(x), to wniosek 2 stwierdza moz-
liwos¢ okreglenia wartosci funkcji f € C(0,) na danym elemencie normalnym z € V.
W przypadku V' = L(H) oznacza to istnienie ,ciagtego rachunku funkcyjnego”, roz-
wazanego w §7.

Przyktad 1. Dwa wykorzystywane juz wyzej przyktady algebr to:

a) Algebra (Co(X), || ||sup), dla danej przestrzeni lokalnie zwartej X, rozpatrywana
z naturalnymi dziataniami na funkcjach. Ma ona jedynke tylko gdy przestrzen X jest
zwarta. Kazdy punkt © € X wyznacza charakter §, na C'(X), okreslony wzorem
C(X) > f— f(z) € C, zas przyporzadkowanie X > = +— §, € C/(?) okazuje sie
by¢ (surjektywnym) homeomorfizmem; w szczegolnosci, kazdy charakter ¢ na C(X)
jest postaci 9, dla pewnego z € X. (Patrz zadanie 12.6.) Z naturalnym (zespolonym)
sprzezeniem funkeji jest to C*—algebra.

b) Algebra L£(V') ograniczonych operatoréw przeksztalcajacych przestrzeri Banacha
V' w siebie. Jest ona algebra Banacha naturalnymi dziataniami i norma operatorowa.
Gdy ponadto V = H jest przestrzenia Hilberta, to L(H) jest C*—algebra.

Przyktad 2. Ponizszy przyktad wyjasnia zwiazek transformat Gelfanda i Fouriera.
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Niech G' oznacza grupe lokalnie zwarta. Przestrzen (Li(G),|| ||1) jest, z dzialaniami
dodawania i splatania funkcji, algebra Banacha. (Jednak zadne z naturalnych sprzezen
nie przeksztalca jej w C*—algebre!). Kazdy charakter y € G (w znaczeniu nadanym w
§5), wyznacza na L;(G) funkcjonal f +— f(x) = |- X, bedacy wartoscia w punkcie x
transformaty Fouriera funkcji f. Funkcjonal ten jest mlltlplikatywny (patrz tw. 2 w

§5) i mozna udowodni¢, ze wszystkie funkcjonaty ¢ € L1(G) sa tej postaci. Prowadzi

L ——

to do utozsamienia zbioru Li(G), rozumianego zgodnie z definicja z p.1, z okreslo-
nym w §5 zbiorem G. Przy tym utozsamieniu, transformaty Gelfanda i Fouriera danej
funkcji f € Li(G) sa identyczne. Odnotujmy, ze przemiennos¢ algebry Li(G) jest
rownowazna przemiennosci grupy G, za$ istnienie jedynki w L1(G) jest rownowazne
temu, by grupa G byta dyskretna.

§ 9. Literatura (niektore pozycje)

Podreczniki ogolne: W. Rudin, ,,Anal. rzeczyw. i zespolona’ i ,Analiza funkcjonalna’;
Alexiewicz ,,Analiza funkcjonalna”, Dunford, Schwartz ,Linear Operators”, S. Lang
,Real and functional analysis”, J.B. Conway ,,A course in funct. analysis”, A. Kirillov
i A. Gwisziani ,/Tieoriemy i zadaczi funkcjonalnowo analiza”’, D. Werner ,Funktionala-
nalysis” (niem.).

Dodatkowe wiadomosci o przestrzeniach liniowo—topologicznych: A.Robertson, W.
Robertson ,, Topological vector spaces”.

Dodatkowe wiadomosci o tw. Choqueta: Phelps ,Lectures on Choquet theorem”.

Dodatkowe wiadomosci o miarach niezmienniczych i transformacie Fouriera: pod-
reczniki Loomisa oraz Hewitta i Rossa ,Harmonic Analysis”, F. Greenleaf ,Invariant
means on topological groups and their applications”.

Dodatkowe wiadomosci o teorii spektralnej i algebrach Banacha: W. Averson ,A
short course in spectral theory”, B. Aupetit ,, A primer in spectral theory”, W. Zelazko
,Algebry Banacha”.

§ 10. Zadania

(Dokonano poprawek w zadaniach 11.2 1 7.6.)
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Analiza Funkcjonalna I1 wiosna 2008
Dwunasta porcja zadan.

1. Niech V bedzie algebra Banacha. Przyjmijmy V' =V x C oraz

[, I = [l2l[ + [A] 1 (2, M)y, p) = (zy+ Ay + po, Ap) dlaz,y e VidpeC
Niech tez e = (0,1) € V. (Motywacja: myslimy o (z, \) jako o kombinacji x + Ae.)

a) Dowiesé¢, ze V' jest algebra Banacha z jedynka e, oraz jesli norma || || jest
submultyplikatywna (tzn. spelnia warunek tezy poprzedniego zadania), to || ||" tez.
(Uwaga: V' zawiera V izometrycznie jako podalgebre, ale jesli w V istniala jedynka,
to przestaje ona nig byé¢ w V'.)

b) Dowiesé, ze jesli T : V. — W jest homomorfizmem algebr Banacha i W ma
jedynke, to T przedtuza sie do homomorfizmu 77 : V' — W; a gdy nawet W nie
ma jedynki, to T" przedtuza sie do homomorfizmu 77 : V! — W', przy czym T i T”
przeprowadzaja jedynke na jedynke i sa jedynymi takimi przedtuzeniami.

2. Dla algebry Banacha V' dowies¢ istnienia normy || ||, zgodnej z topologia przestrzeni

V' i takiej, ze spetniony jest warunek ||zy|| < ||z|| - ||ly|| dla x,y € V', przy czym jesli
w V istnieje jedynka e, to ||e|] = 1. (Wskazowka: gdy V ma jedynke, to rozwazy¢
norme ||z|| = ||L.||, gdzie L,(z) = xz (z,z € V) i norma operatora jest wyznaczona
przez zadana norme || ||o przestrzeni V)

3. Niech x bedzie elementem algebry Banacha V' z jedynka e. Dowies¢, ze jesli
||2*|| < 1 dla pewnego k € N, to element e — x jest odwracalny w V. (Zaktadamy
submultyplikatywnos¢ normy. Wskazowka: rozpatrze¢ szereg > a™.)

4. Niech X bedzie przestrzenia zwarta.

a) Dowiesé, ze gdy p jest zespolonag miara regularna na X i istnieja w X roztaczne
zbiory otwarte niezerowej miary p, to funkcjonal p(f) = [ « fdp nie jest multyplika-
tywny na C(X).

b) Korzystajac z tw. Riesza wywnioskowaé, ze kazdy charakter na C'(X) jest postaci
f— f(x), dla pewnego = € X (zaleznego od charakteru).

5. Niech T': C(X) — C(Y) bedzie homomorfizmem algebr Banacha, gdzie X 1Y sa
przestrzeniami zwartymi.
a) Dowies¢ istnienia funkcji ciaglej p : Y — X takiej, ze T'(f) = f op.
b) Dowiesé, ze gdy T' jest monomorfizmem, to p(Y) = X, a gdy T jest ,na”, to
p(y1) # p(y2) dla y1 # ys.
6. Znalez¢ spektrum operatora 1" : lo(Z) — l2(Z), zadanego wzorem

T(x) = (1 — 2%p11)nez dla x = (2,)nez € €2(2)
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Jedenasta porcja zadan.

Wyniki kol. (dobre) zamieszczam w oddzielnym pliku. Przykro mi z powodu op6z-
nienia, nie mogtem sobie poradzi¢ z Excellem.

Zalecana metoda rozwigzywania poczatkowych zadan: sprawdzi¢, jak sie sprawy
maja dla operatorow mnozenia M,, i staraé sie stad wyciagna¢ wnioski dla dowolnego
operatora normalnego.

1. Dla operatora normalnego A € L(H) dowies¢, ze

a) A jest operatorem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy jego spektrum o4 jest
podzbiorem okregu |A| = 1;

b) A jest operatorem samosprzezonym wtedy i tylko wtedy, gdy o4 C R:

c) A jest operatorem nieujemnym (tzn. samosprzezonym i spetniajacym warunek
(Av,v) > 0 dlav € H) wtedy i tylko wtedy, gdy o4 C [0, 00).

2. Dowiesé, ze gdy operator A jest normalny, to:

a) Dla f € By(0a) zachodzi opa)y C cl(f(oa)), przy czym oyay = f(oa) gdy
fe C(UA).

b) Dla f € By(0a) i g € By(cl(f(04))) zachodzi rownosé g(f(A)) = (go f)(A).

3. Niech operator A bedzie normalny. Dowies¢, ze

a) Gdy zbior S C C jest borelowski, to operator P = 1g(A) jest rzutem ortogonal-
nym.

b) Gdy S = {\} dla pewnej liczby zespolonej A, to obraz tego rzutu jest rowny
{veH: Av = v}

4. Niech operator A bedzie samosprzezony. Dowiesé, ze operator U; = ™4 jest
unitarny dla kazdego t € R i ze Ugo Uy = Uy y.

5. Ustalmy funkcje u € L;i(R) i rozwazmy operator splotu A : Ly(R) — Lo(R), za-
dany wzorem Af = fxu. Znalez¢ spektrum tego operatora. (Wskazowka: wykorzystacé
transformate Fouriera.)

6. Niech operator A : l5(Z) — l2(Z) bedzie zadany wzorem Ax = (T, 1 + Tpni1)nez
dla z = (x,)nez € €2(Z), i niech T oznacza okrag {z € C : |z| = 1}, wyposazony w
unormowana ,zwykta’ miare.

a) Dowies¢, ze operator A jest unitarnie podobny do operatora B : Lo(T) — Lo(T),
zadanego wzorem (Bf)(z) = 2(Rez) - f(z) dla f € Lo(T) i z € T. (Wskazowka: j.w.)
b) Wyznaczy¢ o 4.
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Dziesiata porcja zadan.

1. Niech operatory Ay € L(H;) 1 A1 € L(H>5) beda unitarnie podobne, tzn. Ay =
SA;S~! dla pewnej izometrii liniowej S : H; — H,. Dowiesé, ze:
a) Gdy operator Ay jest samosprzezony (odp. unitarny lub normalny), to Ay tez.
b) 04, = 04,
¢) Gdy operator Ay jest normalny i przyporzadkowania f +— f(A;) i f — f(As)
spelniaja warunki tezy twierdzenia 1, to f(As) = Sf(A;)S™L.

2. Dla A € C\ 04 zachodzi |[(A — AI)7|| = 1/dist(A, 04).

3. Niech H4 oznacza domknieta powloke liniows zbioru {A™ : n € N}. Dowiesé, ze
warunek B € H 4 jest téwnowazny temu, by B = f(A) dla pewnej funkcji f € C%(04).

4. Niech P bedzie rzutowaniem ortogonalnym przestrzeni 5 na podprzestrzen {x €
0y : w9, = 0 dla k € N}. Wyznaczy¢ operatory cos P, sin P i e'f.

5. Niech P € B(H) bedzie operatorem samosprzezonym, dla ktorego P? = P.
Dowiesé, ze P jest rzutowaniem ortogonalnym wzdtuz przestrzeni ker(P) na przestrzen
ker(P)* = im(P).

6. Na przestrzeni Hilberta Lo(u) rozwazmy operator mnozenia przez funkcje
u € Loo(p), zadany wzorem M, (h) = u - h. Dowies¢, ze:

a) Spektrum oy, tego operatora jest rowne obrazowi istotnemu funkcji u, zde-
finiowanemu jako zbior liczb zespolonych A takich, ze dla kazdego otoczenia N liczby
A, zbior f~H(U) jest dodatniej miary p.

b) M = Mz i operator M, jest normalny.

c¢) Gdy ciag funkcji u,, € Loo(t), ograniczony w normie || ||, jest zbiezny punktowo
do funkcji u, to ciag operatorow M, jest zbiezny punktowo do operatora M,,.

d) Dla kazdej funkcji borelowskiej f : oy, — C, funkcja f ou jest okreslona p—p.w.
i przyporzadkowanie f +— f(M,) := My, spelnia warunki tezy twierdzenia 1 dla
operatora A = M,,.

7. Zbadag¢, jakie warunki ma spetnia¢ funkcja u, by operator M, byl a) samosprzezony,
b) unitarny.
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Dziewigta porcja zadan.

1. Udowodni¢ lemat Riemanna: gdy f € Li(R"), to limy,— f(y) = 0. (Wska-
zowka: dowies¢, ze jest tak dla wszystkich f z dogodnie obranego zbioru, liniowo
gestego w L. W rozwiazaniu, tak jak i dalej, mozna korzysta¢ z lematu o gestosci P
w L1(R™) i w Lyo(R™), patrz ostatnie zadanie.)

2. a) Dowies¢, ze gdy f i x;f naleza do L;(R"), to pochodna %j istnieje 1 jest réwna
—iF(z;f).

b) Dowiesé, ze gdy f, 5% € Li(R"), przy czym f € Co(R") (tzn. lim,) o f(2) =
0), to F(£L) = iz, f.

c¢) Przez indukcje wzgledem || uzasadni¢ p. 1 dowodu twierdzenia Plancherela.

3. Wazna role w badaniu transformaty Fouriera (i nie tylko) odgrywa  klasa Schwartza”
funkcji f : R" — C, majaca nastepujace wtasnosci: i) S jest podalgebrg algebry splo-
towej Li(R™), zawierajaca P i zawarta w Lo(R™) N Cy(R™) N C*°(R"); ii) zachodzi
F(S) = S i zbior S jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez wielomiany, ze
wzgledu na operacje sprzegania zespolonego i ze wzgledu na sktadanie z izometriami
przestrzeni R". Korzystajac z tych wtasnosci, dowiesé dla f,g € S, ze:

a) @ystkie pochodne czastkowe funkcji f nalezg do S;

b) f-g=f*7
4. a) Niech f; € L1(R"), zas funkcja f5 : R" — C niech bedzie ograniczona i ciagta.
Dowiesé, ze gdy funkcja f = fi — fo ma te wlasnoscé, ze [ fg = 0 dla kazdej funkeji
g € C.(R"), to f =0 p.w. (Wskazowka: miara Lebesgue’a jest regularna.)

b) Dowiesé, ze jest tak i gdy zatozenie g € C,. zastapi¢ przez g € P.

c) Dowiesé, ze gdy f € Li(R") i ]? = 0, to f = 0 pw. (Wskazowka: wtedy
[Ff-g=0,VgeP.)

5. Niech f, f € L1(R"). Dowies¢, 7e
a) F?f = foo. (Wskazowka: zbada¢ [(foo — F?f)-gprzy g € P.)
b) fo= fo o jest jedynym elementem L; takim, ze ]?0 = f.
Definicja. Dla v, w € Clz] niech (v,w) = [ vwy?, gdzie y(z) = exp(—2?/2). Wie-
lomiany, otrzymane w wyniku ortonormalizacji Grama-Schmidta z ciagu 1, z, 22, ...
w przestrzeni prehilbertowskiej (Clz], (.,.)"), nazwiemy kolejnymi unormowanymi
wielomianami Hermite’a i oznaczymy hg, hy,... . (W szczegblnosci, deg h, = n i
h, € R[z] dla kazdego n.) Przyjmijmy H, = h,~.
6. a) Dwies¢, ze F(H,) = i"H,, tzn. H, jest wektorem wlasnym transformacji
Fy : Ly(R) — Ly(R), odpowiadajacym wartosci wlasnej i". (Uzyteczne moze byé
ktores z ponizszych zadan pomocniczych.)
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b) Dowies¢, ze (H,):2, jest baza ortonormalng przestrzeni Lo(R) i ze Fof =
S i f, Hy)H,, dla f € Ly(R). (Jest to wzér Wienera.)

7. |[pomocnicze A] a) Dowiesé, ze przeksztatcenie Clx| 5 w +— wy € P jest izometria
przestrzeni prehilbertowskiej (Clz], (.,.)") na podprzestrzen P przestrzeni Lo(R).

b) Wywnioskow¢, ze przeksztalcenie w +— F(wy)y™! jest izometrig przestrzeni
(C[z], (., .)") na nia sama, przeprowadzajaca kazdy wielomian na wielomian tego sa-
mego stopnia.

¢) Wykorzystujac tylko definicje ortogonalizacji Grama—Schmidta dowiesé, ze kazdy
wielomian h,, jest wektorem wtasnym powyzszej izometrii. Odpowiadajaca mu wartosé
wlasng wyznaczy¢ przez porownanie wpotczynnikow przy x”, w oparciu o p. 1 dowodu
twierdzenia Plancherela.

8. |Pomocnicze B, zawierajace tez wiadomosci o wielomianach Hermite’a| a) Dwiesé,
ze m—ta pochodna funkcji exp(—2z?) = +? wyraza sie wzorem (—1)"g,v?, gdzie g,
jest wielomianem o najwyzszym wyrazie rownym 2"z". Ponadto, ¢, = 2xg,_1 — g,,_{
Otrzymane wielomiany g, nazwiemy nieunormowanymi wielomianami Hermite’a.

b) Korzystajac z rozwiniecia funkcji exp(—z2) w szereg Taylora wokol punktu x
dowies¢, ze e~ = 3% g (2)z"e ™ /n!, skad S2°° gn(x)2"/n! = exp(2zz — 2°)
dla wszystkich x, z € C.

¢) Dowiesé, ze [ gmgny* = 2"nl\/mén, 1 wywnioskowaé, ze h, powstaje z g,
przez unormowanie w normie przestrzeni (Clz], (.,.)"). (Wskazowka: z b) uzyskac
S o I (T)gn () (x) s /min! = exp(2zs + 2zt — s? — t* — x?), scalkowac stro-
nami wzgledem x po R i rozwinaé¢ otrzymang prawa strone w szereg me Crn S

9. a) Dowies¢, ze gdy funkcja f € Li(R™) jest nieujemna, to funkcja J?jest nieujemnie
okreslona.
b) Dowiesé, ze R" mozna zastapi¢ przez dowolna abelowa grupe lokalnie zwartg.

10. Dowiesc, ze gdy A jest osrodkowa, lokalnie zwarta, metryzowalng grupa abelows,
to i grupa A ma te wtasnosci. (Wskazowka: wymagana topologie przestrzeni C' (X, C)
mozna zada¢ wtedy przy pomocy przeliczalnie wielu pseudonorm.)

11. (Problem.) Udowodni¢ brakujacy ,lemat o gestosci™ dla kazdej funkcji f €
Ly (R") N Ly(R™) istnieje ciag funkeji fi, € P taki, ze ||f — fil|; = 0dlaj =1,2. (Tu,
jak wyzej i na wykladzie, P = {wy : w € Clzy,...,zx]}, gdzie y(x) = exp(—2?/2).)
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Osma porcja zadan

1. Niech A bedzie zwarta grupa abelowa. Dowies¢, ze:

a) Gdy y € A\ {1}, to [x = 0. (Wskazowka: wykorzystaé rownosé x(z) =
X(zo)x(x — o), gdzie x(zo) # 1.)

b) Kazde dwa rézne charaktery na A sg ortogonalne, jako elementy Lo(A).

2. Uzasadni¢ stwierdzenia z wyktadu:

a) Kazdy charakter na grupie Z jest postaci Z > x — exp(2mizy), gdzie y €
R/Z. Przyporzadkowanie kazdemu y € R/Z takiego charakteru ustala izomorfizm
algebraiczno—topologiczny grupy R/Z na Z .

b) Kazdy charakter na grupie addytywnej R /Z jest postaci R/Z > [z] — exp(2mizy),
gdzie y € Z. Przyporzadkowanie kazdemu y € Z takiego charakteru ustala izomorfizm
algebraiczno—topologiczny grupy Z na (R/Z). Roéwnowaznie, zamiast o grupie R/Z
mozna mysleé¢ o izomorficznej z nia grupie T'; wtedy charaktery sa postaci T'> z +— 2Y,
gdzie y € Z.

3. a) Znalez¢ posta¢ charakterow na grupie cyklicznej Z,,.

b) Gdy G jest suma prosta skonczenie wielu grup | lokalnie zwartych Gj, to jaki jest
zwiazek pomiedzy grupa dualng G a rodzina grup G ?

4. a) Znalezé grupe dualng do G = T* @ Z! ® R", gdzie T to okrag |z| = 1.

b) Dowies¢, ze powyzsza grupa G jest izomorficzna z G.
¢) Dowiesé tego samego dla dowolnej abelowej grupy skonczonej. (Wskazowka:
twierdzenie z Algebry II o postaci takich grup.)

Definicja. Funkcje f na grupie abelowej G nazywamy nieujemnie okre$long, gdy
dla dowolnych z1, ..., x, € G macierz (f(z; —x;));;—; jest nieujemnie okreslona (tzn.
jest ona samosprzezona i spelnia warunki ZZJ':1 flei—x;)zZ; >0, Vz,..., 2, € C).

5. Dowieé¢, ze kazdy charakter na lokalnie zwartej grupie abelowej jest funkcja
nieujemnie okreslona.

Problem 1. Dowie$¢ tezy twierdzenia Pontriagina dla grup z zadania 2 (co jest trud-
niejsze od zadania 2, bo teza ta orzeka o konkretnym przeksztatceniu.)
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Siddma porcja zadan.

1. a) Wyrazi¢ jawnym wzorem (jak w zadaniach poprzedniej serii) lewostronna miare
Haara na grupie 2 x 2-macierzy rzeczywistych, ktorych wiersze sa postaci (z,y) i
(0,1/2),z # 0. (Kazda taks macierz utozsamamy z punktem (z,y) € R2)

b) Czy miara ta jest prawostronnie niezmiennicza?

2. To samo dla grupy GL*(2,R) macierzy stopnia 2 o wyznaczniku dodatnim.

3. Dowies¢, ze gdy u jest miarg Haara na lokalnie zwartej grupie X, zas U niepustym
zbiorem otwartym w X, to u(U) > 0. Ponadto, u(X) < oo gdy grupa X jest zwarta.

4. Niech p bedzie lewa miara Haara na lokalnie zwartej grupie X.

a) Dowies¢ istnienia funkcji A : X — (0, 00) takiej, ze u(Sg) = A(g) - u(S) dla
wszystkich g € X i zbiorow borelowskich S C X. (Wskazowka: przy ustalonym g € X
rozpatrze¢ miare S — p(Sg).)

b) Dowies¢, ze A jest homomorfizmem grupy X w multyplikatywna grupe (0, 00).

c) Dowies¢, ze gdy grupa X jest zwarta, to A = 1, wobec czego miara p jest
prawostronnie niezmiennicza. (Wskazowka: we wzorze definiujacym funkcje A, zwana
modularna, przyja¢ S = X.)

5. a) Niech R*™ oznacza iloczyn kartezjanski przeliczalnie wielu prostych (topologia
i dzialania liniowe sa produktowe). Znalezé w R™ ciag zbiezny do 0, ktérego uwypu-
klenie nie jest zbiorem zwartym.

b) To samo przy R> zastapionym przez (5.

Umowa: Dla zbioréw S, T oznaczamy przez ST iloczyn kartezjanski [Licr St, gdzie
S; = S dla kazdego t. Gdy S jest przestrzenia LT, to ST traktujemy tez jako przestrzen
LT (z topologia produktowa i oczywista struktura wektorowa).

6. Dowies¢ twierdzenia Kreina—Milmana. (W zadaniu byta ,przedobrzona” sugestia
dowodu tego twierdzenia. Nie umiem da¢ podpowiedzi innej niz standardowa, tzn.
rozwazenia rodziny ..Scian” badanego zbioru X i udowodnienia, ze zawiera ona element
minimalny, a ten sktada sie tylko z jednego punktu. Zbior Xy C X nazywamy ,Sciang”
X, jesli jest wypukly, zwarty i kazdy odcinek w X, przecinajacy Xy, jest w X zawarty.)
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Szosta porcja zadan.
A oznacza miare Lebesgue’a na R".

1. a) Dowies¢, ze przy U = R\ {0} miara (u(S) = [ |z|*dAi(z) jest niezmiennicza
wzgledem przeksztatcen U 3 z +— ¢ -z, gdzie g € U.
b) Dowies¢, ze przy U = C \ {0} miara u(S) = [4|2|72dX2(2) jest niezmiennicza
wzgledem przeksztatcen U 3 z+— g -z € U, gdzie g € U.
(Rownowazne sformutowanie: sa to miary niezmiennicze na grupach multyplika-
tywnych przestrzeni R\ {0} i C\ {0}, odp. Grupy sa abelowe, wiec nie odrézniamy
lewo- 1 prawostronnej niezmienniczosci.

2. a) Niech U bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R", bedacym zarazem grupa
wzgledem pewnego mnozenia (u, v) — wu-v. Zalézmy, ze ponadto spelnione sa warunki:

i) dla kazdego punktu u € U, przeksztatcenie f, : U — U okreslone wzorem
fu(z) = u - x jest gladkie,

ii) wartos¢ w punkcie x jakobianu przeksztatcenia f, zalezy tylko od u, a nie od .
Dowiesé, ze gdy wartosé tego jakobianu oznaczy¢ przez j(u), to miara pu(S) = [¢ |7 (u)| " dA,(w)
jest niezmiennicza wzgledem rodziny przeksztatcen {f, : u € U}.

b) Niech U oznacza polplaszczyzne = > 0 i utozsamijmy kazdy punkt (z,y) €
U z macierza rzeczywista o wierszach (x,y) i (0,1); tym samym w U wprowadzmy
mnozenie (z,y) - (¢/,y) = (zz', zy’ + y). Dowies¢, ze miara p(S) = [¢z~*dady jest
lewostronnie niezmiennicza na otrzymanej grupie U (tzn. jest niezmiennicza wzgledem
wszystkich przeksztatcenn f,,u € U.)

3. a) Sformultowac i uzasadni¢ odpowiednik czesci a) poprzedniego zadania dla miar
prawostronnie niezmienniczych.

b) Przy oznaczeniach czesci b) poprzedniego zadania dowies¢, ze miara p(S) =
| g - 'dady jest prawostronnie niezmiennicza na U.

4. a) Uzupeli¢ dowod twierdzenia Caratheodory’go: gdy S C R™ i x € conv(\5), to
x € conv{sy...,S,.1} dla pewnych (niekoniecznie réznych) si,..., 8,41 € S.

b) Dowiesé¢, ze uwypuklenie zwartego podzbioru przestrzeni R" jest zbiorem do-
mknietym.

5. Obmysle¢ lub przeczytaé¢ i opanowaé¢ dowodd twierdzenia Helly'ego: gdy S jest
skonczong rodzing wypuktych podzbioréow przestrzeni R"” o pustym przecieciu, to SqN
- N Sy = 0 dla pewnych Sy, ..., S,11 € S (niekoniecznie roznych).
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Piata porcja zadan.

1. Macierz kwadratowa nazywamy bistochastyczna, jesli suma wyrazéw kazdego
jej wiersza jest = 1 i wyrazy te sa nieujemne, i tak samo jest dla kolumn. Znalezé
punkty ekstremalne w zbiorze rzeczywistych n X n—macierzy bistochastycznych

a) przy n =2, b) przy n =3, ¢)* przy dowolnym n < oo.

2. a) Opisa¢ macierze (w standardowej bazie) tych przeksztatcen liniowych ¢} — ¢7,
ktorych norma jest < 1.

b) To samo przy (2 zastapionym przez (7.
(W obu przypadkach ¢} i ¢ oznacza przestrzen R" z norma ||z|| = >, |z|i 1 ||z|| =
max; |x;|, odpowiednio, za$ na przeksztatceniach liniowych rozpatrujemy norme ope-
ratorows, ||L|| = sup{||Lx|| : |lz]| < 1}).

3. W oparciu o zadanie 1 ¢) poprzedniej serii uzyskaé¢ przez analogie z zadaniem 7 b)
z serii 3 oszacowanie wyznacznika dowolnej kwadratowej macierzy rzeczywiste]
a) stopnia 3, b)* stopnia n.

4. Dowiesé¢, ze podzbior lokalnie wypuktej przestrzeni LT jest ograniczony < jego
obraz przy kazdym ciaglym funkcjonale liniowym jest ograniczony.

5. a) Niech R*™ oznacza iloczyn kartezjanski przeliczalnie wielu prostych (topologia
i dzialania liniowe sa produktowe). Znalezé w R™ ciag zbiezny do 0, ktérego uwypu-
klenie nie jest zbiorem zwartym.

b) To samo przy R*> zastgpionym przez fs.

6. Mowimy, ze topologia lokalnie wypuktej PLT jest zadana przez rodzine pseu-
donorm P, jesli rodzina skoriczonych przecie¢ kul wzgledem tych pseudonorm (o
dodatnich promieniach) jest baza otoczeri zera w tej przestrzeni.

a) Niech X i Y beda przestrzeniami LT z topologiami zadanymi przez rodziny
pseudonorm P (na X) i Q (na Y'), odpowiednio. Dowies¢, ze przeksztalcenie liniowe
T : X —Y jest ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pseudonormy ¢ € Q istnieje
liczba e > 0 i skonczenie wiele pseudonorm py,...,p, € P takich, ze (p;(z) < e dla
i=1,...,n)=q(Tz) <1.

b) Niech C*(U) oznacza przestrzen nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalnych
funkcji rzeczywistych na przedziale otwartym U C R, i niech dalej pg,.(f) = sup{|f™ ()] :
x € K} dlakazdych f € C*°(U), n > 01 zbioru zwartego K C U. Przestrzen C*(U)
rozpatrujemy w topologii wyznaczonej przez rodzine wszystkich pseudonorm pg ,,. Do-
wiesc, ze dla kazdej funkeji v € C(U) o zwartym nosniku, wzor ¢, (f) = [, f(z)v(z)dx
okresla ciagty funkcjonal liniowy ¢, na C*(U).

c¢) Dla kazdego liniowego funkcjonatu ciagtego ¢ na C°(U) przyjmijmy ¢'(f) =
—o(f"). Dowiesé, ze funkcjonal ¢’ jest ciagly, i przy oznaczeniach punktu b) obliczy¢

/

o 17 dla v(xr) = max(0,1 — |z]).
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Czwarta porcja zadan.

1. a) Znalez¢ punkty ekstremalne kuli jednostkowej przestrzeni R", rozpatrywane;

1) 2 norma [ja]| = masx; ||
i) 7 norma |2]] = 3, |zl

b) Uogodlni¢ a) na przypadek przestrzeni £oo(I') 1 ¢1(T).

c)* Niech norma || [| na przestrzeni R" bedzie okreslona wzorem ||x|| = max{| > ;. ; z;| :

J CA{1,...,n}}. Dowiesé, ze gdy punkt x jest ekstremalny w kuli wzgledem tej normy,
to ma nie wiecej niz 2 wspotrzedne rézne od 0, i sg one rowne +1. Uzyskaé pelny opis
punktow ekstremalnych. (Dla n = 2 rozwiazano to w ub. tyg.)

Definicja. Funkcje f : K — R nazywamy $ci$le wypukla, jesli zbior K jest wypukty
i fte+ (1 —t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y)dlate (0,1)ix,ye K (x #y).
2. Dowiesé, ze norma przestrzeni Hilberta H jest funkcja scisle wypukta na zbiorze

wypuktym K C H, ktorego zadne dwa punkty x,y € K nie sa proporcjonalne, a takze
jej kwadrat jest fukcja $cisle wypukla na calej przestrzeni H.

3. Dowie$¢ rownowaznosci warunkow:
a) Funkcja || [|? jest dcigle wypukla na rzeczywistej przestrzeni unormowanej (X, || ||)
b) Kazdy punkt sfery S = {z : ||z|| = 1} jest ekstremalny w kuli B = {z : ||z|| < 1};
c¢) Zaden funkcjonal ¢ € X* nie przyjmuje swej normy w dwoch roznych punktach

r1,T9 € B.

4. Dowies¢, ze kula jednostkowa przestrzeni ¢y nie ma punktow ekstremalnych.

5. * Niech V' oznacza przestrzen L£(£4, (5) wszystkich operatorow liniowych ¢4 — €4,
rozpatrywang z normg operatorowa. (Jak zwykle, £§ to n—wymiarowa przestrzen eukli-

desowa.) Dowies¢, ze izometrie £ — (I sa punktami ekstremalnymi kuli jednostkowe;j
2 2 58 J )
tej przestrzeni, i vice versa.
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Trzecia porcja zadan.
1. Dla podzbioréw A, B przestrzeni LT zachodzi inkluzja A + B C A + B.

2. Dowies¢, ze gdy G jest zbiorem wypuklym takim, ze |J, nG = X, to funkcjo-
nal Minkowskiego pg jest dodatnio jednorodna funkcja wypukta (lub, co na jedno
wychodzi, ze pg(tx) = tpa(z) i pa(r +vy) < pa(x) + pe(y) dlaz,y € X it >0).

3. Gdy G jest wypuklym otoczeniem zera w przestrzeni LT, a pg jest jego funkcjo-
natem Minkowskiego, to intG = {z : pg(z) < 1} i G = {z : pe(x) < 1}.

4. Niech C bedzie najmniejszym symetrycznym (wzgledem 0) zbiorem wypuklym w
R?, zawierajacym punkty (—1,1),(0,1) i (1,0). Dowiesé, ze funkcjonal Minkowskiego
pe tego zbioru jest zadany wzorem pe(z) = max(|z1|, |zo, |21 + x2]).

Definicja. Punkt = jest ekstremalny w zbiorze wypukltym C'| jesli nie istnieja a,b €
C\ {z} takie, ze x = %(a +0b). Punkty ekstremalne wieloscianu wypuktego nazywamy
tez jego wierzchotkami.

5. Niech T': X — Y bedzie przeksztalceniem liniowym miedzy przestrzeniami linio-
wymi, niech C' bedzie zbiorem wypuklym w X i niech punkt y, bedzie ekstremalny w
zbiorze T'(C'). Dowiesé, ze kazdy ektremalny punkt zbioru T (yo)NC jest ekstremalny
w C.

6. Niech C bedzie zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni R". Dowiesé¢, ze

a) Gdy ¢ : R" — R jest funkcjonatem liniowym, to wartos¢ sup p(C) jest przyj-
mowana w pewnym punkcie ekstremalnym zbioru C'.

b) (staba wersja twierdzenia Minkowskiego): zbior C' jest domknieciem uwypuklenia
zbioru swych punktow ekstremalnych.

(Wskazowka: dowodzié obu czesci rownoczesnie, przez indukcje wzgledem n.)

7. a) Niech C' bedzie zwartym i wypuktym podzbiorem przestrzeni R", zas$ ¢ bedzie k-
linowa funkcja rzeczywista na R". (Zgodnie z umowa z GAL-u oznacza to, ze dziedzina
¢ jest k-krotna potega kartezjaniska przestrzeni R™.) Dowies¢, ze wartosé sup p(C' X
C' x -+ x () jest przyjmowana w pewnym punkcie (cq, ..., ), gdzie kazdy z punktow
c1, ...,k jest ekstremalny w C.

b) Dowiesé, ze wyznacznik 2 X 2 macierzy rzeczywistej o wierszach a = (aq, as) i

b = (b1, by) nie jest wiekszy od liczby ||a|| - ||b||, gdzie ||z|| = max(|z1], |xa]|, |x1 + x2])
dla x = (z1,12) € R~

Problem 1. Dowie$¢ twierdzenia Minkowskiego: zwarty, wypukly podzbior przestrzeni
R"™ jest uwypukleniem zbioru swych punktow ekstremalnych.
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Druga porcja zadari Oznaczania: Dla podzbiorow A, B przestrzeni LT i zbioru i A

skalarow przyjmijmy A+ B={a+b:a € A,be B} i AA ={ a: X € Aa € A};
piszemy tez a + B = {a} + B etc.

1. a) Gdy oba zbiory A i B sa wypukte (odp. sa zbalansowane, sa podprzestrzeniami
liniowymi, sa ograniczone !), to A + B takze.

b) Gdy zbior A jest otwarty, to A + B rowniez, podobnie jak zbior AA dla A C A
takich, ze 0 & A.

c) Gdy zbior A jest zwarty, zas B domkniety, to A + B jest domkniety.

d) Czy wyzej zatozenie domknietosci A bytoby wystarczajace?

2. Przestrzen LT jest jedyna swa otwarta podprzestrzenia liniows.
3. Gdy zbior A jest wypukly i a € intA,b € A, to [a,b) C intA.
4. Wnetrze zbioru wypuktego jest zbiorem wypuktym; podobnie domkniecie.

5. Wnetrze zbioru wypuktego, jedli jest niepuste, to jest rowne wnetrzu domkniecia
tego zbioru.

6. a) Wypukty i zbalansowany podzbior ciata F jest kula (by¢ moze o nieskoriczonym
promieniu), o srodku w Op.
b) Wywnioskowaé, ze niezerowy funkcjonat liniowy jest przeksztatceniem otwartym.

7. a) Nieciagly funkcjonal liniowy przyjmuje na kazdym zbiorze otwartym wszystkie
wartosci skalarne.
b) W szczegdlnosei, funkcjonat liniowy jest ciagly jesli jego jadro jest domkniete.

8. * Czy tezy zadan 7 i 6b) sa prawdziwe dla przeksztatcen liniowych o wartosciach
w F" n < oo? (W 6b) zakladamy, ze przeksztatcenie jest ,na”.)

9. a) Suma (algebraiczna) dwoch podprzestrzeni domknietych, z ktorych jedna jest
skoniczonego wymiaru, jest podprzestrzenia domknieta.
b)* Czy zatozenie o skonczonym wymiarze jest zbedne?

10. a) Dowiesé, ze dlap € (0,1) wzor d(f, g) = fol | f—g|P zadaje metryke przesuwalng
na przestrzeni L,([0, 1]).
b)* Dowies¢, ze uwypuklenie dowolnej kuli (w metryce d) jest cala przestrzenia L,,.

17Zbiér K jest ograniczony, jesli dla kazdego otoczenia G punktu 0 zachodzi A C nG dla pewnego n.
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Pierwsza porcja zadan. Dla kompletnosci zamieszczam tez zadania rozwigzywane
na ¢wiczeniach (numeracja mogta by¢ inna); sa to zadania 1, 51 8.

1. Udowodni¢ nastepujacy ,,aksjomat Pascha™ gdy ' € [a,v] i o € [b,v], to
[a,a’] N [b,b] # 0.

2. a)convA = {tia+.. . tha, :n €Nyay,...,a, € A ty,...,t, €[0,1]1 > . t; =1}
b) Gdy zbiory X, Y C V sa wypukte i niepuste, to conv(X UY) = | J{[z,y] : x €
X, yeY}

3. Priy A={(z,t) e X xR:t>pa)tiA={(zt € XxR:t>p)l
wypuklosé funkeji p : X' — R jest rownowazna wypuktosci ktéregokolwiek ze zbiorow
Alub A, a takze temu, by zbior X byt wypukty i conv{(z,p(x)) :z € X} C A.

4. a) Jesli funkcja p : X — [—00,00) jest wypukta i zbior X jest symetryczny
wzgledem Oy (tzn. —X = X)), to p(Oy) = {—o0} lub p(X) C R.
b) Gdy funkcje p: X — R i —p obie sg wypukte, to p jest funkcja R—afiniczna,
tzn. p(ty + (1 —t)z) =tp(y) + (1 —t)p(z) dlaz,y € X it € [0,1].

5. Niech X C V bedzie zbiorem wypuktym, takim, ze Oy € X. Wowczas:

a) Zbior Vy = {sx —ty : z,y € X,s,t € [0,00)} jest powloks liniows zbioru X.

b) Kazda funkcje R-afiniczna ¢ : X — R taka, ze po(0y) = Or, mozna przedtuzyé
do funkcji R-liniowej ¢ : V' — R.

6. (Przypomnienie GALu.) Dowies¢, ze gdy ¥ i ¢ sa funkcjonatami liniowymi na
przestrzeni wektorowej V' i ker(y)) D ker(p), to v = X - ¢ dla pewnego skalara .
Ogolniej, gdy ¥, @1, . . ., ¢y sa funkcjonatami liniowymi i ker(¢)) D (i, ker(y;), to ¢
jest kombinacja liniowa pozostatych funkcjonatow.

7. a) (Przypomnienie GALu.) Dla danej rzeczywistej przestrzeni liniowej wskazaé
przestrzen zespolona, zawierajaca ja jako podprzestrzen rzeczywista.
b) To samo dla unormowanych przestrzeni liniowych. (Nalezy zdefiniowa¢ norme
na otrzymanej przestrzeni zespolone;j.)

8. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Mazura i Orlicza: Gdy p jest funkcja wypukta
na rzeczywistej przestrzeni liniowej V', zas S podzbiorem przestrzeni V x R, to dla
istnienia funkcji liniowej ¢ : V' — R, ktorej wykres lezy nad zbiorem S' i pod wykresem
funkeji p potrzeba i wystarcza, by dla kazdych skonczonych uktadow {(z, cy)}yer C S
i {ty}yer C (0, 00) spelniona byla nieréwnos¢ > t,cy < p(>_. th2,).

9. W oparciu o tw. Mazura i Orlicza z zadania 9 dowie$¢ nastepujacych ,twierdzen
o momentach”

a) Niech S bedzie podzbiorem przestrzeni V' x R, gdzie V jest rzeczywista prze-
strzenia unormowana. Wowczas dla istnienia funkcjonatu ¢ € V*, ktorego wykres
lezy nad zbiorem S i ktory spetnia warunek ||¢|| < M, potrzeba i wystarcza, by dla
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kazdych skoriczonych uktadow {(z-,cy)}yer € S 1 {ty}yer C (0,00) spelniona byta
nieréwnos¢ » -ty < M| Y2 tya,||.

b) Przy powyzszych oznaczeniach, funkcjonal ¢ € V* o wykresie lezacym nad
zbiorem S istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ostatni warunek jest spelniony dla pewne;j
state] M < o0.

¢) Jakie warunki otrzymamy w a) i b), gdy ,wykres lezy nad zbiorem” zamieni¢ na
,wykres zawiera zbior’?

10. Niech podprzestrzen liniowa V przestrzeni £X (T') i rodzina G przeksztatcen zbioru

T beda takie, ze 17 € Vi fo g € V dla wszystkich f € Vi g € G. (Elementy (X (T)
traktujemy jako ograniczone funkcje rzeczywiste na T', zas 1 to funkcja stata, réwna
1.) Dowiesé rownowaznosci warunkow:

a) Na przestrzeni V istnieje nieujemny funkcjonal liniowy ¢ taki, ze o(1r) = 1 i
o(fog) = @(f) dla wszystkich f € Vig € G. (,Nieujemny” oznacza, ze ¢o(f) > 0
dla nieujemnych funkcji f € V)

b) Dla dowolnych n € Noraz fi,..., fo € V,g1,...,9n € G zachodzi sup Y. (fio
gi — fi) > 0. (Ostatnia suma jest funkcja na zbiorze T i chodzi o jej kres gorny.)

Problem 1. Dowiesé¢, ze warunek b) w ostatnim zadaniu jest spelniony jesli rodzina
G jest przemienna i zamknicta ze wzgledu na sktadanie. Wywnioskowaé, ze kazda
grupa przemienna G jest §redniowalna (ang. ,amenable”); tzn. na f.(G) istnieje
nieujemny funkcjonatl liniowy ¢ # 0 taki, ze o(f) = ¢(f,) dla wszystkich f € {(G)
igeG,gdze f)(z) = f(r+g) dlaz e G.

Problem 2. Dowie$¢ nastepujacego twierdzenia Banacha: na przestrzeni £X ([0, co)
istnieje funkcjonal liniowy ¢ taki, ze lim, . f(t) < o(f) < limy_o f(t) oraz o(f) =
o(t — f(t+s)) dla kazdej funkcji f € ([0, 00)) i kazdej liczby s > 0.

Problem 3. Udowodni¢ kolejne twierdzenia Banacha:

a) Gdy T to okrag T' = {z € C : |z| = 1}, traktowany jako grupa wzgledem
mnozenia, to na przestrzeni V = {(T') istnieje nieujemny funkcjonal liniowy ¢ taki,
ze o(f) = 027T f(e™)dt dla funkcji mierzalnych f € Vi o(f) = o(f,) dlag € T i
f € V. (Oznaczenia jak w problemie 1.)

b) Wywnioskowaé, ze miare Lebesgue’a na prostej R mozna rozszerzy¢ do nieujem-
nej miary addytywnej, okreslonej na wszystkich podzbiorach prostej R i niezmienniczej
wzgledem dowolnej izometrii tejze. (Miara taka przyjmuje m.in. warto$é oo; nie moze
ona by¢ przeliczalnie addytywna. Banach udowodnil tez, ze mozna w b) zastapi¢
prostg R przez plaszczyzne R?, lecz — wraz z Tarskim — nie przez przestrzenn R3.)



