4 Funkcje

Niech A i B beda zbiorami. Funkcja z A do B nazwiemy uporzakowana trójke ⟨f, A, B⟩, gdzie f ⊆ A × B jest relacja spełniajaca nastepujace dwa warunki.

Dla dowolnych a ∈ A oraz b_1, b_2 ∈ B, jeśli ⟨a, b_1⟩ ∈ f oraz ⟨a, b_2⟩ ∈ f, to b_1 = b_2. (7)

Dla każdego a ∈ A istnieje b ∈ B taki, że ⟨a, b⟩ ∈ f. (8)

W przypadku, gdy ⟨f, A, B⟩ jest funkcja z A do B, to mówimy zwykle, że f jest funkcja z A do B i oznaczamy to przez f : A → B. Zauważmy, że funkcja jest zadana nie tylko przez relacje f, ale również przez zbiory: A (zwany dziedzina) oraz B (zwany przeciwdziedzina). W szczególności może tak sie zdarzyć, że mamy dwie różne funkcje f : A → B oraz g : A → C, gdzie B ≠ C oraz relacje f i g sa równe. Na przykład, ⟨I_A, A, A⟩ oraz ⟨I_A, A, B⟩, gdzie A ⊆ B jest właściwym podzbiorem, sa dwiema różnymi funkcjami (bo sie różnia przeciwdziedzna). Tak wiec, zgodnie z umowa, mamy I_A : A → A oraz I_A : A → B. Te druga funkcje zgrabniej jest oznaczyć, np. ι_{A,B} : A → B, podkreślajac jej zależność od B, chociaż teoriomnogościowo, jako relacje mamy I_A = ι_{A,B} . Bedziemy sie starali unikać używania niejednoznacznych nazw na funkcje.

Zbiór wszystkich funkcji z A w B oznaczamy symbolem B^A. Każda trójke ⟨f, A, B⟩ spełniajaca (7) nazywamy funkcja cześciowa z A do B. Dziedzina funkcji cześciowej f nazywamy zbiór Dom(f) = {a ∈ A | istnieje b ∈ B taki, że ⟨a, b⟩ ∈ f}. Zauważmy, że jeśli f ⊆ A×B jest funkcja cześciowa z A do B, to f jest funkcja z Dom(f) do B. Jeśli f : A → B oraz a ∈ A, to f(a) oznacza jedyny element ze zbioru B taki, że ⟨a, f(a)⟩ ∈ f. Element f(a) jest wartościa funkcji f na elemencie a.

Zauważmy, że istnieje dokładnie jedna funkcja f : ∅ → A, gdzie A jest dowolnym zbiorem. Jest to pusta relacja. Natomiast, jeśli A ≠ ∅, to nie ma funkcji z A w ∅. W tym przypadku pusta relacja jest funkcja cześciowa, ale nie jest funkcja.

Przykład 4.1

(i) Relacja I_A z przykładu 2.2 (i) jest funkcja z A do A. Relacje ≤ oraz Q nie sa funkcjami. P jest funkcja cześciowa z N do N. Dziedzina tej funkcji jest zbiór wszystkich liczb bedacych kwadratami liczb naturalnych. Relacja P^{−1} jest funkcja z N do N oraz relacja Q^{−1} jest funkcja z Z do N.

(ii) Indeksowana rodzina zbiorów nazywamy dowolna funkcje ze zbioru indeksów I do rodziny zbiorów A. Indeksowane rodziny zbiorów zwykle oznacza sie przez {A_i}_{i∈I} . Sume takiej rodziny oznaczamy przez ⋃ i∈I A_i. Podobnie dla przecieć.

(iii) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Słowem nad alfabetem A nazywamy skończony ciag elementów zbioru A, czyli funkcje w : n → A, gdzie n ∈ N. Liczba n jest długościa słowa w, oznaczana przez |w|. A^∗ oznacza zbiór wszystkich słów nad alfabetem A. Szczególnym słowem nad każdym alfabetem jest słowo puste, oznaczane ε, które definiuje sie jako (jedyne) słowo długości 0.

Zgodnie z nasza notacja zbiór A^n można rozumieć na dwa sposoby—jako n-krotny iloczyn kartezjański zbioru A lub jako zbiór wszystkich funkcji ze zbioru n do A (czyli słów nad A długości n). Aby uniknać takiej niejednoznaczności możemy utożsamiać n-tki uporzadkowane elementów z A z funkcjami z n do A ( w rozdziale dotyczacym relacji sprawe implementacji n-tek uporzadkowanych pozostawiliśmy otwarta). Przy takim utożsamieniu n-tka ⟨a_1, . . . , a_n⟩ jest reprezentowana przez funkcje w : n → A taka, że w(i) = a_{i+1}, dla i < n.

Na zbiorze słów mamy nastepujaco zdefiniowana operacje składania. Niech w : n → A oraz u : m → A beda słowami. Złożenie słów w oraz u jest słowem wu : m + n → A zdefiniowanym dla i < m + n nastepujaco. (wu)(i) = { w(i), jeśli i < n u(i − n), jeśli n ≤ i < m + n (iv) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Multizbiorem nad A nazywamy dowolna funkcje A : A → N. Mulizbiory tym sie różnia od zbiorów, że ich elementy wystepuja z krotnościami, tzn. gdy A(x) = 4, to mówimy, że element x wystepuje w A z krotnościa 4. Elementy wystepujace z krotnościa 0 nie należa do A. Zbiory można oczywiście traktować jako te multizbiory, w których każdy element wystepuje z krotnościa co najwyżej 1. Przez M(A) bedziemy oznaczać zbiór wszystkich multizbiorów nad A.

Funkcje f : A → B nazwiemy różnowartościowa, gdy dla dowolnych a_1, a_2 ∈ A, jeśli f(a_1) = f(a_2), to a_1 = a_2. Funkcje f nazwiemy na B, jeśli dla każdego b ∈ B istnieje a ∈ A taki, że f(a) = b. Funkcje, która jest jednocześnie na oraz różnowartościowa nazywamy bijekcja.

Przykład 4.2

(i) Identyczność I_A : A → A jest bijekcja.

(ii) Funkcja f : R → R, zdefiniowana wzorem f(x) = x^2 nie jest ani różnowartościowa ani na R.

(iii) Funkcja f_1 : {x ∈ R | 0 ≤ x} → R, zdefiniowana f_1(x) = x^2 jest różnowartościowa, ale nie jest na R. Funkcja f_1 jest obcieciem funkcji f do zbioru liczb rzeczywistych niedodatnich.

(iv) Funkcja f_2 : R → {x ∈ R | 0 ≤ x}, zdefiniowana f_2(x) = x^2 jest na, ale nie jest różnowartościowa.

(v) Funkcja f : N ×N → N zdefiniowana wzorem f(m, n) = 2^n(2m+1)−1 jest bijekcja. Rzeczywiście, jeśli 2^{n1} (2m_1 +1)−1 = 2^{n2} (2m_2 +1)−1, to 2^{n1} (2m_1 +1) = 2^{n2} (2m_2 +1). Zatem, z jednoznaczności rozkładu liczb na czynniki pierwsze wynika, że n_1 = n_2. Otrzymujemy wiec 2m_1 + 1 = 2m_2 + 1, czyli m_1 = m_2, co oznacza, że f jest funkcja różnowartościowa. Żeby pokazać,że f jest na, weźmy dowolna liczbe naturalna k. Niech n ∈ N bedzie najwieksza liczba taka, że 2^n dzieli k + 1. Zatem (k + 1)/2^n jest liczba nieparzysta. Niech m = ((k +1)/2^n −1)/2. Łatwo sprawdzić, że f(m, n) = k. Dowodzi to, że f jest funkcja na N.

Twierdzenie 4.3 Jeśli f : A → B oraz g : B → C sa funkcjami, to relacja gf ⊆ A × C jest funkcja z A do C. Dla a ∈ A, (gf)(a) = g(f(a)). Ponadto, jeśli funkcje f, g sa obie różnowartościowe lub obie na, to gf jest też różnowartościowa, lub odpowiednio, na.

Dowód: Niech a ∈ A bedzie dowolnym elementem. Wtedy istnieje b ∈ B oraz c ∈ C, takie że ⟨a, b⟩ ∈ f oraz ⟨b, c⟩ ∈ g. Zatem istnieje c ∈ C takie, że ⟨a, c⟩ ∈ gf. Oznacza to, że

(gf)(a) = g(f(a)), (9)

o ile pokażemy, że gf jest funkcja.

Dla pokazania jednoznaczności załóżmy, że ⟨a, c_1⟩ ∈ gf oraz ⟨a, c_2⟩ ∈ gf. Wtedy istnieja b_1, b_2 ∈ B takie, że ⟨a, b_1⟩ ∈ f, ⟨a, b_2⟩ ∈ f, ⟨b_1, c_1⟩ ∈ g oraz ⟨b_2, c_2⟩ ∈ g. Ponieważ f jest funkcja to b_1 = b_2 a zatem, ponieważ g jest funkcja, to c_1 = c_2. Tak wiec pokazaliśmy, że złożenie gf jest funkcja.

Jeśli f i g sa różnowartościowe oraz (gf)(a_1) = (gf)(a_2), to z różnowartościowości g oraz (9) wynika, że f(a_1) = f(a_2). Zatem, z różnowartościowości f otrzymujemy a_1 = a_2, co dowodzi różnowartościowości gf.

Załóżmy, że f i g sa na, i niech c ∈ C bedzie dowolnym elementem. Ponieważ g jest na C to istnieje b ∈ B taki, że g(b) = c. Z faktu, że f jest na B otrzymujemy, że istnieje a ∈ A taki, że f(a) = b. Zatem (gf)(a) = g(f(a)) = g(b) = c, co dowodzi, że gf jest na C.

Niech f : A → B bedzie funkcja. Funkcje g : B → A nazwiemy odwrotna do f jeśli

gf = I_A oraz fg = I_B .

Twierdzenie 4.4 Niech f : A → B bedzie funkcja. Nastepujace warunki sa równoważne

(i) f ma funkcje odwrotna,

(ii) f jest bijekcja,

(iii) Relacja odwrotna f^{−1} jest funkcja.

Dowód: Załóżmy (i) i niech g : B → A bedzie funkcja odwrotna do f. Jeśli f(a_1) = f(a_2), to g(f(a_1)) = g(f(a_2)). Ponieważ gf = I_A to a_1 = a_2. Zatem f jest różnowartościowa. Dla pokazania, że f jest na weźmy dowolny b ∈ B. Niech a = g(b). Wtedy f(a) = f(g(b)) = b, ponieważ fg = I_B . Zatem f jest bijekcja.

Załóżmy teraz (ii). Pokażemy, że relacja f^{−1} jest funkcja. Weźmy dowolny b ∈ B. Ponieważ f jest na, to istnieje a ∈ A takie że f(a) = b. Oznacza to, że ⟨b, a⟩ ∈ f^{−1}. Jeśli natomiast ⟨b, a_1⟩ ∈ f^{−1} oraz ⟨b, a_2⟩ ∈ f^{−1} to mamy f(a_1) = f(a_2) i z różnowartościowości f otrzymujemy a_1 = a_2. W ten sposób udowodniliśmy, że f^{−1} jest funkcja.

Na zakończenie dowodu załóżmy (iii). Wówczas dla dowolnego a ∈ A, mamy ⟨a, a⟩ ∈ f^{−1}f, bo ⟨a, f(a)⟩ ∈ f. Zatem I_A ⊆ f^{−1}f. Z drugiej strony, jeśli ⟨a_1, a_2⟩ ∈ f^{−1}f, to istnieje b ∈ B, takie że ⟨a_1, b⟩ ∈ f oraz ⟨b, a_2⟩ ∈ f^{−1}. Wiec ⟨b, a_1⟩ ∈ f^{−1} i ponieważ f^{−1} jest funkcja to a_1 = a_2. To dowodzi, że f^{−1}f = I_A.

Dowód równości ff^{−1} = I_B jest analogiczny i pozostawiamy go czytelnikowi.

Oczywiście funkcje odwrotna do danej funkcji f oznaczamy f^{−1}.

Niech f : A → B bedzie funkcja i niech X ⊆ A. Obrazem zbioru X przy przekształceniu f nazwiemy zbiór

⃗f(X) = {b ∈ B | istnieje a ∈ X, taki że f(a) = b}.

Dla zbioru Y ⊆ B, przeciwobrazem zbioru Y przy przekształceniu f nazwiemy zbiór ⃗f^{−1}(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }. Twierdzenie 4.5 Niech f : A → B bedzie funkcja, niech X bedzie rodzina podzbiorów zbioru A oraz niech Y bedzie rodzina podzbiorów zbioru B. Wtedy

(i) ⃗f( ⋃ X ) = ⋃ { ⃗f(X) | X ∈ X }, (ii) Jeśli X ≠ ∅, to ⃗f( ⋂ X ) ⊆ ⋂ { ⃗f(X) | X ∈ X }, (iii) ⃗f^{−1}( ⋃ Y) = ⋃ { ⃗f^{−1}(Y ) | Y ∈ Y}, (iv) Jeśli Y ≠ ∅, to ⃗f^{−1}( ⋂ Y) = ⋂ { ⃗f^{−1}(Y ) | Y ∈ Y}. Dowód: Udowodnimy (i). Niech b ∈ B bedzie dowolnym elementem. Mamy nastepujacy ciag równoważności.

b ∈ ⃗f( ⋃ X ) wtw, gdy istnieje a ∈ ⋃ X takie, że f(a) = b wtw, gdy istnieje a ∈ A oraz istnieje X ∈ X takie, że a ∈ X oraz f(a) = b wtw, gdy istnieje X ∈ X oraz istnieje a ∈ A takie, że a ∈ X oraz f(a) = b wtw, gdy istnieje X ∈ X takie, że b ∈ ⃗f(X) oraz f(a) = b wtw, gdy b ∈ ⋃ { ⃗f(X) | X ∈ X }. Dla dowodu (ii) weźmy dowolny b ∈ ⃗f( ⋂ X ). Oznacza to, że istnieje a ∈ ⋂ X taki, że f(a) = b. Zatem dla każdego X ∈ X mamy: a ∈ X oraz f(a) = b. Tak wiec b należy do każdego obrazu ⃗f(X), dla X przebiegajacych X , czyli b ∈ ⋂ { ⃗f(X) | X ∈ X }, co kończy dowód.

Powyższy dowód można rozpisać na podobne kroki tak jak w poprzednim przypadku. Dostaniemy ciag równoważności za wyjatkiem jednego przejścia, które jest tylko w jedna strone (które?).

Natepnie udowodnimy (iii). Niech a ∈ A bedzie dowolnym elementem. Mamy nastepujacy ciag równoważności. a ∈ ⃗f^{−1}( ⋃ Y) wtw, gdy f(a) ∈ ⋃ Y wtw, gdy istnieje Y ∈ Y takie, że f(a) ∈ Y wtw, gdy istnieje Y ∈ Y takie, że a ∈ ⃗f^{−1}(Y ) wtw, gdy a ∈ ⋃ { ⃗f^{−1}(Y ) | Y ∈ Y}. Dowód (iv) jest zupełnie analogiczny do powyższego dowodu i dlatego pozostawimy go czytelnikowi.

Przykład 4.6 Zawieranie w punkcie (ii) powyższego twierdzenia nie może być zastapione równościa o czym świadczy nastepujacy przykład. Niech f bedzie funkcja z Przykładu 4.2 (ii). Niech A = {−1} oraz B = {1}. Wówczas ⃗f(A ∩ B) = ⃗f(∅) = ∅, ale ⃗f(A) ∩ ⃗f(B) = {1}. Dla funkcji różnowartościowych zawieranie w Twierdzeniu 4.5 (ii) można zastapić równościa.

4.1 Definiowanie funkcji przez indukcje

W zbiorze liczb naturalnych możemy definiować funkcje wykorzystujac własność zbioru N polegajaca na tym, że jest to najmniejszy zbiór zawierajacy 0 i zamkniety na operacje nastepnika.

Rozważmy nastepujacy przykład.

Przykład 4.7 Chcemy zdefiniować operacje dodawania w zbiorze liczb naturalnych opierajac sie jedynie na operacji nastepnika. Oczywiście dodawanie f : N × N → N jest funkcja spełniajaca nastepujace warunki. f(m, 0) = m f(m, n^′) = f(m, n)^′. Zauważmy, że powyższe równości można traktować jak opis sposobu na obliczanie dodawania dwóch liczb naturalnych. Pierwsza równość dotyczy sytuacji gdy drugi argument w f jest równy 0, podczas gdy drugie równanie definiuje wynik dodawania m do nastepnika n odwołujac sie do wyniku dodawania m do n, a wiec do pary argumentów, dla której możemy założyć, że umiemy policzyć wartość. Liczba m w powyższej definicji jest dowolna ale ustalona. Nazywamy ja parametrem tej definicji.

Do definiowania funkcji powyższa metoda służy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.8 (O definiowaniu funkcji przez indukcje) Niech A i B beda dowolnymi zbiorami takimi, że B ≠ ∅. Niech g : A → B oraz h : B × A × N → B beda dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokładnie jedna funkcja f : A × N → B spełniajaca nastepujace warunki dla dowolnego a ∈ A oraz n ∈ N, f(a, 0) = g(a) f(a, n^′) = h(f(a, n), a, n). W powyższym twierdzeniu A jest zbiorem parametrów. Dowód Twierdzenia 4.8 bedzie podany później – w dziale o punktach stałych.

Tak wiec wynika z powyższego twierdzenia, że istnieja dokładnie jedna funkcja f spełniajaca równania Przykładu 4.7. Funkcje g i h dla tego przykładu wygladaja nastepujaco: g = I_N , h(x, y, z) = x^′, dla x, y, z ∈ N. Wartość f(m, n) oczywiście oznaczamy przez m + n. Podamy jeszcze dwa przykłady definicji indukcyjnych.

Przykład 4.9 Używajac operacji dodawania możemy zdefiniować indukcyjnie mnożenie. Jest to (jedyna) funkcja f : N × N → N spełniajaca równania

f(m, 0) = 0 f(m, n^′) = m + f(m, n).

Funkcja g dla tego przykładu jest g(x) = 0 dla x ∈ N. Natomiast funkcja h jest h(x, y, z) = y + x dla x, y, z ∈ N. Przykład 4.10 Zbiór parametrów oczywiście nie musi być zbiorem liczb naturalnych. Poniższy układ równań definiuje operacje iteracji Iter : P (A×A)×N → P (A×A) dowolnej relacji binarnej w A, gdzie A jest dowolnym zbiorem.

Dla r ⊆ A × A oraz n ∈ N definiujemy Iter(r, 0) = I_A Iter(r, n^′) = r Iter(r, n). Oczywiście Iter(r, n) jest n-krotnym złożeniem relacji r ze soba. Funkcja g : P (A × A) → P (A×A) jest g(r) = I_A, dla r ∈ P (A×A). Natomiast funkcja h : P (A×A)×P (A×A)×N → P (A×A) jest zdefiniowana nastepujaco: h(r_1, r_2, n) = r_2r_1, dla r_1, r_2 ∈ P (A×A) oraz n ∈ N.

Zdarzaja sie sytuacje, jak zobaczymy później, w których bedziemy definiowali indukcyjnie funkcje odwołujac sie nie tylko do jej wartości dla liczby poprzedniej, ale uzależniajac wynik od wszystkich dotad obliczonych wartości. W tym celu udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.11 Niech A i B beda dowolnymi zbiorami takimi, że B ≠ ∅. Niech g : A → B oraz h : B^∗ × A × N → B beda dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokładnie jedna funkcja f : A × N → B spełniajaca nastepujace warunki dla dowolnego a ∈ A oraz n ∈ N, f(a, 0) = g(a) f(a, n^′) = h((f(a, 0) · · · f(a, n)), a, n). W powyższym równaniu (f(a, 0) · · · f(a, n)) jest słowem w B^∗ o literach f(a, 0), . . . , f(a, n).

Dowód: Oczywiście istnieje co najwyżej jedna funkcja f spełniajaca warunki powyższego twierdzenia. Jeśli f_1 i f_2 sa dwiema takimi funkcjami, to bez trudu pokazujemy przez indukcje, że dla dowolnych n ∈ N oraz a ∈ A,

f_1(a, n) = f_2(a, n).

Łatwy dowód powyższej równości pozostawimy czytelnikowi.

Dla dowodu istnienia f zastosujemy Twierdzenie 4.8. Niech B̃ = B^∗ i niech g̃ : A → B̃ bedzie zdefiniowana tak, że g̃(a) jest słowem jednoliterowym g(a). Dalej, niech h̃ : B̃ × A × N → B̃ bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco h̃(w, a, n) = w h(w, a, n), tzn. do słowa w jest dopisywana litera h(w, a, n).

Niech f̃ : A × N → B̃ bedzie jedyna funkcja zdefiniowana indukcyjnie przez warunki f̃(a, 0) = g̃(a) f̃(a, n′) = h̃(f̃(a, n), a, n). Niech ℓ : B^∗ → B bedzie funkcja przyporzadkowujaca dowolnemu niepustemu słowu w ostatnia, tj. najbardziej prawa litere w tym słowie. Ponadto przyjmijmy ℓ(ε) = b_0, gdzie b_0 ∈ B jest dowolnym, ustalonym elementem. Niech f : A × N → B bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco f(a, n) = ℓ(f̃(a, n)). Najpierw pokażemy, że f̃(a, n) = (f(a, 0) · · · f(a, n)). (10) Dowód (10) jest przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0 mamy f̃(a, 0) = g̃(a) = (g(a)) = (ℓ(g̃(a))) = (ℓ(f̃(a, 0))) = (f(a, 0)).

Ponadto f̃(a, n^′) = h̃(f̃(a, n), a, n) = f̃(a, n)h(f̃(a, n), a, n)) = (f(a, 0) · · · f(a, n))ℓ(f̃(a, n^′)) = (f(a, 0) · · · f(a, n)f(a, n^′)). Tak wiec pokazaliśmy (10). Pozostaje pokazać, że f spełnia zadane warunki. Oczywiście mamy f(a, 0) = ℓ(f̃(a, 0)) = ℓ(g̃(a)) = g(a).

Ponadto f(a, n^′) = ℓ(f̃(a, n^′) = ℓ(h̃(f̃(a, n), a, n)) = ℓ(f̃(a, n)h(f̃(a, n), a, n)) = h(f̃(a, n), a, n) = h((f(a, 0) · · · f(a, n)), a, n). Ostatnia równość w powyższym ciagu równości wynika z (10). Tak wiec f jest żadana funkcja.

Zadania

4.1. Niech I ≠ ∅. Udowodnić, że dla każdej rodziny indeksowanej {A_{i,j} }_{i∈I,j∈J} zachodzi ⋂ i∈I ⋃ j∈J A_{i,j} = ⋃ f∈J^I ⋂ i∈I A_{i,f(i)}

4.2. Niech f : A^A → P (A) bedzie taka, że f(φ) = ⃗φ(A). Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P (A)? Przedyskutować odpowiedż w zależności od zbioru A.

4.3. Niech A ≠ ∅ i niech f : A → A. Udowodnić, że dla dowolnego a ∈ A istnieje najmniejszy zbiór X ⊆ A taki, że a ∈ X oraz ⃗f^{−1}(X) ⊆ X.

4.4. Niech f : P (N) × P (N) → P (N) bedzie taka, że f(A, B) = A ∩ B, dla dowolnych A, B ⊆ N. Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P (N)? Wyznaczyć ⃗f^{−1}({N}). Niech C ⊆ N bedzie dowolnym zbiorem. Wyznaczyć ⃗f(P (C) × P (C)).

4.5. Niech f : N^N → P (N) bedzie taka, że f(φ) = ⃗φ^{−1}({1}). Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P (N)? Znaleźć obraz zbioru wszystkich funkcji stałych i przeciwobrazy zbiorów {{5}} i {5}.

4.6. Niech f : A → B i niech X ⊆ A oraz Y ⊆ B. Dowieść, że X ⊆ ⃗f^{−1}(Y ) wtw, gdy ⃗f(X) ⊆ Y.

4.7. Podać przykład takiej funkcji f oraz zbiorów A, B, że ⃗f^{−1}( ⃗f(A)) ≠ A oraz ⃗f( ⃗f^{−1}(B)) ≠ B. 4.8. Niech f : A → B. Udowodnić, że f jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego zbioru C i dowolnych g, h : C → A, jeśli fg = fh, to g = h.

4.9. Niech f : A → B. Udowodnić, że f jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego zbioru C i dowolnych g, h : B → C, jeśli gf = hf, to g = h.

4.10. Niech f : P (R) → P (P (R)) bedzie taka, że f(A) = P (A), dla A ⊆ R. Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P (P (R))? Znaleźć ⃗f^{−1}(P (P (Q))), gdzie R oznacza zbiór liczb rzeczywistych a Q zbiór liczb wymiernych.

4.11. Dowieść, że funkcja f : P (A)^B → P (A × B) taka, że dla φ ∈ P (A)^B, f(φ) = {⟨a, b⟩ ∈ A × B | a ∈ φ(b)} jest bijekcja.

4.12. Dowieść, że funkcja g : P (A × B) → P (A)^B taka, że dla R ⊆ A × B oraz b ∈ B, g(R)(b) = {a ∈ A | ⟨a, b⟩ ∈ R} jest bijekcja. Czy g jest funkcja odwrotna do funkcji f z poprzedniego zadania?