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3 Liczby naturalne

Rodzina zbioréw A jest induktywna gdy
e e A,

e dla kazdego zbioru X € A, zbiér X U {X} nalezy do A.

Operacje, ktéra zbiorowi X przyporzadkowuje X U { X} nazywamy operacja nastepnika.
Nastepnik zbioru X oznaczamy X'. Istnienie zbioréw induktywnych jest postulowane aksjo-
matem zwanym aksjomatem nieskoriczono$ci. Aksjomat ten wyraza istnienie zbioréw nie-
sko¢zonych.

Twierdzenie 3.1 Istnieje najmniejszy zbior induktywny, tzn. istnieje taki zbior induktywny
Ao, zZe dla kazdego zbioru induktywnego B, zachodzi Ay C B.

Dowd6d: Niech A bedzie zbiorem induktywnym i niech
A={BCA|B jest zbiorem induktywnym}.

Poniewaz oczywiscie przeciecie dowolnej niepustej rodziny zbioréw induktywnych jest zbio-
rem induktywnym to Ay = (| A jest zbiorem induktywnym. Pokazemy, ze jest to najmniejszy
zbior induktywny. Niech B bedzie dowolnym zbiorem induktywnym. Oczywiscie BNA € A.
Zatem, z definicji przeciecia,

Ay C BN A
Poniewaz BN A C B, to Ay C B. Zatem A, jest najmniejszym zbiorem induktywnym. H

Najmniejszy zbior induktywny nazywamy zbiorem liczb naturalnych i oznaczamy go przez
N. Zbiér N, jak kazdy zbidr induktywny, musi zawieraé () — element ten reprezentuje liczbe
naturalna 0. Ponadto N jest zamkniety na operacje nastepnika, a zatem zawiera nastepnik
0 (ktéry jest oczywiscie oznaczany przez 1), nastepnik nastepnika 0 (czyli nastepnik 1, ozna-
czany przez 2), itd.

Twierdzenie 3.2 (Zasada indukcji)
Jesli P C N jest zbiorem liczb naturalnych takim, Ze

e 0c P,
e dla kazdej liczby n, jeslin € P, ton' € P,
to P zawiera wszystkie liczby naturalne, tzn. P = N.

Dowdéd: Wynika bezposrednio z faktu, ze N jest najmniejszym zbiorem induktywnym. B

Nastepujace twierdzenie zbiera pewne wilasnosci liczb naturalnych, ktére beda wykorzy-
stywane w dalszych czesciach tego wyktadu.
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Twierdzenie 3.3 Dla dowolnych liczb m,n € N,
(i) Jeslim € n, to m Cn.
(111) Jeslim' =n', to m = n.
(iv) Jesli m C n oraz m # n, tom € n.
(v) Zachodzi: m Cn lubn C m.
(vi) Zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci: m € n, m =n, n € m.
Dowéd: Twierdzenie to bedziemy dowodzi¢ przez indukcje. Dla dowodu (i) rozwazmy zbidr
P ={ne€ N | dlakazdego m € n, m C n}.

Pokazemy, ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P. Dla
pokazania, ze n' € P wezmy dowolny m € n’. Poniewaz n' = n U {n}, to mamy dwa
przypadki do rozpatrzenia. Jedli m € n to z zalozenia indukcyjnego mamy m C n a zatem
m C n'. Jedli natomiast m = n, to oczywiscie m C n'. Tak wiec w kazdym przypadku m
jest zawarte w n/, co dowodzi ze n’' € P.

Dla dowodu (ii) rozwazmy zbiér

P={neN|n¢gn}.
Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P i przypus$cémy, ze
n' € nU{n}. (4)

Zatem albo n' € n lub n' = n. W pierwszym przypadku, korzystajac z (i) otrzymujemy
nU{n} C n a zatem n € n, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem indukcyjnym. W drugim
przypadku bezposrednio otrzymujemy n € n, co daje ponownie sprzeczno$é. Tak wiec (4)
jest niemozliwe, co dowodzi n' € P.

Aby udowodnié (iii) zal6zmy, ze

mU{m}=nU{n}.

Zatem m musi naleze¢ do prawej strony powyzszej rownosci. Jesli m € n, to korzystajac z
(i) mamy m C n. Jesli natomiast m = n, to oczywiscie tez mamy m C n. Z symetrii zalozen
wynika, ze rowniez n C m. Zatem m = n.

Dla dowodu (iv) bierzemy zbi6r

P ={n € N | dla kazdego m C n, jeSlim #n, tom € n}.
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Oczywiscie 0 € P (bo zbidr pusty nie zawiera wlasciwych podzbioréw). Zatézmy, ze n € P
i niech

mCn'. (5)
Zalézmy, ze m jest wlasciwym podzbiorem zbioru n'. Pokazemy, ze m € n'. Jesli n € m to
na mocy (i) n € m wiec takze n' C m i z (5) wynika,ze n' = m, sprzeczno$é. Mamy wiec
n & m. Z (5) otrzymujemy

m C n.

Jesli m = n, to oczywiscie m € n'. Niech wiec m # n. Poniewaz m jest wlasciwym
podzbiorem n, to z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy m € n, co daje m € n'. To konczy
dowdd (iv)

Dla dowodu (v) rozwazmy zbiér

P={ne N | dlakazdego m € N, jeslinZm tom C n}.

Dla dowodu induktywnoéci zbioru P zauwazmy, ze 0 € P oraz zalézmy, ze n € P. Wezmy
dowolny m taki, ze

n' & m. (6)

7 zalozenia indukcyjnego wynika, ze m C n lub n C m. Jesli m C n to oczywiscie m C n’
i nie musimy nic robié. Zalézmy wiec, ze n C m in # m. Z (iv) mamy n € m. Zatem
n' C m, co jest sprzeczne z (6). Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze zalozony przypadek nie
moze zajsé. Zatem n' € P.

Warunek (vi) wynika bezposrednio z udowodnionych juz punktéw. Zachodzenie jednej z
wymienionych mozliwosci wynika z (iv) i (v). Natomiast niemozliwosé zajscia jednoczesnie
dwéch z wymienionych przypadkéw wynika z (ii) i (i). W

W przypadku liczb naturalnych relacje zawierania oznacza sie zwyczajowo <, natomiast
relacje € oznacza sie <. Jesli n € m, to mowimy, ze n jest mniejsze od m oraz, ze m jest
wieksze od n. Nastepnik liczby n oznaczamy oczywiscie przez n + 1. Liczba naturalna n jest
jednoczesnie zbiorem wszystkich liczb naturalnych mniejszych od niej, tzn.

n={keN | k<n}.

Ponizsze twierdzenie mowi o tym, ze kazdy skonczony niepusty zbidr liczb naturalnych
ma element najwiekszy.

Twierdzenie 3.4 Dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdego niepustego zbioru X C n
istnieje ng € X takie, zZe dla kazdego m € X, zachodzi m < ng, tzn. ng jest najwieksza liczba
wX.
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Dowdéd: Niech P bedzie zbiorem tych wszystkich liczb naturalnych n, ze dla kazdego
niepustego X C n, istnieje ny € X taki, ze dla kazdego m € X, zachodzi m < ny. Pokazemy,
ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P.

Zalézmy, ze n € P i niech X C n’ bedzie dowolnym niepustym podzbiorem. Rozwazmy
dwa przypadki.

Jeslin € X to oczywiscie szukanym elementem ng jest n. Jesli natomiastn € X, to X Cn
i z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy o istnieniu nyg € X o odpowiednich wlasnosciach. N

Na zakonczenie podamy wazne twierdzenie zwane zasadq minimum.

Twierdzenie 3.5 (Zasada minimum)
Kazdy niepusty zbidr liczb naturalnych ma liczbe najmniejszq, tzn. jesli X C N oraz X # 0,
to istnieje ng € X takie, Ze dla kazdego m € X, ng < m.

Dowdéd: Niech X bedzie niepustym zbiorem liczb naturalnych nie majacym najmniejszego
elementu. Niech
P={neN|nnX =0}

Pokazemy, ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P oraz,
zen' N X # 0. Zatem n € X oraz dla kazdego m < n mamy m € X. Oznacza to, ze n
jest najmniejszym elementem X. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze n’ N X = (), a zatem
n' € P.

7 zasady indukcji wynika, ze P = N a zatem X = (). Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi,
ze X musi mie¢ element najmniejszy. H

Zadania
3.1. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n # 0, zachodzi (| Jn) = n.
3.2. Dowiesé, ze | JN = N.

3.3. Niech n > 0 bedzie liczba naturalna. Ile elementéw ma najmniejszy zbior A spelniajacy
ponizsze warunki?

a.) dla 1 <i < n, zbiér {i} nalezy do A;
b.) jesli X,V € A, to X UY € A.

3.4. Ile elementéw ma zbiér P(n), gdzie n jest liczba naturalna?
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3.5. Ile elementéw ma zbiér m x n, gdzie m,n sa liczbami naturalnymi?

3.6. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2,

AjU.LLUA, = (A1 —A)U (A —Az)U. .. (A1 — A U(A, — AU (A1 N NA,).



