Rozwigzania ponizszych pierwszych 4 zadan (lub ich czesci) prosze przyniesé
na kartkach do czwartku, 26.03.09, a zadania 5 i 6 mozna pdiniej. Prosze
o staranne i formalne uzasadnienie odpowiedzi. Za kazde zadanie mozna
uzyskaé duzo punktow.

Szymon Torunczyk

Nieskonczone drzewo binarne Niech T bedzie nieskoriczonym drzewem
binarnym, urangowanym (tzn. kazdy wierzchotek ma wyrdznionego lewego
syna i prawego syna). Kazdy wierzchotek drzewa T' opisany jest przez skon-
czony ciag sktadajacy sie z zer i jedynek, czyli stowo nad alfabetem {0,1}.
Np. stowo puste odpowiada korzeniow: drzewa (jest to jedyny wierzchotek
ktory nie jest niczyim synem), stowo 0 odpowiada lewemu synowi korzenia,
a stowo 01 odpowiada prawemu synowi lewego syna korzenia.

To co wyzej opisaliSmy to jest izomorfizm zbiorow T' oraz {0,1}*.

Drzewo T mozemy poszerzy¢ o zbior nieskoriczonych Sciezek (czyli cia-
goéw wierzchotkow zaczynajacych sie w korzeniu i taki, ze kazdy nastepny
element jest synem poprzedniego). Ten poszerzony zbiér oznaczmy przez
T. Nieskoriczone $ciezki odpowiadaja nieskoriczonym stowom nad alfabetem
{0,1}, czyli elementom zbioru {0, 1}, Dla ujednolicenia opisu, elementy T,
czyli wierzcholtki drzewa, bedziemy utozsamiaé ze $ciezkami do niego prowa-
dzacymi. Tak wiec, T sktada sie ze skoniczonych oraz nieskoriczonych $ciezek
w drzewie binarnym.

A zatem,
T ~{0,1}* u{0, 1},

tzn. zbiory te sa izomorficzne. Dalej bedziemy utozsamiaé ze sobg te dwa
zbiory.

Dla dwoch stow v, w nad alfabetem {0, 1}, skoriczonych lub nie, niech
h(v,w) bedzie pierwsza pozycja, na ktorej stowa v oraz w sie r6znia. Jezeli
stowa si¢ nie roznia, to h(v,w) = oo. Inaczej mowiac jezeli, v oraz w sa
dwoma $ciezkami w drzewie T' to h(v,w) jest liczba wierzchotkow w ich
czesci wspolnej.

Okreslamy metryke d na zbiorze T w ten sposob, ze

d(v, w) = 27 Mvw),
Zadanie 1. Pokazac, ze tak okreslona funkcja d jest metrykq na zbiorze T

Zadanie 2. Opisaé kule oraz zbiory otwarte w przestrzeni T .



Definicja. Przestrzen metryczna X jest zwarta, jezeli kazdy ciag x1, xo, . ..
jej elementow ma pewien podciag ktory jest zbiezny do jakiegos elementu
tej przestrzeni.

Na przyktad, domkniety odcinek jest zwarty, poniewaz kazdy ciag liczb
rzeczywistych ma podciag monotoniczny, a cigg monotoniczny i ograniczony
jest zbiezny.

Zadanie 3. Pokaza¢, ze przestrzen metryczna (T, d) jest zwartq przestrzeniq
metryczng. Czy jej podzbior sktadajacy sie z nieskoriczonych Sciezek jest
zwarty?

Wskazowka. Skorzystaé z lematu Koniga, ktéry mowi, ze w kazdym nie-
skoéricznoym drzewie ktorego kazdy wierzchotek ma skonczenie wielu synéw
(niekoniecznie dwoch) istnieje nieskoniczona $ciezka

Uwaga 1. Oczywiscie, analogicznie moznaby dowodzié¢, ze zbiér $ciezek w
nieskoniczonym drzewie stopnia k jest zwarty, dla k > 2.

Definicja. Dwie przestrzenie metryczne X oraz Y sa homeomorficzne jezeli
istnieje bijekcja f: X — Y ktora jest ciagla i ktorej odwrotnosé f=1 jest
ciggtla.

Zadanie 4. Pokazaé, ze przestrzeri metryczna ({0, 1}N,d) (czyli zbior nie-
skoniczonych Sciezek w T') jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora C C R.

Kolorowanie graféw Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym o
zbiorze wierzchotkéw V' oraz zbiorze krawedzi E oraz niech k bedzie liczba
naturalng. Kolorowaniem grafu G za pomoca k-koloréw jest przyporzad-
kowanie kazdej krawedzi e € E pewnego koloru i € {1,2,...,k} tak, zeby
zadne dwie sasiednie krawedzie nie miaty tego samego koloru. Jezeli takie
kolorowanie istnieje, to méwimy, ze G jest k-kolorowalny.

Na przyktad, trojkat jest 3-kolorowalny ale nie jest 2-kolorowalny.

Zadanie 5. Niech G bedzie nieskierowanym grafem o zbiorze wierzchotkow
N. Pokazaé, ze G jest k-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego
skoriczony podgraf jest k-kolorowalny.

Uwaga. Chodzi o rozwigzanie korzystajace z pojecia zwartosci.

Wskazowka. Czesciowo pokolorowany graf odpowiada $ciezce w nieskonczo-
nym drzewie stopnia k + 1, ktore jest zwarte. Niech GG, bedzie podgrafem
grafu G wyznaczonym przez wierzchotki {1,2,...,n}. Ciag k-kolorowan
graféw G, musi mie¢ podciag zbiezny. Granica tego podciagu bedzie k-
kolorowaniem grafu G.



Kafelkowanie plaszczyzny Kafelek jest kwadratem ma cztery boki i
kazdy bok ma swoj rodzaj. Dwa kafelki mogg sie stykaé tylko wzdtuz bokow
tego samego rodzaju.

Niech X bedzie ustalonym skoriczonym zbiorem kafelkow. Kafelkowa-
nie plaszczyzny to jest wypelnienie jej catej kafelkami ze zbioru X tak, by
sasiednie kafelki stykaty sie w dozwolony sposob.

Zadanie 6. Pokazaé, ze ptaszczyzne sie da sie wykafelkowaé wtedy i tylko
wtedy, gdy da sie wykafelkowaé dowolnie duze prostokaty.

Uwaga. Chodzi o rozwiazanie korzystajace z pojecia zwartosci.



