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1. Algorytmy aproksymacji

Przyktad: Problem szeregowania zadan:

Dane: n zadan wraz z czasem ich realizacji,
m identycznych maszyn.

Problem: Uszeregowac te zadania w taki sposéb, aby minimalizowaé
okres realizacji wszystkich zadan.

Przyklad rozwiazania: Algorytm “List scheduling”:

|dea: Wybierz kolejne zadanie z listy zadan i uszereguj go do pier-
wszej wolnej maszyny.

Czy ten algorytm jest dobry?
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PROBLEM: Co zrobi¢ z problemami, ktére sa NP-trudne?

e /aktadajac, ze instancje sa losowo generowane, oszacuj éczekiwany
wynik”. Np. Sciezka Hamiltona w grafach.
Problem: jak ustali¢ wtasciwy rozktad prawdopodobienstwa?

e Wykonaj algorytm nad-wielomianowy z nadzieja, ze czasem skonczy
on w rozsadnym czasie.

e Uzywaj jakiegos algorytmu heurystycznego + pokaz, ze dziata
dostatecznie dobrze (pod naszym nadzorem)



DEFINICJA PROBLEMU OPTYMALIZACII:

e Dla kazdej instancji I definiujemy:

— S(I) - zbiér mozliwych rozwiazan;
e — f:S(I) — R - jako$¢ rozwiazan;
Symulowane wychtadzanie
gy Mropol e Problem maksymalizacji/minimalizacji = szukanie w S([)
Hodel matematyczny rozwiazania maksymalizujacego/mimimalizujacego funkcje f;
_ tomepoge | e OPT(I) = argmax,cs(r) f(o) — najlepsze rozwiazanie.

|| e Np. problem plecaku.
R Zalozenie techniczne:

> e dane wejsciowe i wartosci funkcji f sa liczbami wymiernymi.
Page 4 of 2 e f(0) jest wielomianowa wzg. |o|.
Go Back e uzywamy kodu binarnego do obliczenia rozmiaru problemu.
Full Sereen — dane wejsciowe i wartosci funkgji f sa liczbami wymiernymi.
o — f(o) jest wielomianowa wzg. |o|.

— uzywamy kodu binarnego do obliczenia rozmiaru problemu.

Quit
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e problem optymalizacji II jest NP-trudny, jesli mozna “redukowac”

_ tHomerse | jakis inny, NP-trudny problem decyzyjnego do niego.
_ TwePae | e czyli istnieje “wielomianowa transformacja Turinga”.
T N Algorytm aproksymacji:
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1.2. Absolutny wsp. aproksymacji
Def.: Algorytm A ma absolutny wsp. aproksymacji &, jesli dla kazdej

instancji [
A(I)—OPT(I)| <k
1.3. Wzgledny wsp. aproksymacji

Def.: Algorytm A ma wzgledny wsp. aproksymacji «, jesli dla kazdej
instancji [ mamy:

A(l) <axOPT(I)  dla problemu minimalizacji
A(I)>axOPT(I)  dla problemu maksimalizacji
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2. Algorytmy zrandomizowane

Sa to algorytmy, ktérych dziatania jest uzaleznione od pewnych czyn-
nikow losowych. Istnieja 2 typy randomizacji:

e Monte Carlo: typ algorytmdéw dajacych wynik optymalny z
prawdopodobiefstwem bliskim 1 (po dostatecznie dtugim czasie
dziatania);

e Las Vegas: typ algorytmoéw dajacych zawsze wynik optymalny, a
randomizacja stuzy jedynie przyspieszeniu algorytmu;
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Alioryi Metzopolis 1. zrandomizowany QuickSort:
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e Wybierzmy losowy element = ze zbioru S;
e Podzielmy S na podzbiory S; zawierajacy elementy mniejsze od

_ Teroge | x, 1 .Sy zawierajacy elementy wieksze od z;
«| » e rekurencyjnie stosujemy powyzsze kroki dla S; i S,
| > uwaga: ztozonos¢ Srednia jest taka sama, jak w przypadku

QuickSort, ale losowos¢ elementu dzielacego zapobiega pojawieniu

riorn | zlosliwych danych.
L esd ] 2. drzewo BST:



Algorytmy aproksymacji
Algorytmy . ..

Generator liczb losowych

Symulowane wychtadzanie
Algorytm Metropolisa

Model matematyczny

Home Page
Title Page

Page 9 of 21
Go Back
Full Screen
Close
Quit

2.2. Przykilad metody Monte Carlo

1. Sprawdzi¢ czy AB = C, gdzie A, B, C sa macierzami rzedu n x n:

e Doktadny algorytm mnozenia macierzy dziata w czasie n?;

e zrandomizowany algoprytm: “Losowo wybierz kilka wektoréw x
i sprawdz, czy A(Bx) = Czx";

e jesli nie zachodzi réwnosé, to bardzo szybko mozna znalezé
kontr-przyktady!

2. Catkowanie: Liczymy srednia wartos¢ funkcji w losowych punktach;

3. Problem komiwojazera: Losujemy kolejna permutacje;



3. Generator liczb losowych

Al eyitny v e /rédta prawdziwej losowosci:

Algorytmy. ..

— zegar systemowy:

Symulowane wychtadzanie

Algorytm Metropolisa — uzytkownik komputera (czas nacisniecia klawisza, ruch myszki);

Model matematyczny . . . . , .

— przyrzady pomiarowe (szumy, licznik  Geigera  prébki
| tHomepuze | promieniotwdrczej)

Title Page e W praktyce te zrdédta stuza do inicjalizacji ciagdw liczb pseu-
« | » dolosowych w generatorach programowych. Np.

— Generator Marsaglii (1991):

Page 10 of 21 Ly = (xn—s T Agp C)mOdM
Go Back gdzie ¢ = 1 jesli poprzednia suma przekroczyta M, ¢ = 0 w
P-P-;
Full Screen
—np. £, = (T,_2+ T, 21 + ¢) mod 6, okres 100
N —np. T, = (T, 99 — Tp_43 — ¢) mod 2°2 — 5 okres 10*!*

Quit
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(] Metoda Ogélna: Odwracanie dystrybuanty:

Algorytm Metropolisa

Mamy generowaé zm. losowa X o gestosci f(x). Niech F(x)
bedzie dystrybuanta tego rozktadu. Wéwczas X = F~*(u) bedzie

Model matematyczny

| tHomepuze | zmienna o zadanym rozkfadzie, gdzie u jest zm. o rozkiadzie jed-
_ nostajnym na przedziale |0, 1];

« | » e Metoda eliminacji:

Znamy gestosci f(x) na dziedzinie D, jednak nie znamy F~*.
| Niech M bedzie ograniczeniem gornym rozktadu f(x);

Page 11 of 21 repeat
ul = random(D) ;
_ Gomask | u2 = random(0,M);
Full Screen until u2 < f (ul) ;
Close

Quit
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4. Symulowane wychladzanie

Simulated Annealing: " Symulowane wychtadzanie”
e Analogia do fizyki
e Monte Carlo Annealing
e Probabilistyczna metoda wspinaczkowa
e Statystyczne schtodzenie
e Stochastyczna relaksacja
Cechy charakterystyczne:
e /najduje rozsadne rozwiazanie niezaleznie od punktu startowego
e Kontrolowany czas obliczen

e tatwe w uzyciu: zaczynamy od rozwiazania nie koniecznie opty-
malnego, a algorytm wykonuje reszte roboty !!!
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5. Algorytm Metropolisa

e Wychladzanie: proces termiczny do otrzymania materiatu o
niskim stanie energii.

e 2-etapowy proces:

1. Zwiekszamy temperature do maksymalnej (temp. topnienia)
2. Bardzo powoli obnizamy temperature dopoki czastki materialne
rozmieszczaja sie w stanie krystalicznym.

e Ciecz: — chaotyczny ruch czastek, wysoki stan energii
wewnetrznej.

e Krysztal: — czastki sa uktadane w uporzadkowanej strukturze,
niski stan energetyczny

e Stan krystaliczny mozna otrzymac jesli maks. temp. jest dostate-
cznie wysoka i schtodzenie jest dostatecznie wolne. W p.p. materiat
bedzie zamrozony do meta-stabilnego stanu (lokalne minimum)

e Szybkie schtodzenie — hartowanie — stan meta-stabilny
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5.1. Pierwsze pomysty

(1953, Metropolous, Rosenbluth, Teller and Teller)
Problem optymalizacji:

e Zbiér mozliwych konfiguracji (stanéw, rozwiazan)
R — {]{1, ]fg, ceey kN}

e Kazda konfiguracja k; ma otoczenie R; C R.

e Funkcja kosztu C : R — R*. Koszty moga by¢ interpretowane
jako energie. Zamiast C(k;) piszemy C,;.

e Stan k; jest akceptowany z k; z prawdopodobienstwem

. 1 jedli C; —C; <0,
Paccept(]al) — { e_Cj;Ci pr ’

gdzie c jest temperatura uktadu.



5.2. Schemat Algorytmu

begin
Algorytmy aproksymadji INITIALIZE(co,konfiguracja poczatkowa Kj);
— M :=0;
e repeat
repeat
Home Page LOSUJ nowa konfiguracje K; € R;;

e | ACy; = C; — C;;
«|» if (AC;; <0) then K, := K;;

~ACy;
o else if (eCM > random/(0, 1))

Page 15 of 21
until "Réwnowaga” jest prawie osiagalna
Go Back . .
CM+41 = f(CM)7

Full Screen M — M _|_ 17
Close until Kryterium STOPU zachodzi (system zamrozony)

o end
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1. Stany R={1,2,..., N}
2. Macierz generacji: G(¢;) = [Gij<ck>]

Gij(cr) = XrlJ) — p-wo generowania j z i

| Ril

3. Macierz akceptacji: A(c;) = [A;(ck)]

Aij(ce) = 5

e %  wpp.

4. Stochastyczna macierz przejs¢: P(ci) = [P;;(cr)]

Gij(cr) - Aij(cr) jeslii # 7,
Pijler) =9 1= Pu(cy)  wpp.
I
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6.1. Zbieznos¢ lokalna SA

Twierdzenie 1: tancuch Markowa o macierzy przejs¢ [P;;(cy)] jest
stacjonarny, tzn.

q; = lim Pr({X(k) =4X(0) = j})

k<00

istnieje niezaleznie od j, oraz
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Algorytm Metropolisa

Kiedy istnieje stan stacjonarny?

femeree - - . . o .
— Lemat (o istnieniu) Jesli faricuch Markowa o macierzy przejsé

Creemn ] [P;;(ck)| jest skoriczony, nieprzywiediny, acykliczny i jednorodny to
« | » istnieje jednoznaczny rozkfad stacjonarny q = (¢;)icr

_ Lemat Jesli Vq;-P; =q;-P; todq = (qi)icr jest jednoznacznym
rozktadem stacjonarnym dla £ M.
Go Back

Full Screen
Close
Quit



6.3. Dowdd zbieznosci lokalnej

1. Jednorodnos¢, skonczonosc ...

Algorytmy aproksymacji 2. Nieprzywiedlnosc:
Algorytmy. ..
Generator liczb losowych 7
Symulowane wychtadzanie vz,jeRszl (P )Zj > O
Algorytm Metropolisa
: .
— wynika z wyboru otoczen.
Home Page s y . “ s/ 0
_ tomepuge | 3. Jedli taricuch Markowa (EM) o macierzy przejs¢ Pyi(ci) jest
Title Page nieprzywiedlny oraz (3;cgP;; > 0) to LM jest acykliczny tzn

| » ] Vier NWD({n € N — {0} : (P"), > 0}) =1

4. Wystarczy pokazac, ze rozktad

Page 19 of 21 1 ‘
Q)= gz eTe (1
Go Back q’L NO (C)
Full Screen c (

. D : . :
gdzie Ny(c) = > e ¢ < 00, jest stacjonarny. (wynika z lematu
Close ]GR

2
)




Algorytmy aproksymacji 6.4. Zbieinos'é globalna SA
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symuowane ehnazanie. 1 Wi€rdzenie Algorytm "Simulated Annealing” jest asymptotycznie
Algorytm Metropolisa Zbiez.ny ( tzn.

Model matematyczny khm P r ( { X( k) E Ropt}) — 1
Home Page D ’d >
owo
| i | Jesli rozktad stacjonarny jest okreslony wzorem (1) to

lim g,(c,) = lim Pr({X(k) = i}|c) =

S jest prawdopodobiefAstwem osiagania stanu ¢ w co. Woéwczas
Go Back b3 ] 1
0 bac — llm (C ) f— . .
ql Q’L k XRopt(Z)
c—0%F ’Rt)pt’

Full Screen
Close
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