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1. Klasa zlozonosci PTIME, PSPACE

e Niech f(n) bedzie rosnaca funkcja wzgledem n, przez
TIME(f(n)) oznaczamy klase takich probleméw decyzyjnych 7y,
dla ktdrych istnieja state a,b € R i maszyna Turinga M takie, ze
ze dla kazdego stowa w, maszyna M sprawdzi czy w € L w czasie
krétszym niz a f(|w]) + b.

e Zwykle interesuja nas klasy TIME(n*), TIME(nlogn), ...

e interesuje nas rowniez klasa:

P = PTIME = | |TIME(n")
k

probleméw rozwiazalnych w czasie wielomianowym.

e mozna analogicznie definiowaé klase PSCPACE
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e Czy dany graf jest 2-kolorowany?
e Czy dla trzech macierzy A, B, C' zachodzi réwnos¢ AB = C7?
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2. Klasa zlozonosci NP

e Jezyk L nalezy do klasy NIP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ma-
szyna Turinga M taka, ze

— Dla kazdego stowa w istnieje certyfikat C'(w) w postaci ciagu
bitdw.
— M rozpoznaje jezyk
L'={(w,C(w)) :w € L}

zaktadamy dodatkowo, ze (w', X') ¢ L' dla kazdego stowa w’ ¢
L.

— M dziata w czasie wielomianowym
e Innym stowem: jesli mamy stowo w € L wraz z certyfikatem jego

przynaleznosci, to mozemy szybko sprawdzi¢ czy certyfikat jest pra-
widtowy.

e moze by¢ wiele certyfikatow dla stéw z L, lecz nie ma poprawnego
certyfikatu dla w ¢ L.

e szukanie takich certyfikatéw dla danego stowa w jest znacznie trud-
niejsze.
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2.1. Przyklady

e Problem k-kolorowalnosci:
DANE: Graf G = (V, F), stata k;
PYTANIE: Czy mozna kolowowac V' k kolorami w taki sposdb, ze
kazda krawedz miata rézno-kolorowe konce?

e Problem komiwojazera: DANE: Lista miast i odlegtosci miedzy
nimi, stata K;
PYTANIE: Czy istnieje droga o dtugosci < K obiegajaca wszytkie
miasta?

Czasem warto rozpatrywac " problem odwrotny”, np.

e Odwrotny problem komiwojazera:
DANE: Lista miast i odlegtosci miedzy nimi, stata /;
PYTANIE: Sprawdz, ze nie istnieje droga o dtugosci < K obie-
gajaca wszytkie miasta?

e Jesli odwrotny problem nalezy do NIP, to méwimy, ze dany problem
nalezy do co — NP;
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3. Relacja miedzy klasami zlozonosci

P c NP c PSPACE
P C co— NP C PSPACE
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5. Definicje NP-trudnosci

Definicja Dany jezyk L. nazywamy NP-trudnym, jesli kazdy jezyk z
klasy NP jest wielomianowo transformowalny do L.

Uwaga: jesli uda sie pokazac, ze jakis problem NP-trudny nalezy do
klasy P, woéwczas mamy P = NP.

Definicja Jesli dany jezyk z klasy NP jest NP-trudny, to nazywamy
go NP-zupetnym.

Uwaga:

e jesli uda sie pokazac, ze jakis problem NP-zupeiny nalezy do klasy
P, wéwczas mamy P = NP.

e Aby pokaza¢, ze dany jezyk jest NP-zupetny, wystarczy transfor-
mowac do niego wielomianowo pewien znany problem NP-zupetny.
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6. Twierdzenie Cook’a

Problem SAT:

Dana: funkcja Boolowska f(x1, ..., x,) zalezna od n zmiennych.
Pytanie: “czy funkcja f jest spetnialna”, tzn. czy istnieje takie
wartosciowanie zmiennych, dla ktérego f przyjmuje wartos¢ 1.

Twierdzenie Cook Problem SAT jest NP-zupetny

Szkic dowodu:

e SAT jest w klasie NP (tatwo);
e SAT jest NP-trudny (trudniej i bardziej technicznie):

— Dla dowolnego jezyka L z klasy NP, istnieje maszyna Turinga
T akceptuje L w sposéb “niedeterministyczny”.

— Nalezy skonstruowaé formute Boolowska F'(w,C(w),T) (w
czasie wielomianowym) o tej wiasnosci, ze T akceptuje stowo w
wraz z certyfikatem C(w), tzn. stowo (w, C(w) wtedy, i tylko
wtedy, gdy F'(w, C(w),T) jest spetnialna.

— Cook skonstruowat formute F(w,C(w),T) majaca O(p*(n))
zmiennych i O(p?(n)) klauzuli, gdzie n = |w| i p(n) jest
ztozonoscia maszyny T akceptujacej jezyk L.
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Twierdzenie Problem Cyklu Hamiltona jest NP-zupetny

dowdd: Sprowadzamy do niego problem pokrycia wierzchotkowego:

e Dany jest graf G = (V, E) dla problemu pokrycia, skonstruujemy
skierowany graf: G' = (V’, E’) wedtug nast. zasad:

— Dla kazdej krawedzi e = (v, w) grafu G skonstruujemy podgraf:

fer wvl

w2 . ’ -

w3

vwh wyb

— wierzchotki o numerach 1 i 6 sa potaczone z innymi wierz-
chotkami;

—w G’ mamy k dodatkowych wierzchotkdéw: ay, ..., ay
— potaczymy rowniez kazde a; z vwl i vw6

e Trzeba pokazaé, ze G posiada pokrycie o rozmiarze k wtw, gdy G’
ma cykl Hamiltona.
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Algorytmy aproksymacji 7. ]_ . Inne prOblemy NP-Zup e]:ne

e Problem podziatu:
e Problem plecakowy:
e izomorfizm dwdch graféw:

e problem komiwojazera:
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8. Algorytmy aproksymacji

Przyktad: Problem szeregowania zadan:

Dane: n zadan wraz z czasem ich realizacji,
m identycznych maszyn.

Problem: Uszeregowac te zadania w taki sposéb, aby minimalizowaé
okres realizacji wszystkich zadan.

Przyklad rozwiazania: Algorytm “List scheduling”:

|dea: Wybierz kolejne zadanie z listy zadan i uszereguj go do pierw-
szej wolnej maszyny.

Czy ten algorytm jest dobry?
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PROBLEM: Co zrobi¢ z problemami, ktére sa NP-trudne?

e /akfadajac, ze instancje sa losowo generowane, oszacuj éczekiwany
wynik”. Np. Sciezka Hamiltona w grafach.
Problem: jak ustali¢ wtasciwy rozktad prawdopodobienstwa?

e Wykonaj algorytm nad-wielomianowy z nadzieja, ze czasem skonczy
on w rozsadnym czasie.

e Uzywaj jakiegos$ algorytmu heurystycznego + pokaz, ze dziata do-
statecznie dobrze (pod naszym nadzorem)
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8.2. Absolutny wsp. aproksymacji
Def.: Algorytm A ma absolutny wsp. aproksymacji k&, jesli dla kazdej

instancji [
A(I)—OPT(I)| <k
8.3. Wzgledny wsp. aproksymacji

Def.: Algorytm A ma wzgledny wsp. aproksymacji «, jesli dla kazdej
instancji [ mamy:

A(l) <axOPT(I)  dla problemu minimalizacji
A(I) > axOPT(I)  dla problemu maksimalizacji
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9. Algorytmy zrandomizowane

Sa to algorytmy, ktérych dziatania jest uzaleznione od pewnych czyn-
nikow losowych. Istnieja 2 typy randomizacji:

e Monte Carlo: typ algorytmdéw dajacych wynik optymalny z
prawdopodobiefstwem bliskim 1 (po dostatecznie dtugim czasie
dziatania);

e Las Vegas: typ algorytmoéw dajacych zawsze wynik optymalny, a
randomizacja stuzy jedynie przyspieszeniu algorytmu;
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9.1. Przyklad metody Las Vegas

1. zrandomizowany QuickSort:

e Wybierzmy losowy element = ze zbioru S

e Podzielmy S na podzbiory S; zawierajacy elementy mniejsze od
x, 1 Sy zawierajacy elementy wieksze od z;

e rekurencyjnie stosujemy powyzsze kroki dla S; i S,
uwaga: ztozonos¢ srednia jest taka sama, jak w przypadku Qu-

ickSort, ale losowos$¢ elementu dzielacego zapobiega pojawieniu
ztosliwych danych.

2. drzewo BST:
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9.2. Przyklad metody Monte Carlo

1. Sprawdzi¢ czy AB = C, gdzie A, B, C sa macierzami rzedu n x n:

e Doktadny algorytm mnozenia macierzy dziata w czasie n?;

e zrandomizowany algoprytm: “Losowo wybierz kilka wektoréw x
i sprawdz, czy A(Bx) = Czx";

e jesli nie zachodzi réwnosé, to bardzo szybko mozna znalezé
kontr-przyktady!

2. Catkowanie: Liczymy srednia wartos¢ funkcji w losowych punktach;

3. Problem komiwojazera: Losujemy kolejna permutacje;



10. Generator liczb losowych
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uedzeie Cooks — uzytkownik komputera (czas nacisniecia klawisza, ruch myszki);
Jr— — przyrzady pomiarowe (szumy, licznik Geigera prébki promie-
niotwdrcze))
ETE— e W praktyce te zrédta stuza do inicjalizacji ciagdw liczb pseudoloso-
Model matematyczny wych w generatorach programowych. Np.

e — Generator Marsaglii (1991):
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« | » T, = (xn_s +x,_, + C)mOdM
R

— gdzie ¢ = 1 jedli poprzednia suma przekroczyta M, ¢ = 0 w
Go Back pp’

" —np. &, = (Ty_9 + Tp_o + ¢) mod 6, okres 10'°
G —np. T, = (T, 99 — Tp_43 — ¢) mod 2°2 — 5 okres 10*!*
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10.1. Liczby losowe o zadanym rozkladzie

e Metoda ogdlna: Odwracanie dystrybuanty:

Mamy generowaé zm. losowa X o gestosci f(x). Niech F(x)
bedzie dystrybuanta tego rozktadu. Wéwczas X = F~*(u) bedzie
zmienna o zadanym rozkfadzie, gdzie u jest zm. o rozkiadzie jed-
nostajnym na przedziale |0, 1];

e Metoda eliminacji:

Znamy gestosci f(x) na dziedzinie D, jednak nie znamy F~*.

Niech M bedzie ograniczeniem gornym rozktadu f(x);
repeat

ul = random(D);
u2 random(0,M) ;
until u2 < f(ul);
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11. Symulowane wychladzanie

Simulated Annealing: " Symulowane wychtadzanie”
e Analogia do fizyki
e Monte Carlo Annealing
e Probabilistyczna metoda wspinaczkowa
e Statystyczne schtodzenie
e Stochastyczna relaksacja
Cechy charakterystyczne:
e /najduje rozsadne rozwiazanie niezaleznie od punktu startowego
e Kontrolowany czas obliczen

e tatwe w uzyciu: zaczynamy od rozwiazania nie koniecznie opty-
malnego, a algorytm wykonuje reszte roboty !!!
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12. Algorytm Metropolisa

e Wychladzanie: proces termiczny do otrzymania materiatu o ni-
skim stanie energii.

e 2-etapowy proces:

1. Zwiekszamy temperature do maksymalnej (temp. topnienia)

2. Bardzo powoli obnizamy temperature dopoki czastki materialne
rozmieszczaja sie w stanie krystalicznym.

e Ciecz: — chaotyczny ruch czastek, wysoki stan energii

wewnetrznej.

e Krysztal: — czastki sa uktadane w uporzadkowanej strukturze,
niski stan energetyczny

e Stan krystaliczny mozna otrzymac jesli maks. temp. jest dostatecz-
nie wysoka i schtodzenie jest dostatecznie wolne. W p.p. materiat
bedzie zamrozony do meta-stabilnego stanu (lokalne minimum)

e Szybkie schtodzenie — hartowanie — stan meta-stabilny
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12.1. Pierwsze pomysty

(1953, Metropolous, Rosenbluth, Teller and Teller)
Problem optymalizacji:

e Zbiér mozliwych konfiguracji (stanéw, rozwiazan)
R — {]{1, ]fg, ceey kN}

e Kazda konfiguracja k; ma otoczenie R; C R.

e Funkcja kosztu C : R — R*. Koszty moga by¢ interpretowane
jako energie. Zamiast C(k;) piszemy C,;.

e Stan k; jest akceptowany z k; z prawdopodobienstwem

Paccept(j7 Z) — . CJ:CZ‘ pr

gdzie c jest temperatura uktadu.



12.2. Schemat Algorytmu
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Klasa ztozonosci . . .

Kizsa zloonosci NP INITIALIZE(co,konfiguracja poczatkowa Kj);

Relacja miedzy klasami. . .
Wielomianowa . . . M = O,

Definicje NP-trudnosci

repeat

Twierdzenie Cook’a

Wiecej probleméw NP-. ..

: repeat
Algorytmy aproksymacji
Algorytmy .. LOSUJ nowa konfiguracje K; € R;;

Generator liczb losowych

Symulowane wychtadzanie A Cl] — Oj — CZ ’

Algorytm Metropolisa

if (AC}; <0) then K; := Kj;

—AC;;
ﬁ else if (eCM > random(0, 1)>
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L » then K, := Kj;
RN until "Réwnowaga” jest prawie osiagalna
Page 33 of 39 cuy1 = flew);
Go Back M — M + 1;
S until Kryterium STOPU zachodzi (system zamrozony)
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end
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13.3. Dowdd zbieznosci lokalnej
1. Jednorodnos¢, skonczonosc ...
2. Nieprzywiedlnos¢:

VijerTr>1 (Pk)ij >0

wynika z wyboru otoczen.

3. Jesli tancuch Markowa (LM) o macierzy przejs¢ P;;(ci) jest nie-
przywiedlny oraz (3;cgrP;; > 0) to £M jest acykliczny tzn

Vier NWD({n € N — {0} : (P"), > 0}) = 1

4. Wystarczy pokaza¢, ze rozktad

]. C(3)

q;(c) = No(© e e (1)

. o) : . :
gdzie Ny(c) = > e ¢ < 00, jest stacjonarny. (wynika z lematu
jeR

2)
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