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© NP-zupetnos¢



SAT jest NP-zupetny (dowdd

Niech M — maszyna niedet. dziatajaca w czasie n°. Pokazemy L(M) <, SAT.

funkcja obliczalna w czasie wiel.: W = a1...an — dM,w J

poprawno$é: weL(M) <= dam,w spetnialna

Zmienne:
e ti:@ — po i krokach, na pozycji j tasmy jest symbol a
e 59 — po i krokach, stan maszyny to g

e g'J — po i krokach, gtowica maszyny jest na pozycji j tasmy

/\jg\w| t043 A /\j>\WI t0JB A 040 A g0l (konfiguracja poczatkowa)
/\i,j (\/a tida A /\a;éb ﬂ(t“’j’a A ti’j*b)) AL (niesprzecznosé)
V; sk (akeeptacja)
Aij Nag thia N sha A ghl = przejscia z (g, a):

tf+1,j,a' A si+1,q’ /\gi+1,j v (q,a, q’7 a’7 O)

i+1,j,a" i+1,q" i+1,j—1 "oo_n
tre A 9 /\gl / (q737q y a4, (;)

Nij N tan—ghi = titli.a



Co-NP-trudnos¢ i zupetnosé

co-NP = problemy, ktérych dopetnienie jest w NP
Problem L jest co-NP-trudny jesli kazdy K € co-NP redukuje sie wielomianowo do L.

Problem L jest co-NP-zupetny jesli jest co-NP-trudny i nalezy do co-NP.

Jesli K <, L i K jest co-NP-trudny to L jest co-NP-trudny.

Problem tautologii zdaniowej

Dane: formuta zdaniowa ¢.

Wynik: czy ¢ jest tautologia?

Problem tautologii zdaniowej jest co-NP-zupetny.




P # N P ? rysunek

Problemy w NP, o ktérych nie wiemy ani ze s3 NP-zupetne, ani ze s3 w P:

Izomorfizm graféw

Dane: Dwa grafy G, H.
Wynik: Czy G i H sa izomorficzne?

Gra parzystosci:
o graf skierowany, wierzchotek startowy
o kazdy wierzchotek nalezy do jednego z graczy: Parzystego lub Nieparzystego
@ wierzchotki etykietowane liczbami
o gramy do pierwszej powtérki (cyklu)

@ zwyciezca okresdlony przez parzysto$¢ najwiekszej liczby na cyklu

Kto wygrywa gre parzystosci?

Dane: gra parzystosci.

Wynik: czy Parzysty ma strategie wygrywajaca?

Problem nalezy do NP N co-NP.



Pierwszosé

Dane: liczba naturalna n € N, reprezentowana binarnie.

Wynik: czy n jest liczbg pierwsza?

Twierdzenie (Agrawal, Kayal, Saxena 2004)

Pierwszos¢ jest w P.

nagroda Godla 2006 !

Dane: formuta zdaniowa ¢ w postaci 2-CNF.

Wynik: czy ¢ jest spetnialna?

np. ¢ = (xVy)A(-yV-z)

Skojarzenie doskonate

Dane: graf dwudzielny G.

Wynik: czy G ma skojarzenie doskonate?




© PSPACE



Klasy ztozonosci

Klasy ztozonosci z doktadnoscia do wielomianu:

EXPSPACE = |_JDSPACE(27(") = | Jnspace(2r(")
p p
NEXPTIME = [ JNTIME(2”(")
P
EXPTIME = | JDTIME(2P(")
P
PSPACE = |_JDSPACE(p(n)) = [ JnspPAcE(p(n))
p p
NP = NPTIME = | JNTIME(p(n))
P
P = PTIME =

(DTIME(p(n))
P



Determinizacja klas pamieciowych

Twierdzenie (Savitch 1970)

Jesli f(n) > n to NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?). zatozenie!

Dowdéd:

Niech M — maszyna niedet. dziatajaca w pamieci f(n). Zaprojektujemy algorytm
deterministyczny sprawdzajacy czy co — 3 Ctak, dla konfiguracji akceptujacej ciak-

m

Liczba konfiguracji < 2™, m = O(f(n)), wiec wystarczy sprawdzi¢ czy cp _’,/Svf Ctak-

Algorytm

bool p(c, ¢/, k) {
if (k == 0) { return ((c==c¢’) || ¢ —pqc); }
else {
for each c’ {
if (p(c, ¢”, k-1) && p(c”, ¢/, k-1)) return true;
}

return false;

Pamigé: m- f(n) = O(f(n)?).



EXPSPACE
7 %
NE co-NE
NPSPACE = PSPACE. A 7
Ale nie wiemy, czy NSPACE(n) = DSPACE(n). NE m/\CO_NE
EXPTIME
co-C = problemy, ktérych dopetnienie A
nalezy do C
PSPACE
7~
_ NP co-NP
co-PSPACE = PSPACE. X 7
NP M co-NP
A

P



Wiemy, ze

P # EXPTIME # 2-EXPTIME # ...

NP # NEXPTIME # 2-NEXPTIME # ...

PSPACE # EXPSPACE # ...

P # NP?

P # PSPACE ?

EXPSPACE
7 %
NE co-NE
~ 7
NE N co-NE
A
EXPTIME
A
PSPACE
7~
NP co-NP
~ 7
NP N co-NP
A



Problemy PSPACE-zupetne

Problem spetnialnosci kwantyfikowanej formuty zdaniowej (QBF)

Dane: formuta postaci Vx33x2Vx3 . . . ¢.

Wynik: czy formuta jest spetnialna (tautologia)?

np. Vx3dy. (x Ay)V (x A (my V z))

Kto wygrywa w Go?

Dane: pozycja w grze Go na dowolnie duzej planszy.

Wynik: czy biate wygrywaja?

i
I
et




Problemy PSPACE-zupetne (dla jezykéw regularnych)

o Uniwersalnos¢ jezyka regularnego: L = A*?
o Réwnos¢ dwéch jezykdw regularnych: Ly = L7
o Niepustos¢ przeciecia jezykéw regularnych: Ly N...N L, # 07

o Niepusto$¢ wyrazenia regularnego z operacja przeciecia: L # (7



© Jezyki kontekstowe



typ Jjezyki automaty gramatyki
typ O czedciowo maszyny dowolne
rozstrzygalne Turinga
typ 1 kontekstowe ? ?
typ 2 | bezkontekstowe | automaty | bezkontekstowe
ze stosem
typ 3 regularne automaty regularne

skoiczone




Gramatyki i jezyki kontekstowe

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest kontekstowa jesli produkcje s3 postaci:
oS —e¢
o uXv — uwy XeN, uv,we(AUN)*, w#e, Sdéuwyv

Pytanie

Gramatyka G:

A = {a,b,c} S—e X—ABXc BA—AB A—a
N = {S,X,A B} S—X X—sAbc  Bb—s bb

L(G) = {a"b"c" : neN}

Jak przerobi¢ te gramatyke na gramatyke kontekstowa?

| A\

Odpowiedz

Pomyst jest nastepujacy:
BA — BA BA — BB
BA — BA BB — AB

A




Gramatyki monotoniczne

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest kontekstowa jesli produkcje sa postaci:
oS —e¢
o uXv — uwyv XeN, uv,we(AUN)*, w#e, S¢uwv

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest monotoniczna jesli produkcje sa postaci:

oS —e¢
, Séw

oV —w [v| < |w

Twierdzenie

Gramatyki kontekstowe = gramatyki monotoniczne.

Dowéd:

Jow.



Maszyny liniowo ograniczone

Maszyna Turinga jest liniowo ograniczona jesli nigdy nie pisze na pozycji taSmy zajetej
przez symbol B. Czyli zabraniamy przej$é postaci:

(9,B,q',a,x) a#B

(Automat dwukierunkowy, ktéry moze pisa¢ po tasmie.)

Twierdzenie

Gramatyki monotoniczne = niedeterministyczne maszyny liniowo ograniczone.




Nie)rozstrzygalnos¢ gramatyk kontekstowych

Problem stéw dla gramatyk kontekstowych jest PSPACE-zupetny.

Problem stopu dla liniowo ograniczonych maszyn Turinga jest PSPACE-zupetny.

Twierdzenie

Problem (nie)pustosci jest nierozstrzygalny dla jezykéw kontekstowych.

Dowdd:

Dla ustalonej instancji PCP, zbiér rozwiazan jest jezykiem kontekstowym.

funkcja obliczalna: instancja PCP x +— G«
poprawnosé: Xx ma rozwigzanie <=  L(Gx) # 0 J




typ Jjezyki automaty gramatyki klasa ztozonosci
typ O czedciowo maszyny dowolne
rozstrzygalne Turinga

typ 1 kontekstowe maszyny liniowo kontekstowe / NSPACE(n)
ograniczone monotoniczne

typ 2 | bezkontekstowe automaty bezkontekstowe C PTIME

ze stosem

typ 3 regularne automaty regularne NSPACE(1)/

skonczone DSPACE(1)
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