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@ Teza Churcha-Turinga



Jezyki jako problemy decyzyjne

Jezyki bedziemy utozsamiaé z problemami decyzyjnymi.

Cykl Hamiltona

Dane: graf skierowany G

Wynik: rozstrzygnaé, czy G ma cykl Hamiltona ?

Graf mozna opisa¢ stowem nad A = {0,1,#}, np. 110#101#001

o Dane wejsciowe nazywamy instancja problemu decyzyjnego.
o Dane wejsciowe mozna opisac¢ (,,kodowaé") na rézne sposoby stowem nad A.

o A co ze stowami, ktére nie opisuja zadnej instancji?



Teza Churcha-Turinga

problemy decyzyjne, dla ktérych
= istnieje efektywny algorytm, przy

‘ jezyki rozpoznawane ‘
zatozeniu nieograniczonych zasobdw

przez maszyny Turinga

albo:
[ maszyny Turinga ] = [ komputery J
Watpliwosci:

o dlaczego nie maszyny Turninga z pamiecia stata?

@ nieskofnczonos¢ tasmy: rozmiar pamieci ro$nie wraz z rozmiarem instancji



Modele obliczehn réwnowazne maszynom Turinga

e gramatyki typu O

@ automaty z wieloma stosami

@ automaty z licznikami

@ automaty z kolejka

e maszyny RAM (ang. random access machines) albo maszyny rejestrowe
@ while-programy

@ rachunek X\



© Problem stopu



Alfabet binarny

Bez u.o. mozemy ograniczy¢ sie do maszyn, w ktérych

A = {0,1} T = {0,1,B}.

Faktycznie, np. stfowa nad alfabetem
T = {a,b,c,d,B}
mozna zapisa¢ jako stowa nad {0,1, B},

abcaBd = 1000 0100 0010 1000 BBBB 0001



Jezyk uniwersalny (problem stopu)

Problem stopu

Dane: maszyna Turinga M nad alfabetem A i stowo w € A*
Wynik: czy w e L(M)?

Maszyne M = (A, Q, qo, Gtaks T,B,d) mozna opisaé stowem wyq € {0,1, #}*, np.

000000#001000#£000001##000100#0014#010000#4100#001 44 . . .

albo stowem wpq € {0,1}*, np.

000000 1 001000 000001 000100 001 010000 100 001 ...

Program moze stanowi¢ dane wejsciowe...



Jezyk uniwersalny i maszyna uniwersalna

Jezyk uniwersalny (problem stopu):
{ waSw = weLl(M) } C {0,1,8}"
{ M,w) : weLM)}

Twierdzenie

Problem stopu jest czesciowo rozstrzygalny.

Dowéd:  Uniwersalna maszyna Turinga:

000000#001000+4000001##000100#400140100004100#001## ... $
000100$0010101010101111101011



Poza czeSciowa rozstrzygalnos¢

W pewnym miescie zyje fryzjer, ktory strzyze tych mieszkancéw, ktérzy nie strzyga sie
sami. Czy ten fryzjer strzyze sie sam?

Twierdzenie

Jezyk , przekatniowy": Ly ={wag @ wag € LM)}
b = d

Lp = {M : MgL(M)}

nie jest czesciowo rozstrzygalny.

Dowad:
Przypusémy, ze L(Mp) = Lp. Wtedy

W, € LIMp) = war, ¢ L(Mp)
Mp € L(Mp) <= Mp & L(M))



© Rozstrzygalnosc



Catkowite deterministyczne maszyny Turinga

Deterministyczna maszyna Turinga M = (A, Q, 9o, Gtak, Gnies T, B, 9)

@ giak € Q — stan akceptujacy
® gnie € Q — stan odrzucajacy
°4: (Qi {qtak7Qnie}) x T — Q x T x {F7 C)vg)}

Konfiguracje korcowe:

T {Gtak, Gnie} T* = {waqw' : g € {Grak, Gnie}; w,w' € T"}

Deterministyczna maszyna Turinga M zatrzymuje sie dla stowa wejSciowego w jesli
Gow —h C

dla jakiej$ konfiguracji koncowej c.

Maszyna M jest catkowita, jesli zatrzymuje sie dla kazdego stowa wejsciowego.



Przyktad (catkowita maszyna deterministyczna)

a b B 4
start_, | (cont_,#,—)  (check, b,—) (‘nok ,B, O) (‘nok ,#, O)

cont_, (cont—y,a,—)  (cont_,b,—) (start—,B,<) (start—,#,<)
starte | (cont,#,<) ( nok,b, O) (‘nok ,B, O) (‘nok ,#, O)
cont | (conte,a, ) (cont—,b,«<) (nok,B,O) (start—,#,—)

check | (nok,a ) (nmok,b,0)  (BRL.B, o)  (BR# o)

L(M) = {a"ba" : neN}



Problemy rozstrzygalne

Jezyk (problem) L C A* nazywamy
czesciowo rozstrzygalnym, albo rekurencyjnie przeliczalnym,

jesli L = L(M) dla pewnej deterministycznej maszyny Turinga M.

Jezyk (problem) L C A* nazywamy
rozstrzygalnym, albo rekurencyjnym,

jesli L = L(M) dla pewnej catkowitej deterministycznej maszyny Turinga M.

Czy jezyki bezkontekstowe s3 rozstrzygalne? A ich dopetnienia?

Jesli L C A* jest rozstrzygalny to L = A* — L tez.




Problem stopu jest nierozstrzygalny

Twierdzenie

Problem stopu jest czesciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny.

Dowdd:

Przypusémy, ze
L(My) = Ly = {(wpmSw) : we (M)}
dla catkowitej deterministycznej maszyny M,,.

Skonstruujemy (catkowita deterministyczna) maszyne M, dla jezyka

Lp = {wam 0 wa € L(M)}

Istnieje deterministyczna maszyna M i stowo wejsciowe w takie, ze w ¢ L(M), ale nie
da sie tego dowies¢ na gruncie teorii zbioréw.?

@Zaktadajac niesprzecznoséé aksjomatéw teorii zbioréw.




Jesli L i L sa czesciowo rozstrzygalne, to sa rozstrzygalne.

Dowéd:

Z dwéch deterministycznych maszyn Turinga dla jezykéw L i L skonstruujemy
catkowita deterministyczng maszyne dla L. ..

Dla kazdego jezyka L zachodzi doktadnie jeden z warunkéw:

o L jest rozstrzygalny (i L tez)
o L jest czesciowo rozstrzygalny, L nie jest czesciowo rozstrzygalny
o L jest czesciowo rozstrzygalny, L nie jest czesciowo rozstrzygalny

o L i L nie s3 czesciowo rozstrzygalne




Problemy nierozstrzygalne

Inne przyktadowe problemy czes$ciowo rozstrzygalne, ale nierozstrzygalne:

Niepustos¢ jezyka maszyny Turinga

Dane: maszyna Turinga M
Wynik: czy L(M) # 07

Nieuniwersalnos¢ jezyka bezkontekstowego

Dane: Jjezyk bezkontekstowy L C A*
Wynik: czy L # A*?




@ Obliczalnos¢



Funkcje czesciowo obliczalne |

Relacje R C (A*)"™ mozemy utozsami¢ z jezykiem

Lg = {w1Swo$...Sw, : (wi,wo,...,ws) € R}

Definicja 1: Funkcje czesciowa f : (A*)" — A* nazywamy czesciowo obliczalna, jesli
Jezyk

Le = {widwo$ .. SwpSf(wi,wo,...,wy) :© (w1, wa,...,w,) € dom(f)}

jest czesciowo rozstrzygalny.

No dobrze, ale jak obliczy¢ wartosé funkcji? I




Funkcje czesciowo obliczalne Il

Deterministyczna maszyna Turinga M = (A, Q, qo0, gstop, T, B, )
@ gstop € Q — stan koncowy

06:(Q—{gstop}) X T = QX T x {+, 0,—}

Funkcja czesciowa
F(M): (A*)" — A"

obliczana przez maszyne M:

F(M)(wi,...,wn) = v <= qowiS$wa$...8wy —7( Gstop v

Definicja 2: Funkcje czesciowa f : (A*)" — A* nazywamy czesciowo obliczalna, jesli
f = F(M) dla jakiej$ maszyny M.



Funkcje czesciowo obliczalne i obliczalne

Funkcja czesciowa f : (A*)" — A*.

Definicja 1: L¢ jest czesciowo rozstrzygalny.

L = {w1Swa$.. . Sw,Sf(wi, wo, ..., wy) @ (wi,wo,...,w,) € dom(f)}

Definicja 2: f = F(M) dla jakiej$ maszyny M.

F(M)(W]_, B Wn) = VvV <~ qo w1dwo$ ... Sw, _>j\/1 Qstop V
Czy te dwie definicje s3 réwnowazne? I

Definicja:

Catkowita, czesciowo obliczalna funkcje f : (A*)" — A* nazywamy obliczalna.



Podsumowanie

deterministyczne
maszyny Turinga

catkowite deterministyczne
maszyny Turinga

Jjezyki
(problemy decyzyjne)

czesciowo rozstrzygalne

rozstrzygalne

funkcje
(problemy obliczeniowe)

czesciowo obliczalne

obliczalne



Teza Churcha-Turinga

funkcje obliczane przez
maszyny Turinga

albo:

[ maszyny Turinga ]

teoria obliczen

problemy obliczeniowe, dla ktérych
istnieje efektywny algorytm, przy
zatozeniu nieograniczonych zasobéw

[ komputery J

algorytmy

Jjezyk

funkcja

maszyna Turinga

stowo wejsciowe

uniwersalna maszyna Turinga
czesciowo rozstrzygalny / obliczalna
rozstrzygalny / obliczalna

problem decyzyjny

problem obliczeniowy

algorytm / program / system komputerowy
dane wejsciowe / instancja

interpreter programéw

rozwigzywalny algorytmicznie

rozwigzywalny algorytmicznie, wtasnos¢ stopu



W nastepnym odcinku:

Nieobliczalnos¢
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