Jezyki, automaty i obliczenia

Wyktad 2: Automaty

Stawomir Lasota

Uniwersytet Warszawski

6 marca 2024



© Automaty



Zamiast wyrazen, automaty

L = (aa+ bb+ (ab+ ba)(aa+ bb)*(ab + ba))*

Przyktad

b
b
start —>
a
()7




A = (A Q,I,F,0)
o A — alfabet
o Q — skoriczony zbiér stanéw
o | C @ — stany poczatkowe
o F C Q - stany akceptujace
0 6§ C QX Ax Q — relacja przejscia

tréjke (g, a, q’) € § nazywamy przejsciem, albo tranzycja

zamiast (g, a,q’) € 5 mozemy pisaé ¢ —— g, albo g ——4 ¢’

Automat jest deterministyczny jesli
o § jest funkcja Q@ X A — Q,

o | zawiera jeden stan, | = {qo}.



Przyktad: automat deterministyczny

b
?
a
a a

A = (A Q,I,F,0)

o A = {a b}

e Q@ = {00,01,10,11}

o | = {00},

o F = {00}

e 5 = {(00,a,10),(10, a,00), (00, b,01), (01, b, 00),

(01,a,11), (11, a,01), (10, b, 11), (11, b, 10)}



Przyktad: automat niedeterministyczny

a
start —

start —

A = (A Q,IF,0)

o A = {ab}

e Q = {0,1,2}

ol = {0,2}

o F = {1}

o5 = {(0,a,1),(0,b,1),(0,a,2),(0,b,2),(1,a,0),(2,b,0)}



Rozszerzona relacja przejscia

Rozszerzamy relacje przejscia do relacji SQ Q X A* X Q:
0 3(g,¢,9)
o jesli 6(q,w,q') 1 6(q’,a,9") to 5(q, wa, ")
q >q —=gq"

wa

zamiast (q,w, q’) € 3 mozemy pisaé q —=—s ¢’

Dla automatéw deterministycznych 5 Q x A* = Q.

Stany osiggalne:

{geQ : g el,we A g —— q}



Bieg (obliczenie) automatu na stowie w = ajaz ... a, to ciag stanéw qoqiq2 ... gn

taki, ze:
qo €/ (90,31, 91),(q1,32,92), ---, (9n—1,an,qn) €6
G —25q—25q ... o1 —2— qn

Bieg jest akceptujacy jesli gn € F.

Pytanie

lle biegébw na stowie ba ma ten automat? Czy ma bieg na kazdym stowie?

start —>

Automat deterministyczny ma doktadnie jeden bieg na kazdym stowie.




Jednoznacznosé

Automat jest jednoznaczny jesli ma co najwyzej jeden bieg akceptujacy na kazdym
stowie.

Automat deterministyczny ma doktadnie jeden bieg na kazdym sfowie, wiec jest
jednoznaczny.

Pytanie

Czy ten automat jest jednoznaczny?

start —>




Jezyk automatu

Jezyk rozpoznawany przez automat:
o L(A) & def
o L(A) =
o L(Aq) =

{weA* :dgel,gd eF.q—=—4q}

oef {w € A* : A ma bieg akceptujacy na w }

def

Dla automatéw deterministycznych:
o L(A) = {weA* : 5(qo,w)€F}

L(A) = b*(ab*ab*)*

start —>




Przyktady

L(A) =7

start —>

L(A) =7



Przyktad — wyszukiwanie wzorca

A = {a7 b? c}
L(A) = A*abc A*

automat niedeterministyczny:

a,b,c a,b,c

start —> g

automat deterministyczny:
a,b,c

b,c a
a b
m .
start —( € a ab abc
T
b




Przyktad — podzielnos¢

L(A) = liczby podzielne przez 3

oA = {0,1,...,9}
]

Q
o | = {0},
F

6(g,a) = (g+a) mod3

L(A) = (liczby podzielne przez 3) — {e}

o Q = {0,1,2,poczatek}
o | = {poczatek}
o d(poczatek,a) = a mod 3



Przyktad — szachy

L(A) = wszystkie rozgrywki szachowe zakoniczone matem
o A = wszystkie ruchy w szachach
o Q = (wszystkie ustawienia figur na planszy szachowej) x {biate, czarne}
U {Ll}
o | = {(ustawienie poczatkowe, biate)}
o F = {ustawienia szach-mat}
o 5((u,biate),r) = (v',czarne)

6((u,czarne), r) = (v, biate) u" = wykonaj(u, r)



© Determinizacja



Réwnowazno$¢ automatéw:

L(A) = L(A)

Czy dla kazdego automatu niedeterministycznego istnieje réwnowazny automat
deterministyczny?




Determinizacja

Twierdzenie

Dla kazdego automatu niedeterministycznego istnieje réwnowazny automat
deterministyczny.

Dowéd:
o @ = P(Q)
o I" = {I}

o F/ == {XCQ: XNF#0D}
o §(X,a) = {geQ : g€ X.5q,3,3)}

Przez indukcje po dtugosci w pokazujemy:

§(l,w) = {geQ : 3gel. 3(q,w,3}
Zatem
weLA) « J(lw)eF «— §(l,w) N F£) <>
= 3q€,§€F.5qw,§) < weL(A)



Przyktad

= A*aA
@ automat niedeterministyczny (ale jednoznaczny):

a,b
& —(O—=-(
start —( € a VA

@ automat deterministyczny:
@ 2
b
a a
start — a b
b
b

@ a gdzie pozostate 4 stany?

A = {a,b}
L




Determinizacja jest wyktadnicza

A = {a, b}
L, = A*aA"2 n>?2

Automat niedeterministyczny (ale jednoznaczny):

a,b

=020~ 0020

lle stanéw ma automat deterministyczny?




Determinizacja jest wyktadnicza

start —>

lle stanéw ma automat deterministyczny?




© Operacje na jezykach



Operacje na jezykach: suma, przeciecie

Automaty A, A’ nad tym samym alfabetem A

A A A L(A") = L(A)UL(A") J

QI = QUK (zaktadamy, ze Q N Q' = 0)

o /” = U

o F := FUF'

0§ = sUd

A, A = A L(A"Y = L(A)NL(A") J

0 Q" = Qx ¢

o I = IxI

o F" .= FxF'

0 " = {((q,9'),a(p.P")) : (g,a,p) €9, (¢',2,p') €5}

(a.0) ——ar (p,p') wtw.gdy q——ap i qd ——up



Operacje na jezykach: dopetnienie

A~ B L(B) = A* — L(A) J

Czy wystarczy zamieni¢ stany akceptujace z nieakceptujacymi?

a,b
(% —( =)
start —> 5} a V4

Krok 1: determinizacja A — A’

Krok 2: zamiana stanéw akceptujacych z nieakceptujacymi A’ — B
o Qp = Qu
o lg = Iy
o Fp == Qu — Fu
e = S



Operacje na jezykach: przeplot

las® so = {lasso, Isaso, slaso, lasos, Isacs, slaos, Isoas, sloas, solas}

def *
wev ={ueA" : IXC{Ll...|ul}. ulx =w,ulz juy-x =V}

LR M def U wR v
weL,veM

A A A L(A") = L(A)® L(A") J

0 Q" = QxQ
o /" = Ix/I

o F/ == FxF

N a , g—>4piqd=p, albo
(@,9') ——ar (p,p)  wiw.gdy .
g ——up iq=p



W nastepnym odcinku: wyrazenia regularne = automaty

L = (aa+ bb+ (ab+ ba)(aa+ bb)*(ab + ba))*
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