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© Stowa, jezyki



@ A — niepusty skonczony zbiér, zwany alfabetem.

@ Sfowo nad A to dowolny skohczony ciag elementéw zbioru A. Formalnie, stowo to
funkcja w: {1...n} — A.

e Stowo puste € to pusty ciag, albo pusta funkcja 0 — A.
o Dtugosé stowa |w|, np. |aba| = 3.

Przyktad

A ={a, b} wo = b w3 = aba we = abaababaabaab
w1 —a wa = abaab wy = abaababaabaababaababa

wy =ab  ws = abaababa wg=...

| A

Notacja

A* - zbiér wszystkich stéw nad A.
AT - zbiér wszystkich niepustych stéw nad A.
A" - zbiér wszystkich stéw dtugosci n nad A.




Konkatenacja stéw

o Konkatenacja dwéch stéw

w:al...aneA", V:b]_...meAm,

W-v = ai...anb1...bm, |w-v| = n4+m.
o Element neutralny:
EWwW=w-e=w
o tacznosé:

(w-v)-u=w-(v-u)

@ Monoid stéw (A*, -, ¢), czyli monoid wolny nad A.

Bedziemy pomija¢ symbol konkatenacji i pisa¢ wv zamiast w - v.

o Jesli u = wv, to w nazywamy prefiksem u, a v sufiksem u.

@ Relacja prefiksu (sufiksu) jest porzadkiem czeSciowym w A*.



o Jezyk nad alfabetem A to dowolny podzbiér zbioru A*, L C A*.

A= {a, b} L ={w,: n €N} = Fib.

L = palindromy.
A={a} L={w € A" : |w| jest liczba pierwsza}.
A={0,1} L = {bin(n) : n jest liczba pierwsza}.

o Kazdy jezyk jest przeliczalny, ale jezykéw jest nieprzeliczalnie wiele.



Konkatenacja jezykéw

o Konkatenacja jezykéw:
IM = {wv:wel,ve M}
o Konkatenacja jest rozdzielna wzgledem sumy (ale nie wzgledem przeciecia)

L(MUN) = LMULN

tacznos¢? Element neutralny?

Dla n > 0, pot L" = L...L. W 6lnosci L0 = .
a n >0, potega szczegdlnosci {e}

n razy

Definicja indukeyjna:

L0 ={e}, L =1"L

A" to szczegdblny przypadek, jesli utozsamimy A ze zbiorem wszystkich stéw dtugosci
1.



llorazy

Operacja odwrotna do konkatenacji?
lloraz lewostronny i prawostronny:

M~ ={w:IveM wel} M1 ={w:IveM wel}

Uwaga: M~ nic nie oznacza.

{a" . neN} Ha"p" : neN} = {a"b" - mneN,m<n}

L?

o Czy {a}{a} 1L
o Czy {a} {a}L = L?




Operacja iteracji (gwiazdki):

L*:ULn

neN

A={a} {aa}* stowa dtugosci parzystej (aa)*

A ={a, b} {a, ab}* stowa nie zaczynajace sie od b, (a+ ab)*
w ktérych litery b nie leza nigdy obok siebie

A={a—ab,ct  ({aH{b})"{-a}{c} (ab)*—ac

A* to szczegblny przypadek, jesli utozsamimy A ze zbiorem wszystkich stéw dtugosci 1.




Problemy decyzyjne

Jezyki bedziemy utozsamiaé z zadaniami obliczeniowymi, albo problemami
decyzyjnymi.

Dane wejsciowe: graf skierowany G

Wynik: rozstrzygnaé, czy G ma cykl Hamiltona?

Graf mozna opisaé jako stowo nad A = {0, 1, #}, np. 110#101#001

Jezyk L C A* mozna utozsamié¢ z nastepujacym zadaniem obliczeniowym:

Dane wejsciowe: w e A"

Wynik: rozstrzygnaé, czy w € L?



@ Homomorfizm to funkcja h : A* — B*, ktéra zachowuje konkatenacje:
h(wv) = h(w)h(v) (w szczegdlnosci h(e) = ¢).

Innymi stowy, to homomorfizm monoidéw.

@ Homomorfizm jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wartosci dla stéw
jednoliterowych, czyli przez funkcje

A — B*.

A= {a, b} h(abaab) = cccccc
B = {c,d} h(Fib) = ?

h wyznaczony przez (a +— cc, b+ ¢) h=1({d}*) = {b}*




o Podstawienie to funkcja h : P(A*) — P(B*) wyznaczona jednoznacznie przez
h: A= P(B*)
@ rozszerzamy h do wszystkich stéw:

h(e) = {e}

@ rozszerzamy h do jezykéw:

B = {0,1} h(b) = 1*
h(aba) = 0*1*0*
h((ab)*) = (0*1%)* = B*




© Jezyki regularne



Jezyki regularne

Jezyki regularne nad A to najmniejszy zbidr jezykéw R spetniajacy ponizsze warunki:
o feR,
o {a} € R, dla kazdego a € A,
ojesli LERIMeR, toLUMEe R,
ojeSliLERIMER, to LM e R,
o jesliLeR, to L* € R.

Czy {e} jest regularny?

A ={a, b} {a,ab} = {a}uU{a}{b} a+ ab
{bH{a}"{b} U {e} ba*b+e
{ay ({pH{a}*{pH{a}")" a*(ba*ba*)*




Wyrazenia regularne

Wyrazenie regularne to wyrazenie zbudowane z:

0 a 4+ e *

Konwencja notacyjna

@ + zamiast U

@ nie uzywamy ,waséw" { }, czyli a oznacza jezyk zawierajacy jedno jednoliterowe
stowo {a}

@ * wiaze silniej niz konkatenacja, a ta silniej niz +

@ ¢ oznacza jezyk {e} = 0*

Przyktad

a {a}
abc + ¢ {aH{b}Hc} U {c}
e+ a*b {e} U {a}*{b}

(b+e)(a+ab)* ({b} U {eh)({a} U {a{b})"

\




Tozsamosci

o tacznosé i przemiennosé:
L+(M+N) = (L+M)+N
L(MN) = (LM)N
L+M = M+1L

ale nie:
LM = ML
o ldempotentnosé:
L+L =1L
o Elementy neutralne i zerowe:
Le = eL =L
Lp =0L =0

I
—~

L+0 = 0+1L



Tozsamosci (c.d.

@ Prawo rozdzielnosci:
LM+ N) = LM+ LN

o Prawa dla gwiazdki:

0* = €

e* = ¢

(L+e)* = L*
L(ML)* = (LM)*L

(L) = L*

o Fatszywki:

(L+M)* = L*+M*
L+e =1L



Alfabet jednoliterowy

X C N jest prawie okresowy jesli

JoeN.dmeN.Va>m. ne X < (n+o0) € X.

Twierdzenie

Gdy A jest jednoelementowy, jezyk L C A* jest regularny witw gdy ?

{|w| : w € L} jest prawie okresowy.

Twierdzenie

Gdy A jest jednoelementowy i L C A*, jezyk L* jest regularny. ?




Dlaczego jezyki regularne?

o prosta klasa, ktéra zawiera wiele naturalnych jezykéw

@ zastosowania praktyczne, np.:

o wyszukiwanie wzorca (grep)
o analiza leksykalna

o klasa zamknigta na wiele naturalnych operacji

o wiele réwnowaznych definicji (np. rozszerzone wyrazenia regularne)



/Zastosowania

Wyrazenia regularne w Unixie:

[abcd] [a-d]
[:digit:]

S

e?

e+

e{n}

Analiza leksykalna:

while
[A-Za-z] [A-Za-z0-9] *
>=

a+b+...
a+b+c+d
0+1+...4+9
_t_
e+e

e*e

e...e
~——

n razy

return (WHILE) ;
return(ID);
return(GE) ;



Operacje zachowujace regularnosé¢

Twierdzenie

Klasa jezykéw regularnych jest zamknieta na

o dopetnienie: jesli L jest regularny to dopetnienie L tez ?
o przeciecia: jesli L i M sa regularne to LN M tez ?
© obrazy homomorficzne: jesli L jest regularny to F(L) tez

o przeciwobrazy homomorficzne: jesli L jest regularny to E’l(L) tez ?

@ podstawienia regularne: jesli L jest regularny to E(L) tez

Dowéd dla obrazéw homomorficznych:

h®) = 0 R(LM) = h(L)R(M)
h({e}) = {e} h(LUM) = h(L)Uh(M)
h({a}) = {h(a)} h(L*) = (h(L))®



Réwnowazna definicja: rozszerzone wyrazenia regularne

Dodajemy operacje dopetnienia L = A* — L.

A = {a, b} L = a*ba*ba*

o Rozszerzone wyrazenia regularne s3 réwnowazne wyrazeniom regularnym, ale
bardziej zwiezte.

A = {0,1,#} v, = #bin(0)#bin(1)# ... #bin(2")#

o Dopetnienie jezyka {v,} mozna opisa¢ wyrazeniem regularnym rozmiaru poly(n).

o Najkrétsze wyrazenie regularne opisujace {vn} jest wykfadnicze wzgledem n.
Dlaczego?




Gtebokos¢ gwiazdkowa (ang. star height) *

Gtebokosé gwiazdkowa wyrazenia regularnego e:

e = (aa+b) b ) ggle) = 2

Gfebokos¢ gwiazdkowa jezyka regularnego L:

ge(L) = min{gg(e) : wyrazenie e definiuje L}

Pytanie (Eggan 1963)

o Czy jezyki regularne maja ograniczong gtebokos¢ gwiazdkowa?

o Czy dla danego jezyka regularnego mozna obliczy¢ jego gtebokos¢ gwiazdkowa?

Twierdzenie (Hashiguchi 1988)

Gtebokosé gwiazdkowa jezyka regularnego jest obliczalna.

Obydwa pytania s3 otwarte dla rozszerzonych wyrazen regularnych!



Co w nastepnym odcinku: automaty skonczone

Jaki to jezyk?
(aa+ bb+ (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))*
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