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Wykład 9: Abstrakcja
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Od rzeczywistości do modelu

system � // M
� // M ′ � // M ′′

wymagania � // φ
.
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M ′′
� φ ?

– p. 2



Abstrakcja = usuwanie z modelu

zbędnej informacji

M
� // M ′

– często przydatna w przypadku układów sprzętowych

– na ogół niezbędna w przypadku oprogramowania

(nieskończone sterowanie, nieskończone dane)

– p. 3



Model

Sprzęt: M = (S, S0, L,R) V = {x1, . . . , xn} S = Dn

R,S0, L reprezentowane przez formuły

abstrakcja dotyczy opisu modelu

Oprogramowanie: program źródłowy

– p. 4



I. Poprawność

– p. 5



Symulacja: gra GM M ′

– gracze: Spoiler, Duplikator

– konfiguracje: 〈s, s′〉 – konfiguracja pocz.: 〈s0, s
′
0〉

– jeśli L(s) 6= L(s′), to wygrywa Spoiler

– p. 6



Symulacja: gra GM M ′

– gracze: Spoiler, Duplikator

– konfiguracje: 〈s, s′〉 – konfiguracja pocz.: 〈s0, s
′
0〉

– jeśli L(s) 6= L(s′), to wygrywa Spoiler

– Spoiler wybiera tranzycję s −→ r

– Duplicator odpowiada po drugiej stronie (s′ −→ r′)

– gra kontynuuje się od konfiguracji 〈r, r′〉

– kto wygrywa?

– p. 6



Symulacja

Def.: M � M ′ ⇐⇒ Duplikator ma strategię wygrywającą

Przykład:
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Symulacja – poprawno ść

Tw.: M � M ′ =⇒ (∀φ ∈ ACTL∗. M ′
� φ =⇒ M � φ)

Tw.: M � M ′ =⇒ (∀φ ∈ ECTL∗. M � φ =⇒ M ′
� φ)

Def.: Równoważność: ≃ = � ∩ �

– p. 8



Sprawiedliwa symulacja: gra GM M ′

– gracze: Spoiler, Duplikator

– konfiguracje: 〈s, s′〉 – konfiguracja pocz.: 〈s0, s
′
0〉

– jeśli L(s) 6= L(s′), to wygrywa Spoiler

– p. 9



Sprawiedliwa symulacja: gra GM M ′

– gracze: Spoiler, Duplikator

– konfiguracje: 〈s, s′〉 – konfiguracja pocz.: 〈s0, s
′
0〉

– jeśli L(s) 6= L(s′), to wygrywa Spoiler

– Spoiler wybiera sprawiedliwą ścieżkę s −→ s1 −→ s2 −→ . . .

– Duplicator odpowiada s′ −→ s′1 −→ s′2 −→ . . .

– Spoiler wybiera i

– gra kontynuuje się od konfiguracji 〈si, s
′
i〉

– kto wygrywa?
– p. 9



Podsumowanie

M � M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M ′
� φ =⇒ M � φ

M �F M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M ′
�F φ =⇒ M �F φ

M ≃ M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

M ≃F M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M �F φ ⇐⇒ M ′
�F φ

M ∼ M ′ ∀φ ∈ CTL∗. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

M ∼F M ′ ∀φ ∈ CTL∗. M �F φ ⇐⇒ M ′
�F φ

Lω(M) ⊆ Lω(M ′) ∀φ ∈ LTL. M ′
� φ =⇒ M � φ

Lω(M) = Lω(M ′) ∀φ ∈ LTL. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

– p. 10



II. Abstrakcja danych

– p. 11



Abstrakcja danych

Przykład:

h(d) =






a+ x > 0

a0 x = 0

a− x < 0

h : D → A

x = 5_

x−−

��

a+
_

x−−
��

x = 4 a+ czy a0?

– p. 12



Abstrakcja danych

Przykład:

h(d) =






a+ x > 0

a0 x = 0

a− x < 0

h : D → A

x = 5_

x−−

��

a+
_

x−−
��

x = 4 a+ czy a0?

– model abstrakcyjny ma więcej zachowań – symulacja

– niedeterminizm

– p. 12



Abstrakcja danych

Przykładowe funkcje abstrakcji:

– znak

– logarytm

– wybrany bit

– kongruencja mod m

– h = 〈h1, h2〉

– predykaty ( programy boolowskie)

h = 〈h1, h2, . . . , hn〉 : Dn → {0, 1}n

– p. 13



Predykaty – przykład

init (y) := 1;
next (y) := case

(r = 1) : 0;
(x < y) ∧ ¬(y = 2) : y + 1;
(x = y) : 0;
else : y;

esac

predykaty:
(r = 1), (x < y)

h(r, x, y) = 〈(r = 1), (x < y)〉

〈r, x, y〉 ≈h 〈r′, x′, y′〉 ⇐⇒ (r = 1 ⇐⇒ r′ = 1) ∧
(x < y ⇐⇒ x′ < y′)

– p. 14



Programy boolowskie

[T. Ball, A. Podelski, S. K. Rajamani 2000]
– p. 15



Abstrakcja danych: model ilorazowy

M 7→ M̂ = M/ ≈h

≈h = ker(h)

R(~d1, ~d2) =⇒ R̂([~d1], [~d2])

S0(~d) =⇒ Ŝ0([~d])

– p. 16



Abstrakcja egzystencjalna

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

Tw.: M � M̂ ( o ile ≈h zachowuje L )
– p. 17



III. CEGAR

– p. 18



Uszczegółowienie abstrakcji – CEGAR

(ang. Counter-example guided abstraction refinement)

(1) Znajdź abstrakcję początkową

(2) Powtarzaj:

– weryfikuj model abstrakcyjny

– jeśli wynik pozytywny – zakończ

– jeśli wynik negatywny – kontrprzykład abstrakcyjny

– jesli kontrprzykład jest rzeczywisty – zakończ

– uszczegółów abstrakcję na podstawie kontrprzykładu

– p. 19



CEGAR

M,φ

���� ��
�� ��
obliczenie
abstrakcji

model abstrakcyjny //�� ���� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//M � φ

�� ��
�� ��
uszczegółowienie

abstrakcji

OO

�� ��
�� ��

symulacja
kontrprzykładu

prawdziwy //fałszywyoo M 6� φ

– p. 20



CEGAR

program

���� ��
�� ��
obliczenie
abstrakcji

program boolowski //�� ���� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//
√

�� ��
�� ��
uszczegółowienie

predykatów

OO

�� ��
�� ��

symulacja
kontrprzykładu

prawdziwy //fałszywyoo ×

– p. 21



Abstrakcja pocz ˛atkowa

s ≡h s′ jeśli

– L(s) = L(s′)

– s i s′ nie są rozróżniane przez dozory

– p. 22



Abstrakcja pocz ˛atkowa

init (y) := 1;
next (y) := case

(r = 1) : 0;
(x < y) ∧ ¬(y = 2) : y + 1;
(x = y) : 0;
else : y;

esac

predykaty:
(r = 1), (x = y), (x < y),
(y = 2)

h(r, x, y) = 〈(r = 1), (x = y), (x < y), (y = 2)〉

〈r, x, y〉 ≈h 〈r′, x′, y′〉 ⇐⇒ (r = 1 ⇐⇒ r′ = 1) ∧
(x = y ⇐⇒ x′ = y′) ∧
(x < y ⇐⇒ x′ < y′) ∧
(y = 2 ⇐⇒ y′ = 2)

– p. 23



Abstrakcja pocz ˛atkowa

[T. Ball, S. K. Rajamani 2000]

– p. 24



Obliczanie abstrakcji

h : Dm → An

– Ŝ = An

– R̂(~y, ~y′) ≡ ∃~x, ~x′. R(~x, ~x′) ∧ ~y=h(~x) ∧ ~y′=h(~x′)

x1, . . . , xm
R //

~y=h(~x)

��

x′
1, . . . , x

′
m

~y′=h(~x′)
��

y1 . . . yn
bR // y′

1, . . . , y
′
n

– Ŝ0(~y) ≡ ∃~x. S0(~x) ∧ ~y=h(~x)

[φ](~y) ≡ ∃~x. φ(~x) ∧ ~y=h(~x)
– p. 25



Obliczanie abstrakcji – przybliżenie

Obliczamy przybliżenie [φ]

– A(x′ = x−1) = (y = a+ ∧ (y′ = a+ ∨ y′ = a0)) ∨ . . .

– A(φ1 ∧ φ2) = A(φ1) ∧ A(φ2)

– . . .

Fakt: [φ] =⇒ A(φ)

Tw.: M � M̂ � MA

– p. 26



Programy boolowskie – obliczanie abstrakcji

[T. Ball, S. K. Rajamani 2000]

– system dowodzący (rozwiązywacz SMT)

– rozwiązywacz SAT
– p. 27



Obliczanie abstrakcji – przybliżenie

x := y predykaty: x < 5, x > 5, y = 5

(x ≥ 5, x ≤ 5, y 6= 5) 7→ (x < 5, x ≤ 5, y 6= 5) ∨ (x ≥ 5, x > 5, y 6= 5)

przybliżenie kartezjańskie:

2A1×A2 7→ 2A1 × 2A2

(x ≥ 5, x ≤ 5, y 6= 5) 7→ (x < 5 ∨ x ≥ 5, x ≤ 5 ∨ x > 5, y 6= 5)

– p. 28



CEGAR: fałszywy kontrprzykład

M,φ

���� ��
�� ��
obliczenie
abstrakcji

model abstrakcyjny //�� ���� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//M � φ

�� ��
�� ��
uszczegółowienie

abstrakcji

OO

�� ��
�� ��

symulacja
kontrprzykładu

prawdziwy //fałszywyoo M 6� φ

– p. 29



CEGAR: fałszywy kontrprzykład

kontrprzykład abstrakcyjny 1̂ 2̂ 3̂ 4̂

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

symulacja kontrprzykładu (najsilniejszy warunek końcowy)

S1 := S0 ∩ h−1( 1̂ ) Si := ~R(Si−1) ∩ h−1( î )

– p. 30



CEGAR: uszczegółowienie abstrakcji

kontrprzykład abstrakcyjny 1̂ 2̂ 3̂ 4̂

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

S3 ∩ ~R−1(h−1( 4̂ )) = ∅

cel: wyeliminowanie kontrprzykładu

– p. 31



CEGAR: pętla

kontrprzykład abstrakcyjny ŝ1(ŝ2ŝ3)
ω

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

– rozwijamy pętlę min{rozmiar(ŝ2), rozmiar(ŝ3)} razy

– p. 32



Uszczegółowienie abstr. – nowe predykaty

[T. Ball, S. K. Rajamani 2000]

– system dowodzący (rozwiązywacz SMT)

– rozwiązywacz SAT
– p. 33



Uszczegółowienie abstr. – nowe predykaty

– interpolacja: jeśli A ∧ B niespełnialna, to istnieje A′ t.że:

– A implikuje A′, A′ ∧ B niespełnialna

– zmienne(A′) ⊆ zmienne(A) ∩ zmienne(B)

– abstrakcja z interpolacji

kontrprzykład interpolanty

[T. A. Henzinger, R. Jhala, R. Majumdar, K. L. McMillan 2004]

– p. 34



CEGAR: BDD + SAT

– BDD: weryfikacja

– rozwiązywacz SAT: symulacja kontrprzykładu,

obliczenie/uszczegółowienie abstrakcji

M, φ

���� ��
�� ��obliczenie
abstrakcji

model abstrakcyjny //�� ���� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//M � φ

�� ��
�� ��uszczegółowienie

abstrakcji

OO

�� ��
�� ��symulacja
kontrprzykładu

prawdziwy //fałszywyoo M 6� φ

– p. 35



Odmiana: BDD + SAT

– abstrakcja z dowodu niespełnialności

M,φ

���� ���� ��inicjuj k //�� ���� ��BMC
spełnialna //

dowód niespełnialności

��

M 6� φ

M � φ
�� ���� ��weryfikacja

k := długość kontrprzykładu
ooooooooooo

77oooooooooooo

oo �� ���� ��analiza
model abstrakcyjnyoo

– wyeliminowanie wszystkich kontrprzykładów długości ≤ k

– p. 36
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