
Weryfikacja wspomagana
komputerowo

Wykład 3: ω-automaty
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Po co nam ω-automaty?

Przykład:

φ = ¬G(p =⇒ XFq) 7→ Aφ = // GFED@ABCs0
TT

p // GFED@ABC?>=<89:;s1

¬q

TT

LTL ⊆ ω-automaty
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I. ω-automaty

– p. 3/51



ω-automat

Def.: ω-automat (automat Büchiego ) A = 〈Σ, S, Spocz, σ, F 〉

– Spocz ⊆ S niepusty zbiór stanów początkowych

– σ ⊆ S × Σ× S relacja przejścia

– F ⊆ S niepusty zbiór stanów akceptujących

A jest deterministyczny gdy |Spocz| = 1 i ∀s, a. |σ(s, a)| ≤ 1.
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ω-automat

Def.: ω-automat (automat Büchiego ) A = 〈Σ, S, Spocz, σ, F 〉

– Spocz ⊆ S niepusty zbiór stanów początkowych

– σ ⊆ S × Σ× S relacja przejścia

– F ⊆ S niepusty zbiór stanów akceptujących

A jest deterministyczny gdy |Spocz| = 1 i ∀s, a. |σ(s, a)| ≤ 1.

ω-słowa: w = a0 a1 a2 . . .
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ω-automat

Def.: Dla w = a0 a1 a2 . . ., bieg automatu A to
r = s0 s1 s2 . . . taki, że ∀i. (si, ai, si+1) ∈ σ.
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ω-automat

Def.: Dla w = a0 a1 a2 . . ., bieg automatu A to
r = s0 s1 s2 . . . taki, że ∀i. (si, ai, si+1) ∈ σ.

Bieg jest akceptujący gdy si ∈ F dla nieskończenie wielu i.
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ω-automat

Def.: Dla w = a0 a1 a2 . . ., bieg automatu A to
r = s0 s1 s2 . . . taki, że ∀i. (si, ai, si+1) ∈ σ.

Bieg jest akceptujący gdy si ∈ F dla nieskończenie wielu i.

Niech inf(r) = {s ∈ S : s = si dla nieskończenie wielu i}.
Bieg jest akceptujący gdy inf(r) ∩ F 6= ∅.

– p. 5/51



ω-automat

Def.: Dla w = a0 a1 a2 . . ., bieg automatu A to
r = s0 s1 s2 . . . taki, że ∀i. (si, ai, si+1) ∈ σ.

Bieg jest akceptujący gdy si ∈ F dla nieskończenie wielu i.

Niech inf(r) = {s ∈ S : s = si dla nieskończenie wielu i}.
Bieg jest akceptujący gdy inf(r) ∩ F 6= ∅.

Lω(A) := {w : A ma bieg akceptujący dla w}.
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ω-automat

Def.: Dla w = a0 a1 a2 . . ., bieg automatu A to
r = s0 s1 s2 . . . taki, że ∀i. (si, ai, si+1) ∈ σ.

Bieg jest akceptujący gdy si ∈ F dla nieskończenie wielu i.

Niech inf(r) = {s ∈ S : s = si dla nieskończenie wielu i}.
Bieg jest akceptujący gdy inf(r) ∩ F 6= ∅.

Lω(A) := {w : A ma bieg akceptujący dla w}.

Def.: Język L ⊆ Σω jest ω-regularny gdy L = Lω(A)
dla pewnego A.
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ω-automat

Bieg akceptujący wygląda tak:

// ?>=<89:; ,, ?>=<89:;/.-,()*+
BCD@GA

88

ECD@GF
&&

FEDABC ...XX
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Przykłady

Σ = {a, b}

nieskończenie wiele a (b∗ a)ω ��?>=<89:;
a

##

b
MM

?>=<89:;/.-,()*+

a,b

cc

odd(a) (a (a+ b))ω ��?>=<89:;
a

##?>=<89:;/.-,()*+

a,b

cc

Wniosek: LTL ( ω-automaty
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Ćwiczenie

– nieskończenie wiele a i b

– między każdymi dwoma a
parzysta liczba b

b∗ (aa∗ bb(bb)∗)ω
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Ćwiczenie

– nieskończenie wiele a i b

– między każdymi dwoma a
parzysta liczba b

b∗ (aa∗ bb(bb)∗)ω

?>=<89:;

b

��

b





oo

?>=<89:;/.-,()*+ a
++ ?>=<89:;
b

HH

a

66 oo
a deterministyczny ?
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Ćwiczenie

– nieskończenie wiele a i b

– między każdymi dwoma a
parzysta liczba b

b∗ (aa∗ bb(bb)∗)ω

?>=<89:;

b

��

b





oo

?>=<89:;/.-,()*+ a
++ ?>=<89:;
b

HH

a

66 oo

?>=<89:;

b

��

a

��

?>=<89:;boo

?>=<89:;/.-,()*+ a
++

bxxxx

<<xxxx

?>=<89:;
b

]]

a

66 ?>=<89:;aoo

b

66 oo
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Ćwiczenie

Σ = {a, b}

skończenie wiele a (b+ a)∗bω
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Ćwiczenie

Σ = {a, b}

skończenie wiele a (b+ a)∗bω
// ?>=<89:;

b
//

a,b

 ?>=<89:;/.-,()*+

b

vv

a deterministyczny ?

– p. 12/51



Operacje

Tw: Języki ω-regularne są zamknięte na ∪, ∩ i uzupełnienie.

∨, ∧ i ¬

A1,A2 7→ A

(1) Lω(A) = Lω(A1) ∪ Lω(A2)

(2) Lω(A) = Lω(A1) ∩ Lω(A2)

A 7→ Ā

(3) Lω(Ā) = Σω \ Lω(A)
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Przecięcie

(2) A1,A2 7→ A Lω(A) = Lω(A1) ∩ Lω(A2)

?
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Przecięcie

(2) A1,A2 7→ A Lω(A) = Lω(A1) ∩ Lω(A2)

S = S1 × S2 × {1, 2}

Spocz = S1,pocz × S2,pocz × {1}

F = F1 × S2 × {1}

((s, t, i), a, (s′, t′, j)) ∈ σ ⇐⇒ (s, a, s′) ∈ σ1, (t, a, t
′) ∈ σ2,

j =







2 gdy i = 1, s ∈ F1

1 gdy i = 2, t ∈ F2

i wpp
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Uzupełnienie

(3) A 7→ Ā Lω(Ā) = Σω \ Lω(A)

– brak determinizacji!
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowód: Załóżmy, że Lω(A) = (a+ b)∗bω, A deterministyczny.
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowód: Załóżmy, że Lω(A) = (a+ b)∗bω, A deterministyczny.

w0 = bω. Dla pewnego k0, σ(s0, bk0) ∈ F .
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowód: Załóżmy, że Lω(A) = (a+ b)∗bω, A deterministyczny.

w0 = bω. Dla pewnego k0, σ(s0, bk0) ∈ F .
w1 = bk0abω. Dla pewnego k1, σ(s0, bk0abk1) ∈ F .
. . .
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowód: Załóżmy, że Lω(A) = (a+ b)∗bω, A deterministyczny.

w0 = bω. Dla pewnego k0, σ(s0, bk0) ∈ F .
w1 = bk0abω. Dla pewnego k1, σ(s0, bk0abk1) ∈ F .
. . .

∃i < j takie, że σ(s0, bk0abk1 . . . abki) = σ(s0, b
k0abk1 . . . abkj)
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Brak determinizacji!

Tw:
(a+ b)∗bω nie jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowód: Załóżmy, że Lω(A) = (a+ b)∗bω, A deterministyczny.

w0 = bω. Dla pewnego k0, σ(s0, bk0) ∈ F .
w1 = bk0abω. Dla pewnego k1, σ(s0, bk0abk1) ∈ F .
. . .

∃i < j takie, że σ(s0, bk0abk1 . . . abki) = σ(s0, b
k0abk1 . . . abkj)

Więc A akceptuje bk0abk1 . . . abki(a . . . abkj )ω

sprzeczność!

– p. 17/51



Uzupełnienie (cd)

(3) A 7→ Ā Lω(Ā) = Σω \ Lω(A)

– brak determinizacji

– skomplikowana konstrukcja

– |Ā| = 2O(n·logn), gdzie n = |A|

Morał: Najlepiej unikać uzupełnienia

φ � //
_

��

¬φ
_

��
Aφ

� // Āφ ≡ A¬φ
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Uzupełnienie

Pytanie:

Jak wygląda uzupełnienie, gdy A jest deterministyczny?

A
� // Ā

F
� // F̄ = Q\F

Czy Lω(Ā) = Σω \ Lω(A) ?
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Uzupełnienie

Pytanie:

Jak wygląda uzupełnienie, gdy A jest deterministyczny?

A
� // Ā

F
� // F̄ = Q\F

Czy Lω(Ā) = Σω \ Lω(A) ? NIE!

co-Büchi : bieg r = s0 s1 s2 . . . jest akceptujący gdy si ∈ F̄ dla
prawie wszystkich i (inf(r) ⊆ F̄ ).
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Złożono ść

problem dla problem dla złożoność koszt
automatów sk. ω-automatów algorytmu

L(A) 6= ∅ Lω(A) 6= ∅ NLOGSPACE O(n)

L(A) = Σ∗ Lω(A) = Σω PSPACE 2O(n·logn)

L(A) ⊆ L(B) Lω(A) ⊆ Lω(B) PSPACE 2O(n·logn)

Lasso // ?>=<89:; ,, ?>=<89:;/.-,()*+FEDABCXX

Tw: Lω(A) 6= ∅ wtw gdy A ma lasso.

– p. 21/51



II. LTL 7→ BA
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SPIN – przykłady

dokumentacja SPIN’a
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Uogólnione ω-automaty (GBA)

– {F1, . . . , Fn} zamiast F

– bieg r jest akceptujący gdy ∀i. inf(r) ∩ Fi 6= ∅

Pytanie: Czy automaty uogólnione są ogólniejsze?

– p. 24/51



Uogólnione ω-automaty (GBA)

– {F1, . . . , Fn} zamiast F

– bieg r jest akceptujący gdy ∀i. inf(r) ∩ Fi 6= ∅

Pytanie: Czy automaty uogólnione są ogólniejsze?

AF1...Fn
7→ AF

Lω(AF1...Fn
) = Lω(AF ) ⊆ Lω(AF1

) ∩ . . . ∩ Lω(AFn
)

|AF | = O(|AF1,...,Fn
| · n)

– p. 24/51



LTL 7→ BA

– SPIN: LTL 7→ GBA 7→ BA

– LTL2BA: LTL 7→ ABA 7→ GBA’ 7→ BA

– Weryfikacja w locie
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LTL 7→ GBA (1)

LTL+ :

φ := p | ¬p | φ1 ∧ φ2 | φ1 ∨ φ2 | Xφ | φ1 Uφ2 | φ1 Rφ2 |

true | false

Intuicja: φ ≡ teraz(φ) ∧
∨

później(φ)

φUψ ≡ ψ ∨ (φ ∧ X (φUψ))

φRψ ≡ ψ ∧ (φ ∨ X (φRψ))

(punkty stałe)
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LTL 7→ GBA (2)

. . . nie myślmy o jutrze :)

α 7→ dziś(α) – formuła zdaniowa nad P ∪ P̄ ∪ {Xφ : φ . . .}

P̄ = {¬p : p ∈ P}

dziś(α) = α, gdy α = p,¬p, Xβ, true, false
dziś(α ∨ β) = dziś(α) ∨ dziś(β)
dziś(α ∧ β) = dziś(α) ∧ dziś(β)
dziś(αU β) = dziś(β) ∨ (dziś(α) ∧ X (αU β))

dziś(αR β) = dziś(β) ∧ (dziś(α) ∨ X (αR β))
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LTL 7→ GBA (3)

α 7→ dziś(α) 7→ dnf(α) ⊆ P(P ∪ P̄ ∪ {Xφ : φ . . .})

dziś(α) ≡ ∨X∈dnf(α)
(

∧X
)

Na przykład:
dnf(α) = {{α}}, gdy α = p,¬p, Xβ
dnf(α ∨ β) = dnf(α) ∪ dnf(β)
dnf(αU β) = dnf(β) ∪ dnf(α ∧ X (αU β)))

dnf(true) = {∅} ∧∅ ≡ true

dnf(false) = ∅ ∨∅ ≡ false
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LTL 7→ GBA (4)

GBA Aφ = 〈Σ, S, Spocz, σ, F 〉:

– S = P(P ∪ P̄ ∪ {Xφ : φ . . .})

– Σ = P(P )

– Spocz = dnf(φ)

– X
A
−→ Y wtw. gdy

– X ∩ P ⊆ A niesprzeczność

– (X ∩ P̄ ) ∩ A = ∅ X i A dziś

– Y ∈ dnf( ∧ {α | Xα ∈ X}) możliwe jutro

– F =?
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LTL 7→ GBA (przykład 1)

φ = ¬aU b S = P(a, ¬a, b, ¬b, X (¬aU b))

Σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

�� ��
ONMLHIJKXφ
¬a

∅,{b} //@ABGFE
∅,{b}

��
?>=<89:;b

{b},{a,b} // ?>=<89:;76540123∅ FEDABC Σ^^

F = ?
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LTL 7→ GBA (przykład 1)

φ = ¬aU b S = P(a, ¬a, b, ¬b, X (¬aU b))

Σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

�� ��
ONMLHIJKXφ
¬a

∅,{b} //@ABGFE
∅,{b}

��
?>=<89:;76540123
b

{b},{a,b} // ?>=<89:;76540123∅ FEDABC Σ^^

F = {{∅, {b}}}
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LTL 7→ GBA (F)

– Fi = {A | αi Uβi /∈ A ∨ βi ∈ A}, i = 1, . . . , n

{αi Uβi | i = 1, . . . , n} ⊆ podfurmuły(φ)

– Fi = {X ∈ S | αi U βi /∈ cons(X) ∨ βi ∈ cons(X)}

X ⊆ cons(X)

α ∨ β ∈ cons(X) jeśli α ∈ cons(X) lub β ∈ cons(X)

α ∧ β ∈ cons(X) jeśli α ∈ cons(X) i β ∈ cons(X)

αU β ∈ cons(X) jeśli β ∨ (α ∧ X (αU β)) ∈ cons(X)

αR β ∈ cons(X) jeśli β ∧ (α ∨ X (αR β)) ∈ cons(X)
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LTL 7→ GBA (przykład 1 cd)

φ = ¬aU b S = P(a, ¬a, b, ¬b, X (¬aU b))

Σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

�� ��
ONMLHIJKXφ
¬a

∅,{b} //@ABGFE
∅,{b}

��
?>=<89:;76540123
b

{b},{a,b} // ?>=<89:;76540123∅ FEDABC Σ^^

Czy automat Aφ może być mniejszy?
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LTL 7→ GBA (przykład 1 cd)

φ = ¬aU b S = P(a, ¬a, b, ¬b, X (¬aU b))

Σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

�� ��
ONMLHIJKXφ
¬a

∅,{b} //@ABGFE
∅,{b}

��
?>=<89:;76540123
b

{b},{a,b} // ?>=<89:;76540123∅ FEDABC Σ^^

Czy automat Aφ może być mniejszy? TAK!

// ?>=<89:; b //
BCD@GA

¬a

88 ?>=<89:;/.-,()*+
BCD@GA

true

88
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LTL 7→ GBA (przykład 2)

θ = ¬G (q =⇒ F r) ≡ F (q ∧ G¬r)

dnf(Fα) = dnf(α) ∪ {X Fα} Fα ≡ trueUα

dnf(Gα) = dnf(α ∧ X Gα) Gα ≡ falseRα

S = P(q, ¬q, r, ¬r, X (F (q ∧ G¬r)), X G¬r) F = ?

dnf(F (q ∧ G¬r)) = X F (q ∧ G¬r) ∨ (q ∧ ¬r ∧ X G¬r)

X F (q ∧ G¬r) Σ //

@GF ECD
Σ

��
q,¬r, X G¬r

{q} // ¬r, X G¬r

@GF ECD
∅,{q}

��

OO OO
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LTL 7→ GBA (przykład 2)

θ = ¬(G F p =⇒ G (q =⇒ F r)) ≡ G F p ∧ F (q ∧ G¬r)

dnf(F (q ∧ G¬r)) = X F (q ∧ G¬r) ∨ (q ∧ ¬r ∧ X G¬r)

dnf(G F p) = dnf((p ∨ X F p) ∧ X G F p) =
(p ∧ X G F p) ∨ (X F p ∧ X G F p)

dnf(G F p ∧ F (q ∧ G¬r)) = . . . ∨ . . . ∨ . . . ∨ . . .

X F (q ∧ G¬r), p, X G F p q,¬r, X G¬r, p, X G F p

X F (q ∧ G¬r), X F p, X G F p q,¬r, X G¬r, X F p, X G F p
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LTL 7→ GBA (przykład 2)

θn = ¬((G F p1 ∧ . . . ∧ G F pn) =⇒ G (q =⇒ F r)) ≡

G F p1 ∧ . . . ∧ G F pn ∧ F (q ∧ G¬r)
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LTL 7→ GBA (przykład 2)

θn = ¬((G F p1 ∧ . . . ∧ G F pn) =⇒ G (q =⇒ F r))

[Gastin,Oddoux 2001]
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LTL 7→ GBA (przykład 3)

φn = p1 U (p2 U (. . . U pn) . . .)

GFED@ABCp1
p1 //

BCD@GA

p1

??

p1

��

p1

''GFED@ABCp2
p2 //

p2

99BCD@GA

p2

??
. . . GFED@ABC?>=<89:;pn

pn //

BCD@GA

pn

��
?>=<89:;76540123∅ FEDABC Σ^^

θn = ¬
(

p1 U (p2 U (. . . U pn) . . .)
)
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III. LTL 7→ ABA
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Alternacja (ABA)

?>=<89:;q

?>=<89:;p

a ��=
==

==
=

a
??������
lub

GFED@ABCq′

σ(p, a) = q ∨ q′

(p, a, q), (p, a, q′) ∈ σ

?>=<89:;q

?>=<89:;p

a ��=
==

==
=

a
??������
i

GFED@ABCq′

σ(p, a) = q ∧ q′

—

Np.: σ(p, a) = p1 ∨ p2 ∧ p3 (DNF)

Pytanie: bieg = ?
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LTL 7→ ABA (1)

ABA Aφ = 〈Σ, S, Spocz, σ, F 〉:

– S = modalne podformuły ( Xα, αU β, αR β)
i literały (p, ¬p)

– Spocz = dziś(φ)

– σ : S × Σ → Bool+(S)

σ(p,A) = true, o ile p ∈ A, wpp. false

σ(¬p,A) = true, o ile p /∈ A, wpp. false

σ(Xα,A) = α !!!
σ(αU β,A) = σ(β,A) ∨ (σ(α,A) ∧ αU β)

σ(αR β,A) = σ(β,A) ∧ (σ(α,A) ∨ αR β)

σ(Fα,A) = σ(α,A) ∨ Fα
σ(Gα,A) = σ(α,A) ∧ Gα
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LTL 7→ ABA (przykład)

φ = ¬(G F p =⇒ G (q =⇒ F r)) ≡ G F p ∧ F (q ∧ G¬r)

[Gastin,Oddoux 2001]

dnf(F (q ∧ G¬r)) = X F (q ∧ G¬r) ∨ (q ∧ ¬r ∧ X G¬r)

dnf(G F p) = (p ∧ X G F p) ∨ (X F p ∧ X G F p)
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LTL 7→ ABA (przykład)

φ = ¬(G F p =⇒ G(q =⇒ F r)) ≡ G F p ∧ F (q ∧ G¬r)

[Gastin,Oddoux 2001]
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LTL 7→ ABA (2)

ABA Aφ = 〈Σ, S, Spocz, σ, F 〉:

– S = modalne podformuły ( Xα, αU β, αR β)
i literały (p, ¬p)

– Spocz = dziś(φ)

– σ : S × Σ → Bool+(S)

. . .

– F = {αR β}
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LTL a ω-automaty

LTL �

� // LTL + ∃

liniowe alternujące ω-automaty �

� // alternujące ω-automaty

[Gastin,Oddoux 2001]
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IV. Języki ω-regularne
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Inne warunki akceptacji

– Büchi: j.w.

– co-Büchi: j.w.

– Muller: F ⊆ P(Q)

r akceptujący ⇐⇒ inf(r) ∈ F

– Rabin: F = {(E1, F1), . . . , (En, Fn)} ⊆ P(Q)× P(Q)

r akceptujący ⇐⇒ ∃i. inf(r) ⊆ Ei ∧ inf(r) ∩ Fi 6= ∅

– Streett: = co-Rabin

– Mostowski (warunek parzysto ści): . . .
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Inne warunki akceptacji

Muller

Rabin

ooooooooooo

Streett

NNNNNNNNNNN

Mostowski

OOOOOOOOOOO

ppppppppppp

co-Büchi

ooooooooooo

Büchi

NNNNNNNNNNN
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Klasy języków

n. Muller

n. Rabin

lllllllllllll

lllllllllllll
n. Streett

QQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQ

n. Mostowski

RRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRR

mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

n. co-Büchi
(

�

66lllllllllllll

n. Büchi

QQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQ
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Klasy języków
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Języki ω-regularne: równoważne definicje

– niedeterministyczne ω-automaty

– wyrażenia ω-regularne:
⋃n

i=1 Li ·K
ω
i

– S1S = FO + ∃ (drugiego rzędu)

– LTL + ∃, np. ∃a. Fa ∧G(a =⇒ (XFb ∧ XFa)

– rachunek µ na ω-słowach

– alternujące ω-automaty

– słabe alternujące ω-automaty

– . . .
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