
Praktyczne metody weryfikacji

Wykład 10: Abstrakcja

. – p.1/??



Od rzeczywistości do modelu

system � // M
� // M ′ � // M ′′

wymagania � // φ
.

77nnnnnnnnnnnnn

M ′′
� φ ?

. – p.2/??



Abstrakcja = usuwanie z modelu

zbędnej informacji

. – p.3/??



Metody abstrakcji:

– eliminacja zmiennych

– abstrakcja danych

– abstrakcja oparta na symetrii

– . . .

M
� // M ′

. – p.4/??



Model: M = (S, S0, L,R)

V = {x1, . . . , xn}, S = Dn

Uwaga: abstrakcja dotyczy opisu modelu

R,S0, L reprezentowane przez formuły

. – p.5/??



I. Eliminacja zmiennych

. – p.6/??



Bisymulacja

B ⊆ S × S′

(s, s′) ∈ B =⇒

– L(s) = L(s′)

– s −→ r =⇒ ∃r′. s′ −→ r′, (r, r′) ∈ B

– s′ −→ r′ =⇒ ∃r. s −→ r, (r, r′) ∈ B

s ∼ s′ ⇐⇒ (s, s′) ∈ B dla pewnej bisymulacji B

M ∼ M ′ ⇐⇒ s0 ∼ s′0 gra GM M ′

. – p.7/??



Przykład
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Bisymulacja: gra GM M ′

– gracze: Spoiler, Duplikator

– konfiguracje: 〈s, s′〉 – konfiguracja pocz.: 〈s0, s
′
0〉

– jeśli L(s) 6= L(s′), to wygrywa Spoiler

– gracz I wybiera stronę i tranzycję s −→ r (lub s′ −→ r′)

– gracz II odpowiada po drugiej stronie

– itd.

– kto wygrywa?

. – p.9/??



Bisymulacja

Tw.: M ∼ M ′ =⇒ (∀φ ∈ CTL∗. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ)

Tw.: M ∼ M ′ ⇐= (∀φ ∈ CTL. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ)

Wn.: ≡CTL∗ = ≡CTL = . . . = ≡EX

. – p.10/??



Bisymulacja

Algorytm symboliczny:

B0 := {〈s, s′〉 | L(s) = L′(s′)}

powtarzaj

Bi+1 := {〈s, s′〉 | s −→ r =⇒ ∃r′. s′ −→ r′, (r, r′) ∈ Bi ∧

s′ −→ r′ =⇒ ∃r. s −→ r, (r, r′) ∈ Bi}

aż Bi+1 = Bi

. – p.11/??



Sprawiedliwa bisymulacja

(s, s′) ∈ B =⇒

– L(s) = L(s′)

– ∀ sprawiedl. Π z s ∃ sprawiedl. Π′ z s′. (Π,Π′) ∈ B

– ∀ sprawiedl. Π′ z s′ ∃ sprawiedl. Π z s. (Π,Π′) ∈ B

s ∼F s′ ⇐⇒ (s, s′) ∈ B dla pewnej sprawiedl. bisymulacji B

M ∼F M ′ ⇐⇒ s0 ∼F s′0

. – p.12/??



Eliminacja zmiennych

Def: V ′ ⊆ V ; C(V ′) ⊆ V zmienne od których zależy V ′

Przykład: licznik 3-bitowy

R0(~x, x′
0) = (x′

0 = ¬x0)

R1(~x, x′
1) = (x′

1 = x0 xor x1)

R2(~x, x′
2) = (x′

2 = (x0 ∧ x1) xor x2)

C({xi}) = {x0, . . . , xi}

. – p.13/??



Eliminacja zmiennych

– {x1, . . . , xk} := C(V ′), V ′ - zmienne w formule

– S′ = Dk

– R′(x1, . . . , xk, x
′
1, . . . , x

′
k)

– S′
0(x1, . . . , xk) ≡ ∃xk+1, . . . , xn. S0(x1, . . . , xn)

(d1, . . . , dn)B(d′

1, . . . , d
′

k) ⇐⇒ d1 = d′

1 ∧ . . . ∧ dk = d′

k

. – p.14/??



II. Abstrakcja danych

. – p.15/??



Symulacja

P ⊇ P ′

(s, s′) ∈ S =⇒

– L(s) ∩ P ′ = L(s′)

– s −→ r =⇒ ∃r′. s′ −→ r′, (r, r′) ∈ S

s � s′ ⇐⇒ (s, s′) ∈ S dla pewnej symulacji S

M � M ′ ⇐⇒ s0 � s′0

. – p.16/??



Symulacja

Tw.: M � M ′ =⇒ (∀φ ∈ ACTL∗. M ′
� φ =⇒ M � φ)

Tw.: M � M ′ =⇒ (∀φ ∈ ECTL∗. M � φ =⇒ M ′
� φ)

Def.: ≃ = � ∩ �

Pytanie: Czy ∼ = ≃ ?

�F , ≃F analogicznie

. – p.17/??



Abstrakcja danych

Przykład:

hx(d) =






a+ x > 0

a0 x = 0

a− x < 0

hx : D → A

x = 5_

x−−

��

a+
_

��
x = 4 a+ czy a0?

. – p.18/??



Abstrakcja danych

Przykład:

hx(d) =






a+ x > 0

a0 x = 0

a− x < 0

hx : D → A

x = 5_

x−−

��

a+
_

��
x = 4 a+ czy a0?

– model abstrakcyjny ma więcej zachowań – symulacja

– niedeterminizm

. – p.18/??



Model ilorazowy

M 7→ M̂ = M/ ≈h

≈h = ker(h)

R(~d1, ~d2) =⇒ R̂([~d1], [~d2])

S0(~d) =⇒ Ŝ0([~d])

Tw.: M � M̂

Tw.: M ∼ M̂ gdy ≈h jest bisymulacją

. – p.19/??



Abstrakcja danych

Przykładowe funkcje abstrakcji:

– znak

– logarytm

– wybrany bit

– kongruencja mod m

– h = 〈h1, h2〉

– predykaty ( programy „boolowskie")

– . . .

. – p.20/??



Abstrakcja egzystencjalna

hx : D → A

– Ŝ = An

R(~d1, ~d2) =⇒ R̂([~d1], [~d2])

S0(~d) =⇒ Ŝ0([~d])

. – p.21/??



Abstrakcja egzystencjalna

hx : D → A

– Ŝ = An

– R̂(y1, . . . , yn, y′
1, . . . , y

′
n) ≡ ∃x1 . . . xn, x

′
1, . . . , x

′
n.

R(x1, . . . , xn, x′

1, . . . , x
′

n) ∧
∧

i

yi=h(xi) ∧ y′

i=h(x′

i)

x1, . . . , xn
R //

yi=h(xi)

��

x′
1, . . . , x

′
n

y′

i
=h(x′

i
)

��
y1 . . . yn

bR // y′
1, . . . , y

′
n

– Ŝ0(y1, . . . , yn) ≡ ∃x1 . . . xn. S0(x1, . . . , xn) ∧
∧

i yi=h(xi)

[φ](~y) ≡ ∃~x. φ(~x) ∧
∧

i yi=h(xi)
. – p.22/??



Abstrakcja egzystencjalna

R̂(y1, . . . , yn, y′

1, . . . , y
′

n) ≡ ∃x1 . . . xn, x
′

1, . . . , x
′

n.

R(x1, . . . , xn, x′

1, . . . , x
′

n) ∧
∧

i

yi=h(xi) ∧ y′

i=h(x′

i)

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

. – p.23/??



Abstrakcja egzystencjalna – przybliżenie

Obliczamy przybliżenie [φ]

– A(φ1 ∧ φ2) = A(φ1) ∧ A(φ2)

– . . .

– A(∃x. φ) = ∃x. A(φ)

– A(x′ = x−1) = (y = a+ ∧ (y′ = a+ ∨ y′ = a0)) ∨ . . .

Fakt: [φ] =⇒ A(φ)

Tw.: M � M̂ � MA

. – p.24/??



III. CEGAR

. – p.25/??



Uszczegółowienie abstrakcji – CEGAR

(ang. Counter-example guided abstraction refinement)

(1) Znajdź abstrakcję początkową

(2) Powtarzaj:

– weryfikuj model abstrakcyjny

– jeśli wynik pozytywny – zakończ

– jeśli wynik negatywny – kontrprzykład abstrakcyjny

– jesli kontrprzykład jest rzeczywisty – zakończ

– uszczegółów abstrakcję na podstawie kontrprzykładu

. – p.26/??



CEGAR

M,φ

���� ��

�� ��
początkowa
abstrakcja

model abstrakcyjny //�� ��
�� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//M � φ

�� ��

�� ��
uszczegółowienie

abstrakcji

model abstrakcyjny
nnnnnnnnnnnn

66nnnnnnnnnnnnnnn

�� ��

�� ��
symulacja

kontrprzykładu
prawdziwy //fałszywyoo M 6� φ

. – p.27/??



CEGAR: abstrakcja początkowa

init (y) := 1;
next (y) := case

(r = 1) : 0;
(x < y) ∧ ¬(y = 2) : y + 1;
(x = y) : 0;
else : y;

esac

predykaty:
(r = 1), (x = y), (x < y),
(y = 2)

predykaty ze specyfikacji

h(r, x, y) = 〈(r = 1), (x = y), (x < y), (y = 2)〉

〈r, x, y〉 ≈h 〈r′, x′, y′〉 ⇐⇒ (r = 1 ⇐⇒ r′ = 1) ∧

(x = y ⇐⇒ x′ = y′) ∧

(x < y ⇐⇒ x′ < y′) ∧

(y = 2 ⇐⇒ y′ = 2)

. – p.28/??



CEGAR: fałszywy kontrprzykład

kontrprzykład abstrakcyjny 1̂ 2̂ 3̂ 4̂

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

symulacja kontrprzykładu

S1 := S0 ∩ h−1( 1̂ ) Si := ~R(Si−1) ∩ h−1( î )

. – p.29/??



CEGAR: uszczegółowienie abstrakcji

kontrprzykład abstrakcyjny 1̂ 2̂ 3̂ 4̂

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

S3 ∩ ~R−1(h−1( 4̂ )) = ∅

. – p.30/??



CEGAR: pętla

kontrprzykład abstrakcyjny ŝ1(ŝ2ŝ3)
ω

[Clarke, Grumberg, Jha, Lu, Veith 2003]

– rozwijamy pętlę min{rozmiar(ŝ2), rozmiar(ŝ3)} razy

. – p.31/??



CEGAR: odmiany

– BDD + SAT: SAT-rozwiązywacz używany do symulacji

kontrprzykładu i do uszczegółowienia abstrakcji

M,φ

���� ��

�� ��
początkowa
abstrakcja

model abstrakcyjny //�� ��
�� ��weryfikacja

kontrprzykład

��

//M � φ

�� ��

�� ��
uszczegółowienie

abstrakcji

model abstrakcyjny
nnnnnnnnnnnn

66nnnnnnnnnnnnnnn

�� ��

�� ��
symulacja

kontrprzykładu
prawdziwy //fałszywyoo M 6� φ

. – p.32/??



odmiany

– BDD + SAT

– abstrakcja z dowodu niespełnialności

M,φ

���� ��
�� ��inicjuj k //�� ��

�� ��BMC
spełnialna //

dowód niespełnialności

��

M 6� φ

M � φ
�� ��
�� ��weryfikacja

k := długość kontrprzykładu
ooooooooooo

77oooooooooooo

oo �� ��
�� ��analiza

model abstrakcyjnyoo

. – p.33/??



odmiany (cd)

– BDD + SAT

– abstrakcja z interpolacji

M,φ

���� ��
�� ��inicjuj k //�� ��

�� ��BMC
spełnialna //

niespełnialna

��

M 6� φ

M � φ
�� ��
�� ��weryfikacja

zwiększ k
mmmmmmmmmmmm

66mmmmmmmmmmmm

oo �� ��
�� ��interpolacja

model abstrakcyjnyoo

. – p.34/??



Podsumowanie

M ∼ M ′ ∀φ ∈ CTL∗. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

M ∼F M ′ ∀φ ∈ CTL∗. M �F φ ⇐⇒ M ′
�F φ

M � M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M ′
� φ =⇒ M � φ

M �F M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M ′
�F φ =⇒ M �F φ

M ≃ M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

M ≃F M ′ ∀φ ∈ ACTL∗. M �F φ ⇐⇒ M ′
�F φ

Lω(M) ⊆ Lω(M ′) ∀φ ∈ LTL. M ′
� φ =⇒ M � φ

Lω(M) = Lω(M ′) ∀φ ∈ LTL. M � φ ⇐⇒ M ′
� φ

. – p.35/??



IV. Symetria

. – p.36/??



Symetria – przykład

// GFED@ABCn
r

,, GFED@ABCt
s

ll
,, GFED@ABCcll

��
GFED@ABCn

r
,, GFED@ABCt

s

ll
,, GFED@ABCcll

GFED@ABCt n
,,

��

GFED@ABCc nll

// GFED@ABCn t
,,

KK

GFED@ABCn cll

. – p.37/??



Symetria

– V = {x1, . . . , xn}, S = Dn

– permutacja σ : {1 . . . n} → {1 . . . n} wyznacza

permutację ρ : Dn → Dn:

ρ(d1, . . . , dn) = (dσ(1), . . . , dσ(n))

– grupa permutacji na {1 . . . n} (strukturze M ) wyznacza

grupę permutacji G na Dn (przestrzeni stanów M )

. – p.38/??



Przykład: D = {n, t, c}

na {1, 2, . . . , n}: grupa generowana przez σ = (1 2 . . . n)

na Dn: grupa G generowana przez ρ : 〈d1 . . . dn〉 7→ 〈d2 . . . dnd1〉

GFED@ABCt n
,,

��

GFED@ABCc nll

// GFED@ABCn t
,,

KK

GFED@ABCn cll

. – p.39/??



Model ilorazowy

– G – grupa symetrii (automorfizmów) ρ : Dn → Dn

R(~d, ~d′) =⇒ R(ρ(~d), ρ(~d′))

– orbita θG(~d) = {~d′ | ∃ρ ∈ G. ρ(~d) = ~d′}

– model ilorazowy M/ ≈G

~d ≈G
~d′ ⇐⇒ ~d ∈ θG(~d′)

// GFED@ABCt n;;
,, GFED@ABCc nll

. – p.40/??



Weryfikacja

φ ≡ (c1 =⇒ ¬c2) ∧ (c2 =⇒ ¬c1)

jest niezmiennicza względem G:

~d � φ, ρ ∈ G =⇒ ρ(~d) � φ

Tw.: M � φ ⇐⇒ M/ ≈G � φ,

o ile φ jest niezmiennicza względem G

Tw.: M ∼ M/ ≈G,

o ile wszystkie p ∈ P są niezmiennicze względem G
. – p.41/??



Struktura

Typowe przypadki:

Pier ście ń:

grupa generowana przez σ = (1 2 . . . n)

Brak struktury:

grupa wszystkich permutacji

. – p.42/??



Podej ście symboliczne

obliczamy ≈G jako najmniejszy punkt stały:

~x ≈G ~z ≡ ~x = ~z ∨ ∃~y. ~x ≈G ~y ∧
∨

i

~z = gi(~y)

RG(~x, ~x′) ≡ ∃~y, ~y′. R(~y, ~y′) ∧ ~y ≈G ~x ∧ ~y′ ≈G ~x′

ξ(~d) – reprezentant klasy abs. [~d]

obliczamy relację ~y = ξ(~x)

RG(~x, ~x′) ≡ ∃~y, ~y′. R(~y, ~y′) ∧ ~y=ξ(~x) ∧ ~y′=ξ(~x′)

. – p.43/??
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