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Wstep

Informatyka przezywa obecnie burzliwy rozwdj metod formalnych, ktorych stopien kompli-
kacji moze by¢ bardzo duzy. Dlatego tez studenci informatyki powinni zosta¢ do tego przygo-
towani od samego poczatku studiéw. Niniejszy wyklad “Wstep do teorii mnogosci i logiks”
jest jednym z przedmiotéw na pierwszym roku studiow majacym za zadanie zapoznanie
studentow z pewnymi dziatami teorii zbioréw oraz metod formalnych logiki matematycznej
majacymi bezposredni zwiazek z informatyka zaréwno teoretyczna jak i praktyczna.

Pierwszy semestr tego wykladu poswiecony jest teorii mnogosci. Klade tutaj znacznie
wiekszy nacisk na zbiory cze$ciowo uporzadkowane ze szczegdlnym potraktowaniem twier-
dzen o punkcie stalym, ktére znajduja duze zastosowanie we wspolczesnej informatyce. Duzo
podaje przykladow o orientacji informatycznej: stowa, drzewa, drzewa etykietowane. Do-
bre porzadki pojawiaja sie jako szczegdlny przypadek relacji dobrze ufundowanych. Liczby
porzadkowe sa tutaj potraktowane bardzo pobieznie. Zasada indukcji pozaskonczonej jest
zastapiona indukcja noetherowska.

Drugi semestr natomiast dotyczy logiki. Przedstawione sa tam podstawy algebry uniwer-
salnej (podstawowe pojecia, algebry wolne, rozmaitoéci algebr). Dyskutuje problem unifikacji
terméw wraz z pelnym dowodem poprawnosci algorytmu unifikacji. Dzieki temu czytel-
nik moze zapoznaé sie metodami $cistego dowodzenia poprawnosci algorytméw. Rdéwniez
sama unifikacja jest uzytecznym narzedziem wykorzystywanym przez wiele dzialéw informa-
tyki, m.in. jezyki funkcyjne, sztuczna inteligencja, automatyczne wnioskowanie. Nastepnie
omawiam rachunek zdan. Gléwny nacisk klade tutaj na rézne systemy formalne: system
hilbertowski, naturalnej dedukcji i gentzenowski rachunek sekwentéw. Podaje tez troche in-
formacji o logice intuicjonistycznej. Oprécz metod formalnych przedstawiam tez twierdzenie
o zwartosci — jedno z podstawowych narzedzi teoriomodelowych. Na zakonczenie podaje
informacje o logice pierwszego rzedu (hilbertowski system formalny, elementy teorii modeli)
i 0 jezyku drugiego rzedu.

Obecna, czwarta edycja tego skryptu jest nieznacznie poprawiona wersja trzeciej edycji,
ktora zostata wydana w 1998r. Notatki te byly przygotowywane w oparciu o wykiady, jakie
wielokrotnie prowadzilem w latach 1992-2002 dla studentéw pierwszego roku informatyki
na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytetu Warszawskiego. Obecne
wydanie skryptu zawiera pelne dowody twierdzen dotyczacych wstepu do teorii mnogosci
oraz wiekszos¢ dowodéw w czesci poswieconej logice. Diuzsze (i zwykle trudniejsze) z tych
dowodéw nie zmieszcza sie na wykladzie z tego przedmiotu. Umiescilem je w skrypcie majac
nadzieje, ze moze zainteresuja one niektérych bardziej dociekliwych studentéw.

Chcialbym wyrazi¢ podzigkowania dr hab. Damianowi Niwinskiemu, mgr Jackowi Sroce
(student uczeszczajacy na wyktad w roku 1998/99), profesorowi Pawlowi Urzyczynowi oraz dr
hab. Igorowi Walukiewiczowi za uwagi dotyczace ponizszych notatek. Profesorowi Urzyczy-
nowi dziekuje za udostepnienie niektorych zadan. Chcialbym tez wyrazi¢ wdzieczno$¢ mgr
Grzegorzowi Grudzinskiemu, dr Marcinowi Jurdzinskiemu, mgr Robertowi Maronowi i dr



Aleksemu Schubertowi za pomoc techniczna przy przygotowywaniu tych notatek. Oczywiscie
wszelkie bledy i niedociagniecia w materiale przedstawionym w tym skrypcie sa moja ‘zastuga’.
Gdyby ktos chcial sie podzieli¢ ze mna swoimi uwagami na temat skryptu, bede wdzieczny
za wiadomos$¢ przez e-mail na adres: tiuryn@mimuw.edu.pl

Warszawa, 9 wrze$nia 2003 Jerzy Tiuryn
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1 Zbiory i operacje na zbiorach

Teorie mnogosci, czyli teorie zbioréw, buduje sie¢ w oparciu o pojecia pierwotne: zbior oraz
zwigzek € “byé elementem”. Napis x € A czytamy: “ z nalezy do A”. Pojecia pierwotne
oznaczaja kategorie poje¢, ktorych sie nie definiuje. Ponadto przyjmuje sie pewien zestaw
wlasnosci dotyczacych tych pojeé¢ zwanych aksjomatami. Aksjomaty sa wlasnosciami, ktore
przyjmuje sie bez dowodu. Caly taki zestaw nazywa sie aksjomatycznag teoriq. W zaleznosci
od tego jakie przyjmuje sie pojecia i wlasno$ci pierwotne — mozemy mie¢ rézne teorie aksjo-
matyczne dotyczace tego samego dzialu matematyki. Nasze wprowadzenie do teorii mnogosci
bedzie sie opiera¢ na znanej aksjomatyce Zermelo-Fraenkla. Nie bedziemy jednak w jawny
spos6b odwotywaé sie do aksjomatéw teorii mnogodci. *
Do poréwnywania zbioréw stuzy nastepujaca zasada ekstensjonalnosci:

A = B wtw, gdy dla kazdego z, (z € A wtw, gdy = € B).

Tak wiec dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy. Mowimy,
ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B (oznaczamy A C B), gdy kazdy element zbioru A
jest elementem zbioru B. Gdy A C B, to méwimy tez, ze A jest podzbiorem B. Zasade
ekstensjonalnosci mozna wyrazi¢ przy pomocy zawierania:

A=DB wtw, gdy A C B oraz B C A.

Waznym przykitadem zbioru jest zbiér nie majacy zadnych elementéw — 2zbidr pusty.
Oznaczamy go przez (). Na mocy zasady ekstensjonalnosci istnieje co najwyzej jeden zbidér
pusty.2 Zbiory majace skoniczona liczbe elementéw mozemy definiowaé przez wymienienie
tych elementéw. Na przyktad, zbiér {a,b,0} sktada sie z trzech elementéw: a,b oraz 0,
zakladajac, ze a, b, 0 sa trzema réznymi obiektami. Jedli p(x) jest pewna wlasnoécia® zalezna,
od x oraz A jest zbiorem, to napis {z € A | ¢(x)} oznacza zbiér wszystkich tych elementéw
x ze zbioru A, ktére spelniaja wlasnosc .

Nastepnie zdefiniujemy pewne operacje na zbiorach. Niech A, B beda zbiorami. Suma
zbioréw A i B nazywamy zbiér A U B, ktérego elementami sa te i tylko te obiekty, ktore sa
elementami A lub elementami B. Przecieciem zbioréw A i B nazywamy zbiér AN B, ktérego
elementami sa te i tylko te obiekty, ktére sa jednoczesnie elementami A i B. Rdznicq zbiorow
A i B nazywamy zbiér A — B, ktérego elementami sa te elementy zbioru A, ktére nie naleza
do B. Zbiorem potegowym zbioru A nazywamy zbiér P(A), ktérego elementami sa wszystkie
podzbiory zbioru A.

1 Zainteresowanego czytelnika odsylamy do ksiazki K. Kuratowski, A Mostowski “Teoria Mnogosci’,
PWN, Warszawa, 1978.

2Istnienie zbioru pustego trzeba postulowaé aksjomatem.

30becne wprowadzenie jest intuicyjne — nie bedziemy formalnie definiowaé pojecia wlasnoéci.
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Dzialania sumy i przeciecia sa operacjami dwuargumentowymi. Mozna latwo uogélnic te
operacje na dowolne rodziny zbioréw. Niech A bedzie rodzina zbioréw. Sumgq tej rodziny
nazwiemy zbiér | J A, taki ze dla dowolnego elementu z,

T € U A wtw, gdy istnieje A € A, taki ze z € A.

Dualnie definiujemy przeciecie rodziny A, o ile A # (. Jest to zbiér [].A, taki ze dla
dowolnego elementu z,

S ﬂ A wtw, gdy dla kazdego A € A, zachodzi = € A.
Dla przykitadu, pokazemy dwie tozsamosci algebry zbioréw.

Fakt 1.1
(i) A—(BUC)=(A-B)n(A-C).
(ii)) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Dowdéd: Dla dowodu réwnosci pokazemy dwa zawierania: A—(BUC) C (A—B)N(A—C)
oraz (A—B)N(A—-C)C A— (BUC). Aby pokaza¢, ze A— (BUC)C (A—B)N(A-C)
nalezy dowies¢, ze kazdy element zbioru A — (B U C) nalezy do (A — B) N (A — C). Wezmy
wiec dowolny element x € A— (BUC). Oznacza to, ze © € A oraz x ¢ BUC. Zatem x ¢ B
oraz x ¢ C. Tak wiec x € A oraz ¢ € B, czyli x € A — B. Podobnie, z € A — C. Lacznie
dostajemy x € (A — B) N (A — C). Wobec dowolnosci wyboru elementu z udwodniliSmy
zawieranie

A—(BUC)C(A-B)Nn(A=-0). (1)
Zawieranie w strone przeciwna pokazujemy w podobny sposéb. Jesliz € (A—B)N(A—C)

tox € Aorazx € Bix ¢ C. Zatem © ¢ BUC i dostajemy z € A — (B UC). Wobec
dowolnosci wyboru x mamy dowdd zawierania

(A-B)N(A—C)CA— (BUO). (2)

Zawierania (1) i (2) daja dowéd pierwszej czesci Faktu 1.1.

Powyzsze rozumowanie mozna skroci¢ zauwazajac, ze wszystkie kroki w dowodzie pierw-
szego zawierania daja sie odwroci¢, a tym samym daja dowdd rownosci. Zilustrujemy to na
przykladzie dowodu drugiej czesci faktu.

Niech z bedzie dowolnym elementem. Wtedy nastepujace zdania sa réwnowazne.

z€e AN(BUC)
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x €A oraz (x € Blubz € C)

(xe A orazz € B) lub (z € A oraz z € O)

z€(ANB) lub z € (ANC)

zr€(ANB)U(ANC)

Roéwnowazno$é powyzszych pieciu zdan wynika z wprost z definicji operacji N'i U oraz z
wlasnosci spojnikow logicznych “i” oraz “lub”. N

Ponizej podamy rozwiazania dwéch przykitadowych zadan.

Przyklad 1.2

(i) Sprawdzimy czy réwnosé¢ AN(BUC) = (AN B)UC zachodzi dla dowolnych zbioréw
A, B,C. Niech x bedzie dowolnym obiektem. Piszac warunki opisujace nalezenie x do
lewej 1 do prawej strony powyzszej rownosci tatwo jest stwierdzic¢, ze rownowaznosé nie
bedzie zachodzila w sytuacji gdy x nie bedzie nalezal do A oraz bedzie nalezal do C.
Rzeczywiscie, dla zbioréw A = B = () oraz C = {5} powyzsza réwnos¢ nie zachodzi.

(ii) Sprawdzimy dla jakich zbioréw A, B, zachodzi P(AUB) = P(A)UP(B). Zauwazmy,
ze jesli istnieja elementy a € A — B oraz b € B — A, to {a,b} € P(AU B), ale {a, b}
nie nalezy ani do P(A) ani do P(B). Czyli jeSli A— B # () oraz B — A # 0, to
P(AUB) # P(A)U P(B). Z drugiej strony, jesli A — B =0 to A C B i wtedy mamy
P(A) C P(B) oraz P(AUB) = P(B) = P(A)U P(B). Podobnie pokazujemy réwnos¢
gdy B— A =(. Zatem P(AUB) = P(A)U P(B) wtw, gdy A C B lub B C A.

Chcielibysmy podkresli¢, ze aby dowies¢ ze pewna rownosc jest prawem rachunku zbioréow
trzeba ja udowodni¢ dla dowolnych zbioréw. Natomiast aby pokazaé, ze pewna réwnos¢ nie
jest prawem rachunku zbioréw wystarczy pokazac, ze nie zachodzi ona dla pewnych konkret-
nych zbiorow. Wystarczy tu podac¢ konkretny zestaw zbiorow, nie silac si¢ na ogélnos¢. Im
prostsze zbiory wybierzemy na kontrprzyklad tym lepie;j.



1 ZBIORY I OPERACJE NA ZBIORACH

Zadania

1.1.
1.2,
1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Dowies¢, ze dla dowolnych zbiorow A, B, je§li A— B=B — A, to A= B.
Dowiesé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, jesli A C B, to P(A) C P(B).
Czy dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi P(AN B) = P(A) N P(B)?
Wyznaczy¢ wszystkie zbiory A, B, C takie, ze (A—C)UB =(AUB) —C.
Niech A bedzie rodzina zbioréw. Dowiesé, ze

ACP(A) wtw,gdy (JAcCA

Dowies¢, ze dla kazdego zbioru A zachodzi | P(A) = A.

Niech A, B beda dowolnymi rodzinami zbioréw. Dowiesé, ze (J(AUB) = (J A)U(U B).
Czy réwnos¢ | J(AN B) = (JA) N (U B) zachodzi?

Dowies¢, ze kazdy zbidr jest suma wszystkich swoich skonczonych podzbioréw.
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2 Relacje

Para uporzadkowana o wspéhrzednych a i b nazywamy obiekt (a,b), jednoznacznie wy-
znaczony przez a, b oraz ich kolejno$¢ wystapienia. Tak wiec podstawowa cecha pary
uporzadkowanej wynikajaca wprost z powyzszej definicji jest nastepujaca wlasno$¢. Dla
dowolnych obiektow a, b, c, d

(a,b) = {c,d) wtw, gdy a=corazb=d. (3)

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze definicje pary uporzadkowanej mozna oprze¢ na
konstrukcji teoriomnogosciowe;.

Fakt 2.1 Dla dowolnych a,b,c,d,

{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} wtw, gdy a = ¢ oraz b = d.

Dowéd: Implikacja z prawej strony w lewa jest oczywista. Zalézmy, ze

{{a},{a,0}} = {{c}, {c, d}}.

Jesli a = b, to zbidér {{a}, {a,b}} ma jeden element, a zatem zbiér po prawej stronie réwnosci
tez musi mieé¢ jeden element czyli a = b =c =d.

Zalézmy wiec, ze a # b. Wtedy zbiér {{a}, {a,b}} ma dwa elementy. Zatem ¢ # d.
Poniewaz {a} jest jedynym jednoelementowym zbiorem po lewej stronie wiec musi on byé
rowny jedynemu zbiorowi jednoelementowemu po prawej stronie. Zatem

{a} = {c} oraz {a,b} ={c,d},

skad natychmiast otrzymujemy a = coraz b=d. N

Konstrukeji speliajacych wlasnosé (3) jest wiele. Zwykle nie bedziemy sie odwotywaé
do konkretnej konstrukcji pary uporzadkowanej bowiem zwykle wlasnosci pary wynikaja juz
bezposrednio z (3) i nie zaleza od specyficznej konstrukcji. Przyktadem wilasnosci zalezacej
od konkretnej konstrukcji pary z powyzszego twierdzenia jest a € | J{a, b).

lloczynem kartezjanskim zbioréw A, B nazywamy zbiér A x B, ktérego elementami sa
wszystkie pary uporzadkowane (a,b), takie ze a € A oraz b € B. Tloczyn A X A oznaczamy
przez A%2. Podzbiory zbioru A x B nazywamy relacjami. Podzbiory zbioru A? nazywamy
relacjami binarnymi w A. Jedli R C A X B jest relacja to notacja aRb oznacza (a,b) € R.
Podamy kilka przykiadow relacji.
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Przyklad 2.2
(i) (Identyczno$é) Niech A bedzie zbiorem, Iy = {{a,a) € A x A | a € A}.

(ii) Niech R oznacza zbidr liczb rzeczywistych. Zwykle uporzadkowanie zbioru R wy-
znacza relacje < = {(ry,r) € Rx R | r1 <ry}.

(iii) Zbiér P = {(k,m) € N x N | k = m?} jest binarna relacja w zbiorze N wszystkich
liczb naturalnych.

(iv) Zbiér Q = {(k,m) € N x Z | k = m?} jest relacja w N x Z, gdzie Z oznacza zbiér
wszystkich liczb catkowitych.

Niech n > 0 bedzie liczba naturalna. Powyzsze definicje mozna latwo uogélni¢ na przypa-
dek gdy wspéirzednych jest n. Uporzadkowana n-tka o wspoéirzednych a4, ..., a, nazwiemy
obiekt (ai,...,a,) wyznaczony jednoznacznie przez swoje wspélrzedne oraz kolejno$é ich
wystepowania. Zatem w tym przypadku mamy nastepujaca ceche n-tek uporzadkowanych.
Dla dowolnych obiektow aq,...a, oraz by, ..., b,,

(a1, an) = (b1,...,by) wtw, gdy a1 =by,...,a, = by.

Podobnie jak w przypadku par uporzadkowanych nie bedziemy wnika¢ w strukture wewne-
trzna n-tek uporzadkowanych. Uzywajac konstrukcji pary mozna n-tke uporzadkowana zde-
finiowa¢ na przyklad nastepujaco.

(a1, ...,an) = (a1, {(ag, ..., {Qn_1,ap) - ..).
Iloczynem kartezjanskim zbiorow Ay, ..., A, nazywamy zbior A; x As X ... x A, wszyst-
kich n-tek uporzadkowanych (a1, ...,a,) takich, ze a; € Ay,...,a, € A,. loczyn karte-
zjanski n kopii zbioru A oznaczamy przez A™. Relacja w A; x Ay X ... x A, nazywamy

dowolny podzbiér tego zbioru. Relacja n-argumentowq w zbiorze A nazywamy dowolny
podzbiér zbioru A™.

Niech R C A x B, oraz S C B x C beda relacjami. ZfozZeniem relacji R i S nazwiemy
relacje*

SR = {{a,c) € Ax C | istnieje b € B taki, ze {(a,b) € R oraz (b,c) € S}.
Relacja odwrotng do R nazwiemy relacje R~ C B x A,
Rt ={(b,a) € Bx A| {(a,b) € R}.

4Kolejnoéé relacji wystepujaca w zlozeniu jest byé moze niezgodna z intuicja czytelnika. Taka kolejnosé
jest podyktowana tym, ze funkcje sa szczegdlnym przypadkiem relacji, a skladanie funkcji historycznie ozna-
cza sie wladnie w tej kolejnodci. Niektdrzy autorzy oznaczaja zlozenie relacji w odwrotnym porzadku, tzn.
RS. Dla unikniecia sytuacji, w ktérej bedziemy zmuszeni mie¢ do czynienia z dwoma operacjami sktadania
relacji: jako ogdlnych relacji i jako funkcji—zdecydowali$my sie wprowadzi¢ od poczatku odwrotna kolejnosé
skladania dla dowolnych relacji.
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Twierdzenie 2.3 Niech RC Ax B, SCBXxC, orazT CC x D. Wtedy
(1) T(SR) = (T'S)R.
(ii) (SR)™' = R71571.
Dowéd: Udowodnimy najpierw (i). Niech (a,d) € A x D. Zachodza nastepujace réwno-
waznosci.
(a,d) € T(SR) wtw, gdy
istnieje ¢ € C, takie ze (a,c) € SR oraz (c,d) € T, wtw, gdy
istnieja ¢ € C oraz b € B, takie ze (a,b) € R oraz (b,c) € S oraz (c,d) € T, wtw, gdy
istnieje b € B, takie ze {(a,b) € R oraz (b,d) € TS, wtw, gdy
(a,d) € (TS)R
Dla dowodu (ii) wezmy dowolna pare (c,a) € C x A. Wtedy
{c,a) € (SR)™" wtw, gdy
(a,c) € SR wtw,gdy
istnieje b € B takie, ze (a,b) € R oraz (b,c) € S, wtw, gdy
istnieje b € B takie, ze (b,a) € R™" oraz {(c,b) € S™', wtw, gdy
{c,a) € R7'S™!

Zadania
2.1. Dla kazdego z ponizszych warunkéw sprawdzi¢ czy istnieje relacja R C N x N, gdzie
N oznacza zbior liczb naturalnych, spelniajaca
a.) R ¢ R.
b.) R#0, RR=Roraz RN Iy = 0.
c.) RF'=N?-R.
2.2. Niech R bedzie niepusta rodzina relacji w A x B i niech S C B x C. Dowie$¢
a.) SIUR)=U{SR | Re R}.
b.) S(NR) CN{SR | R € R}. Czy zawieranie mozna zastapi¢ réwnoscia?

c) UR)"'=U{R" | ReR}
d) (NR)"'=M{R'|ReR}
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3 Liczby naturalne

Rodzina zbioréw A jest induktywna gdy
e fe A,

e dla kazdego zbioru X € A, zbiér X U {X} nalezy do A.

Operacje, ktéra zbiorowi X przyporzadkowuje X U{X} nazywamy operacja nastepnika.
Nastepnik zbioru X oznaczamy X'. Istnienie zbioréw induktywnych jest postulowane ak-
sjomatem zwanym aksjomatem nieskonczonosci. Aksjomat ten wyraza istnienie zbiorow
nieskonczonych.

Twierdzenie 3.1 Istnieje najmniejszy zbior induktywny, tzn. istnieje taki zbior induktywny
Ao, Ze dla kazdego zbioru induktywnego B, zachodzi Ay C B.

Dowéd: Niech A bedzie zbiorem induktywnym i niech
A={BC A|B jest zbiorem induktywnym}.

Poniewaz oczywiscie przeciecie dowolnej niepustej rodziny zbioréw induktywnych jest zbio-
rem induktywnym to A = [ A jest zbiorem induktywnym. Pokazemy, Ze jest to najmniejszy
zbiér induktywny. Niech B bedzie dowolnym zbiorem induktywnym. Oczywiscie BN A € A.
Zatem, z definicji przeciecia,

Ay CBNA.

Poniewaz BN .A C B, to Ay C B. Zatem A jest najmniejszym zbiorem induktywnym. N

Najmniejszy zbiér induktywny nazywamy zbiorem liczb naturalnych i oznaczamy go przez
N. Zbiér N, jak kazdy zbiér induktywny, musi zawieraé¢ () — element ten reprezentuje liczbe
naturalna 0. Ponadto N jest zamkniety na operacje nastepnika, a zatem zawiera nastepnik
0 (ktéry jest oczywiscie oznaczany przez 1), nastepnik nastepnika 0 (czyli nastepnik 1, ozna-
czany przez 2), itd.

Twierdzenie 3.2 (Zasada indukcji)
Jesli P C N jest zbiorem liczb naturalnych takim, ze

e 0P,
e dla kazdej liczby n, jeslin € P, ton' € P,
to P zawiera wszystkie liczby naturalne, tzn. P = N.

Dowdéd: Wynika bezposrednio z faktu, ze N jest najmniejszym zbiorem induktywnym. B

Nastepujace twierdzenie zbiera pewne wiasnosci liczb naturalnych, ktére beda wykorzy-
stywane w dalszych cze$ciach tego wykladu.
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Twierdzenie 3.3 Dla dowolnych liczb m,n € N,
(i) Jeslim € n, to m Cn.
(iii) Jeslim' =n', to m = n.
(iv) Jesli m C n oraz m # n, to m € n.
(v) Zachodzi: m Cn lubn C m.
(vi) Zachodzi doktadnie jedna z moZliwosci: m € n, m =n, n € m.
Dowdéd: Twierdzenie to bedziemy dowodzié przez indukcje. Dla dowodu (i) rozwazmy zbiér
P={n e N | dlakazdego m € n, m C n}.

Pokazemy, ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P. Dla
pokazania, ze n' € P wezmy dowolny m € n'. Poniewaz n' = n U {n}, to mamy dwa
przypadki do rozpatrzenia. Jesli m € n to z zalozenia indukcyjnego mamy m C n a zatem
m C n'. Jedli natomiast m = n, to oczywiscie m C n'. Tak wiec w kazdym przypadku m
jest zawarte w n’, co dowodzi ze n' € P.

Dla dowodu (ii) rozwazmy zbi6r

P={neN|n¢gn}.
Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P i przypusémy, ze
n' € nU{n}. (4)

Zatem albo n’ € n lub n' = n. W pierwszym przypadku, korzystajac z (i) otrzymujemy
nU{n} C n a zatem n € n, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem indukcyjnym. W drugim
przypadku bezposrednio otrzymujemy n € n, co daje ponownie sprzecznosé. Tak wiec (4)
jest niemozliwe, co dowodzi n' € P.

Aby udowodnié (iii) zalézmy, ze

mU{m}=nU{n}.

Zatem m musi naleze¢ do prawej strony powyzszej rownosci. Jesli m € n, to korzystajac z
(i) mamy m C n. Jesli natomiast m = n, to oczywiscie tez mamy m C n. Z symetrii zalozen
wynika, ze réwniez n C m. Zatem m = n.

Dla dowodu (iv) bierzemy zbiér

P ={ne N | dlakazdego m Cn, jeslim#n, tom € n}.
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Oczywiscie 0 € P (bo zbidr pusty nie zawiera wlasciwych podzbioréw). Zalézmy, ze n € P i
niech
mCn'. (5)

Zalézmy, ze m jest wlasciwym podzbiorem zbioru n'. Pokazemy, ze m € n'. Jesli n € m to
na mocy (i) n C m wiec takze n' C m iz (5) wynika,ze n' = m, sprzeczno$é. Mamy wiec
n ¢ m. Z (5) otrzymujemy

m C n.

Jesli m = n, to oczywiscie m € n'. Niech wiec m # n. Poniewaz m jest wlasciwym
podzbiorem n, to z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy m € n, co daje m € n'. To konczy
dowdd (iv)

Dla dowodu (v) rozwazmy zbidr

P={ne N | dlakazdego m € N, jeslin Zm tom C n}.

Dla dowodu induktywnosci zbioru P zauwazmy, ze 0 € P oraz zal6zmy, ze n € P. Wezmy
dowolny m taki, ze

n' € m. (6)

Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze m C n lub n C m. Jesli m C n to oczywiscie m C n'
i nie musimy nic robié¢. Zalézmy wiec, ze n C m in # m. Z (iv) mamy n € m. Zatem
n' C m, co jest sprzeczne z (6). Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze zalozony przypadek nie
moze zajs¢. Zatem n' € P.

Warunek (vi) wynika bezposrednio z udowodnionych juz punktéw. Zachodzenie jednej z
wymienionych mozliwosci wynika z (iv) i (v). Natomiast niemozliwosé¢ zaj$cia jednoczesnie
dwéch z wymienionych przypadkéw wynika z (ii) i (). H

W przypadku liczb naturalnych relacje zawierania oznacza sie zwyczajowo <, natomiast
relacje € oznacza sie <. Jesli n € m, to méwimy, ze n jest mniejsze od m oraz, ze m jest
wieksze od n. Nastepnik liczby n oznaczamy oczywiscie przez n + 1. Liczba naturalna n jest
jednoczesnie zbiorem wszystkich liczb naturalnych mniejszych od niej, tzn.

n={keN|k<n}.

Ponizsze twierdzenie méwi o tym, ze kazdy skonczony niepusty zbiér liczb naturalnych
ma element najwiekszy.

Twierdzenie 3.4 Dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdego niepustego zbioru X C n
istnieje ng € X takie, ze dla kazdego m € X, zachodzi m < ng, tzn. ng jest najwieksza liczba
w X.
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Dowdéd: Niech P bedzie zbiorem tych wszystkich liczb naturalnych n, ze dla kazdego
niepustego X C n, istnieje ny € X taki, ze dla kazdego m € X, zachodzi m < ny. Pokazemy,
ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P.

Zalézmy, ze n € P i niech X C n' bedzie dowolnym niepustym podzbiorem. Rozwazmy
dwa przypadki.

Jesli n € X to oczywidcie szukanym elementem ng jest n. Jesli natomiast n ¢ X,
to X C n i z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy o istnieniu ny € X o odpowiednich
wiasnosciach. W

Na zakonczenie podamy wazne twierdzenie zwane zasadg minimum.

Twierdzenie 3.5 (Zasada minimum)
Kazdy niepusty zbidr liczb naturalnych ma liczbe najmniejsza, tzn. jesli X C N oraz X # 0,
to istnieje ng € X takie, ze dla kazdego m € X, nyg < m.

Dowdéd: Niech X bedzie niepustym zbiorem liczb naturalnych nie majacym najmniejszego
elementu. Niech
P={neN|nnX =0}

Pokazemy, ze P jest zbiorem induktywnym. Oczywiscie 0 € P. Zalézmy, ze n € P oraz,
ze n' N X # (. Zatem n € X oraz dla kazdego m < n mamy m ¢ X. Oznacza to, ze n
jest najmniejszym elementem X. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze n' N X = ), a zatem
n' € P.

7Z zasady indukcji wynika, ze P = N a zatem X = (). Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi,
ze X musi mie¢ element najmniejszy. W

Zadania
3.1. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n # 0, zachodzi (| Jn) = n.
3.2. Dowiesé, ze |JN = N.

3.3. Niech n > 0 bedzie liczba naturalna. Ile elementéw ma najmniejszy zbiér A spelniajacy
ponizsze warunki?

a.) dla 1 <i <mn, zbiér {i} nalezy do A;
b.) jesli X,Y € A, to X UY € A.

3.4. Ile elementéw ma zbiér P(n), gdzie n jest liczba naturalna?
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3.5. Ile elementow ma zbior m x n, gdzie m,n sa liczbami naturalnymi?

3.6. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2,
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4 Funkcje

Niech A i B beda zbiorami. Relacje f C A x B nazwiemy funkcjqa z A do B gdy spelnia ona
nastepujace dwa warunki.

Dla dowolnych a € A oraz by, by € B, jesli {a,b;) € f oraz {a,bs) € f, to by =by.  (7)

Dla kazdego a € A istnieje b € B taki, ze {(a,b) € f. (8)

Fakt, ze relacja f C A X B jest funkcja z A do B bedziemy oznaczaé przez f : A — B.
Zbiér A nazywamy dziedzing funkcji f, a zbiér B jej przeciwdziedzing. Zbiér wszystkich
funkcji z A w B oznaczamy symbolem B4.

Jesli f : A — B jest funkcja oraz a € A, to f(a) oznacza jedyny element ze zbioru B
taki, ze (a, f(a)) € f. Element f(a) jest wartosciq funkcji f na elemencie a.

Zauwazmy, ze z naszej definicji wynika natychmiast, ze jesli f jest funcja z A do B oraz
B C C, to f jest rowniez funkcja z A do C.

Powiemy, ze relacja f C A x B jest funkcja czesciowq z A do B, gdy f spelnia warunek
(7). Dziedzina funkcji czeSciowej f z A do B nazywamy zbidr

Dom(f) ={a € A | istnieje b € B taki, ze (a,b) € f}.

Zauwazmy, ze jesli f C A x B jest funkcja czeSciowa z A do B, to f jest funkcja z Dom(f)
do B.

Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jedna funkcja f : ) — A, gdzie A jest dowolnym zbiorem.
Jest to pusta relacja. Natomiast, jesli A # ), to nie ma funkcji z A w . W tym przypadku
pusta relacja jest funkcja cze$ciowa, ale nie jest funkcja.

Przyklad 4.1

(i) Relacja I4 z przykladu 2.2 (i) jest funkcja z A do A. Relacje < oraz ) nie sa funk-
cjami. P jest funkcja czesciowa z N do N. Dziedzing tej funkcji jest zbidr wszystkich
liczb bedacych kwadratami liczb naturalnych. Relacja P! jest funkcja z N do IV oraz
relacja Q! jest funkcja z Z do N.

(ii) Indeksowana rodzing zbiordw nazywamy dowolna funkcje ze zbioru indekséw I do
rodziny zbioréw A. Indeksowane rodziny zbioréw zwykle oznacza sie przez {A;}ics.
Sume takiej rodziny oznaczamy przez | J,.; A;. Podobnie dla przeciec.

(iii) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Stowem nad alfabetem A nazywamy skoniczony
ciag elementow zbioru A, czyli funkcje w : n — A, gdzie n € N. Liczba n jest
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dtugos$ciq stowa w, oznaczana przez |w|. A* oznacza zbiér wszystkich stéw nad alfa-
betem A. Szczegélnym stowem nad kazdym alfabetem jest stowo puste, oznaczane ¢,
ktére definiuje sie jako (jedyne) stowo dtugosci 0.

Zgodnie z nasza notacja zbiér A" mozna rozumie¢ na dwa sposoby—jako n-krotny
iloczyn kartezjanski zbioru A lub jako zbidér wszystkich funkcji ze zbioru n do A (czyli
stéw nad A dlugosci n). Aby uniknaé takiej niejednoznacznosci mozemy utozsamiaé
n-tki uporzadkowane elementéw z A z funkcjami z n do A ( w rozdziale dotyczacym
relacji sprawe implementacji n-tek uporzadkowanych pozostawiliSmy otwarta). Przy
takim utozsamieniu n-tka {ai,...,a,) jest reprezentowana przez funkcje w : n — A
taka, ze w(i) = a;41, dla i < n.

Na zbiorze stéw mamy nastepujaco zdefiniowana operacje sktadania. Niech w :n — A
oraz u : m — A beda stowami. Zlozenie stow w oraz u jest stowem wu : m +n — A
zdefiniowanym dla 7+ < m + n nastepujaco.

A w(@), jeslii <n
(wu)(4) —{ uw(i—n), jeslin<i<m+n

(iv) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Multizbiorem nad A nazywamy dowolna funkcje
A : A — N. Multizbiory tym sie réznia od zbioréw, ze ich elementy wystepuja z
krotno$ciami, tzn. gdy A(z) = 4, to méwimy, ze element = wystepuje w A z krotnoscia
4. Elementy wystepujace z krotnoscia 0 nie naleza do A. Zbiory mozna oczywiscie
traktowac¢ jako te multizbiory, w ktérych kazdy element wystepuje z krotnoscia co
najwyzej 1. Przez M(A) bedziemy oznaczaé¢ zbiér wszystkich multizbioréw nad A.

Funkcje f : A — B nazwiemy rdznowartoSciowq, gdy dla dowolnych ai,ay € A, jesli
f(a1) = f(az), to a; = ay. Funkcje f nazwiemy na B, jesli dla kazdego b € B istnieje a € A
taki, ze f(a) = b. Funkcje, ktéra jest jednocze$nie na oraz réznowartosciowa nazywamy
bijekcja.

Przyklad 4.2
(i) Identyczno$é I4: A — A jest bijekcja.

(i) Funkcja f: R — R, zdefiniowana wzorem f(z) = z? nie jest ani réznowartoéciowa
ani na R.

(iii) Funkcja fi: {r € R| 0 < z} — R, zdefiniowana f,(z) = z? jest réznowartosciowa,
ale nie jest na R. Funkcja f; jest obcieciem funkcji f do zbioru liczb rzeczywistych
nieujemnych.
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(iv) Funkcja fo : R — {z € R | 0 < z}, zdefiniowana wzorem fy(z) = z? jest na, ale
nie jest réznowartosciowa.

(v) Funkcja f: NxN — N zdefiniowana wzorem f(m,n) = 2"(2m+1)—1 jest bijekcja.
Rzeczywiscie, jesli 2" (2my+1) —1 = 2™ (2my+1) — 1, to 2™ (2m, + 1) = 2™ (2me +1).
Zatem, z jednoznacznosci rozkladu liczb na czynniki pierwsze wynika, ze ny = ns.
Otrzymujemy wiec 2m; + 1 = 2my + 1, czyli m; = mo, co oznacza, ze f jest funkcja
roznowartosciowa. zeby pokazaé,ze f jest na, wezmy dowolna liczbe naturalna k. Niech
n € N bedzie najwieksza liczba taka, ze 2" dzieli k£ + 1. Zatem (k + 1)/2" jest liczba
nieparzysta. Niech m = ((k+1)/2"—1)/2. Latwo sprawdzi¢, ze f(m,n) = k. Dowodzi
to, ze f jest funkcja na N.

Twierdzenie 4.3 Jesli f : A — B oraz g : B — C sq funkcjami, to relacja gf C A x C
jest funkcja z A do C. Dla a € A, (9f)(a) = g(f(a)). Ponadto, jesli funkcje f,g sa obie
roznowartosciowe lub obie na, to gf jest tez roznowartosciowa, lub odpowiednio, na.

Dowdd: Niech a € A bedzie dowolnym elementem. Wtedy istnieje b € B oraz ¢ € C, takie
ze {a,b) € f oraz (b,c) € g. Zatem istnieje ¢ € C takie, ze {(a,c) € gf. Oznacza to, ze

(9f)(a) = g(f(a)), 9)

o ile pokazemy, ze g f jest funkcja.

Dla pokazania jednoznacznosci zatézmy, ze (a,c;) € gf oraz {a,c;) € gf. Wtedy istnieja
b, by € B takie, ze (a,b;) € f, {a,by) € f, (b1,¢1) € g oraz (by,cy) € g. Poniewaz f jest
funkcja to by = by a zatem, poniewaz ¢ jest funkcja, to ¢; = ¢o. Tak wiec pokazaliSmy, ze
zlozenie g f jest funkcja.

Jesli f i g sa réznowartosciowe oraz (gf)(a1) = (9f)(az), to z réznowartosciowosci g oraz
(9) wynika, ze f(a1) = f(ag). Zatem, z réznowartosciowosci f otrzymujemy a; = ag, €O
dowodzi réznowartosciowosci g f.

Zalézmy, ze f i g sa na, i niech ¢ € C bedzie dowolnym elementem. Poniewaz g jest na
C to istnieje b € B takie, ze g(b) = c. Z faktu, ze f jest na B otrzymujemy, ze istnieje a € A
takie, ze f(a) = b. Zatem (gf)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢, co dowodzi, ze gf jest na C. W

Niech f: A — B bedzie funkcja. Funkcje ¢ : B — A nazwiemy odwrotna do f jesli
gf =14 oraz fg = Ig.

Twierdzenie 4.4 Niech f : A — B bedzie funkcja. Nastepujace warunki sq réownowazne

(i) f ma funkcje odwrotna,

(ii) f jest bijekcja,
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(iii) Relacja odwrotna f~' jest funkcja z B do A.

Dowéd: Zalézmy (i) i niech g : B — A bedzie funkcja odwrotna do f. Jesli f(a1) = f(a2),
to g(f(a1)) = g(f(az)). Poniewaz gf = I4 to a; = ap. Zatem f jest r6znowartosciowa. Dla
pokazania, ze f jest na wezmy dowolny b € B. Niech a = g(b). Wtedy f(a) = f(g(b)) = b,
poniewaz fg = Ig. Zatem f jest bijekcja.

Zalézmy teraz (ii). Pokazemy, ze relacja f~' jest funkcja. Wezmy dowolny b € B.
Poniewaz f jest na, to istnieje a € A takie ze f(a) = b. Oznacza to, ze (b,a) € f~'. Jesli
natomiast (b,a;) € f! oraz (b,az) € f~! to mamy f(a1) = f(a2) i z réznowartosciowosci f
otrzymujemy a; = az. W ten sposéb udowodnilismy, ze f! jest funkcja.

Na zakoniczenie dowodu zatézmy (iii). Woéwcezas dla dowolnego a € A, mamy (a,a) €
f7'f, bo {a, f(a)) € f. Zatem I, C f~'f. Z drugiej strony, jesli {(a;,as) € f~'f, to istnieje
b € B, takie ze (ay,b) € f oraz (b,as) € f~'. Wiec (b,a;) € f~! i poniewaz f~' jest funkcja
to a1 = ay. To dowodzi, ze f=1f = I,.

Dowéd réwnoéci ff~! = I jest analogiczny i pozostawiamy go czytelnikowi. W

Jak wynika z powyzszego twierdzenia funkcja odwrotna (o ile istnieje) do danej funkcji
f jest f7L

Niech f : A — B bedzie funkcja i niech X C A. Obrazem zbioru X przy przeksztalceniu
f nazwiemy zbiér

f(X)={be B| istnieje a € X, taki ze f(a) = b}.
Dla zbioru Y C B, przeciwobrazem zbioru Y przy przeksztalceniu f nazwiemy zbior

YY) ={a€A| f(a) €Y}

Twierdzenie 4.5 Niech f : A — B bedzie funkcja, niech X bedzie rodzing podzbioréw
zbitoru A oraz niech Y bedzie rodzinag podzbioréw zbioru B. Wtedy

- -

(1) FUX) =U{f(X) | X € a},

(ii) Jesli X #0, to f(NX) S N{F(X) | X € &},
(iii) FHUY)=U{/(Y) | Y €D},

(iv) Jesti ¥ # 0, to fH(NY) = N{f (V) | Y € V}.

Dowdéd: Udowodnimy (i). Niech b € B bedzie dowolnym elementem. Mamy nastepujacy
ciag rownowaznosci.
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—

be f(UX) wtw, gdy
istnieje a € |J X takie, ze f(a) =b wtw, gdy
istnieje a € A oraz istnieje X € X takie, ze a € X oraz f(a) =b wtw, gdy
istnieje X € X oraz istnieje a € A takie, ze a € X oraz f(a) =b wtw, gdy

—

istnieje X € X takie, ze b € f(X) wtw, gdy

—

be U{f(X) | X e X}

Dla dowodu (ii) wezmy dowolny b € f(ﬂ X). Oznacza to, ze istnieje a € (| X taki, ze
f(a) = b. Zatem dla kazdego X € X mamy: a € X oraz f(a) = b. Tak wiec b nalezy do
kazdego obrazu f(X), dla X przebiegajacych X, czyli b € ({f(X) | X € X}, co koriczy
dowéd.

Powyzszy dowdéd mozna rozpisa¢ na podobne kroki tak jak w poprzednim przypadku.
Dostaniemy ciag réwnowaznosci za wyjatkiem jednego przejscia, ktére jest tylko w jedna
strone (ktére?).

Natepnie udowodnimy (iii). Niech a € A bedzie dowolnym elementem. Mamy nastepujacy
ciag réGwnowaznosci.

ae A UY) wtw, gdy
f(a) € UY whw, gdy
istnieje Y € Y takie, ze f(a) €Y wtw, gdy
istnieje Y € Y takie, ze a € f1(Y)  wtw, gdy
ae (/Y)Y €D}

Dowdd (iv) jest zupelnie analogiczny do powyzszego dowodu i dlatego pozostawimy go
czytelnikowi. N

Przyklad 4.6 Zawieranie w punkcie (ii) powyzszego twierdzenia nie moze by¢ zastapione
rownoscia o czym $wiadczy nastepujacy przyktad. Niech f bedzie funkcja z Przykladu 4.2
(ii). Niech A = {—1} oraz B = {1}. Wowczas

f(ANB) = f(0) =90,

ale
fFA) N f(B) = {1}.
Dla funkcji réznowartosciowych zawieranie w Twierdzeniu 4.5 (ii) mozna zastapi¢ row-
noscia.



4 FUNKCJE 21

4.1 Definiowanie funkcji przez indukcje

W zbiorze liczb naturalnych mozemy definiowa¢ funkcje wykorzystujac wtasnosé zbioru N
polegajaca na tym, ze jest to najmniejszy zbiér zawierajacy 0 i zamkniety na operacje
nastepnika.

Rozwazmy nastepujacy przyklad.

Przyklad 4.7 Chcemy zdefiniowaé operacje dodawania w zbiorze liczb naturalnych opie-
rajac sie jedynie na operacji nastepnika. Oczywiscie dodawanie f : N x N — N jest funkcja
spelniajaca nastepujace warunki.

(m,0) =m

f
flm,n'y = f(m,n)".

Zauwazmy, ze powyzsze rownosci mozna traktowac jak opis sposobu na obliczanie dodawa-
nia dwéch liczb naturalnych. Pierwsza rownosé dotyczy sytuacji gdy drugi argument w f
jest rowny 0, podczas gdy drugie rownanie definiuje wynik dodawania m do nastepnika n
odwotujac sie do wyniku dodawania m do n, a wiec do pary argumentow, dla ktérej mozemy
zalozy¢, ze umiemy policzy¢ wartos¢. Liczba m w powyzszej definicji jest dowolna ale usta-
lona. Nazywamy ja parametrem tej definicji.

Do definiowania funkcji powyzsza metoda stuzy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.8 (O definiowaniu funkcji przez indukcje)

Niech A i B bedq dowolnymi zbiorami takimi, ze B # (. Niech g: A — B oraz h: B x A x
N — B bedq dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja f : A X N — B
spetniajaca nastepujace warunki dla dowolnego a € A orazn € N,

f(a,0) = g(a)
f(a,n") = h(f(a,n),a,n).

W powyzszym twierdzeniu A jest zbiorem parametréw. Dowdd Twierdzenia 4.8 bedzie
podany po6zniej — w dziale o punktach statych.

Tak wiec wynika z powyzszego twierdzenia, ze istnieja dokladnie jedna funkcja f spel-
niajaca réwnania Przykladu 4.7. Funkcje g i h dla tego przykladu wygladaja nastepujaco:
g=1In, h(z,y,2z) =2 dlaz,y,z € N. Wartos¢ f(m,n) oczywiscie oznaczamy przez m + n.
Podamy jeszcze dwa przyklady definicji indukcyjnych.

Przyklad 4.9 Uzywajac operacji dodawania mozemy zdefiniowa¢ indukcyjnie mnozenie.
Jest to (jedyna) funkcja f: N x N — N spelniajaca réwnania

f(m,0) =0
f(m,n') =m+ f(m,n).



4 FUNKCJE 22

Funkcja g dla tego przykladu jest g(z) = 0 dla x € N. Natomiast funkcja h jest
h(z,y,z) =y +x dlaz,y,z € N.

Przyklad 4.10 Zbiér parametrow oczywiscie nie musi by¢ zbiorem liczb naturalnych. Poniz-
szy uklad réwnan definiuje operacje iteracji Iter : P(A x A) x N — P(A x A) dowolnej
relacji binarnej w A, gdzie A jest dowolnym zbiorem.

Dlar C A x A orazn € N definiujemy

Iter(r,0) = I4
Iter(r,n') = r Iter(r,n).

Oczywiscie Iter(r,n) jest n-krotnym ztozeniem relacji r ze soba. Funkcja g : P(A x A) —
P(AxA)jest g(r) = I4,dlar € P(AxA). Natomiast funkcja h : P(AxA)x P(AXA)xN —
P(Ax A) jest zdefiniowana nastepujaco: h(ry,re,n) = rory, dlar;,ry € P(Ax A)orazn € N.

Zdarzaja sie sytuacje, jak zobaczymy pdzniej, w ktorych bedziemy definiowali indukcyjnie
funkcje odwotujac sie nie tylko do jej wartosci dla liczby poprzedniej, ale uzalezniajac wynik
od wszystkich dotad obliczonych wartosci. W tym celu udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.11 Niech A i B bedq dowolnymi zbioramsi takimi, ze B # (0. Niech g : A —
B oraz h : B* x A X N — B beda dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje doktadnie jedna
funkcja f : A X N — B spetniajaca nastepujgce warunki dla dowolnego a € A orazn € N,

f(a,0) = g(a)
f( ) h((f(a,O)---f(a,n)),a,n).

W powyzszym réwnaniu (f(a,0)--- f(a,n)) jest stowem w B* o literach f(a,0),..., f(a,n).

Dowdéd: Oczywiscie istnieje co najwyzej jedna funkcja f spelniajaca warunki powyzszego
twierdzenia. Jesli f; i fo sa dwiema takimi funkcjami, to bez trudu pokazujemy przez
indukcje, ze dla dowolnych n € N oraz a € A,

fila,n) = fo(a,n).

Latwy dowdd powyzszej réwnosci pozostawimy czytelnikowi.

Dla dowodu istnienia f zastosujemy Twierdzenie 4.8. Niech B = B* i niech §j: A — B
bedzie zdefiniowana tak, ze §(a) jest stowem jednoliterowym g(a). Dalej, niech h: B x A x
N — B bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco

iz(w, a,n) =wh(w,a,n),

tzn. do stowa w jest dopisywana litera h(w, a,n).
Niech f: A x N — B bedzie jedyna funkecja zdefiniowana indukeyjnie przez warunki
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f(a,0) = g(a)

fla,n') = h(f(a,n),a,n).

Niech ¢ : B* — B bedzie funkcja przyporzadkowujaca dowolnemu niepustemu stowu
w ostatnia, tj. najbardziej prawa litere w tym slowie. Ponadto przyjmijmy ¢(¢) = by,
gdzie by € B jest dowolnym, ustalonym elementem. Niech f : A x N — B bedzie funkcja
zdefiniowana nastepujaco

f(a,n) = £(f(a,n)).
Najpierw pokazemy, ze .
fla,n) = (f(a,0)--- f(a,n)). (10)
Dowdd (10) jest przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0 mamy

f(a,0) = g(a) = (9(a)) = (U(3(a))) = (£(f(a,0))) = (f(a,0)).

Ponadto

fla,n') = h(f(a,n),a,n) = f(a,n)h(f(a,n), a,n)) =
(f(a,0) -+~ f(a,n)(f(a,n')) = (f(a,0) - f(a, )( ,n'))-

Tak wiec pokazaliSmy (10). Pozostaje pokazaé, ze f spelnia zadane warunki. Oczywiscie

mamy .
f(a,0) = £(f(a,0)) = £(g(a)) = g(a).
Ponadto
fa,n') = £(f(a,n") =¢ ~(fga,n),a, n)) =
f(a,n),a,n)) = h(f(a,n),a,n) =
h((f(aa 0) T f(a'a n))a a, n)

Ostatnia réwno$¢ w powyzszym ciagu réwnosci wynika z (10). Tak wiec f jest zadana
funkcja. W
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Z.adania

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

Niech I # (. Udowodnié, ze dla kazdej rodziny indeksowanej {A; ;}ier jes zachodzi

NU4=U NA4ise

iel jeJ feJl iel

Niech f: A4 — P(A) bedzie taka, ze f(p) = F(A). Czy f jest réznowartosciowa i czy
jest na P(A)? Przedyskutowaé odpowiedz w zaleznosci od zbioru A.

Niech A # @ i niech f : A — A. Udowodnié, ze dla dowolnego a € A istnieje
najmniejszy zbiér X C A taki, ze a € X oraz f~1(X) C X.

Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze f(A,B) = AN B, dla dowolnych
A,B C N. Czy f jest réznowartosciowa i czy jest na P(N)? Wyznaczy¢ f1({N}).

—

Niech C C N bedzie dowolnym zbiorem. Wyznaczyé f(P(C) x P(C)).

Niech f: NY — P(N) bedzie taka, ze f(¢) = g 1({1}). Czy f jest réznowartosciowa
i czy jest na P(N)? Znalezé obraz zbioru wszystkich funkeji stalych i przeciwobrazy

zbioréw {{5}} i {5}.
Niech f: A — Biniech X C A oraz Y C B. Dowie$¢, ze
XCfHY) wtw, gdy f(X)CV.

- -

Poda¢ przyktad takiej funkeji f oraz zbioréw A, B, ze f~'(f(A)) # A oraz f(f~(B)) #
B.

Niech f : A — B. Udowodni¢, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego zbioru C i dowolnych g, h: C' — A, jesli fg = fh, to g = h.

Niech f : A — B. Udowodni¢, ze f jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
zbioru C i dowolnych g,h: B — C, jesli gf = hf, to g = h.

Niech f : P(R) — P(P(R)) bedzie taka, ze f(A) = P(A), dla A C R. Czy f jest
réznowartosciowa i czy jest na P(P(R))? Znalezé f~'(P(P(Q))), gdzie R oznacza
zbior liczb rzeczywistych a () zbiér liczb wymiernych.

Dowie$¢, ze funkcja f: P(A)® — P(A x B) taka, ze dla ¢ € P(A)%,

flo) ={(a,b) € Ax B |ae€pb)}

jest bijekcja.
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4.12. Dowiesé, ze funkcja g : P(A x B) — P(A)P taka, 7e dla R C A x B oraz b € B,
g(R)(b) = {a € A (a,b) € R}

jest bijekcja. Czy g jest funkcja odwrotna do funkcji f z poprzedniego zadania?

25



5 RELACJE ROWNOWAZNOSCI 26

5 Relacje r6wnowaznosci

Relacje R C A x A nazwiemy relacja rownowaznosci w A gdy spelnia ona nastepujace trzy
warunki.

o (Zwrotno$é) Dla kazdego a € A, (a,a) € R,
e (Symetria) Dla dowolnych a,b € A, jesli (a,b) € R, to (b,a) € R,
e (Przechodniosé) Dla dowolnych a, b, c € A, jedli (a,b) € R, oraz (b,c) € R, to {(a,c) € R.

Niech R C A x A bedzie relacja réwnowaznosci w A i niech a € A. Klasq abstrakciji
elementu a nazwiemy zbidr

[alg ={z € A | (a,z) € R}.

Rodzine P podzbioréw zbioru A nazwiemy podziatem zbioru A, gdy spelnia ona nastepujace
trzy warunki.

e Kazdy zbidr z P jest niepusty,
o Jedli Xl,XQ € P oraz Xl N X2 7é m, to Xl = XQ,
o P =A.

Nastepujace twierdzenie ustala wzajemna odpowiednios¢ pomiedzy podzialami danego
zbioru a relacjami rownowazno$ci w tym zbiorze.

Twierdzenie 5.1 (Zasada abstrakcji)
(i) Klasy abstrakcji dowolnej relacji réwnowaznosci w A tworza podziat zbioru A.

(i1) Dla kazdego podziatu zbioru A istnieje doktadnie jedna relacja réwnowaznosci, ktérej
klasy abstrakcji wyznaczaja ten podzial.

Dowdéd: Udowodnimy najpierw pierwsza czesé twierdzenia. Niech R C A x A bedzie relacja
réwnowaznosci i niech P = {[a]gr | @ € A} bedzie zbiorem wszystkich klas abstrakcji relacji
R. Poniewaz, a € [a]g, jak wynika to ze zwrotnosci R, to [a]g # 0.

Przypusémy, ze ¢ € [a]gr N [b]g. Zatem

(a,c) € R oraz (b,c) € R.
Korzystajac z symetrii i przechodniosci R otrzymujemy

(a,b) € R. (11)
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Niech z € [a]g bedzie dowolnym elementem. Zatem (a,z) € R. Korzystajac z (11),
symetrii i przechodniosci dostajemy (b, z) € R, czyli € [b]g. Tak wiec, [a]lg C [b]g. Ze
wzgledu na symetrie zalozeri otrzymujemy réwniez [b]r C [a|g, co tacznie daje [a]r = [b]r-

Oczywiscie | JP C A. Poniewaz a € [a]g, to réwniez A C |JP. Zatem [JP = A1 P jest
podzialem.

Dla dowodu drugiej czeséci twierdzenia wezmy dowolny podzial P zbioru A. Niech ~pC
A X A bedzie relacja zdefiniowana nastepujaco

(a,b) € ~p wtw, gdy istnieje X € P taki, ze a,b € X.

Pokazemy najpierw, ze ~p jest relacja réwnowaznosci. Niech a € A. Poniewaz A = |J P,
to istnieje X € P taki, ze a € X. Zatem (a,a) €~p, co dowodzi zwrotnosci. Relacja ~p
jest oczywiscie symetryczna. Niech (a,b) €~p oraz (b,c) €E~p. Zatem istnieja X,Y € P
takie, ze a,b € X oraz b,c € Y. Poniewaz X i Y maja element wspdlny, to X =Y. Zatem
(a,c) €~p, co dowodzi przechodniosci. Stad ~p jest relacja réwnowaznosci.

Niech P’ = {[a] | a € A} bedzie podzialem wyznaczonym przez ~p. Dla uproszczenia
notacji, w tej czesci dowodu [a] bedzie oznaczalo [a].,. Pokazemy, ze P = P'. Niech X € P.
Poniewaz X # (), to niech a € X bedzie dowolnym elementem. Pokazemy, ze

X = [d. (12)

Jesli z € X, to (a,x) €~p, a zatem = € [a]. Na odwrét, jesli z € [a], to (a,z) €~p, a
zatem istnieje Y € P taki, ze a,z € Y. Poniewaz X i Y maja wspdlny element (mianowicie
a),to X =Y. Czyli z € X, co dowodzi (12). W ten sposéb pokazalismy, ze P C P'.

Dla dowodu zawierania P’ C P wezmy dowolny [a] € P’. Niech X € P bedzie zbiorem
zawierajacym a. Pokazemy, ze

X = [a]. (13)

Jesli x € X, to mamy a,z € X, a zatem (a,z) €~p, czyli z € [a]. Dowéd odwrotnego
zawierania jest analogiczny do dowodu zawierania [a] C X w (12). To koriczy dowdd (13), a
co za tym idzie dowdd istnienia relacji rownowaznosci wyznaczajacej zadany podziat P.

Pozostaje do wykazania jednoznacznos¢. Przypusémy, ze R; i Ry sa dwiema relacjami
rownowaznosci oraz, ze
{lalr, | @€ A} ={la]r, | a € A}. (14)

Udowodnimy, ze
R1 == RQ.
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Niech (a,b) € R,. Wynika z (14), ze istnieje ¢ € A takie, ze [a|g, = [c]r,. Zatem a,b € [c]g,,
co na mocy symetrii i przechodnioéci Ry daje (a,b) € Re. W ten sposéb pokazaliSmy zawie-
ranie Ry C Ry. Poniewaz role R; i Ry sa calkowicie symetryczne, to powyzsze rozumowanie
moze by¢ uzyte do udowodnienia zawierania w strone przeciwna. To konczy dowdd jedno-
znacznosci, a tym samym calego twierdzenia. W

Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze A. Zbiorem ilorazowym A/R nazywamy
zbior wszystkich klas abstrakeji relacji R, tzn.

A/R ={[a]r | a € A}.

Ze zbiorem ilorazowym A/R jest naturalnie zwiazane przeksztalcenie kanoniczne [—|g :
A — A/R, ktére kazdemu elementowi a € A przyporzadkowuje klase abstrakcji [a]g.

Przyklad 5.2 Podamy kilka przykladéw relacji réwnowaznoéci. Latwe dowody, ze relacje
te sa istotnie relacjami réwnowaznosci pozostawiamy czytelnikowi.

(i) Niech L C A*. Na zbiorze stéw A* zdefiniujemy relacje ~ jak nastepuje. Dla
u,w € A*, u ~p, w zachodzi wtw, gdy dla dowolnych stéw z,y € A* mamy nastepujaca
rownowaznosé,

zuy € L wtw, gdy zwy € L.

Tak wiec dwa stowa sa w relacji ~, gdy ich zachowanie w kazdym kontekscie jest takie
samo ze wzgledu na nalezenie do L. Relacja ta jest relacja rownowaznosci. Jest to
wazna relacja spotykana w teorii jezykéw formalnych. Jezyk L nazywa sie jezykiem
reqularnym gdy zbiér ilorazowy A*/ ~p, jest skoniczony.

(ii) Niech n bedzie liczba naturalna. W zbiorze Z liczb catkowitych definiujemy relacje
=,, jak nastepuje,
k=,1 wtw, gdy n|(k—1),

tzn., gdy k oraz [ maja te sama reszte z dzielenia przez n. Relacja =, jest relacja
réwnowaznosci. Zbiér ilorazowy Z/ =, nazywa sie zbiorem liczb catkowitych modulo
n. Elementy tego zbioru moga by¢ reprezentowane przez n réznych reszt: 0,1,...,n—1.

(iii) Niech zbiér W bedzie najmniejszym zbiorem stéw nad alfabetem N U {+, %, (,)}
(nawiasy “(,)” sa tutaj elementami alfabetu) spelniajacym nastepujace warunki

e Dlane N,ne W,
o Jesli u,w e W, to (u+w) € Woraz (u x w) € W.
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Elementy zbioru W nazywamy wyrazeniami. W zbiorze wyrazen zdefiniujemy relacje
~ przyjmujac, ze u ~ w wtw, gdy wyrazenia u oraz w wyznaczaja te sama liczbe
naturalna (przyjmujac, ze + oznacza dodawanie, a X oznacza mnozenie). Relacja ~
jest relacja rownowaznosci.

(iv) Powyzsze przyklady relacji réwnowaznosci sa szczeg6lnym przypadkiem nastepuja-
cego ogolnego schematu. Niech f: A — B bedzie funkcja. Jadrem funcji f nazywamy
relacje ker(f) zdefiniowana nastepujaco

(a1, a2) € ker(f) wtw, gdy f(a1) = f(az).

Relacja ker(f) jest relacja réwnowaznosci.

Relacja z (i) jest jadrem funkcji, ktéra kazdemu stowu w przyporzadkowuje zbiér
wszystkich kontekstéw, w ktérych to stowo moze sie pojawi¢ w L, tzn f(w) = {(z,y) €
A* | zwy € L}. Relacja z (ii) jest jadrem funkcji przyporzadkowujacej kazdej liczbie
calkowitej jej reszte z dzielenia przez n. Wreszcie relacja z przykladu (iii) jest jadrem
funkcji przyporzadkowujacej kazdemu wyrazeniu jego wartosc.

Na zakonczenie tej czesci podamy przykiad konstrukcji uzywajacej zbioréw ilorazowych.

Przyktad 5.3 (Konstrukcja pierscienia liczb catkowitych)

Pokazemy jak mozna skonstruowac zbior liczb catkowitych z operacjami dodawania, odej-
mowania 1 mnozenia, opierajac sie na zbiorze liczb naturalnych z operacjami dodawania +
i mnozenia x. Liczbe calkowita k& chcemy przedstawi¢ jako pare liczb naturalnych (n,m)
takich, ze ich réznica daje k. Oczywiscie to prowadzi do konieczno$ci utozsamienia pewnych
par. W zbiorze N x N zdefiniujemy binarna relacje ~,

(m,n)y ~(m' n')y wtw,gdy m+n =n+m

Latwo jest sprawdzié¢, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w N X N. Niech Z = (N x N)/ ~.
Zauwazmy, ze liczba catkowita 0 jest reprezentowna przez klase abstrakcji [(0, 0)]., liczba 1
jest reprezentowna przez [(1,0)]., natomiast liczba -1 jest reprezentowna przez [(0,1)]..

W zbiorze Z wprowadzimy trzy operacje.

[(m,m)]~ & [(m,n)] = [(m +m, n+n)]. (15)

[(m,m)]~ © [(m,n)] = [(m +n,n +m')].. (16)

[(m,n)]. @ [(m',n)]. = [{(m xm') + (n xn'),(m xn')+ (nxm))].. (17)
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Przy definiowaniu operacji na klasach abstrakcji, tak jak to mialo miejsce w (15), (16)
i (17), bardzo wazna rzecza jest pokazanie poprawnosci tych definicji, tzn. pokazanie, ze
wynik operacji wykonanej na dwdéch klasach abstrakcji nie zalezy od wyboru reprezentantéw
tych klas. Poprawnos$¢ operacji zdefiniowanych w (15),(16) i (17) wynika bezposrednio z
nastepujacego lematu.

Lemat 5.4
(i) Jesli (my,n1) ~ (mg,ny) oraz (m},n}) ~ (mh,nl), to

(my +ml,ny +nl) ~ (mg + mb, ny + nb).

(i1) Jesli (my,n1) ~ (mg,ny) oraz (my,n}) ~ (mh,nl), to

(m1 -+ nll,TL1 + m'1> ~ <m2 + ’17/,2,’/12 + m’2>

(111) Jesli (mq,n1) ~ (ma,ng) oraz (m},n}) ~ (mh, nb), to

((maxmi)+(ngxny), (maxny)+(nxmy)) ~ ((mexmg)+(nexng), (mexng)+(nexmy)).

Dowdd: Latwy dowdd lematu pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie. W

Zadania

5.1. Niech R bedzie relacja dwuargumentowa w NV taka, ze (f,g9) € R wtw, gdy dla
kazdego n € N, réznica f(n) — g(n) jest liczba parzysta. Pokazaé, ze R jest relacja
rownowaznosci. Opisaé klase abstrakcji identycznosci Iy. Czy zbiér klas abstrakeji R
jest nieskonczony?

5.2. Niech Ry, Ry beda relacjami réwnowaznosci w A. Czy z tego, ze A/R; = A/R, wynika,
7ze Ry = Ry? Pokazaé, ze zbiér {X C A | istnieje a € A takie, ze X = [a]g, N [a]r,}
jest zbiorem klas abstrakcji pewnej relacji réwnowaznos$ci. Jaka to relacja?

5.3. Czy rodzina wszystkich relacji réwnowaznosci nad danym zbiorem jest zamknieta na
nastepujace operacje?

a.) suma;

b.) przeciecie;
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

c.) skladanie.

Niech R;, Ry beda relacjami réwnowaznosci w A.

a.) Dowie$é, ze Ri Ry = A% wtw, gdy RoR; = A

b.) Dowiesé, ze Ry U Ry jest relacja réwnowaznosci wtw, gdy R; U Ry = R Rs.
c.) Dowiesé, ze Ry Ry jest relacja réwnowaznosci wtw, gdy RiRy = RoR;.

Dowie$é, ze dla dowolnej relacji R C A? istnieje najmniejsza relacja réwnowazno$ci w
A zawierajaca R.

Niech R bedzie niepusta rodzina relacji rOwnowaznosci w zbiorze A spelniajaca nastepujacy
warunek. Dla dowolnych R;, Ry € R, zachodzi Ry C Ry lub Ry C R;. Dowiesc¢, ze
UR jest relacja réwnowaznosci w A.

Niech R;, Ry beda relacjami rownowaznosci w A takimi, ze RN Ry = 14 oraz R1 Ry =
A%, Wskaza¢ bijekcje pomiedzy zbiorami A/R; x A/R, oraz A.
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6 Teoria mocy
Powiemy, ze zbiory A, B sa réwnoliczne (oznaczamy A ~ B), gdy istnieje bijekcja f : A — B.
Przyklad 6.1

(i) N x N ~ N, gdzie bijekcja f : N x N — N jest funkcja okreslona w przykltadzie 4.2

(5).

(ii) N jest réwnoliczny ze zbiorem liczb parzystych Par, funkcja ustalajaca réwnolicznosé
jest f(n) = 2n.

(iii) Niech a < b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, wtedy odcinek otwarty (a, b)
jest réwnoliczny z odcinkiem otwartym (0, 1), gdzie bijekcja f : (a,b) — (0,1) jest

funkcja f(z) = ((‘Z:Z))

(iv) Funkcja tangens ustala réwnoliczno$é odcinka otwartego (—m/2,7/2) ze zbiorem
wszystkich liczb rzeczywistych.

(v) Dla kazdego zbioru A, zbiér potegowy P(A) jest réwnoliczny z {0,1}4. Funkcja
ustalajaca réwnolicznosé jest ¢ : P(A) — {0, 1} zdefiniowana nastepujaco. Dla X €
P(A), niech ¢(X) : A — {0,1} bedzie funkcja charakterystyczna zbioru X zdefiniowana
nastepujaco

1, jeSiae X
p(X)(a) = { 0, jesliag X.

Pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie sprawdzenie, ze ¢ jest istotnie bijekcja.

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze ~ zachowuje sie jak relacja réwnowaznosci.’

Fakt 6.2 Dla dowolnych zbiorow A, B, C,
(i) A~ A.
(11) Jesli A~ B, to B ~ A.
(iii) Jesli A~ B oraz B~ C, to A~ C.

5Poniewaz, jak sie okaze w tym rozdziale, klasa wszystkich zbioréw nie jest zbiorem to ~, z formalnego
punktu widzenia, nie jest relacja.
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Dowdéd: Pierwszy punkt wynika z tego, ze 4 : A — A jest bijekcja. Drugi wynika z tego,
ze jesli f : A — B jest bijekcja to f~! : B — A jest tez bijekcja (zob. Twierdzenie 4.4).
Wreszcie trzeci punkt wynika z tego, ze zlozenie bijekcji jest bijekcja. W

Zaktadamy, ze kazdemu zbiorowi A mozemy przyporzadkowaé¢ taki obiekt |A|, ze dla
dowolnych zbioréw A, B obiekty im przyporzadkowane sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
te zbiory sa réwnoliczne, tzn.

A~B wtw,gdy |A|=|B|. (18)

Obiekt |A| nazywamy mocq zbioru A. Zatem o mocy danego zbioru mozna mysleé jak
o klasie wszystkich zbioréw réwnolicznych z tym zbiorem. W teorii mnogosci tak mozna
zdefiniowaé przyporzadkowanie kazdemu zbiorowi jego mocy, ze moce sa tez zbiorami. Moce
zbioréw sa tez nazywane liczbami kardynalnymia.

Powiemy, ze zbior A jest skoriczony, gdy istnieje n € N takie, ze A ~ n. W tym
przypadku mowimy, ze A ma n elementow. Przyjmujemy, ze moc zbioru n elementowego
jest m. Zbior, ktéry nie jest skonczony nazwiemy zbiorem nieskoriczonym.

Ponizsze twierdzenie méwi, ze przyporzadkowanie zbiorom skonczonym jako mocy liczby
elementéw tych zbioréw jest poprawne, tzn. (18) jest spelmione. Moc zbioru liczb natural-
nych oznaczamy symbolem R, (alef zero).

Twierdzenie 6.3
(i) Dla kazdego n € N, nie istnieje funkcja réznowartosciowa z nU{n} w n.
(i) Dla m,n € N, jeslim ~ n, to m = n.
(11i) Zadna liczba naturalna nie jest réwnoliczna z N, a zatem N jest nieskoriczony.

Dowéd: Zaczniemy od dowodu (i). Dowdd jest przez indukcje. Dla n = 0 teza oczywiscie
zachodzi, bo nie istnieje funkcja ze zbioru niepustego w (). Zatézmy, ze teza zachodzi dla n i
niech

finU{n}u{n'} > nu{n}

bedzie funkcja réznowartosciowa. Jesli f nie przyjmuje wartosci n, lub jesli f(n') = n,
to obcinajac f do zbioru n U {n} (czyli biorac funkcje f N (n’ x n')) dostaniemy funkcje
réznowartosciowa z n U {n} w n, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem indukcyjnym. Jesli
natomiast f(i) = n, dla pewnego ¢ < n, to niech j bedzie wartoscia f na elemencie n'.

6Klasa wszystkich zbioréw réwnolicznych danemu zbiorowi A nie jest zbiorem, o ile A # (0.
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Poniewaz f jest réznowartosciowa, to j < n. Wéwczas funkcja g : nU{n} — n zdefiniowana

wzorem
x), jesliz #1
7, jesli x =1
jest funkcja réznowartosciowa (fatwy dowéd pozostawiamy czytelnikowi). Otrzymana sprzecz-
no$¢ dowodzi, ze f nie moze by¢ réznowartosciowa. To koriczy dowdd (i).
Dla dowodu (ii) pokazemy indukcyjnie dla m,n € N, ze

jesli istnieje réznowartosciowa funkcja z m w n, to m C n. (19)

Indukcje prowadzimy ze wzgledu na m. Dla m = 0 teza jest oczywista. Zalézmy wiec,
ze (19) zachodzi i niech f : m' — n bedzie funkcja réznowartosciowa. Poniewaz m C m/,
to istnieje funkcja réznowartosciowa z m w n, a zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego,
m C n. Przypadek m = n na mocy poprzedniego punktu jest niemozliwy. Zatem m # n i
korzystajac z Twierdzenia 3.3 (iv) dostajemy m € n. Zatem m' = m U {m} C n, co konczy
dowdd (19). Zauwazmy, ze (ii) wynika natychmiast z (19).

Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika bezposrednio z pierwszej, bowiem jesli f : N — n jest
funkcja réznowartosciowa, to jej obciecie do n U {n} dawatoby funkcje réznowartosciowa z
nU{n} w n, co przeczy (i).

6.1 Zbiory przeliczalne

Zbiér A nazwiemy przeliczalnym gdy A jest skonczony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych. Ponizsze twierdzenie charakteryzuje zbiory przeliczalne jako te, ktore mozna
ustawic¢ w ciag.

Twierdzenie 6.4 Zbidr A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy A = (@ lub istnieje
funkcja z N na A.

Dowdd: Implikacja z lewej w prawo jest oczywista. Udowodnimy implikacje odwrotna.
Poniewaz kazdy skoniczony zbiér jest przeliczalny, to przyjmijmy, ze istnieje funkcja f z NV
na A oraz, ze A jest nieskonczony. Zdefiniujemy nowa funkcje g : N — A, ktéra bedzie
poprawiona wersja funkcji f. Funkcje g definiujemy przez indukcje (zob. Twierdzenie 4.11).
Niech g(0) = f(0). Dalej, niech g(n') = f(k), gdzie k jest najmniejsza liczba o tej wlasnosci,
ze

f(k) ¢49(0),...,9(n)}

Liczba k£ o powyzszych wlasnosciach istnieje bo A jest nieskonczony. Natomiast istnienie
najmniejszej liczby o powyzszej wlasnosci wynika z Zasady Minimum (zob. Twierdzenie 3.2).
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Polecamy czytelnikowi jako ¢wiczenie okreslenie funkcji h z Twierdzenia 4.11 dla powyzszej
indukcyjnej definicji.
Pokazemy, ze g jest bijekcja. Najpierw pokazemy, ze

dla kazdego k istnieje n takie, ze f(k) = g(n). (20)

Udowodnimy to przez indukcje wzgledem k. Dla k = 0 wynika to z definicji ¢ w 0. Wezmy
k > 0. Jesli dla pewnego m < k mamy f(m) = f(k), to stosujac zalozenie indukcyjne do m
otrzymujemy n takie, ze f(m) = g(n). Oczywiscie jest to szukane n dla k. W przeciwnym
przypadku wiemy, ze dla wszystkich m < k zachodzi f(k) # f(m). Z zalozenia indukcyjnego
wynika, ze dla kazdego m < k istnieje n,, takie, ze f(m) = g(n,,). Niech n bedzie najwieksza
liczba w zbiorze {n,, | m < k}. Istnienie takiej liczby wynika z Twierdzenia 3.4. Z konstrukcji
funkcji g wynika, ze {f(m) | m < k} = {g(0),9(1),...,g9(n)} oraz ze g(n') = f(k). Zatem
n' jest liczba odpowiadajaca k. To konczy dowdd (20). Niech a € A bedzie dowolnym
elementem. Poniewaz f jest na A to istnieje k takie, ze f(k) = a. Zatem, na mocy (20),
istnieje n takie, ze g(n) = a. Oznacza to, ze g jest na A.

Dla dowodu réznowartosciowosci g zauwazmy, ze

dla kazdego n, g(n) & {g(i) | i < n}. (21)

Dla n = 0 (21) oczywiscie zachodzi. Natomiast dla n > 0 wynika on natychmiast z
definicji g.

Zatem ¢ jest réznowartosciowa i na A, co oznacza, ze N ~ A, czyli A jest zbiorem
przeliczalnym. To konczy dowdd twierdzenia. N

Nastepujace twierdzenie wymienia operacje na zbiorach, ktére zachowuja klase zbioréw
przeliczalnych.

Twierdzenie 6.5
(i) Podzbidr zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

(i1) Jesli f : A — B jest dowolng funkcja oraz X C A jest zbiorem przeliczalnym, to

—

obraz f(X) jest tez zbiorem przeliczalnym.
(iii) Jesli A, B sq przeliczalne, to A x B jest tez przeliczalny.

(iv) Jesli {A; | i € I} jest przeliczalng rodzing zbioréw przeliczalnych (tzn. I jest prze-
liczalny oraz kazde A; jest zbiorem przeliczalnym), to | J,.; A; jest tez zbiorem przeli-
czalnym.

el



6 TEORIA MOCY 36

Dowdéd: Niech A bedzie niepustym zbiorem przeliczalnym oraz niech B C A bedzie nie-
pustym podzbiorem. Na mocy Twierdzenia 6.4 istnieje funkcja f z N na A. Niech by € B.
Definiujemy funkcje g : A — B nastepujaco

(b jeslibe B,
9(b) = { by jedli b ¢ B.

Oczywiscie g jest na B a zatem ¢f jest funkcja z N na B wiec na mocy Twierdzenia 6.4, B
jest zbiorem przeliczalnym. To dowodzi (i).

Dla dowodu drugiego punktu niech f : A — B bedzie dowolna funkcja i niech X C A
bedzie zbiorem przeliczalnym. Jesli X = 0, to f(X) = 0 jest zbiorem przeliczalnym. Jesli
X # 0, to z Twierdzenia 6.4 wynika, ze istnieje funkcja ¢ : N — X na X. Niech f': X —
f(X) bedzie ograniczeniem f do X, tzn. niech f' = f N (X X f( )). Oczywiscie f’ jest
na f(X) i zlozenie (f'g) : N — f(X) jest tez funkcja na f(X). Korzystajac ponownie z
Twierdzenia 6.4 wnioskujemy, ze f (X) jest zbiorem przeliczalnym.

Udowodnimy teraz (iii). Jesli A lub B jest zbiorem pustym, to A x B jest tez zbiorem
pustym, a wiec przeliczalnym. Zalézmy wiec, ze A # () # Biniech f: N — Aorazg: N —
B beda funkcjami, odpowiednio na A oraz na B . Definiujemy funkcje h: N x N - Ax B
wzorem h(m,n) = (f(m),g(n)). Oczywiscie h jest funkcja na A x B. Zatem A X B jest
zbiorem przeliczalnym jako obraz zbioru przeliczalnego (zob. (ii) oraz Przyklad 6.1 (i)).

Dla dowodu (iv) wezmy przeliczalna rodzine {A; | i € I} zbioréw przeliczalnych. Bez
zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé, ze zbiér indeksow [ oraz wszystkie zbiory A; sa
niepuste. Niech f : N — I bedzie na [ oraz dla kazdego ¢ € I niech g; : N — A; bedzie
na A;. Definiujemy funkcje h : N x N — J,.; Ai wzorem h(m,n) = gfum)(n). Funkcja h
jest na (J;.; A; bowiem jesli a € |J,.; A; to istnieje 7 € I takie,ze a € A;. Istnieja wowczas
m,n € N takie, ze f(m) =1 (bo f jest na I) oraz g;(n) = a (bo g; jest na A;). Zatem

h(m,n) = gsm)(n) = gi(n) = a,

co pokazuje, ze h jest na J;.; A;. Zatem [J,.; A; jest zbiorem przeliczalnym, jako obraz
zbioru przeliczalnego (zob. (ii)). To koniczy dowdd twierdzenia. W

Przyklad 6.6

(i) Zbiér Z liczb catkowitych mozna przedstawi¢ jako sume zbioru liczb naturalnych
oraz zbioru liczb catkowitych ujemnych. Poniewaz ten drugi zbidr jest przeliczalny, to
calos¢ tez.

(ii) Zbiér @ liczb wymiernych mozna przedstawié¢ jako podzbiér produktu Z x N, a
zatem jest przeliczalny.
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(iii) Jesli A jest zbiorem przeliczalnym, to dla kazdego n € N, zbiér A™ wszystkich
funkcji z n w A jest zbiorem przeliczalnym. Zatem zbiér A* = |J{A™ | n € N}
wszystkich stow skoniczonych nad A jest zbiorem przeliczalnym.

6.2 Zbiory nieprzeliczalne

Twierdzenie 6.7 (Cantor)
Dla Zadnego zbioru A nie istnieje funkcja z A na zbidr potegowy P(A).

Dowdéd: Zatézmy, ze f: A — P(A) jest funkcja na P(A). Niech
Ag={acAlagf(a)}.
Poniewaz f jest na P(A), to istnieje aq € A taki, ze f(ag) = Ag. Tak wiec
ag € Ag wtw, gdy ag € f(ap)-

Innymi stowy,
ag € Ay wtw, gdy ag € Ap.

Otrzymana w ten sposéb sprzeczno$é dowodzi, ze f nie moze byé na P(A). To koniczy dowéd
twierdzenia. W

Whniosek 6.8
(i) Zbior potegowy P(A) nie jest réwnoliczny z Zadnym podzbiorem zbioru A.

(i1) Zbior wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych oraz zbidr wszystkich nie-
skoriczonych ciagéw o wyrazach 0,1 sq zbiorami nieprzeliczalnymi (zob. Przyktad 6.1

(v)).

(11i) Nie istnieje zbior wszystkich zbiordw.

Dowdd: Udowodnimy tylko ostatnia czesé¢ wniosku. Pozostale cze$ci wynikaja natychmist
z Twierdzenia 6.7. Gdyby A byt zbiorem wszystkich zbioréow, to kazdy podzbior A, bedac
zbiorem, nalezalby do A. Zatem P(A) C A. Wéwczas P(A) bylby réwnoliczny z pewnym
podzbiorem A, co daje sprzeczno$¢ z pierwsza czescia tego wniosku. H

Moc zbioru P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych nazywamy continuum
1 oznaczamy przez c.
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6.3 Poréownywanie liczb kardynalnych

Powiemy, ze moc zbioru A jest mniejsza lub réwna mocy zbioru B, oznaczamy to przez
|A| < |B|, gdy istnieje funkcja réznowartosciowa z A w B. Zauwazmy, ze powyzsza definicja
jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentantéw A i B.

Lemat 6.9 Jesli A ~ A’ oraz B ~ B, to istnieje funkcja réznowartosciowa z A w B wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja réznowartosciowa z A" w B'.

Dowdd: Niech ¢ : A — A’ oraz ¥ : B — B’ beda bijekcjami. Wéwczas, jesli f : A —
B jest funkcja réznowartoéciowa, to ¢ fo~!t : A" — B’ jest tez funkcja réznowartoéciowa.
Podobnie, jesli g : A" — B’ jest funkcja réznowartoéciowa, to ¥ ~tgp : A — B jest tez
funkcja réznowartoéciowa. M

Powiemy, ze moc zbioru A jest mniejsza od mocy B (oznaczamy to przez |A| < |B|), gdy
|A] < |B| oraz |B| £ |Al.

Twierdzenie 6.10 (Lemat Banacha)
Dla dowolnych funkcji f : A — B oraz g : B — A, istniejg zbiory Ay, Ay C A oraz
By, By, C B, takie, Ze

(Z) A1UA2:A, AlﬂAQIQ;
(ii)) BBUBy =B, BiN By =1,

(iii) f(A1) = B,
(iv) g(Bz) = As.

Lemat Banacha bedzie udowodniony w dalszej czesci notatek (zob. Przyklad 7.25) —
jego dowdd bedzie wykorzystywal metode punktu stalego. Lemat Banacha bedzie uzyty
w dowodzie nastepnego twierdzenia zwanego twierdzeniem Cantora-Bernsteina. Najpierw
udowodnimy jeszcze pewien lemat.

Lemat 6.11 Jesli A~ A, B~ B orazANB=0iANB =0,to AUB~ A'UB'.

Dowéd: Jedli f: A — A’ oraz g : B — B’ sa bijekcjami, to f U g jest bijekcja ustalajaca
réwnolicznosé AU B ~ A" U B'. Fakt, ze f U g jest funkcja wynika z tego, ze AN B = (.
Natomiast to, ze jest ona funkcja réznowartosciowa wynikaz A/’NB ' =0. W

Czytelnik z tatwoscia znajdzie przyklad swiadczacy o tym, ze zalozenia o pustosci przeciecia
A1 Boraz A'i B’ sy istotne dla Lematu 6.11.
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Twierdzenie 6.12 Dla dowolnych zbiorow A, B, C,
(1) |A] < |A],
(i6) Jedli |A| < |B| oraz | B| < |C], to |A] < [C],

(i) (Twierdzenie Cantora-Bernsteina) Jesli |A| < |B| oraz |B| < |A|, to |A| =
Bl

Dowdd: Pierwsze dwie czesci sa zupelnie oczywiste. Udowodnimy tylko trzecia czesc.
Niech f : A — B oraz g : B — A beda funkcjami réznowartosciowymi. Zastosujmy Lemat
Banacha otrzymujac rozbicia A;, Ay C A oraz By, By C B takie, ze

AjUAy=A AiNAy =10 (22)
BiUB, =B, BiNBy =0 (23)
fla) = B, (24)
§(B2) = Ay (25)

Z (24) wynika, ze A; ~ Bj, natomiast z (25) wynika Ay ~ B,. Zatem z (22), (23) oraz z
Lematu 6.11 wynika, ze A ~ B, co konczy dowéd twierdzenia. W

Twierdzenie Cantora-Bernsteina jest bardzo pozyteczne przy wyznaczaniu mocy zbioréw.
Zilustrujemy to na jednym przyktadzie.

Twierdzenie 6.13 Zbidr liczb rzeczywistych jest réwnoliczny ze zbiorem {0,1}Y, a zatem
jest zbiorem mocy continuum.

Dowdéd: Najpierw pokazemy, ze |{0,1}"| < |R|. Niech ¢ : {0,1}" — R bedzie funkcja
zdefiniowana nastepujaco dla f : N — {0,1},

(f) = PR fg(:) gdy f~'({0}) jest nieskoriczony,
7 3 L gdy 771({0}) jest skoriczony.

Pokazemy, ¢ jest réznowarto$ciowa. Po pierwsze zauwazmy, ze jesli f’l({(]}) jest nie-
skoriczony, to ¢(f) > 0, natomiast gdy jest skonczony, to ¢(f) < 0. Przypusémy, ze f
oraz ¢g sa dwoma roznymi nieskonczonymi ciagami zawierajacymi nieskonczenie wiele zer.
Niech k bedzie najmniejsza liczba taka, ze f(k) # g(k). Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy
przyjaé, ze f(k) = 0 oraz g(k) = 1. Jedli o(f) = ¢(g), to odejmujac pierwsze k — 1 wyrazéw
w odpowiadajacych szeregach dostajemy

ad n 1 > n
3y f(n)ZQ_k+ 3 gén).

n=k+1 n=k+1

(26)
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Zatem szereg po lewej stronie ma sume mniejsza (bo f zawiera nieskonczenie wiele zer)
od >, .1 5w = . Natomiast szereg po prawej stronie ma sume co najmniej 5. Zatem
réwnosé (26) jest niemozliwa, co dowodzi ¢(f) # ¢(g9). W przypadku, gdy f i g zawie-
raja tylko skonczenie wiele zer to postepujemy podobnie. Wéwczas szereg po lewej stronie
réwnosci (26) zbiega do sumy nie wiekszej niz 2%, natomiast szereg po prawej stronie zbiega
do sumy wiekszej (bo g zawiera tylko skorniczenie wiele zer) od 2% Zatem rénosé (26) jest
w tym przypadku tez niemozliwa. Tym samym udowodniliSmy réznowartosciowos¢ prze-
ksztalcenia ¢ oraz

{0, 13" < [R].

Dla dowodu nier6wnosci przeciwnej okreslamy przeksztalcenie ¢ : (0,1) — {0, 1}, ktére
przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywiste] 0 < r < 1 jej rozwiniecie binarne, tzn. ciag

f: N —{0,1} taki, ze
. f(n)
r:nz_:o T

Ponadto umawiamy sie, ze jesli dana liczba ma dwa rozwiniecia binarne: o skonczonej i o
nieskoniczonej liczbie zer, to wybieramy to ktére ma nieskorniczenie wiele zer. v jest oczywiscie
réoznowartosciowa, a zatem

(0, 1)] < {0, 1}"].

Poniewaz, z Przykladu 6.1 (iii) oraz (iv) wiemy, ze (0,1) ~ R, to korzystajac z twierdzenia
Cantora-Bernsteina dostajemy teze naszego twierdzenia. N

6.4 Operacje na liczbach kardynalnych

Niech ANB = 0. Sume mocy, |A|+|B|, okresla sie jako moc zbioru AUB. Nalezy stwierdzié
poprawnos¢ powyzszej operacji, tzn. pokazac, ze nie zalezy ona od wyboru reprezentantéw.
Wynika to natychmiast z Lematu 6.11.

Iloczyn mocy, |A||B|, definiuje sie jako moc produktu A x B. Nastepujacy lemat dowodzi
poprawnosci powyzszej operacji.

Lemat 6.14 Jesli A~ A’ oraz B~ B', to Ax B~ A" x B'.

Dowéd: Jedli f: A — A’ oraz g : B — B’ sa bijekcjami, to funkcja h: Ax B — A’ x B’
zdefiniowana wzorem

h(a,b) = (f(a), g(b))

jest bijekcja. Latwy dowdéd pozostawimy czytelnikowi. N
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Bl
bl

Potege mocy, |A| definiuje sie jako moc zbioru funkcji AZ. Poprawno$¢ wynika z

nastepujacego lematu.
Lemat 6.15 Jesli A~ A’ oraz B~ B', to AP ~ A'5'.

Dowdd: Jedli f: A — A’ oraz g : B — B’ sa bijekcjami, to niech ¢ : A% — AP pedzie
funkcja zdefiniowana nastepujaco: dla dowolnej funkcji h: B — A,

¢(h) = fhg™".
Poniewaz funkcja odwrotna do ¢ jest ¢ : AP ' — AP zdefiniowana dla b’ : B' — A’ ,
(i) = f'Wy,

to na mocy Twierdzenia 4.4, funkcja ¢ jest bijekcja. W

Przyklad 6.1 (i) pokazuje, ze XXy = Ry i ogdlnie, ze dla kazdego n > 0, zachodzi N} = ;.
Natomiast Przyktad 6.1 (v) pokazuje, ze 2% = ¢.

Powyzsze trzy operacje na liczbach kardynalnych, zastosowane do liczb naturalnych (jako
mocy zbioréw skoficzonych) pokrywaja sie ze zwyklymi operacjami arytmetycznymi doda-
wania, mnozenia i potegowania.

Przykladem prawa dla liczb naturalnych, ktére przenosi sie na dowolne liczby kardynalne
jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.16 Dla dowolnej liczby kardynalnej |A| zachodzi
|A| < 21,
Dowdéd: Oczywiscie funkcja ¢ : A — P(A) zdefiniowana dla a € A,

o(a) = {a}
jest réznowartosciowa. Zatem
|A] <24

Z twierdzenia Cantora (Twierdzenie 6.7)wynika natychmiast, ze |A| # |P(A)|. Zatem z
twierdzenia Cantora-Bernsteina (Twierdzenie 6.12 (iii)) oraz powyzszej nieréwnosci wynika,
ze |P(A)| £ |A|l. Dowodzi to tezy naszego twierdzenia. W

Innym przykladem prawa dla liczb kardynalnych, ktére jest uogélnieniem znanego prawa
dla arytmetyki liczb naturalnych jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 6.17 Dla dowolnych zbiorow A, B, C,
(|A|IB|)|C| — ‘A‘\BHCI_

Dowéd: Pokazemy, ze (AB)¢ ~ AB*C. Niech ¢ : (AP)¢ — AB*C bedzie funkcja zdefinio-
wana nastepujaco: dla f : C — AB orazbe Bice C,

@(£)(b, ¢) = (f(c)) (D).

Zauwazmy, ze w powyzszym wzorze o(f) jest funkcja z B x C''w A, natomiast f(c) jest
funkcja z B w A.

Nastepnie, niech ¢ : AB*C — (AP)C bedzie funkcja, ktéra kazdej funkcji g : B x C — A
przyporzadkowuje funkcje ¥(g) : C — AP okreslona nastepujaco. Dla ¢ € C, funkcja
(¥(9))(c) : B— A jest zdefiniowana réwnaniem

((¥(9)(e))(b) = g(b, ¢).

Pokazemy, ze 1) jest funkcja odwrotna do . Niech f: C — AP bedzie dowolna funkcja.
Woéwezas dla dowolnych b € B oraz ¢ € C' mamy

(W) () = (f)(b,¢) = (F(c))(b)-

Zatem, poniewaz powyzsze réwnosci zachodza dla dowolnego b € B, to

Na zakonczenie dowodu wezmy dowolna funkcje g : B x C — A oraz dowolne b € B i

c € C. Wbwczas
(p(1(9)) (b, ) = ((¥(9))(c))(b) = g(b; ¢),

co wobec dowolnosci b € B oraz ¢ € C daje

(p(¥(9)) = g

Zatem 1 jest funkcja odwrotna do ¢, co na mocy Twierdzenia 4.4, oznacza, ze ¢ jest
bijekcja ustalajaca zadana réwnolicznosé. N

Korzystajac z twierdzenia 6.17 mozemy pokazac, ze

No — (2N0)N0 = 9o _ 9Ro _ ¢
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Zadania

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji ciagtych z R w R?

Niech f : R — R bedzie dowolna funkcja monotoniczna, tzn. funkcja spelniajaca
warunek: 71 < ro implikuje f(r1) < f(r2). Czy zbiér wszystkich punktéw nieciagtosci
f moze by¢ nieprzeliczalny?

Jaka jest moc zbioru wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru N7
Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji z N w N7
Czy istnieje nieprzeliczalna rodzina parami rozlacznych podzbiorow N7

Niech r C N¥ x N¥ bedzie relacja zdefiniowana nastepujaco: (f,g) € r wtw, gdy
f(n) — g(n) jest liczba parzysta. Jaka jest moc klasy abstrakcji zawierajacej iden-
tyczno$¢ Iy? Jaka jest moc zbioru wszystkich klas abstrakcji r?

Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji monotonicznych f : N — N,(f jest monoto-
niczna, gdy dla dowolnych nq, ne, warunek n; < ny implikuje f(n;) < f(n9))?

Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji antymonotonicznych f : N — N (f jest
antymonotoniczna, gdy dla dowolnych ny,ny, warunek n; < ns implikuje f(ng) <

f(n))?
Jaka jest moc zbioru wszystkich ciagéw liczb wymiernych, ktére sa zbiezne do zera?

Jak duzej mocy moze by¢ zbidr liter T na plaszczyznie R? takich, ze zadne dwie litery
nie przecinaja sie?

Jakiej najwiekszej mocy moze by¢ rodzina zbioréw K C P(N) taka, ze dla dowolnych
A, B € K, zachodzi A C B lub B C A?

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich relacji réwnowaznosci w N7

Czy istnieje relacja rownowaznosci r C R X R, ktorej kazda klasa abstrakcji jest mocy
Ny oraz

a.) Zbiér R/r jest mocy Ry?
b.) Zbiér R/r jest mocy c¢?

Ktoére z ponizszych zdan jest prawdziwe a ktére falszywe?

a.) Jedli f: A — B jest réznowarto$ciowa oraz nie jest na B, to |A| < |B].
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b.) Jesli |[A| < |B|iC #0,to |[AxC| < |BxC|.
6.15. Ktore z nastepujacych zbioréw sa réwnoliczne?

Z, RN, QY, Rx R, {0,1}, {0,1}", P(Q), P(R).

6.16. Dowiesé, ze jesli X jest zbiorem nieprzeliczalnym oraz A jest zbiorem przeliczalnym,
to X UA ~ X. Wywnioskowaé stad, ze moc zbioru liczb niewymiernych jest c.
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7 CzesSciowe porzadki

Czesciowym porzadkiem w zbiorze A nazywamy pare (A, <), gdzie < C A X A jest relacja
dwuargumentowa spelniajaca nastepujace warunki.

e (Zwrotno$é) Dla kazdego a € A, zachodzi a < a.

o (Antysymetria) Dla dowolnych a,b € A, jesli a < b oraz b < a, to a = b.

e (Przechodniosé) Dla dowolnych a,b,c € A, jeslia < boraz b < ¢, toa < c.
Jesli ponadto porzadek < speilnia warunek spéjnosci:

e (Spdjnosé) Dla dowolnych a,b € A, zachodzi a < b lub b < a.

to nazywamy go porzadkiem liniowym lub taricuchem.
Jesli (A4, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym, to napis ¢ < b bedzie oznaczal
zdanie “a < b oraz a #b”.

Przyktad 7.1 Zbiér potegowy (P(A),C) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym relacja
inkluzji. Ten zbior jest tancuchem wtw, gdy A ma co najwyzej jeden element.

Przyklad 7.2 Zbiér liczb naturalnych N ze zwykla relacja porzadku jest liniowo uporzadko-
wany (zob. Twierdzenie 3.3 (v)) Przypomnijmy, ze N byt wprowadzony jako najmniejszy
zbiér induktywny, a wiec jest rodzina zbioréw uporzadkowana relacja zawierania.

Powyzsze dwa przyklady sa szczegélnym przypadkiem nastepujacej sytuacji.

Fakt 7.3 Kazda rodzina zbiorow z relacja zawierania jest czesciowym porzadkiem.

Dowdd: Wynika natychmiast z wlasnosci relacji zawierania. W

Przyklad 7.4 Zbiér liczb naturalnych dodatnich jest czesciowo uporzadkowany przez relacje
podzielnosci. Latwy dowdd pozostawiamy czytelnikowi.
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7.1 Slowa

Podamy teraz kilka przykladéw czesciowych porzadkow zwiazanych ze stowami.

Przyklad 7.5 (Porzadek prefiksowy.) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. W zbiorze A*,
wszystkich skoriczonych stéw skoriczonych nad A, mamy okreslona operacje skladania (zob.
Przyktad 4.1 (iii)). Okreslimy relacje porzadku prefiksowego. Méwimy, ze stowo w jest
prefiksem stowa u, oznaczamy to przez w < u, gdy istnieje w' € A* taki, ze

u = wuw'.

Fakt 7.6 Relacja < porzadku prefiksowego zdefiniowana wyzej jest czesciowym porzadkiem
w zbtorze wszystkich slow A*.

Dowéd: Oczywiscie kazde stowo jest swoim wlasnym prefiksem, a zatem < jest relacja
zwrotna. Jesli u = ww' oraz w = uu' to dostajemy

u = (uu)w'.

Poniewaz operacja sktadania stéw jest taczna,” tzn. w(uv) = (wu)v, to powyzsza réwnosé
daje u = u(u'w'). A zatem v'w' = ¢, czyli ' = w' = ¢ iu = w. Tak wiec < jest

antysymetryczna. Przechodnios¢ < wynika bezposrednio z tacznosci operacji skladania. W

Przyktad 7.7 (Porzqdek leksykograficzny.) Przypusémy, ze mamy zbiér A czeSciowo upo-
rzadkowany przez relacje <. Relacja ta indukuje na A* relacje < zwana porzadkiem leksy-
kograficznym nad (A, <) zdefiniowana nastepujaco. Jesli w,u € A* to w < u gdy w jest
prefiksem u lub gdy istnieje ¢ < min(|w|, |u|) takie, ze w(i) < u(i) oraz dla kazdego j < i,
zachodzi w(j) = u(y).

Fakt 7.8 Porzadek leksykograficzny nad (A, <) jest czesciowym porzqdkiem. Jest on linio-
wym porzadkiem, o ile (A, <) jest liniowym porzadkiem.

Dowdéd: Zwrotnosc relacji <= wynika bezposrednio ze zwrotnosci porzadku prefiksowego.
Dla dowodu antysymetrii zalézmy, ze w < u oraz v < w. Jesli u jest prefiksem w oraz w jest
prefiksem u, to w = u. Jesli natomiast istnieje ¢ < min(|w|, |u|) takie, ze w(i) < u(i) oraz
dla kazdego j < i, zachodzi w(j) = u(j), to u nie moze by¢ prefiksem w a zatem musi istnie¢
k < min(|w|, |u|) takie, ze u(k) < w(k) oraz dla kazdego j < k, mamy w(j) = u(j). Zatem
ani ¢ < k nie jest mozliwe ani £ < 7 nie jest mozliwe. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, ze

"Dowdéd tacznoéci operacji stadania stéw pozostawimy czytelnikowi.
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jedyny mozliwy przypadek to gdy w jest prefiksem u oraz u jest prefiksem w. Zatem < jest
antysymetryczna.
Udowodnimy przechodnios¢ <. Niech w < w oraz v =< v. Mamy do rozwazenia
nastepujace mozliwosci:
w jest prefiksem u; (27)

istnieje i1 < min(|w|, |u|) takie, ze w(i;) < u(iy) oraz dla kazdego j < i1, w(j) = u(j);

u jest prefiksem v; (29)

istnieje iy < min(|w|, |u|) takie, ze w(iy) < u(iy) oraz dla kazdego j < iz, w(j) = u(j).
(30)

Jesli zachodzi (27) oraz (29) to oczywiscie w jest prefiksem v i w < v. Jesli zachodzi (27)
oraz (30), to jesli |w| < iy, to w jest prefiksem v. Jeéli natomiast 7o < |w|, to poniewaz w
jest prefiksem u, to w(iz) = u(iz) < v(iz) i na wszystkich wezesniejszych pozycjach w oraz
v sie pokrywaja. Tak wiec w < v. Jedli zachodzi (28) oraz (29), to i; < |v| i rozumujemy
podobnie jak w poprzednim przypadku. Zalézmy wreszcie, ze zachodzi (28) oraz (30). Jesli
il S ig, to UJ(Zl) S U(Zl) S U(il), I,U(Zl) 75 u(il), a zatem w(zl) 7é U(il). Ponadto dlaj < ’il,
w(j) = u(j) = v(j). Zatem w =< v. Jesli natomiast i < 4; to podobnie pokazujemy, ze
iy jest pierwsza pozycja, na ktérej sie réznia w oraz v i w(iz) < v(iz). Tak wiec ponownie
w =< v, co konczy dowdd przechodniosci <.

Jesli porzadek < na A jest liniowy, to dla dowolnych stéw w,u, z ktérych zadne nie jest
prefiksem drugiego, jesli i < min(Jw|, |u|) jest najmniejsza liczba taka, ze w(i) # u(7), to
w < u, o ile w(i) < u(i); oraz u < w, w przeciwnym przypadku. Zatem < jest tez liniowym
porzadkiem. N

Jesli, na przyklad, < oznacza porzadek leksykograficzny nad ({0, 1}, <), gdzie 0 < 1, to
nastepujacy ciag tworzy tancuch wstepujacy

e<0=<00=<...<0F<0M1 < ...

natomiast ciag
R A B 1 i R |

tworzy tancuch zstepujacy. Ponadto dla dowolnych k£,n € N,

0% < 0™1.
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Tak wiec, kazdy element pierwszego tancucha jest mniejszy w tym porzadku od kazdego
elementu drugiego tancucha.

7.2 Drzewa

Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Drzewem nad A nazwiemy kazdy niepusty podzbiér
t C A* zamkniety na prefiksy, tzn. dla w € ¢, jesli u < w, to u € t.

7 powyzszej definicji wynika, ze kazde drzewo zawiera stowo puste €. Elementy drzewa
t nazywamy wierzchotkami. Slowo puste € € t jest nazywane korzeniem drzewa t. Jesli
w € t oraz wa € t dla pewnego a € A, to wa jest nazywane nastepnikem (lub dzieckiem)
wierzchotka w. Wierzcholek nie majacy nastepnikéw nazywamy lisciem.

Jesli A jest zbiorem nieskonczonym, to w drzewie nad A moga by¢ wierzchotki o nie-
skonczenie wielu nastepnikach. Rzedem wierzchotka w w drzewie ¢ nazywamy moc zbioru
nastepnikéw tego wierzcholka, tzn. |[{a € A | wa € t}|.

Zbioér wierzchotkéw m C t w drzewie ¢t nazwiemy Sciezka, gdy jest on liniowo uporzadko-
wany relacja porzadku prefiksowego < oraz spelnia nastepujacy warunek: dla dowolnych
w,u € woraz v € t, jesli w < v < wu, to v € m. Diugosciq sciezki m nazywamy moc zbioru 7.

Przykladami drzew sa:

{€}, drzewo o jednym wierzchotku.

{a™ | n € N}, gdzie a € A jest dowolna ustalona litera.

{w € A* | |w| < n}, pelne drzewo nad A wysokosci n.

A*, pelne drzewo nad A.
Jako przyklad waznego twierdzenia uzywajacego powyzszych poje¢ przytoczymy:

Twierdzenie 7.9 (Lemat K&niga)
Niech t C A* bedzie drzewem, w ktorym kazdy wierzchotek jest skonczonego rzedu. Jesli t
zawiera Sciezki skonczone dowolnej dtugosci, to t zawiera $ciezke nieskoriczong.

Dowdd: Niech ¢ bedzie drzewem spelniajacym zalozenia twierdzenia. Zdefiniujemy induk-
cyjnie funkcje réznowartosciowa f : N — ¢, spelniajaca nastepujacy warunek: dla kazdego
n € N, wierzchotek f(n') jest nastepnikiem f(n) w drzewie ¢ oraz t zawiera $ciezki skoriczone
dowolnej dtugosci zaczynajace sie od f(n). Niech f(0) = . Korzen spehia oczywiscie
powyzszy warunek na mocy zatozen twierdzenia. Przypus$émy, ze f(n) jest okreslone i weZmy
wszystkie nastepniki wierzchotka f(n). Gdyby Sciezki zaczynajace sie od kazdego z nich byty
ograniczonej dtugosci, to wobec tego, ze f(n) ma tylko skoriczona liczbe nastepnikéw, ist-
nialoby ograniczenie gérne na dlugosé $ciezek zaczynajacych sie od f(n), wbhrew zalozeniu
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indukcyjnemu. Zatem istnieje nastepnik wierzchotka f(n), od ktérego zaczynaja sie Sciezki
dowolnej skoniczonej dlugosci. Jako f(n') wybieramy jeden z tych nastepnikow.

Oczywiscie, jak wynika to natychmiast z definicji f, zbiér f(N) jest nieskoniczona $ciezka
wt N

Niech ¢ bedzie drzewem nad A i niech w € t. Niech
tlw = {u € A" | wu € t}.

Fakt 7.10 Dla kazdego drzewa t C A* oraz wierzchotka w € t, zbidr t|y, jest drzewem nad
A.

Dowéd: Oczywiscie € € t|,. Ponadto jesli v jest prefiksem stowa u, to wv jest prefiksem
stowa wu. Zatem t|, jest zamkniety na prefiksy. W

Moéwimy, ze drzewo r jest poddrzewem drzewa t, oznaczamy to przez r C ¢, jesli istnieje
wierzcholek w € t taki, ze r = t|,. W tym przypadku méwimy o poddrzewie zaczepionym
w wierzchotku w.

Przyktad 7.11 (Drzewa k-argumentowe) Niech k > 0. Drzewo t C {0, ..., k—1}* nazwiemy
drzewem k-argumentowym, gdy kazdy wierzcholek w ¢, ktory nie jest liSciem ma rzad k.
Zbior wszystkich drzew k-argumentowych oznaczamy przez Ty. Zbiér ten, jako rodzina
zbioréw, jest naturalnie czesciowo uporzadkowany przez relecje zawierania. Jesli t C r, gdzie
t,r € Ty, to mowimy, ze drzewo r rozszerza drzewo t. Przez F'T}, oznaczamy zbior wszystkich
drzew skonczonych k-argumentowych.
Przykladami drzew k-argumentowych sa:

o {c}.

o p,={w€{0,...,k—1}* | lw| < n} jest pelnym drzewem k-argumentowym wysokosci
n.
e {0,...,k —1}* jest pelnym drzewem k-argumentowym nieskoriczonym.

th ={0" | ne N}Uu{0"l |n e N}U{0*110 | n € N}U{0*"11 | n € N} jest
drzewem 2-argumentowym (binarnym).

to ={0" | ne N}U{0" | ne N}U{0*10 | n € N} U{0®11 | n € N} jest tez
drzewem binarnym.

Pozyteczne moze by¢ narysowanie drzew %, i ts.
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Przyklad 7.12 (Drzewa k<-argumentowe) Drzewo t C {0, ...,k — 1}* nazwiemy drzewem
k<-argumentowym gdy spetnia ono nastepujacy warunek:

dla kazdego w € t oraz i < k, jesli wi € t, to wj € t, dla kazdego j < .

Zbiér wszystkich drzew k<-argumentowych oznaczamy przez Ti<. Symbolem FTj< ozna-
czamy zbidr wszystkich skoficzonych drzew k<-argumentowych. Oczywiscie T}, C Ty< oraz
T}< jest naturalnie uporzadkowany przez C.

Kazde drzewo k-argumentowe jest drzewem k<-argumentowym. Réznica polega na tym,
ze drzewa k=-argumentowe moga mie¢ wierzcholki rzedéw posrednich pomiedzy 0 i k. Z kolei
nie kazde drzewo nad {0,...,k — 1}* musi by¢ drzewem k=-argumentowym. Przykladowo,
{e,1} nie jest drzewem 2<-argumentowym, ale {¢,0} jest. Oczywiécie poddrzewo drzewa
k=-argumentowego jest drzewem k<-argumentowym.

Fakt 7.13 Relacja C ograniczona do zbioru F'T,< drzew skoriczonych jest relacjq cze$ciowego
porzadku.

Dowdéd: Poniewaz t = t|, to C jest zwrotna. Jesli r = t|, oraz t = sy, to 7 = ($y) |w-
Poniewaz

(8lo)|w = 8|ow

to r C s, co dowodzi przechodnioci.
Dla pokazania antysymetrii przyjmijmy, ze

r=tly, oraz t=r,.

Zatem
T =T |wy- (31)

Poniewaz r jest skoficzonym drzewem, to niech u' € r bedzie wierzchotkiem takim, ze |u
jest najwieksza liczba w zbiorze {|u| | v € r}. Zatem z (31) wynika, ze wvu' € r, wiec
wv = €. Tak wiec w = v = ¢ i dostajemy r = t, co dowodzi antysymetrii C. W

|

Uwaga: Relacja C nie jest antysymetryczna w zbiorze 7T<, zauwazmy, ze dla drzew ¢; i
to z Przykladu 7.11 mamy t; C ¢y oraz to C tq, ale t1 # to.

7.3 Drzewa etykietowane

Wazna klasa drzew pojawiajaca sie czesto w zastosowaniach sa drzewa etykietowane. Niech
Y = {¥,}nen bedzie indeksowana rodzina zbioréw. Elementy ¥, nazywamy etykietams
rzedu n. Zalézmy, ze Yy zawiera wyrdzniony symbol L € 3.
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Niech £ > 0 i niech ¢t € Ty<. Drzewem etykietowanym nad ¥ o nosniku ¢ nazwiemy
dowolna funkcje o : t = J,cn Xn taka, Zze dla kazdego n € N oraz w € t, jesli w jest
rzedu n, to o(w) € X,. Nosnik drzewa etykietowanego o bedziemy oznaczaé przez ||o||.
Niech T,<(X) oznacza zbiér wszystkich drzew etykietowanych nad X o nosnikach z Tj<.
Analogicznie mozemy zdefiniowaé Ty (X).

W zbiorze Tj<(X) zdefiniujemy relacje < nastepujaco. Dla 0,7 € Ty<(X), 0 < 7 wtedy i
tylko wtedy, gdy

e [[of| € [|7]], oraz
e dla kazdego w € ||o]l, jesli o(w) # L, to o(w) = 7(w).
Fakt 7.14 Relacja < zdefiniowana powyzej jest cze$ciowym porzadkiem w zbiorze Ti<(X).

Dowdd: Relacja ta jest oczywiscie zwrotna i przechodnia. Zalézmy, ze 0 < 7 oraz 7 < 0.
Woéwczas mamy ||o|| = ||7|| oraz dla w € ||o]|, jesli o(w) # L lub 7(w) # L, to o(w) = 7(w).
Zatem o(w) = 7(w) zachodzi przy kazdym w € ||o||, czylio=7. R

Ponizej zilustrujemy na dwoch przykladach uzytecznosé pojecia drzewa etykietowanego.

Przyklad 7.15 (Wyrazenia arytmetyczne) Niech rodzina zbioréw etykiet 3 bedzie zdefi-
niowana nastepujaco. Yy = {L,1}, X1 = 0, ¥y = {+,x,/}, ¥, = 0 dla n > 2. Drzewa
etykietowane nad ¥ nazwiemy w tym przypadku wyrazeniami arytmetycznymi.

Na przyktad, liczbe naturalna n mozemy przedstawic formalnie jako nastepujace wyrazenie
arytmetyczne n o nosniku

Al ={1" | i <n}u{1°0 | i <n},
oraz o nastepujacym rozkladzie etykiet
1 jedliw = 1%, i < n,
nw)y=4¢ L jesiw=1"
+ jesliw=1%" i< n.

Drzewo to jest przedstawione na rysunku 1.
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n poziomow .

Rysunek 1: Drzewo etykietowane 7.

Powyzsze wyrazenie ma wartos¢ n jesli 1 traktowac¢ jak liczbe ’jeden’, L traktowac
jak liczbe ’zero’ oraz + traktowaé jak operacje dodawania liczb naturalnych. Chcieliby$-
my podkreslié, ze bez powyzszej interpretacji 1, L oraz + sa jedynie formalnymi sym-
bolami uzywanymi do etykietowania wierzchotkéw w drzewach. Specjalny symbol 1 w
przypadku drzew etykietowanych pelni szczegélng role — oznacza on te lisScie w drzewie,
z ktorych mozemy rozbudowywaé¢ drzewo do drzewa wiekszego w sensie porzadku <. Tak
wiec powyzsza reprezentacja liczb naturalnych jako drzew etykietowanych ma dodatkowo te
ceche, ze n < ™m w sensie porzadku na drzewach etykietowanych, wtedy i tylko wtedy, gdy
m < n w sensie porzadku na liczbach naturalnych.

Uzywajac symboli x i / jak operacji mnozenia i dzielenia mozemy liczby naturalne przed-
stawia¢ na rézne sposoby. Przykladowo, liczbe 2" mozemy przedstawi¢ uzywajac podobnego
wyrazenia jak 71, z tym ze + w 71 zastepujemy przez X, 1 zastepujemy przez drzewo 2 oraz
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1 zastepujemy przez 1. Zauwazmy, ze taka reprezentacja liczby 2" uzywa liniowej w sto-
sunku do n liczby wierzcholkéw w odréznieniu od wykladniczej w drzewie 2. Na rysunku
2 przedstawiamy drzewo etykietowane ¢,, ktére reprezentuje liczbe 2" przy pomocy wyzej
wspomnianego wyrazenia.

n razy

Rysunek 2: Drzewo etykietowane d,,.

Szereg nieskoriczony Y2°,1/2¢ mozemy przedstawi¢ jako nieskoriczone drzewo etykieto-
wane o. Drzewo to jest graficznie przedstawione na rysunku 3.
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On

Rysunek 3: Drzewo etykietowane o.

W drzewie etykietowanym z rysunku 3 i rysunku 4 symbole 41, ds, ..., 4, nie sa etykie-
tami. Oznaczaja one miejsca, na ktore nalezy wstawi¢ drzewa etykietowane zdefiniowane na
rysunku 2.

Sume czesciowa X, 1/2" tego szeregu wéwczas reprezentujemy przy pomocy nastepujacego
skoriczonego drzewa etykietowanego o, (zob. Rysunek 4).

Mamy wéwcezas nastepujacy wstepujacy tancuch wyrazen

O'1§0'2§...O'n§...<0'.

Powyzsze aproksymowanie wyrazenia o skonczonymi wyrazeniami o, ma charakter czysto
symboliczny, tzn. nie maja nic wspélnego ze zbieznoscia szeregéw liczb rzeczywistych.
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1 On

Rysunek 4: Drzewo etykietowane o,, n-ta aproksymacja drzewa o.

Przyklad 7.16 (Drzewa formalnych obliczeri) Wezmy nastepujace zbiory etykiet: Yo =
{'STOP', L}, ¥ ={x:=2%, 'y:=y—1, 'x:=1}, o ={y#A0} X, =0,dlan > 2.
Etykiety, chociaz kojarza sie z instrukcjami jezyka programowania, sa tutaj jedynie formal-
nymi napisami — dla zaznaczenia tego napisy te umiesciliSmy w cudzystowie.

Rozwazmy nastepujacy program P.

x:=1;
while y#0do
begin x :=2x; y:=y—1end

Program ten mozemy przedstawi¢ w postaci schematu blokowego (zob. Rysunek 5) dla
pokazania mozliwoSci przeplywu sterowania w programie w czasie obliczenia.
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Y
Gz
+ —_
X:=2x STOP
Y
y:=y-1

Rysunek 5: Schemat blokowy programu P.

Powyzszy schemat rozwijamy do nieskoniczonego drzewa. W drzewie tym w naturalny
sposob etykietujemy wierzchotki symbolami z powyzszego zbioru etykiet. Tak otrzymane
drzewo etykietowane m € Tyh<(X) nazywa sie drzewem formalnych obliczer programu P, a
Sciezki w tym drzewie nazywa sie Sciezkami formalnych obliczen programu P. Drzewo to jest
przedstawione na rysunku 6.
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’STOP’

?STOP’ 1=2%"
=y-1’
'y7#0’
>STOP’ ’x:=2x’
)y:=y_1;

Rysunek 6: Drzewo etykietowane 7 formalnych obliczen programu P.

Dla n € N niech drzewo m,, przedstawione na rysunku 7, oznacza skonczona aprok-
symacje drzewa m. Drzewo to reprezentuje formalne obliczenia programu P powstajace w
wyniku co najwyzej n przejs¢ w P przez petle while. Osiagniecie przez obliczenie symbolu L
W T, intuicyjnie oznacza zapetlenie sie obliczenia. Zgodnie z definicja porzadku na drzewach
etykietowanych mamy nastepujacy tancuch.

7T0§7T1§...7Tn§...§77'.

Dla programu P definiuje sie funkcje obliczana przez ten program. Funkcje te nazywa sie
znaczeniem lub semantykaq programu P. W przypadku drzew formalnych obliczen nier6wnosé



7 CZESCIOWE PORZADKI 58

7' < « implikuje, ze funkcja czesciowa obliczana przez program odpowiadajacy drzewu 7’
jest zawarta w funkcji czesciowej obliczanej przez program odpowiadajacy .

n—+1raz
y 1=2x’
1=y-1’
Yy . __ ;y7é0)
>STOP’ 1

Rysunek 7: Drzewo etykietowane m,,.

Przyklad 7.17 Na zakonczenie czesci zwiazanej z drzewami etykietowanymi wprowadzimy
jeszcze jedna relacje czesciowego porzadku, ktora bedzie wykorzystana pdznie;j.
Niech
FI(S) = | FTis (%)

kEN
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bedzie zbiorem wszystkich skoficzonych k<-argumentowych drzew etykietowanych nad 2
przy k przebiegajacym wszystkie liczby naturalne. Elementy FT(X) bywaja nazywane ter-
mami nad Y. Pojecie poddrzewa, ktore zdefiniowalismy dla drzew nieetykietowanych, prze-
nosi sie na wazne pojecie podtermu zdefiniowane nastepujaco. Niech o,7 € FT(X). Term o
jest podtermem termu 7 (oznaczamy to przez o C 7), jesli istnieje wierzcholek w € ||7|| taki,
z7e

o |lof| = ([7|])]w, oraz
o dlaw € [[of|, o(u) = T(wu).

Definicja zbioru FT(X) oraz relacja podtermu oczywiscie stosuja sie do przypadku, gdy
Yo nie zawiera L. Tym niemniej musimy zalozy¢, ze ¥y # 0, gdyz w przeciwnym przypadku
mieliby$my FT'(X) = 0.

Fakt 7.18 Relacja C zdefiniowana powyzej jest czesciowym porzadkiem w FT(X).

Dowdéd: Wynika natychmiast z Faktu 7.13. Latwy dowdd pozostawiamy czytelnikowi. W

7.4 Kresy zbioréow, kraty zupeine

Niech (P, <p) oraz (Q), <g) beda zbiorami czesciowo uporzadkowanymi. Funkcje f: P — Q
nazwiemy monotoniczng gdy dla x,y € P

jesliz <py, to f(z) <q f(y)-

Funkcja f jest izomorfizmem gdy f oraz f~!' sa monotonicznymi bijekcjami. Izomorficzne
zbiory cze$ciowo uporzadkowane oznaczamy (P, <p) ~ (Q, <g).
Jako przyklad izomorficznych cze$ciowych porzadkéw zanotujmy nastepujacy fakt.

Fakt 7.19 Mamy nastepujace izomorfizmy
(N, <) ~ {0}, <) ~(FT1,C)

Dowdéd: Funkcja f; : N — {0}*, zdefiniowana wzorem fi(n) = 0", dla n € N ustala
izomorfizm (N, <) ~ ({0}*, <). Natomiast funkcja f : {0}* — FT} zdefiniowana wzorem
f2(0™) = {0° | 4 < n} ustala izomorfizm ({0}*, <) ~ (FT,,C). A

Niech (P, <) bedzie czesciowym porzadkiem. Element p € P nazwiemy najwiekszym w
(P, <) jesli dla kazdego = € P zachodzi x < p. Element p € P nazwiemy maksymalnym gdy
dla kazdego = € P, jesli p < x, to p = z, tzn. gdy zaden element nie jest $cisle wiekszy od p.
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Zauwazmy, ze jedli (P, <) jest czesciowym porzadkiem, to (P, <™!) jest tez czesciowym
porzadkiem. Porzadek ten nazywamy porzadkiem dualnym do (P,<). Je$li mamy pewne
pojecie zdefiniowane dla czeSciowych porzadkéw, to pojecie do niego dualne otrzymuje sie
przez zamiane w tej definicji symbolu < symbolem <~!. Przykladowo, pojeciem dualnym
do wilasnoséci “by¢ elementem maksymalnym” jest pojecie “by¢ elementem minimalnym”
otrzymane przez dualizacje powyzszej definicji. Otrzymujemy nastepujaca definicje: p € P
jest elementem minimalnym, gdy dla kazdego z € P, jesli x < p, to p = x. Tak wiec p
jest minimalny wtw, gdy p jest maksymalny w porzadku dualnym. Dualnym pojeciem do
definicji elementu najwiekszego jest pojecie elementu najmniejszego.

Przyklad 7.20 Elementem najwiekszym w (P(A), C) jest A, a najmniejszym jest (). Ele-
mentem najmniejszym w (A*, <) jest €, a elementu najwiekszego nie ma. Elementem naj-
mniejszym w (T3, C) jest (), a najwiekszym {0, 1}*. Elementem najmniejszym w (Tj<(2), <)
jest drzewo jednowierzchotkowe z etykieta L (ktére tez bedzie oznaczane przez 1), a ele-
mentu najwiekszego nie ma.

Fakt 7.21 FElement najwiekszy jest maksymalny. Kazdy porzadek czeSciowy ma co najwyzej
jeden element najwiekszy.

Dowdéd: Niech p € P bedzie elementem najwiekszym w (P, <). Jesli p < z, to poniewaz
z < p, to z antysymetrii porzadku otrzymujemy p = z.

Jesli p; oraz p, sa elementami najwiekszymi w (P, <), to mamy p; < pg oraz py < p.
Zatem p; = p,. 1

Zachodzi tez twierdzenie dualne do powyzszego twierdzenia.

Niech (P, <) bedzie czeSciowym porzadkiem i niech X C P bedzie dowolnym podzbiorem.
Element a € P nazwiemy ograniczeniem gornym zbioru X, gdy dla kazdego x € X zachodzi
x < a. Najmniejsze ograniczenie gérne zbioru X (o ile istnieje) nazywamy kresem gdrnym
zbioru X. Zatem a € P jest kresem gérnym zbioru X, gdy

e ¢ jest ograniczeniem gérnym X, oraz
e dla kazdego b € P, jesli b jest ograniczeniem gérnym X, to a < b.

Kres gérny zbioru X, o ile istnieje, oznaczamy przez | | X. Dualnymi pojeciami sa:
ograniczenie dolne i kres dolny. Kres dolny zbioru X (o ile istnieje) oznaczamy przez [ | X.

Zastanéwmy sie kiedy zbiér pusty () ma kres gérny (dolny) w porzadku (P, <). Zauwazmy,
ze kazdy element zbioru P jest zaréwno ograniczeniem gérnym jak i dolnym (). Zatem, | |0
(odpowiednio, []0) istnieje w (P, <) wtw, gdy P ma element najmniejszy (odpowiednio
najwiekszy). Element najmniejszy w (P, <) oznaczamy przez L a element najwiekszy ozna-
czamy przez | . Kres zbioru moze zaleze¢ od tego w jakim zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym
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jest brany. Jesli zachodzi koniecznosé zaznaczenia w jakim porzadku brany jest kres (element
najmniejszy, itp.) to mozemy zaznaczaé to uzywajac indeksu, na przyklad |_|PX .

Porzadek (P, <) nazwiemy kratq zupelnq, gdy kazdy podzbiér zbioru P ma kres gérny i
kres dolny.

Twierdzenie 7.22 Niech (P, <) bedzie czesciowym porzadkiem. Nastepujace warunki sq
réwnowazne.

(i) (P, <) jest krata zupetng.
(i1) Kazdy podzbior P ma kres gorny w (P, <).
(i1i) Kazdy podzbior P ma kres dolny w (P, <).
Dowdéd: Implikacje (i) = (ii) oraz (i) = (iii) oczywiscie zachodza. Udowodnimy implikacje

(ii) = (i). Zalézmy, ze kazdy podzbiér zbioru P ma kres gérny. Niech X C P i niech YV
bedzie zbiorem wszystkich ograniczen dolnych zbioru X w (P, <). Niech

p0:|_|Y-

Niech z € X. Poniewaz dla kazdego y € Y, mamy y < z to = jest ograniczeniem gérnym
zbioru Y. Zatem py < x, co wobec dowolnosci wyboru x dowodzi, ze py jest ograniczeniem
dolnym zbioru X. Jedli y jest ograniczeniem dolnym zbioru X, to y € Y, a zatem y < py.
Czyli pg jest najwiekszym ograniczeniem zbioru X, wiec

p0:|_|X.

Dowéd implikacji (iii) = (i) jest analogiczny do powyzszego. Pozostawimy go czytelnikowi.
|

Rozwazmy kilka przykladow.

Przyklad 7.23

i) (P(A), C) jest krata zupelna dla kazdego zbioru A. Kresem gérnym rodziny zbioréw
g g

A C P(A) jest suma |J.A, a kresem dolnym jest przeciecie ().A4, o ile A # (), oraz A

jesli A = (). Sprawdzenie powyzszych wlasnosci pozostawiamy czytelnikowi.

(ii) (N, <) nie jest krata zupelna bo N nie ma kresu gérnego (bo nie ma ograniczenia
gérnego). Kazdy niepusty podzbiér N ma kres dolny (bo ma element najmniejszy).

(iii) W porzadku prefiksowym ({0, 1}*, <) zbiér {0, 1} nie ma kresu gérnego ale ma kres
dolny: [1{0,1} = . Wynika to stad, ze {¢} jest jedynym prefiksem stéw 0 oraz 1.
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(iv) W porzadku leksykograficznym ({0,1}*, <) (przy uporzadkowaniu liter: 0 < 1)
mamy

| {ow e {0,1}* |we{0,1}} =1

Istotnie, dla kazdego w € {0, 1}*, mamy Ow < 1. Ponadto jesli dla kazdego w € {0,1}*
stowo Ow jest leksykograficznie wcze$niejsze od pewnego ustalonego stowa u to u musi
sie zaczynaé od litery 1 (gdyby u = Ou’ dla pewnego stowa u', to mielibySmy w < v’
dla dowolnych w € {0,1}*, a zatem u' byloby najwiekszym elementem w ({0, 1}*, <),
co daje sprzecznos¢). Zatem 1, jako prefiks stowa u, jest leksykograficznie wezesniejszy
od u.

Natomiast zbior X = {0" € {0,1}* | n € N} nie ma kresu gérnego w tym porzadku
pomimo tego, ze ma wiele ograniczen gornych. Jesli w jest ograniczeniem gérnym
zbioru X, to w musi zawiera¢ 1. Zatem istnieje slowo w' oraz n € N takie, ze w =
0"1w'. Wéwezas 0" 11w’ jest ograniczeniem gérnym X mniejszym leksykograficznie
od w. PokazaliSmy wiec, ze X nie ma najmniejszego ograniczenia gérnego.

(v) Kresem dolnym zbioru {1/3" | n € N} w zbiorze liczb rzeczywistych R, uporzadko-
wanym zwykla relacja <, jest 0. Kazdy niepusty zbiér ograniczony w R z géry (z dotu)
ma kres gérny (dolny) w R. Natomiast () nie ma ani kresu gérnego ani dolnego w R.

(vi) [ {on | n > 1} = o, w porzadku z Przykladu 7.15 dla wyrazen arytmetycznych.
Wyrazenie o, formalnie reprezentuje skonczony szereg %" ;1/2° (zob. rysunek 4 w
Przykladzie 7.15). Natomiast wyrazenie o formalnie reprezentuje nieskonczony szereg
¥ ,1/2% (zob. rysunek 3 w Przykladzie 7.15). Pozostawimy czytelnikowi pokazanie,
ze o jest kresem gérnym wyrazen o,.

(vil) | {mn € To<(X) | n € N} = 7, w porzadku z Przyktadu 7.16 dla drzew for-
malnych obliczen. Drzewo 7 oraz drzewa 7, sa przedstawione na rysunkach 6 oraz 7
Przyktadu 7.16. Pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie pokazanie, ze 7 jest kresem
gérnym drzew .

(viii) Niech (EQ(A), C) bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w A, uporzad-
kowanym relacja zawierania. Poniewaz, jak latwo jest pokazac, przeciecie dowolnej
niepustej rodziny relacji réwnowaznosci jest relacja réwnowaznosci oraz FQ(A) ma
element najwiekszy: A x A, to kazdy podzbiér w EQ(A) ma kres dolny, a zatem,
zgodnie z Twierdzeniem 7.22, (EQ(A), C) jest krata zupelna. W kracie tej kres gérny
rodziny relacji rownowaznosci nie zawsze pokrywa sie z suma teoriomnogosciowa tej
rodziny.®

8Suma relacji réwnowaznosci nie musi by¢ relacja réwnowaznosci.
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7.5 Twierdzenia o punkcie stalym

Twierdzenie 7.24 (Knaster-Tarski)
Niech (P, <) bedzie kratq zupetna i niech f : P — P bedzie funkcja monotoniczng. Wtedy f
ma najmniejszy punkt staly, tzn. istnieje ag € P, taki ze

i f(a()) = Gy,
e dla kazdego b € P, jesli f(b) = b, to ag < b.
Dowéd: Niech X = {z € P | f(z) <z} i niech

ag = |—| X.
Jesli x € X to ap < z i z monotonicznosci f oraz z definicji zbioru X otrzymujemy
flao) < f(z) <z

Zatem f(ag) jest ograniczeniem dolnym zbioru X. Poniwaz ag jest najwiekszym ogranicze-
niem dolnym X to

f(ao) S agp. (32)

Powyzsza nieréwnos¢ oraz monotonicznosé¢ f daja

f(f(a0)) < f(ao),

zatem f(ag) € X. Tak wiec, poniewaz ag jest dolnym ograniczeniem X to ay < f(ag). Ta
nieréwnos¢ w polaczeniu z (32) daje

ag = f(ao).

Aby pokazaé, ze ag jest najmniejszym punktem statym f zatézmy, ze f(b) = b. Zatem
b € X oraz ag < b. To konczy dowdd twierdzenia. W

Przyklad 7.25 Podamy trzy przyklady ilustrujace zastosowanie twierdzenia Tarskiego.

(i) Zalézmy, ze A jest alfabetem zawierajacym 0 i 1. Niech f : P(A*) — P(A*) bedzie
funkcja zdefiniowana nastepujaco:

fX)={e}u{ow |we X}Uu{lw | we X}.

Wtedy f jest funkcja monotoniczna oraz zbiér {0,1}* jest najmniejszym punktem
stalym f.°

9W tym przypadku mozna dodatkowo pokazaé, ze ten zbidr jest jedynym punktem stalym f.
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(ii) Niech A bedzie dowolnym zbiorem i niech R C A x A bedzie dowolna relacja w
zbiorze A. Rozwazmy nastepujaca funkcje ¢ : P(A x A) — P(A x A),

o(X)=RUI,U(XX)uX"
Pokazemy, ze dla dowolnej relacji X C A x A,
e(X)C X wtw, gdy X jest relacja réwnowaznosci zawierajaca R. (33)

Powyzsza réwnowazno$¢ wynika natychmiast z nastepujacych trzech réwnowaznosci,
ktérych dowdd pozostawimy czytelnikowi.

I,CX wtw,gdy X jest relacja zwrotna.

XX CX wtw,gdy X jest relacja przechodnia.
X 1'CX wtw,gdy X jest relacja symetryczna.

Zatem najmniejszy punkt staly przeksztalcenia ¢ jest najmniejsza relacja réwnowaznosci
zawierajaca dana relacje R.

(iii) Dowéd Lematu Banacha
Dla dowodu Lematu Banacha (zob. Twierdzenie 6.10) wezmy dowolne funkcje f : A —
B oraz g : B — A i zdefiniujmy ¢ : P(A) — P(A) wzorem,

—

p(X) =A-g(B - f(X)).

Poniewaz operacja dopelnienia jest antymonotoniczna, tzn. odwraca porzadek zawie-
rania oraz operacja obrazu jest monotoniczna, to funkcja ¢ jest monotoniczna. Niech
A; bedzie najmniejszym punktem stalym ¢. Pozostale zbiory sa juz wyznaczone jed-
noznacznie przez A;, a mianowicie Ay = A — A, B; = f(Al), oraz B, = B — Bj.
Pozostaje do pokazania, ze

Ay = §(By). (34)
Poniewaz B
g(BQ) = J(B - Bl) = g(B - f(A1)),
to
A—§(B;) =A—-g(B- f(Al)) = p(A1) = Ay
Zatem

co dowodzi (34). R
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Jak zobaczymy w dalszej czesci wykladu zdarzaja sie sytuacje gdy zalozenie, ze dziedzina
funkcji ma by¢ krata zupelna jest zbyt silne. W tym celu wprowadzimy nastepujace definicje.
Podzbiér X zbioru uporzadkowanego (A, <) nazwiemy skierowanym, gdy X # () oraz kazde
dwa elementy w X maja ograniczenie gérne w X, tzn. dla dowolnych a, b € X, istnieje c € X,
taki ze @ < c oraz b < c¢. Pojecie zbioru skierowanego jest bardzo waznym uogdlniniem
pojecia lanicucha. Zbiér uporzadkowany (A, <) nazwiemy zupelnym porzadkiem, gdy A ma
element najmniejszy oraz kazdy zbidér skierowany ma kres gérny. Niech (A, <) oraz (B, <)
beda zupelymi porzadkami. Funkcje f : A — B nazwiemy ciqgta, gdy zachowuje ona kresy
gérne zbioréw skierowanych, tzn. gdy dla dowolnego zbioru skierowanego X w (A, <), zbiér
F(X) ma kres gérny oraz

LX) = Ffx).
Fakt 7.26
(i) Kazda funkcja ciagla jest monotoniczna.

(11) Ztozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla.

Dowdéd: Dla dowodu (i) niech f : A — B bedzie funkcja ciagla pomiedzy zupelnymi
porzadkami. Jesli a; <4 asy to zbiér {aq, as} jest skierowany. Zatem

fla2) = f(|_|{a1, as}) = |_|{f(a1)a f(a2)}.
Oznacza to, ze
f(al) <B f(az)-

A zatem f jest monotoniczna.
Dla dowodu (ii) zauwazmy, ze obraz zbioru skierowanego przy przeksztalceniu ciaglym
jest zbiorem skierowanym. Wynika to z monotonicznosci funkcji ciagltych. N

Podamy teraz dwa wazne przykiady zupeinych porzadkéw nie bedacych kratami zupelnymi.
Sprawdzenie, ze porzadki te sa zupelne pozostawimy czytelnikowi.

Przyklad 7.27
(i) Dla kazdego k, porzadek (T;<(X), <) (zob. Przyklad 7.15) jest zupelny.

(ii) Dla dowolnych zbioréw A, B, zbiér PF (A, B) wszystkich funkcji czesciowych z A
w B, uporzadkowany relacja zawierania jest zupelnym porzadkiem. Kresem gérnym
zbioru skierowanego funkcji czesciowych jest suma teoriomnogosciowa.
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Twierdzenie 7.28 Niech (A, <) bedzie zupetnym porzadkiem oraz niech f : A — A bedzie
funkcja ciagta. Wtedy f ma najmniejszy punkt stalty a, oraz

=Lt/ Ine N}

Dowéd: Najpierw zauwazmy, ze {f"(L) | n € N} jest laicuchem, a zatem zbiorem skiero-
wanym. Wynika to natychmiast z nastepujacej wlasnosci. Dla kazdego n € N,

FrL) < ). (35)

Dowdd (35) przeprowadzamy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 0 wynika to natychmiast
z tego, ze | jest najmniejszym elementem. Krok indukcyjny wynika z monotonicznosci f.
Tak wiec ag = | [{f™(L) | n € N} istnieje. Mamy:

flao) = F(L (L) [ ne Ny
= '@ ne Ny
= Ll L) Ine Nyu{L})

= |_|{f" ) | ne N}

W powyzszym ciagu réwnosci druga rownosé wynika stad, ze f jest funkcja ciagla, natomiast
trzecia rownos¢ wynika stad, ze dodanie elementu najmniejszego 1. do dowolnego zbioru nie
zmienia kresu gérnego.

Tak wiec ag jest punktem stalym. Pozostaje do wykazania, ze jest to najmniejszy punkt
staly. Niech f(b) = b bedzie dowolnym punktem stalym. Przez oczywista indukcje ze
wzgledu na n pokazujemy, ze dlan € N,

fr(L) <o (36)

Dowdd (36) pozostawimy czytelnikowi. Zatem b jest ograniczeniem gérnym zbioru { f*(.L) | n €
N}, czyli ag < b. To koniczy dowéd twierdzenia. W

Podamy dwa przyklady na zastosowanie powyzszego twierdzenia.

Przyklad 7.29

(i) Niech ¥ bedzie rodzina etykiet z przykladu 7.16. Niech ¢ : Th<(3) — T5<(X) bedzie
funkcja zdefiniowana nastepujaco. Dla o € Th<(2),

(o)l = {e,0,1,10} U {100w | w € ||o|[}.
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Dla w € ||¢(0)|| definiujemy

y# 0, gdy w =,
'STOP’, gdy w =0,
plo)(w) =4 x:=2x,  gdyw=1,
'yi=y—1, gdyw=10,
o(u), gdy w = 100u, u € ||o]|.

Funkcja ¢ jest naturalnym ztozeniem pewnych prostych funkcji (jakich?). Mozna po-
kaza¢, ze kazda z tych funkcji jest ciagla, a zatem ¢, na mocy Lematu 7.26, jest funkcja
ciagla. Pozostawimy to jako éwiczenie dla czytelnika.

Zauwazmy, ze n-krotna iteracja ¢" (L) przedstawia drzewo formalnych obliczeri reprezen-
tujacych co najwyzej n wykonan petli w programie (zob. rysunek 7 w Przykladzie 7.16)

whiley #0do x:=2x; y:=y—1 od

Natomiast najmniejszy punkt staly ¢, jako kres gorny ciagu iteracji, przedstawia
drzewo formalnych obliczen calego powyzszego programu (zob. rysunek 6 w Przyk-
tadzie 7.16).

(ii) Przypomnijmy, ze PF(A, B) oznacza zupely porzadek funkcji czesciowych z Przyk-
tadu 7.27 (ii). Niech ¢ : PF(N x N, N) — PF(N x N, N) bedzie funkcja zdefiniowana
nastepujaco dla f € PF(N x N,N), oraz m,n € N

m, jeslin =0,
o()mm) =4 F(m kY, jeslin =K oraz (m,k) € Dom(f),
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie wykazanie, ze ¢ jest funkcja ciagla. Za-
uwazmy, ze jesli f jest punktem staltym ¢, to Dom(f) = N x N, tzn. f jest funkcja
totalna. Wynika to z nastepujacego faktu, ktérego dowdd indukeyjny pozostawimy
czytelnikowi.

Jesli f jest punktem stalym ¢, to dla kazdego n € N zachodzi nastepujaca wlasnosc

dla kazdego m € N, mamy (m,n) € Dom(f). (37)

Tak wiec powyzsza definicja ¢ oraz (37) implikuja, ze kazdy punkt staly f prze-
ksztalcenia ¢ musi spelnia¢ nastepujace warunki
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Czytelnik z latwoscia rozpozna indukcyjna definicje dodawania (zob. Przyklad 4.7).
Tak wiec najmniejszym (i jedynym) punktem statym ¢ jest funkcja dodawania. Iteracja
©"(L) przedstawia operacje czesciowego dodawania m—+k dla k < n oraz m € N. Suma
teoriomnogosciowa tych operacji daje oczywiscie pelna operacje dodawania.

(iii) Dowéd twierdzenia o definiowaniu funkcji przez indukcje

Stosujac rozumowanie podobne do powyzszego przykladu udowodnimy teraz Twier-
dzenie 4.8. Niech A i B beda dowolnymi zbiorami. Niech g : A — B oraz niech
h: B x Ax N — B beda dowolnymi funkcjami. Pokazemy ze istnieje dokladnie jedna
funkcja f : A x N — B spelniajaca nastepujace warunki dla dowolnego a € A,

f(a,0) = g(a),
f(a,n") = h(f(a,n),a,n).

Jednoznacznos¢ dowodzi sie pokazujac przez bardzo prosta indukcje, ze jesli fi i fo
spelniaja powyzsza definicje to dla kazdego a € A,

dla kazdego n € N, fi(a,n) = fa(a,n).

Dla dowodu istnienia uzyjemy, podobnie jak w poprzednim przykiadzie, Twierdze-
nia 7.28. Niech ¢ : PF(A x N,B) — PF(A x N, B) bedzie funkcja zdefiniowana

nastepujaco
g(a), jeslin =0,
o(f)(an) =4 h(f(a,k),ak), jeslin=K, (a,k) € Dom(f),
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Funkcja ¢ jest ciagla jako zlozenie pewnych naturalnych funkeji ciagtych (jakich?).

Dowdéd ciaglosci pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie. Podobnie jak w poprzednim

przykladzie zauwazamy, ze punkty stale ¢ sa funkcjami totalnymi oraz, ze wszystkie

punkty stale ¢ spelniaja powyzsza definicje indukcyjna. To konczy dowdd istnienia f.
|

7.6 Lemat Kuratowskiego-Zorna

Ponizsze twierdzenie, znane jako lemat Kuratowskiego-Zorna, odgrywa wazna role w dowo-
dach istnienia pewnych obiektéw. Dowody wykorzystujace te metode sa niekonstruktywne
bowiem dowdd istnienia obiektu nie podaje konstrukeji tego obiektu. Dowdd tego twierdze-
nia zostanie podany w nastepnym rozdziale.

Twierdzenie 7.30 (Lemat Kuratowskiego-Zorna)
Jesli (A, <) jest niepustym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktérym kazdy taricuch ma
ograniczenie gorne, to A ma element maksymalny.
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Przyklad 7.31 Dla zilustrowania zastosowania tego twierdzenia pokazemy, ze kazdy czes-
ciowy porzadek mozna rozszerzy¢ do porzadku liniowego, tzn. jesli (A4,7q) jest zbiorem
czesciowo uporzadkowanym, to istnieje liniowy porzadek r, na A, taki ze ro C r,.

Niech R oznacza zbiér wszystkich czeSciowych porzadkéw r na A, takich ze ry C r.
Niech £ bedzie lancuchem w R (ze wzgledu na relacje zawierania C). Jesli £ = (), to rg
jest ograniczeniem gérnym L. Zatézmy wiec, ze £ # (). Ma miejsce nastepujacy fakt (jego
dowdd pozostawimy czytelnikowi).

Fakt 7.32 Suma teoriomnogo$ciowa tancucha czeSciowych porzadkéw w A jest czeSciowym
porzadkiem w A.

Z faktu 7.32 natychmiast wynika, ze |JL£ jest ograniczeniem gérnym'® w R laricucha
L. Zatem, na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna, R ma element maksymalny r,. Liniowo$¢
porzadku r, wynika natychmiast z nastepujacego faktu, ktéry tez pozostawiamy czytelnikowi
do udowodnienia.

Fakt 7.33 Czesciowy porzadek r na A jest maksymalnym elementem w zbiorze wszystkich
czesciowych porzqdkéw na A (ze wzgledu na relacje zawierania), wtw, gdy r jest liniowym
porzadkiem.

Zadania

7.1. Dowiesc, ze dla dowolnego drzewa s € F'T)<, oraz stéw v, w takich, ze vw € s, zachodzi
(8lo)|w = 8|vw-

7.2. Dowies¢, ze relacja “by¢ podtermem” jest relacja czesciowego porzadku w zbiorze
wszystkich terméw FT'(X).

7.3. Dowiedé, ze w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (P(A), C) kres gérny dowolnej ro-
dziny zbioréw pokrywa sie z suma teoriomnogo$ciowa oraz kres dolny dowolnej niepu-
stej rodziny zbioréw pokrywa sie z przecieciem teoriomnogosciowym.

7.4. Dowiesé, ze | |{on, | n > 1} = o, w porzadku z Przykladu 7.15 dla wyrazen arytme-
tycznych.

7.5. Dowiedé, ze | {mn, € To<(X) | n € N} = «, w porzadku z Przykladu 7.16 dla drzew
formalnych obliczen.

7.6. Dowies¢, ze funkcja f z Przykladu 7.25 (i) ma dokladnie jeden punkt staly.

OPoniewaz £ # 0, toro C|J L.
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7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

Dowiesé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, zbiér PF (A, B) wszystkich funkcji czesciowych
z A w B, uporzadkowany relacja zawierania jest zupelnym porzadkiem.

Niech (A, <,) oraz (B,<pg) beda zupelnymi porzadkami. W produkcie A x B defi-
niujemy relacje < w nastepujacy sposéb: {aq,b1) < {as,bs) wtw, gdy a1 <a ao oraz
by <p by. Dowiesé, ze (A x B, <) jest zupelnym porzadkiem.

Niech (A, <4) oraz (B,<g) beda zupelnymi porzadkami. Niech [A, B] oznacza zbiér
wszystkich funkeji ciaglych z A w B. Niech < bedzie relacja w [A, B| zdefiniowana,
nastepujaco: f < g wtw, gdy dla kazdego a € A zachodzi f(a) <p g(a). Dowiesé, ze
([A, B], <) jest zupelnym porzadkiem.

Dowies¢, ze kazda funkcja stala pomiedzy zupelnymi porzadkami jest ciagla.
Niech f € %, zdefiniujemy ¢, : Tp<(3)" — Ty<(X) nastepujaco dla og,...,0n-1 €
Ty< (E)’

les(o0, -y om-1)ll = {e} U | J{iw | w € |loil [},

i<n

oraz

_I T gdy w = ¢,
QOf(O'O, e 7Un—1)(w) - { O'i(u), gdy 1 < noraz w = iu.

Dowiesé, ze ¢y jest funkcja ciagla.

Niech (A, <,4) oraz (B, <p) beda zupelnymi porzadkami. Niech ¢ : [A,B] x A — B
bedzie funkcja (por. zadanie 9) zdefiniowana dla f € [A, B] oraz a € A nastepujaco,

o(f,a) = f(a)
Dowiesé, ze ¢ jest funkcja ciagla.

Dowiesé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, funkcja ¢ : PF(A,B) x PF(B,C) —
PF(A,C) zdefiniowana wzorem ¢(f, g) = gf jest funkcja ciagla.

Dowiesé, ze dla dowolnych zbioréw A, B,C, funkcja ¢ : PF(A,B) x PF(A,C) —
PF(A, B x C) zdefiniowana wzorem

o(f, 9)(a) = { (f(a),g(a)), gdy a € Dom(f) N Dom(g),

"~ | nieokre$§lone, w przeciwnym przypadku,
jest funkcja ciagta.

Niech AlﬂAQ = @ DOWieéé, ze funkcja @ : PF(Al, B) XPF(AQ, B) — PF(A1UA2, B)
zdefiniowana wzorem ¢(f, g) = f U g jest funkcja ciagla.
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7.16. Niech C' C A. Dowies¢, ze funkcja ¢ : PF(A, B) — PF(C, B), zdefiniowana wzorem
o(f) = f N (C x B) jest funkcja ciagla.

7.17. Dowie$¢, ze nastepujaca operacja definiowania warunkowego jest funkcja ciagla.
Niech A;, Ay C A, A; N Ay = 0. Niech ¢ : PF(A, B) x PF(A, B) — PF(A, B) bedzie
zdefiniowana nastepujacym wzorem dla f,g € PF(A, B) oraz a € A,

f(a), gdy a € Ay N Dom(f),

o(f,9)(a) = { 9(a), gdy a € A2 N Dom(g),
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Dowies¢, ze ¢ jest funkcja ciagla.

7.18. Udowodnié Fakt 7.32 oraz Fakt 7.33.
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8 Dobre ufundowanie

Zbiér czesciowo uporzadkowany (A, <) nazwiemy dobrze ufundowanym, gdy nie istnieje w
A nieskonczony zstepujacy ciag elementéw, tzn. gdy nie istnieje réznowarto$ciowa funkcja
f: N — A taka, ze dla wszystkich n € N, zachodzi f(n+ 1) < f(n). Dobrze ufundowany
liniowy porzadek nazywamy dobrym porzadkiem.

Przypomnijmy, ze jesli < jest czeSciowym porzadkiem, to dla zaznaczenia, ze element a
jest $cisle mniejszy od b (tzn. a # b oraz a < b) piszemy a < b.

Nastepujace twierdzenie podaje pozyteczna charakteryzacje porzadkéw dobrze ufundo-
wanych.

Twierdzenie 8.1 Czesciowy porzadek (A, <) jest dobrze ufundowany, wtw, gdy kazdy nie-
pusty podzbior zbioru A ma element minimalny.

Dowdéd:  Niech (A, <4) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym i zalézmy, ze X C A jest
niepustym podzbiorem nie majacym elementu minimalnego. Zdefiniujemy ciag f: N — X
nastepujaco. Niech f(0) € X bedzie dowolnym elementem. Zalézmy, ze f zostala zdefi-
niowana dla liczb k& < n oraz, ze dla wszystkich £ < n mamy f(k') <4 f(k). Wowczas
f(n') wybieramy jako dowolny element zbioru X taki, ze f(n') <4 f(n). Istnienie takiego
elementu f(n') wynika stad, ze f(n) nie jest elementem minimalnym w X. Tak wiec zdefinio-
walismy nieskoriczony zstepujacy ciag elementéw zbioru A. Otrzymana sprzecznos$é¢ dowodzi,
ze kazdy niepusty podzbidr zbioru A ma element minimalny.

Na odwrét, jesli f : N — A jest nieskoniczonym zstepujacym ciagiem elementéw A to
oczywiscie obraz f (N) jest niepustym podzbiorem A nie majacym elementu minimalnego.
|

Bezposrednia konsekwencja powyzszego twierdzenia oraz zasady minimum (zob. Twier-
dzenie 3.5) jest nastepujacy wynik.

Twierdzenie 8.2 Zbior liczb naturalnych ze zwyktym porzadkiem jest dobrym porzadkiem.
Przyklad 8.3

1. Dla dowolnego zbioru A, zbiér wszystkich stéw nad A uporzadkowany porzadkiem
prefiksowym jest dobrze ufundowany. Istotnie, gdyby wy > w; > ... byl zstepujacym
ciagiem stow, to biorac pod uwage ich diugosci dostalibySmy zstepujacy ciag liczb
naturalnych |wy| > |wy| > ..., co jest niemozliwe na mocy Twierdzenia 8.2.

2. Zbiér ({0, 1}*, =) z porzadkiem leksykograficznym indukowanym przez porzadek 0 < 1
(zob. Przyklad 7.8) nie jest dobrze ufundowany bowiem ciag

(s e (L R |

tworzy nieskorniczony tancuch zstepujacy.
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3. Jesli F jest dowolna rodzina zbioréw skoriczonych, to (F, C) jest dobrze ufundowanym
porzadkiem. Wynika to stad, ze dla zbioréw skonczonych A, B, jesli A jest wlasciwym
podzbiorem B, to |A| < |B|. Zatem nieskoniczony zstepujacy ciag zbioréw w F prowa-
dzitby do nieskoniczonego zstepujacego ciagu liczb naturalnych. Tak wiec, zbioér F'T}
skoniczonych drzew k-argumentowych z relacja zawierania jest dobrze ufundowany dla
kazdego k.

4. (FT;,C) (zob. Fakt 7.13) jest dobrze ufundowany. Stosuje sie tutaj rozumowanie
analogiczne do przedstawionego w poprzednim punkcie.

5. Dla kazdego zbioru etykiet ¥, zbiér FT(X) terméw nad ¥ (zob. Przyklad 7.17)
uporzadkowany relacja C (“byé podtermem”) jest dobrze ufundowany. Powdd jest
ten sam co w poprzednich dwéch punktach.

6. Oczywiscie kazdy skonczony porzadek jest dobrze ufundowany.

7. Zbiér (11, C) drzew l-argumentowych jest dobrze uporzadkowany. Wynika to stad,
ze jedynym drzewem nieskonczonym w 73 jest {0}*. Jest to element najwiekszy w
T;. Tak wiec (11, C) mozna otrzymaé ze zbioru dobrze uporzadkowanego (F'T7, C)
przez dodanie elementu najwiekszego. Operacja dodawania elementu najwiekszego
oczywiscie nie psuje wiasnosci dobrego ufundowania.

8. Zbiér (T, C) natomiast nie jest dobrze ufundowany. WeZzmy nastepujacy ciag drzew
2-argumentowych

tn = {0"w | w e {0,1}*yu{0" | i <n}uU{01|i<n}

Dla dowolnej liczby n, zbidr t,1 jest wlasciwym podzbiorem ¢, (zauwazmy, ze 0"11 €
t, — tny1). Powyzszy ciag jest nieskoriczonym ciagiem zstepujacym. Przyklad ten bez
trudu mozna przenie$¢ na dowolne (Ty, C) dla k > 2.

8.1 Indukcja noetherowska

W zbiorach dobrze ufundowanych obowiazuje zasada indukcji. Jest to naturalne uogdlnienie
zwyklej zasady indukcji dla liczb naturalnych.

Twierdzenie 8.4 (Zasada indukcji noetherowskiej)
Niech (A, <a) bedzie porzqdkiem dobrze ufundowanym i niech P C A bedzie zbiorem spetnia-
jacym nastepujacy warunek,

dla kazdego x € A, z faktu zZe wszystkie elementy y <4 x nalezq do P wynika, ze x € P

Wowcezas P = A.
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Dowéd: Jesli A — P # (), to niech z; € A — P bedzie elementem minimalnym. Zatem
jesli y <4 xg, to y € P. 7 zalozen twierdzenia wynika, ze zo € P. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze A— P=0,czyli A=P. 1

Niech (A, <) bedzie porzadkiem dobrze ufundowanym. Wprowadzimy nastepujace ozna-
czenie. Dla dowolnego a € A, definiujemy

Oa) ={z € A |z <a}.

Kazdy zbiér postaci O(a) bedziemy nazywaé odcinkiem poczatkowym w zbiorze (A, <).
Powyzsza notacja zbior6w O(a) nie uwzglednia zaleznosci od czeSciowego porzadku (A, <
). Zwykle nie bedzie to prowadzilo do niejednoznacznosci. W watpliwych przypadkach
bedziemy uzywali indeksu dla podkreslenia zaleznosci.

Na zbiorach dobrze ufundowanych mozna indukcyjnie definiowaé¢ funkcje, podobnie jak
w przypadku zbioru liczb naturalnych.

Twierdzenie 8.5 (O definiowaniu funkcji przez indukcje noetherowska)

Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym. Dla dowolnych zbioréw B oraz C i dowol-
nej funkcji h : PF(A x C,B) x A x C — B istnieje doktadnie jedna funkcja f: Ax C — B
spetniajaca ponizszy warunek dla dowolnych x € A orazc € C':

flz,e)=h(f N (O(x) x C x B),x,c). (38)

Dowdéd: Pokazemy najpierw, ze dla kazdego r € A istnieje dokladnie jedna funkcja f, :
(O(z) U{z}) x C — B taka, ze dla dowolnego y < z oraz c € C,

fo(y,¢) = h(f: N (O(y) x C x B),y,c) (39)

fa:(yac) = fy(y,c), (40)

gdzie f, jest funkcja odpowiadajaca elementowi y.

Najpierw pokazemy, ze funkcja f, moze by¢ co najwyzej jedna dla danego x € A. Wynika
to bezposrednio z (39) poprzez indukcje noetherowska. Istotnie, niech f, i f. beda dwiema
funkcjami speliajacymi (39). Udowodnimy, ze dla kazdego y < z oraz dla ¢ € C, zachodzi

fo(y,¢) = fo(y,0). (41)

Powyzsza réwnos¢ dowodzimy przez indukcje noetherowska ze wzgledu na y. Zalézmy, ze
fz(a, c) = f.(a, c) zachodzi dla wszystkich a < y. Zatem f,N(O(y) x C x B) = fiN(O(y) x
C x B) iz (39) otrzymujemy (41). Tak wiec, na mocy zasady indukcji noetherowskiej (41)
zachodzi dla kazdego y < .
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Teraz pokazemy istnienie funkcji f, spehiajacej (39) i (41). Udowodnimy to przez
indukcje ze wzgledu na x. Zalézmy zatem, ze dla kazdego a < x mamy funkcje f, :
(O(a) U{a}) x C — B spehiajacadlay <aidlaceC,

fa(y,¢) = h(fa N (O(y) x C x B),y,c) (42)

oraz
fa(y’ C) = fy(y’ C). (43)
Zauwazmy, ze z (43) wynika iz dla dowolnych a1,ay < z, dla dowolnego y spelniajacego
y < a1, y < ay oraz dla dowolnego ¢ € C mamy f,, (y,c) = fa,(y, ). Zatem | J{fa|l @ < z}
jest funkcja. Oznaczmy ja przez g. Dziedzina funkcji g jest oczywiscie O(x) x C.
Funkcje f, definiujemy nastepujacodlay <ziceC

_Jaly,0), jesliy<wz
foly ) = { h(g,z,c), jesliy=ux.

Sprawdzimy, ze f, spelmia warunki (39) i (40). Wezmy dowolne y < x oraz ¢ € C. Jedli
y < z, to mamy

fo(y,¢) = g(y,¢) = fy(y,c) = h(f, N (O(y) x B x C),y,c) = h(f: N (O(y) x B xC),y,c).

Ostatnia réwno$é¢ wynika z tego, ze funkcja f, ograniczona do O(y) x C' jest réwna funkcji g
ograniczonej do O(y) x C, a ta ostatnia, jako suma rodziny {f, | a < z}, jest réwna funkcji
[y ograniczonej do O(y) x C. Zatem zachodzi (39) i (40).

Jesli y = z, to (40) jest identycznoscia, a dla (39) mamy

fo(z,¢) = h(g,z,¢) = h(f: N (O(z) x C x B),z,c).

To koriczy dowdd (39) i (40).
7 udowodnionej powyzej wlasnosci natychmiast wynika, ze dla dowolnych z{,z, € A,
mamy

fm(yac) = fwz(y’c)’

gdzie y < z1, y < g oraz c € C. Zatem f = |J{f. | x € A} jest funkcja o dziedzinie A x C.
Mamy

[z, ¢) = fo(z,¢) = h(fo N (O(z) x C x B),z,c) = h(f N (O(z) x C x B),z,c).
Powyzsza rownosé¢ konczy dowéd twierdzenia. M

Zbiér C'w powyzszym twierdzeniu pelni role zbioru parametréw. Zauwazmy, ze definicja
indukcyjna funkcji w (38) polega na okreslaniu funkcji na elemencie z w zaleznosci od juz
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zdefiniowanej czesci funkcji dla argumentéw mniejszych od x. W szczegdlnosci jesli z jest
elementem minimalnym w A, to (38) redukuje sie do wzoru:

f(z,c) =h(D,z,c)

Przyklad 8.6 Zilustrujemy zastosowanie twierdzenia 8.5 na przykladzie definicji funkcji
konkatenacji stow f : X* x X* — X*. Dla kazdego a € X niech g, : X* — X* bedzie
funkcja, ktora kazdemu stowu w € X™* przyporzadkowuje stowo aw.

Intuicyjnie, nastepujaca rodzina réwnan definiuje f,

fleyw) = w (44)

flau,w) = go(f(u,w)), dlaae X (45)

Mozna te definicje sformalizowaé stosujac twierdzenie 8.5. Niech A = B = (C = X* oraz
niech h : PF(X* x X*, X*) x X* x X* — X* bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco

| gu(f(u,w)) jesli u = au’ oraz (v',w) € Dom(f)
Al w) = { w w przeciwnym przypadku

Porzadek <, na zbiorze A definiujemy nastepujaco. Dla v, w € A, mamy w <, u wtedy i
tylko wtedy, gdy w jest przyrostkiem u, tzn., gdy istnieje w’ € A takie, ze u = w'w. Porzadek
(A, <) jest dobrze ufundowany, gdyz jest on izomorficzny z porzadkiem prefiksowym na A
(izomorfizm ustala fukcja, ktéra kazdemu stowu w przyporzadkowuje stowo w®, powstajace
7z w przez odwrécenie kolejnoscei liter w w).

Latwo jest zauwazy¢, ze réwnania (44), (45) definiujace f sa réwnowazne réwnaniu (38)
z twierdzenia 8.5 przy h zdefiniowanym powyzej.

Wiecej przykladow definicji funkcji przez indukcje noetherowska poznamy w nastepnych
dziatach poswieconych logice.

8.2 Dobre porzadki

Przypomnijmy, ze dobry porzadek to liniowy porzadek dobrze ufundowany.

Fakt 8.7 Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze uporzqdkowanym. Dla dowolnych a,b € A,
jesli a # b, to odcinki poczatkowe O(a) 1 O(b) nie sa izomorficzne.

Dowdéd: Zalézmy, 7e b < a oraz, ze f : O(a) — O(b) jest izomorfizmem i zalézmy, ze a jest
najmniejszym elementem o tej wlasnosci. Poniewaz O(b) jest wlasciwym podzbiorem zbioru
O(a), to zbiér O(b) — f(O(b)) jest niepusty. Niech ¢ bedzie najmniejszym elementem w tym
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—

zbiorze. Oczywiscie f(O(b)) C O(c). Z wyboru elementu ¢ wynika, ze dla dowolnego = < ¢,

—

poniewaz z € O(b), to z € f(O(b)). Zatem

Flo®) = 0(e),

czyli odcinki poczatkowe O(b) i O(c) sa izomorficzne. Poniewaz ¢ < b < a, to otrzymujemy
sprzecznos¢ z wyborem elementu a. W

7 powyzszego faktu natychmiest otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 8.8 Zaden zbior dobrze uporzadkowany nie jest izomorficzny ze swoim odcinkiem
poczatkowym.

Przedstawimy teraz konstrukcje, do ktérej bedziemy sie odwolywa¢ w kilku natepnych
lematach oraz w czesci poswieconej liczbom porzadkowym. Niech (A, <4) oraz (B, <p) beda
zbiorami dobrze uporzadkowanymi. Niech x bedzie elementem nie nalezacym do zbioru B.
Niech B’ = BU{x}. Porzadek na B’ jest rozszerzeniem porzadku <p przez dotaczenie * jako
elementu najwiekszego. Zdefiniujemy g : A — B’ przez indukcje noetherowska. Dla a € A,
niech g(a) bedzie najmniejszym elementem w zbiorze B — {g(z) | z <4 a}, o ile ten zbiér
jest niepusty. Jedli B — {g(z) | z <4 a} = 0, to definiujemy g(a) = *. Funcje g nazwiemy
przeksztatceniem kanonicznym indukowanym przez (A, <4) i (B, <p).

Lemat 8.9 Niech (A, <4a) i (B, <p) beda zbiorami dobrze uporzadkowanymi i niech g : A —
B’ bedzie przeksztatceniem kanonicznym indukowanym przez te zbiory.

(i) Dla kazdego a € A, jesli g(a) # x, to §(O(a)) = O(g(a)).
(11) Jedli a € A jest najmniejszym elementem takim, Ze g(a) = *, to §(O(a)) = B.

Dowdéd: Udowodnimy (i) przez indukcje noetherowska ze wzgledu na a. Zauwazmy, ze
poniewaz g(a) # *, to nie ma znaczenia czy odcinek poczatkowy wyznaczony przez g(a) jest
brany wzgledem zbioru B czy B'. Z zalozenia o funkcji ¢ wynika, ze

9(a) € {g(z) | x <4 a}. (46)

Wezmy dowolny ¢ € O(a). Gdyby g(a) <p g(c), to mielibySmy

9(a) € O(g(c)) = §(O(c)) € {g(z) | z <a a},

co przeczy (46). Z tych samych powodéw mamy g¢(c) # g(a). Zatem

§(O(a)) € O(y(a)).
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Na odwrét, wezmy b <p g(a) dla pewnego b € B. Poniewaz g(a) jest najmniejszym
elementem speliajacym (46), to istnieje ¢ <4 a taki, ze b = g(c). Zatem b € g(O(a)), co
koriczy dowéd (i).

Dla dowodu (ii) zauwazmy, ze poniewaz g(a) = x, to B C {g(z) | z <4 a} = §(O(a))
Z drugiej strony, z zalozenn w punkcie (ii) wynika, ze dla kazdego ¢ <4 a, mamy g(c) € B
Zatem g(O(a)) C B. To koriczy dowéd lematu. W

7, powyzszego lematu otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek, ktérego dowod
pozostawiamy czytelnikowi.

Whniosek 8.10 Niech (A, <4) i (B, <g) beda zbiorami dobrze uporzadkowanymi i niech g :
A — B’ bedzie przeksztatceniem kanonicznym indukowanym przez te zbiory.

(i) g jest monotoniczna.
(i1) Jesli x & G(A), to g jest rézZnowartosciowa.

(iii) Jesli x € G(A) oraz a € A jest najmniejszym elementem takim, ze g(a) = *, to
(B, <p) jest izomorficzny z odcinkiem poczatkowym O(a).

Nastepny fakt pokazuje, ze przeksztalcenie kanoniczne jest najmniejszym sposrod wszyst-
kich funkcji monotonicznych pomiedzy dwoma ustalonymi dobrymi porzadkami.

Lemat 8.11 Niech (A,<4) i (B,<p) beda zbiorami dobrze uporzadkowanymi i niech g :
A — B’ bedzie przeksztatceniem kanonicznym indukowanym przez te zbiory. Dla dowolnej
funkcji monotonicznej i réznowartosciowej f : A — B i dla dowolnego a € A mamy

9(a) <p f(a).

W szczegolnosct wynika stad, ze jesli istnieje monotoniczna i roznowarto$ciowa funkcja z
(A, <) w(B,<p) tox & g(A) oraz g : A — B' jest roznowartosciowa.

Dowdd: Najpierw udwodnimy powyzsza nieréwnos¢ przez indukcje noetherowska ze wzgledu
na a, przy dodatkowym zalozeniu, ze g(a) # *. Wezmy dowolne a takie, ze g(a) # * i
przypuéémy, ze f(a) <p g(a). Poniewaz g(a) & {g(z) | * <a a}, to z definicji funkcji g wy-
nika, ze istnieje z <4 a taki,ze f(a) = g(x). Z zalozenia indukcyjnego mamy g(z) <p f(x).
Zatem f(a) <p f(z), co przeczy zalozeniu o monotonicznosci i réznowartosciowosci f. Otrzy-
mana sprzecznos¢ dowodzi nieréwnosci f(a) <p g(a).

Przypusémy teraz, ze g(a) = * i niech a € A bedzie najmniejszym elementem o tej
wiasnosci. Z Faktu 8.9 (ii) wynika, ze B = {g(z) | z <4 a}. Zatem istnieje z <4 a taki,ze
f(a) = g(z). Z powyzszej czesci dowodu wiemy, ze g(x) <p f(z). Zatem f(a) <p f(z) i
podobnie jak wyzej, otrzymujemy sprzeczo$é. Zatem musi byé¢ g(a) # *.
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Druga cze$¢ Lematu 8.11 wynika z pierwszej oraz z Wniosku 8.10 (ii). W

Lemat 8.12 Niech (A, <4) i (B,<p) beda zbiorami dobrze uporzadkowanymi i niech g :
A — B oraz h : B — A’ bedq przeksztatceniami kanonicznymi indukowanymi przez te
zbiory. Wtedy dla kazdego a € A takiego, ze g(a) # *, zachodzi hg(a) = a.

Dowdéd: Dowodzimy lemat przez indukcje noetherowska ze wzgledu na a € A, spelniajace
warunek g(a) # *. Wezmy dowolne takie a i rozwazmy zbiér X = {h(y) | v <p g(a)}.
Pokazemy, ze

X = 0(a). (47)

Niech z = h(y) dla pewnego y <p g(a). Z definicji funkcji g wynika, ze istnieje z <4 a taki,
ze y = g(z). Zatem, stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy

h(y) = hg(z) = z.

Wynika stad, ze z <4 a.

Na odwrét, wezmy x <4 a, wtedy na mocy Lematu 8.9 mamy g(x) <p g(a) oraz z
zalozenia indukcyjnego x = hg(z). Zatem z € X. To koficzy dowéd (47).

Tak wiec A — X # () i hg(a) jest najmniejszym elementem w tym zbiorze. Jest to
oczywiscie element a, na mocy (47).

8.3 Liczby porzadkowe

Przypomnijmy, ze liczby kardynalne sa obiektami przyporzadkowanymi zbiorom w ten sposéb,
ze dwa zbiory maja przyporzadkowany ten sam obiekt wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory
te sa réwnoliczne. Zatem liczby kardynalne reprezentuja w pewnym sensie klasy zbioréw
rownolicznych. Analogiczna role w stosunku do dobrych porzadkéw spelniaja liczby po-
rzadkowe — reprezentuja one klasy dobrych porzadkéw izomorficznych. Tak wiec, liczbams
porzadkowymi sa obiekty przypisane kazdemu dobremu porzadkowi w ten sposéb, ze dwom
porzadkom jest przypisany ten sam obiekt wtedy i tylko wtedy, gdy te porzadki sa izo-
morficzne. Jesli « jest liczba porzadkowa odpowiadajaca dobremu porzadkowi (A, <), to
mowimy tez, ze (A, <) jest uporzadkowany w typ . Bedziemy to oznaczaé (A, <,) = a.

Liczba porzadkowa odpowiadajaca dobremu porzadkowi (n, <) jest liczba n. Natomiast
porzadkowi (N, <) odpowiada liczba porzadkowa oznaczana w (omega).

Liczby porzadkowe mozna dodawac. Jesli a jest liczba porzadkowa zwiazana z dobrym
porzadkiem (A, <4) aliczba (3 jest zwiazana z (B, <g), to liczba a+/ jest z definicji zwiazana
z porzadkiem, ktory jest takim rozszerzeniem porzadkéw <4 oraz <p, ze wszystkie elementy
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A sa mniejsze od wszystkich elementéw B (zakladamy, bez zmniejszenia ogélnosci, ze A i
B sa rozlaczne). Pozostawimy czytelnikowi dowdd, ze tak okreslony porzadek jest dobrym
porzadkiem. Zauwazmy, ze 1+w = w oraz, ze w+1 # w, bowiem w+ 1 reprezentuje porzadek
z elementem najwiekszym, a w reprezentuje porzadek bez elementu najwiekszego, a ponadto
izomorfizm przeprowadza element najwiekszy na element najwiekszy. Zatem dodawanie liczb
porzadkowych nie jest operacja przemienna. Dla skonczonych liczb porzadkowych pokrywa
sie ono ze zwyklym dodawaniem liczb naturalnych.

Przyktadowo, liczba w+1 jest przyporzadkowana dobremu porzadkowi drzew 1-argumento-
wych (77, C).

Liczby porzadkowe mozna poréwnywacé. Jesli (A, <,) = a oraz (B, <g) = 3, to méwimy,
ze « jest mniejsza lub réwna [ (piszemy a < ), wtw, gdy istnieje monotoniczna i rézno-
wartosciowa funkcja f : A — B. Definiujemy o < 3, gdy a <  oraz (A, <4) i (B, <p) nie
sa izomorficzne.

Ponizej zajmiemy sie pewnymi podstawowymi wlasnoéciami tak zdefiniowanego zwiazku.'!

Fakt 8.13 Dla dowolnych zbioréw dobrze uporzadkowanych (A, <4) oraz (B,<p), mamy
(A, <a) < (B, <p) wtedy i tylko wtedy, gdy (A, <a) jest izomorficzny z pewnym odcinkiem
poczatkowym w (B, <g).

Dowéd: (=) Niech g : A — B’ bedzie przeksztalceniem kanonicznym indukowanym przez
(A,<4) 1 (B,<p). Z Wniosku 8.10 wynika, ze g jest réznowartosciowa oraz g : A — B.
Z zalozenia wynika, ze g nie moze by¢ na B. Niech b € B — §(A) bedzie najmniejszym
elementem. Pokazemy, ze

g(A) = 0() (48)

Niech a € A bedzie dowolnym elementem. Gdyby b <p g(a) to z Lematu 8.9 istnialoby
x <4 a takie, ze b = g(x), wbrew wyborowi b. Zatem g(a) <p b, czyli g(a) € O(b). Na
odwrdt, jesli ¢ <p b, to z wyboru b wynika,ze ¢ € g(A). To dowodzi (48).

Z (48) wynika, ze (A, <4) jest izomorficzny z O(b).

Implikacja (<) jest oczywista — gdyby (4, <4) i (B, <p) byly izomorficzne, to (B, <p)
bylby izomorficzny ze swoim odcinkiem poczatkowym, co jest niemozliwe na mocy Wnio-
sku 8.8. 1

Twierdzenie 8.14 (Cantor)
Dla dowolnych zbioréw dobrze uporzadkowanych (A, <a) i (B, <p), jesli (A, <) < (B, <p)
oraz (B, <p) < (A4,<4), to (A, <4) i (B,<p) sa izomorficzne.

118cigle méwiac poréwnywanie liczb porzadkowych nie jest relacja bo nie istnieje zbiér wszystkich liczb
porzadkowych.
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Dowdéd: Wezmy kanoniczne przeksztalcenia g : A — B’ oraz h: B — A', indukowane przez
(A,<a) i (B,<pg). Z Lematu 8.11 wynika, ze * ¢ g(A) oraz x ¢ h(B). Zatem, na mocy
Lematu 8.12, funkcje g : A — Bi h: B — A sa izomorfizmami. H

Twierdzenie 8.15 (O trichotomii)
Dla dowolnych liczb porzadkowych o, B zachodzi doktadnie jedna z nastepujacych mozliwosci:

(i) a < pB;
(i) B < «;
(iii) o= f.

Dowdéd: Oczywiscie zadne dwa z powyzszych warunkow nie moga zaj$¢ jednoczesnie.
Dla dowodu, ze zawsze musi zajs¢ ktorys$ z tych warunkéw wezmy dowolne zbiory dobrze
uprzadkowane (A, <4) oraz (B,<p) takie, ze (A, <) = a oraz (B,<p) = . Rozwazmy
przeksztatcenia kanoniczne g : A — B’ oraz h: B — A’, indukowane przez te zbiory.

Na mocy Wniosku 8.10, jesli * ¢ g(A) to o < §, a zatem zachodzi (i) lub (iii). Podobnie,
jesli x ¢ E(B), to 8 < «a i zachodzi (ii) lub (iii). Jesli * € g(A), to na mocy Wniosku 8.10
zachodzi (ii). Wreszcie, jesli * € h(B), to zachodzi (i). W

Twierdzenie 8.16 Kazdy zbior liczb porzadkowych jest dobrze uporzqedkowany przez <.

Dowdd: Wezmy dowolny zbiér Z liczb porzadkowych. Z Twierdzen 8.14 oraz 8.15 wynika,
ze Z jest liniowo uporzadkowany.
Przypusémy, ze mamy nieskonczony zstepujacy lancuch w 2

a1 >0 > ...

Niech (A;, <4,) = o; dla ¢ > 0. Pokazemy, ze dla kazdego i > 0, istnieje a; € Ay taki, ze
odcinek poczatkowy O(a;) jest izomorficzny z A; oraz a;11 <4, ;.

Powyzsza, wlasno$¢ dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na 7. Poniewaz a; < ag, to na
mocy Faktu 8.13, istnieje a; € Ay taki, ze (A;, <u,) jest izomorficzny z O(ay).

WeZzmy dowolne 7 > 1. Stosujac podobne rozumowanie znajdujemy ¢ € A;_; taki, ze
(A, <a4,) jest izomorficzny z O(c). Z zalozenia indukcyjnego (A; 1, <4, ,) jest izomorficzny
z O(a;_1) C Ag. Niech a; € O(a;_1) bedzie elementem, na ktéry przechodzi ¢ przy tym izo-
morfizmie. Poniewaz przy izomorfizmie odcinek poczatkowy jest przeksztalcany na odcinek
poczatkowy, to odcinki O(c) i O(a;) sa izomorficzne. Zatem (A;, <y,) jest izomorficzny z

O(GZ)
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Tak wiec zdefiniowali$émy nieskoniczony zstepujacy ciag w (Ag, <4,). Otrzymana sprzecz-
nos¢ dowodzi, ze Z jest dobrze uporzadkowany. W

8.4 Twierdzenie Zermelo i dowdd lematu Kuratowskiego-Zorna

Na zakonczenie dzialu o dobrym ufundowaniu przytoczymy twierdzenie majace charakter
rownie niekonstruktywny jak lemat Kuratowskiego-Zorna.

Twierdzenie 8.17 (Zermelo)
Kazdy zbior mozna dobrze uporzadkowadé, tzn. dla kazdego zbioru A istnieje relacja dobrego
porzadku na A.

Dowdéd:  Niech R bedzie zbiorem wszystkich par (X, r) takich, ze X C A oraz r jest
dobrym porzadkiem w X. Niech Z bedzie zbiorem wszystkich liczb porzadkowych « takich,
ze istnieje (X, r) € R, uporzadkowany w typ a. Na mocy Twierdzenia 8.16 zbiér Z jest
dobrze uporzadkowany relacja <.

Zdefiniujemy funkcje f : Z — A przez indukcje noetherowska. Niech ay € A bedzie
dowolnym ustalonym elementem.'? Dla o € Z, jako f(«) wybieramy dowolny element ze
zbioru A — {f(B8) | B < a}, o ile zbiér ten jest niepusty. Jesli {f(f) | B8 < a} = A, to
kladziemy f(«) = ao.

Pokazemy, ze .

f(Z) = A. (49)

—

Przypusémy, ze X = f(Z) # A. Woéwcezas funkcja f jest réznowartosciowa, a zatem w
zbiorze X mozna okresli¢ dobry porzadek r, indukowany przez porzadek w Z. Porzadek ten
jest oczywiscie izomorficzny z (Z,<). Niech v = (Z, <). Poniewaz (X,r) € R, to v € Z i,
co za tym idzie, O(vy) C Z. Zatem Z bylby izomorficzny ze swoim odcinkiem poczatkowym.
Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi (49).

Jedli istnieje o € Z taka, ze {f(B8) | B < a} = A, to niech « bedzie najmniejsza o tej
whasnosci. Wowezas f, ograniczona do O(a), jest réznowartosciowa i poniewaz f(O(a)) = A,
to indukuje ona dobry porzadek na A. Jesli dla kazdego o € Z mamy {f(8) | 5 < a} # A,
to f jest réznowartosciowa i z (49) wynika, ze réwniez w tym przypadku, f indukuje dobry
porzadek na A. N

Jako bezposredni wniosek z Twierdzenia 8.15 oraz Twierdzenia 8.17 otrzymujemy naste-
pujacy wniosek.

12Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé, ze A # ().
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Whiosek 8.18 Dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi |A| < |B| lub |B| < |A|.

Dowéd: Zbiory A i B mozna dobrze uporzadkowaé. Niech a i 8 beda typami porzadkowymi
tych zbioréw. Na mocy Twierdzenia 8.15 mamy, ze < [ lub f < a. W pierwszym
przypadku zachodzi |A| < |B|, a w drugim |B| < |A]. &

Skorzystamy teraz z twierdzenia Zermelo do udowodnienia Lematu Kuratowskiego-Zorna
(por. Twierdzenie 7.30).

Dowdd lematu Kuratowskiego-Zorna:

Niech (A, <,4) bedzie czeSciowym porzadkiem, w ktérym kazdy taricuch ma ograniczenie
gorne. Pokazemy, ze A zawiera element maksymalny.

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem o mocy wiekszej niz A i niech < bedzie dobrym
porzadkiem w Z — taki porzadek istnieje na mocy twierdzenia Zermelo. Zdefiniujemy
funkcje monotoniczna f : Z — A przez indukcje noetherowska.

Niech z € Z i rozwazmy zbiér X = {f(u) | u < z}. Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze X jest lancuchem, a zatem ma ograniczenie gérne. Jesli X ma jakie$ ograniczenie gérne
a nalezace do zbioru A — X, to definiujemy f(z) = a, gdzie a jest dowolnie wybranym
elementem o tej wlasnosci. W przeciwnym przypadku X zawiera swoje wlasne ograniczenie
gérne a, ktére musi by¢ zarazem elementem najwiekszym w X. Wéwezas kladziemy f(z) = a.

Poniewaz |Z| > |A|, to funkcja f nie moze byé réznowartosciowa. Zatem istnieje zy € Z
taki, ze dla wszystkich z, jesli zp < z, to f(z0) = f(z). Z definicji funkcji f wynika, ze f(zo)
jest elementem maksymalnym w (A, <4). To konczy dowdd lematu Kuratowskiego-Zorna.

|

Zaréwno lemat Kuratowskiego-Zorna jak i twierdzenie Zermelo wymagaja dla dowodu
nowego aksjomatu. Aksjomat ten, zwany pewnikiem wyboru orzeka, ze dla kazdej niepuste]
rodziny zbioréw niepustych istnieje funkcja wyboru, tzn. funkcja, ktéra kazdemu zbiorowi
tej rodziny przyporzadkowuje pewien element tego zbioru. Mozna pokazac¢, ze pewnik wy-
boru, twierdzenie Zermelo oraz lemat Kuratowskiego-Zorna sa sobie rownowazne na gruncie
pozostalych aksjomatéw teorii mnogosci.

Zauwazmy, ze obydwa twierdzenia maja niekonstruktywny dowdd, tzn. dowodzi sie w
nich istnienie obiektu (dobrego porzadku w przypadku twierdzenia Zermelo oraz elementu
maksymalnego w przypadku lematu Kuratowskiego-Zorna), ktérego konstrukcji dowdd nie
podaje.

Zadania
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8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

Dowies¢, ze jesli f : A — B jest monotoniczna bijekcja pomiedzy dobrymi porzadkami
(A, <4) oraz (B, <p), to funkcja odwrotna f~! jest tez monotoniczna. Czy zalozenie,
ze mamy do czynienia z dobrymi porzadkami jest istotne?

Niech (A, <4) bedzie zupelnym porzadkiem i niech f : A — A bedzie funkcja mono-
toniczna. Dowie$é, ze f ma najmniejszy punkt staly. (Wskazdwka: wziaé¢ dostatecznie
duza liczbe porzadkowa « i zdefiniowaé tafcuch iteracji {f?(L) | B8 < a}, funkcji f na
elemencie najmniejszym L.)

Dowiesé, ze jesli (A, <,) oraz (B, <p) sa dobrze ufundowane oraz AN B = (), to
porzadek (AU B, <) zdefiniowany ponizej jest tez dobrze ufundowany:

x <a Y, lub
r<ywtw, gdy { = <py, lub
xr € Aorazy € B

Dowiesé, ze jesli (A, <) oraz (B, <p) sa dobrze ufundowane, to porzadek (A x B, <)
zdefiniowany ponizej jest tez dobrze ufundowany:

by <p bo, lub

(a1, b1) < {az, by) wtw, gdy { by = by oraz a; <4 ao

Podzbiér X zbioru czesciowo uporzadkowanego (A, <,4) nazwiemy antytaricuchem, gdy
zadne dwa elementy zbioru X nie sa poréwnywalne w sensie relacji < 4.

Dowiesé, ze jesli (A, <4) oraz (B, <pg) nie zawieraja nieskoficzonych antylaficuchéw to
(A x B, <) tez nie zawiera nieskoriczonych antylaricuchéw, gdzie porzadek w produkcie
A x B jest zdefiniowany w poprzednim zadaniu.

Niech (A, <y4) bedzie czesciowym porzadkiem dobrze ufundowanym. Niech Pp,(A)
oznacza zbior wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru A. Definiujemy nastepujaca
relacje < w zbiorze Pf;,(A). Dla skoniczonych zbioréw X,Y C A, zachodzi X < Y
wtw, gdy istnieje a € Y oraz zbiér Z C A taki, ze

e dla kazdego z € Z, zachodzi z <4 a oraz
e X=(Y-{a}h)UZ.

Dowies¢, ze nastepujaca relacja C w Py, (A) jest dobrze ufundowanym czesciowym po-
rzadkiem: X C Y zachodzi wtw, gdy X =Y lub istnieje n > 0 oraz ciag Xo,... X, 1
skoniczonych podzbioréow zbioru A taki, ze X = Xy, Y = X,,_; oraz dla kazdego i < n,
zachodzi Xz < Xi—|—1-

Czy teza zadania zachodzi jesli w definicji relacji < zastapimy <4 przez <47 Relacje
< oraz C mozna analogicznie zdefiniowaé¢ w calym zbiorze P(A). Czy relacja C jest
wowczas czeSciowym porzadkiem dobrze ufundowanym?
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8.7. Dowies¢, ze jesli (A, <,4) nie zawiera nieskoriczonych antylaiicuchéw oraz C jest relacja
zdefiniowana w poprzednim zadaniu, to (Pf;,(A),C) tez nie zawiera nieskonczonych
antylancuchéw.



Czesé¢ 11
Wstep do logiki
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9 Elementy algebry uniwersalnej

Sygnature Y nazwiemy rodzine {3, | n € N} zbioréw parami roztacznych. Elementy zbioru
Y., nazywamy symbolami operacji n-argumentowych.

Algebrq A nad sygnatura ¥ (lub po prostu ¥-algebra) nazywamy niepusty zbiér A
wraz z interpretacja ktéra kazdemu symbolowi f operacji n-argumentowej przyporzadkowuje
funkcje n-argumentowa f% : A" — A. Zbiér A nazywamy nosnikiem algebry 2.

Przyklad 9.1 (Przyklady algebr)

(i) Niech Xy = {e}, ¥y ={-}, oraz £,, = 0 dla n =1 lub n > 2. Przykladem X-algebry
jest ({0,1}*, -, €), tzn interpretacja symbolu - jest binarna operacja konkatenacji stéw
oraz interpretacja symbolu stalej ¢ jest stowo puste. Zauwazmy, ze uzywamy tu tej
samej nazwy na oznaczenie dwéch réznych rzeczy: formalnego symbolu operacji oraz
interpretacji tego symbolu czyli funkcji. Zwykle dla uproszczenia notacji bedziemy
korzystac z tego rodzaju wielokrotnego uzycia tej samej nazwy dla oznaczania réznych
obiektéw — znaczenie tej nazwy bedzie zawsze wynikato z kontekstu, w ktorym sie jej
uzywa. Inne przyklady X-algebr: (IV, x,0), (R, X, 1) z naturalna interpretacja symboli
operacji.

(ii) Niech ¥y = {0,1}, X; = {-}, ¥ = {-,+} oraz ¥, = 0 dla n > 2. Przyklady
Y-algebr:
<P(N),Q,U,—,@,N>,
<Za X, +7 ) Oa 1>

W pierwszym przykladzie Y-algebry interpretacja symbolu - jest operacja przeciecia
zbioréw N, interpretacja — jest dopelnienie, interpretacja symbolu statej 1 jest zbior
N € P(N), itd. W powyzszym zapisie nieformalnie odwotujemy sie do porzadku, w
ktérym sa wymienione elementy sygnatury oraz odpowiadajace im interpretacje w alge-

brze. Zwykle z kontekstu bedzie jasno wynikato o jaki porzadek chodzi. Przykladowo,
powyzsza algebra jest oczywiscie inna algebra od

<P(N),U,ﬁ,—,®,N>,
gdzie interpretacja - jest suma teoriomnogosciowa U a interpretacja + jest operacja

przeciecia.

9.1 Algebra terméw

Niech ¥ bedzie sygnatura taka, ze Y9 # (). Przypomnijmy, ze dla k € N, symbolem FT;<(X)
oznaczamy zbior wszystkich skonczonych drzew etykietowanych nad Y, w ktorych wszystkie
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wierzcholki sa rzedu co najwyzej k. Niech

FT(%) = | FT< (D).

Elementy zbioru FT'(3) nazywamy Y-termami bez zmiennych. Na zbiorze FT(X) okreslimy
strukture Y-algebry. Niech n > 0 i niech f € %,. Woéwczas dla oy,...,0, € FT(X),
definiujemy ff7®) (g, ..., 0,) jako nastepujace drzewo etykietowane:

177 o1, o)l = {e} u | {iw | w € [|ail}
i=1

oraz

FT(x%) _ f Jeéll U =g,
(f (o1, o)) (u) { oi(w) jesli u = iw.

Termy mozemy tez wprowadzi¢ uzywajac liniowej notacji. F7T'(X) jest najmniejszym
zbiorem stéw nad alfabetem .y Xn U {(,),, } spelniajacym nastepujace warunki

e Jedli f € 3, to stowo jednoliterowe f nalezy do FT(X).
e Jedli feX,, n>0,oraz oy,...,0, € FT(X), to stowo f(o1,...,0,) nalezy do FT(X).

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem rozlacznym z kazdym X,,. Niech X(Z) bedzie sygna-
tura zdefiniowana nastepujaco

E(Z)n:{ YXoUZ jeslin=0,

Yn jeslin # 0.

Niech FT(X, Z) oznacza zbiér ¥(Z)-terméw ze struktura X-algebry, tzn. symbole z Z
nie sa interpretowane w tej algebrze. Te symbole nazywamy zmiennymi, a elementy alge-
bry FT (X, Z) nazywamy X-termami o zmiennych z Z. Zgodnie z powyzszymi zalozeniami
konstrukcja FT(X, Z) ma sens pod warunkiem, ze ¥g U Z # ().

Niech X oznacza dowolny nieskonczony przeliczalny zbiér zmiennych. Zbiér ten bedzie
ustalony w dalszej czesci wykladu. Jedynym zalozeniem jakie musimy przyjaé jest aby X
bylo roztaczne z symbolami sygnatury.

Dla dowolnego termu o € FT(X, X) zdefiniujemy zbiér F'V (o), zmiennych wystepujacych
w 0. Uzyjemy w tym celu indukcji noetherowskiej.

o Jesli f € X, to FV(f) =0.
o Jesliz € X, to FV(z) = {z}.

e Jedli f € 3, dla pewnego n > 0, oraz 01, ...,0, € FT(X, X), to FV(f(01,--.,04)) =
FV(O’l) u...u FV(O’n)
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9.2 Homomorfizmy

Niech 2 oraz 8 beda Y-algebrami nad ta sama sygnatura . Funkcje h : A — B nazwiemy
homomorfizmem algebry A w B gdy zachowuje ona wszystkie operacje algebry A, tzn. gdy
dla kazdego n € N oraz f € ¥, i dla dowolnych a4, ...,a, € A,

R(f* (a1, ..., an)) = f2(h(ar), ..., h(am)).

Zauwazmy, ze dla n = 0 powyzsza réwnos$¢ oznacza zachowywanie statych, tzn. przeprowa-
dzanie przez h interpretacji stalej f w A w interpretacje tej samej stalej w 8. Roznowartoéciowy
homomorfizm nazwiemy monomorfizmem. Jesli h jest na B to h nazwiemy epimorfizmem,
a jesli h jest bijekcja, to nazwiemy go izomorfizmem.

Podamy kilka przyktadéw homomorfizméw. Funkcja przyporzadkowujaca kazdemu stowu
w € {0,1}* jego dlugosé |w| jest epimorfizmem z algebry ({0,1}*, -, €) na algebre (N, +, 0).
Funkcja logarytmu jest izomorfizmem z algebry ({r € R | r > 0}, -, 1) na algebre (R, +, 0).
Natomiast funkcja, ktéra przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej r jej cze$¢ catkowita
|7| € Z nie jest homomorfizmem z (R, +) w algebre (7, +) gdyz nie zachowuje operacji
dodawania. Bowiem [0.5+ 0.5] = 1, ale [0.5] 4+ |0.5] = 0+ 0 = 0. W przykladach tego
paragrafu uzywamy standardowych oznaczen na operacje wymienionych wyzej algebr, tzn +
oznacza operacje dodawania (w N, R, Z), - oznacza konkatenacje w {0, 1}* oraz mnozenie w
zbiorze liczb rzeczywistych.

Waznym przykladem homomorfizmu, do ktérego bedziemy sie czesto odwolywaé w dalszej
czesci tych notatek jest wartosciowanie termu w algebrze. Niech X bedzie dowolna sygnatura
i niech 2 bedzie dowolna Y-algebra. Wartosciowaniem w 2l nazwiemy dowolna funkcje
v: X — A. Majac wartoSciowanie v zdefiniujemy dla kazdego termu o € FT(X, X) wartosé
o%[v] € A tego termu w algebrze 2 przy wartosciowaniu v. Definicja jest przeprowadzona
przez indukcje ze wzgledu na budowe termu o.

v(x) jeSlioc =z € X,
] =14 fAHoPv],...,0c%v]) jedlio = f(oy,...,0,), gdzie f € ¥, oraz
01,---,0q € FT(X, X).

7 powyzszej definicji natychmiast wynika nastepujacy fakt.

Fakt 9.2 Dla kazdej X-algebry A oraz dowolnego wartoSciowania v : X — A, funkcja
(—)*[v] : FT(Z, X) — A jest homomorfizmem Y-algebr.

Dowéd: Wezmy dowolna X-algebre 2 i dowolne wartosciowanie v. Niech h: FT(X,X) — A
oznacza funkcje, ktéra kazdemu o € FT' (X, X) przyporzadkowuje o®*[v] € A. Niech n € N,
niech f € ¥, oraz niech o01,...,0, € FT(X, X). Wéwczas
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R(fFTEX oy, .. 00) = h(f(o1,-..,0,))

(f(o-la caey Un))m[v]

o), .., onlv])
(

i (

h(o1),...,h(on)).

Ponizszy fakt pokazuje zwiazek pomiedzy warto$cia danego termu a wartoscia termu o
zmienionych zmiennych.

Fakt 9.3 Niecho € FT (X, X) iniechY C X bedzie zbiorem réwnolicznym z FV (o). Niech
£:Y — FV(o) bedzie bijekcja i niech & : X — X bedzie dowolna funkcja rozszerzajaca §.
Istnieje wéwczas term o' € FT (X, X) taki, Ze

(i) FV(co') =Y,
(i1) Dla kazdej algebry A i dla kazdego wartoSciowania v : X — A, zachodzi

o] = o™ [v€ ]

Dowdd: Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na o. Jedli o jest zmienna x,
to dla pewnej zmiennej y mamy Y = {y} oraz £(y) = z. Niech term ¢’ bedzie zmienna y.
Latwo sprawdzi¢ zachodzenie warunkéw (i) oraz (ii).

Zalézmy teraz, ze 0 = f(oy,...,0,) dla pewnego f € %, oraz oy,...,0, € FT (%, X).
Niech £ : Y — FV/(o) bedzie bijekcja i niech {-c : X — X bedzie dowolnym jej rozszerzeniem.
Dla i = 1,...,n niech Y; = {?_l(FV(ai)) i niech & : Y; — FV(0;) bedzie obcieciem &
do zbioru Y;. Na mocy zalozenia indukcyjnego znajdujemy termy of,...,o, o zadanych
wlasnosciach. Niech o' = f(o},...,0}). Oczywiscie

FV(O’I)ZOFV(OZ{) :LnJYizY.

=1
Ponadto dla dowolnej algebry 2 i wartosciowania v : X — A mamy
o] = fHoT[],... onM])

FHOP ] - o [v€])

o™ [vé ]
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Druga réwnos¢ w powyzszym ciagu rownosci zachodzi na mocy zatozenia indukcyjnego oraz
faktu, ze £ rozszerza kazde & dla i =1,...,n. To konczy dowdd faktu. W

Nastepny fakt pokazuje, ze warto$¢ kazdego termu zalezy tylko od zmiennych w nim
wystepujacych.
Fakt 9.4 Dla dowolnego termu o, dowolnej algebry A i dowolnych wartosciowar v,v' : X —
A, jesli dla kazdego x € FV (o) zachodzi v(z) = v'(x), to

o¥[v] = o?[v'].

Dowdéd: Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na o. Jesli o jest zmienna to

teza oczywiscie zachodzi. Niech o bedzie postaci f(oy,...,0,), gdzie n > 0, f € X, oraz
O1,-..,0q € FT(X, X). Wezmy dowolna algebre 2 i wartosciowania v,v’' : X — A takie, ze
v(z) ='(z), dlaz € FV (o). (50)
Woéwcezas mamy
o] = fHor] ... onl]
O onlv]
oA [v'].

Druga réwnos$¢ w powyzszym ciagu réwnosci wynika z (50) oraz z zatozenia indukcyjnego
(poniewaz FV(o;) C FV(0)). To koniczy dowédd faktu. W

Fakt 9.5 Dla dowolnych YX-algebr A oraz B, dowolnego homomorfizmu h : A — B, dowol-
nego termu o € FT (X, X) oraz dla dowolnego wartosciowania v : X — A, zachodzi

h(o®[v]) = o®[hw).

Dowdéd: Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na term o. Jesli o jest zmienng
to oczywiscie réwnosé zachodzi. Zalézmy, ze o jest postaci f(oy,...,0,). Wowczas

h(o®[]) = A(f* (T ], ..., 0nv]))
= [E(h(o{]), ..., k(o))
fP(o7[h],..., 0 [hw])
= o®lh).
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9.3 Podalgebry

Niech 2 bedzie dowolna Y-algebra. Kazdy niepusty podzbiér B C A zamkniety na operacje
algebry 2 nazwiemy podalgebra 2. Kazda podalgebra w naturalny sposéb indukuje strukture
Y-algebry poprzez wziecie obcie¢ operacji 2 do podzbioru stanowiacego podalgebre.

Przykladowo, niech 2 = (P(N), U, N, 0) bedzie algebra. Wéwczas zbiér Py, (N) wszyst-
kich skoriczonych podzbioréw N jest podalgebra 2. Wyznacza ona algebre (P(N) i, U, N, 0).
Natomiast zbiér wszystkich nieskonczonych podzbioréw N nie jest podalgebra 2 bo nie za-
wiera () (nie jest tez zamkniety na przeciecia).

Fakt 9.6 Niech I # 0. Jesli {A; | i € I} jest rodzing podalgebr algebry A o niepustym
przecieciu, to [\;c; Ai jest podalgebra 2.

Dowdd: Niech n € N i wezmy dowolna f € ¥,,. Niech a4,...,a, € ﬂig A;. Wéwczas dla
kazdego i € I mamy a; ...,a, € A; i poniewaz A; jest podalgebra A to f*(a4,...,a,) € A;.
Wobec dowolnosci ¢ € I otrzymujemy, ze f*(ai,...,a,) € ();e; Ai- Dowodzi to, ze ;. A
jest podalgebra . N

Powyzszy fakt pozwala przeprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje podalgebry generowanej
przez podzbiér. Niech 2 bedzie dowolna Y-algebra i niech H C A bedzie dowolnym pod-
zbiorem takim, ze ¥o U H # (). Podalgebrq generowana przez H nazwiemy przeciecie rodziny
K wszystkich podalgebr algebry A, ktére zawieraja H. Rodzina ta jest niepusta bo A € K
oraz przeciecie tej rodziny jest niepuste bo zawiera zbiér {f* | f € ¥y} U H. Podalgebre
generowana przez H oznaczamy przez [H]. Méwimy, ze 2 jest generowana przez H, gdy
A =[H].

Nastepujace twierdzenie jest uzyteczne przy wyznaczaniu postaci elementéw, ktore musza
naleze¢ do podalgebry generowanej przez podzbidr.

Twierdzenie 9.7 Niech A bedzie dowolng Y-algebra i niech H C A bedzie podzbiorem ta-
kim, ze Yo U H # (. Wowczas dla kazdego a € A, a € [H] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
term o € FT (X, X) oraz wartosciowanie v : X — H takie, Ze
a = o?v].
Dowéd: Niech
B = {a € A|istnieje 0 € FT(X, X) oraz istnieje wartogciowanie v : X — H takie, ze a = o[v]}.

Aby pokazaé, ze [H] C B wystarczy dowies¢:

H C B, (51)
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B jest podalgebra 2. (52)

Dla dowodu (51) zauwazmy, ze dla dowolnego a € H mamy a = z*[v], gdzie z € X jest
dowolng ustalong zmienna oraz v : X — H jest funkcja stale rowna a.

Dla dowodu (52) wezmy dowolna f € ¥, oraz ay, . . ., a, € B. Pokazemy, ze f*(ai,...,a,) €
B. Dla kazdego 1 < i < n istnieje 0; € FT(X, X) oraz v; : X — H takie, ze

a; = ot vg).

Dlai=1,...,n niech Y; bedzie réwnoliczny z F'V (0;). Przyjmijmy, ze zbiory Yi,...,Y,
sa parami rozlaczne. Niech & : Y; — FV(o;) bedzie bijekcja i niech £ : X — X bedzie
dowolna funkcja rozszerzajaca funkcje |J;, &. Niech o}, ..., 0!, beda termami takimi, ze

oraz dla dowolnego v : X — A, R
o7 [v] = o7 [ve].

Istnienie tych terméw wynika z Faktu 9.3.
Niech o = f(0},...,0}) i niech v : X — H bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco

v(z) = { v:€&i(z) jesli z € Y,

a  jeslizg UL, Y
gdzie ay € A jest dowolnym ustalonym elementem. Woéwczas mamy
o*v] = fHor[v],-.. 00 [v])
(o1 [v1€1] --,af‘[vnfn])
= fHoT v, ..., 00 [va])
= ay,...,a).

Druga réwnos¢ w powyzszym ciagu wynika stad, ze dla z € ¥; mamy v(z) = v:§;(z) = vi€(2).
Zatem v oraz v;£(z) pokrywaja sie na Y; = F'V(0;) i z Faktu 9.4 otrzymujemy, ze

o v] = o *vé].

Tym samym udowodnilismy, ze f*(ai,...,a,) € B, zatem B jest podalgebra .
Dla dowodu zawierania B C [H| udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na o nastepujaca
whasnosé: dla kazdego o € FT (X, X) i dla kazdego v : X — H,

o%[v] nalezy do kazdej podalgebry zawierajacej H. (53)
Jedli 0 = x to oczywiscie o®[v] = v(z) € H, a zatem o®[v] nalezy do kazdej podalgebry
zawierajacej H. Niech o bedzie postaci f(o1,...,0,), gdzie f € 3, jest symbolem operacji
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n-argumentowej dla pewnegon > 0 oraz oy, ...,0, € FT (3, X). WeZzmy dowolnev : X — H
i dowolna podalgebre C algebry 2, zawierajaca H. Wéwczas z zalozenia indukcyjnego kazde
o?v] nalezy do C. Zatem f*(o}[v],...,02v]) € C, czyli 0?[v] € C, co koniczy dowdd (53).
Tym samym Twierdzenie 9.7 jest udowodnione. N

Przyktadowo, podalgebra generowana przez 0 w ({0,1}*, -, ¢) jest {e}. Podalgebra
generowana przez {0} w powyzszej algebrze jest {0}*, natomiast podalgebra generowana
przez {0,1} jest cala algebra {0,1}*. Dla kazdego zbioru Z takiego, ze Xy U Z # (), X-
algebra FT(X, Z) jest generowana przez zbidr Z.

9.4 Kongruencje

Niech 2 bedzie Y-algebra. Relacje réownowaznosci 1 C A x A nazwiemy kongruencjq jesli
spelnia ona nastepujacy warunek zgodnosci z operacjami algebry. Dla dowolnego n € N,
feX,oraz ay,...,an,b1,...,b, € A, jesli (a1,01) €7, ..., (an,by) €7, to

(f(ar, ..., an), f2(b1,...,by)) €T

Powyzsza definicja pozwala w naturalny sposéb wprowadzi¢ strukture ¥-algebry na zbio-
rze ilorazowym A/r, Algebre te nazywamy algebrq ilorazowq i oznaczamy ja przez A/r. Dla
f eX, oraz ay,...,a, € A operacje f*/" definiujemy nastepujaco,

fm/’"([al]r, ceo lonlr) = [fgl(al, U |

Poprawnos¢ powyzszej definicji wynika natychmiast z definicji kongruencji (jest to doktadnie
tyle ile potrzeba aby powyzsza definicja byla poprawna). Z powyzszej definicji wynika na-
tychmiast nastepujaca wiasnos¢.

Fakt 9.8 Jedli r jest kongruencja w 2 to przeksztatcenie kanoniczne [—], : A — A/r jest
epimorfizmem algebr.

Ponizsze twierdzenie zbiera pewne pojecia dotad wprowadzone. Latwy dowdd tego twier-
dzenia pozostawimy czytelnikowi.

Twierdzenie 9.9 (O izomorfizmie)
Niech A, B bedq X-algerbrami i« niech h : A — B bedzie dowolnym homomorfizmem. Wowczas
h daje sie przedstawié jako ztozZenie nastepujacych trzech funkcji:

o o B ) TR o,

gdzie
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e r = ker(h) oraz [—|, jest kanonicznym epimorfizmem;
o h jest izomorfizmem zdefiniowanym dla [a), € A/r przez warunek h([a],) = h(a);
® Loy m jest identycznosciowym wltozeniem.

W szczegdlnosci U/r jest izomorficzna z pewna podalgebra algebry 8.

Na zakonczenie podamy kilka przyktadéw kongruencji.

Przykiad 9.10 (Przyklady kongruencji)

(i) Niech 2= ({0,1}*, -, €). Wéwczas relacja r, taka, ze (wy,ws) € 71 wtw, gdy liczba
zer w wy 1 W wy sa takie same jest kongruencja w 2. Algebra ilorazowa 2A/r; jest
izomorficzna z NV = (N, +, 0). Podobnie jest dla relacji o w 2, gdzie (wy,ws) € ro
wtw, gdy |wi| = |we|. Algebra ilorazowa 2/r jest tez izomorficzna z N, choé ry # ro.

(ii) Relacja przystawania modulo n jest kongruencja w algebrze (Z, -, +, 0, 1). Algebra
ilorazowa jest izomorficzna z algebra o nosniku {0,1,...,n — 1}, w ktérej operacje
dodawania i mnozenia sa wykonywane modulo n.

(iii) Niech 2 bedzie dowolna Y-algebra i niech v : X — A bedzie dowolnym ustalonym
warto§ciowaniem. Wéwczas relacja r C FT(X, X) x FT(X, X) zdefiniowana warun-
kiem (01,03) € r wtw, gdy o> [v] = o[v] jest kongruencja w FT(2, X).

9.5 Uogdlnione produkty algebr

Niech {4; | i € I'} bedzie dowolna rodzina zbioréw. Uogdinionym produktem tej rodziny jest
zbiér wszystkich funkcji & : I — (J,; A; takich, ze dla ¢ € I, zachodzi (i) € A;. Uogdlniony
produkt rodziny {4; | i € I} bedziemy oznaczaé przez [[,.; A;.

Niech {¥; | i € I} bedzie rodzina ¥-algebr. Na uogélnionym produkcie [, ; A; okreslimy
strukture Y-algebry definiujac wszystkie operacje “po wspéitrzednych”. Dlan € N, f € X,
oraz &, ...&, € [[;c; Ai definiujemy dla dowolnego j € I,

inEImi(gla e 7§n)(]) = fmj(é-l(])a e 75”(]))

Dla zilustrowania powyzszej konstrukcji zauwazmy, ze je§li mamy rodzine algebr
A, = ({0,1}, min, maz, 0, 1)

dlan € N, to uogélniony produkt [, .y 2y jest algebra izomorficzna z (P(N), N, U, 0, N).
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9.6 Klasy réwnosciowo definiowalne

Wyrazenie o = 7, gdzie 0,7 € FT(X, X) nazywamy rdwnosciq. Méwimy, ze réwnos¢ o = 7
jest prawdziwa w Y-algebrze A, gdy dla kazdego wartosciowania v : X — A,

2] = 7).
Prawdziwo$¢ rownosci o = 7 w 2 oznaczamy przez
AE=o=r.

Zauwazmy, ze dotychczas uzywaliSmy znaku = jako symbolu oznaczajacego (matema-
tyczna) réwnosé obiektéw. Symbol = uzyty w wyrazeniach, ktére nazywamy réwnosciami
jest symbolem formalnym. Nie bedziemy wprowadzaé¢ specjalnych oznaczen dla rozréznienia
tych symboli. Ich znaczenie bedzie zawsze wynikalo z kontekstu, w ktérym beda uzyte.

Przykiad 9.11
(i) Niech % = ({0,1}*, -, €). Przykladem réwnosci prawdziwej w 2 jest
z-(y-2)=(z-y) 2

Rownos¢ ta wyraza wilasnos¢ lacznosci operacji konkatenacji w algebrze stow. Nato-
miast rOWnos¢

nie jest prawdziwa w 2 bo operacja konkatenacji stéw nad {0, 1} nie jest przemienna.
(ii) Przykladami réwnosci prawdziwych w (Z, -, +, 0, 1) sa
- (y+z)=(z-y) +(z-2)

oraz
T-Yy=9-2x.

(iii) W algebrze (P(N), N, U, @, N) prawdziwe sa nastepujace przyklady réwnosci
zNP =0
zN(zVUy) =x

Klase K Y-algebr nazwiemy klasq réownosciowo definiowalng gdy istnieje zbidr A rownosci
nad sygnatura X taki, ze dla dowolnej Y-algebry A,

A € K, wtw, gdy wszystkie rownosci z A sa prawdziwe w 2.

Klasy réwnosciowo definiowalne bywaja tez nazywane rozmaito$ciams.
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Przyktad 9.12 (Przyklady rozmaito$ci)

(i) Klasa wszystkich X-algebr jest rozmaitoscia. Zbiorem definiujacych réwnosci jest w
tym przypadku zbiér pusty.

(ii) Powyzsza rozmaito$é jest najwieksza rozmaitoscia dla zadanej sygnatury. Naj-
mniejsza rozmaitoscia dla sygnatury X jest rozmaitosé¢ algebr jednoelementowych. Jest
ona zadana réwnoscia

r=y

Jest to tzw. rozmaito$é trywialna.
(iii) (Pdtgrupy) Sygnatura dla polgrup jest Yo = {-} oraz X, = () dla n # 2. Definiujaca

rownoscia jest tacznoscé:
- (y-z)=(z-y) 2

(iv) (Pdtgrupy przemienne) Sygnatura ta sama co dla pélgrup. Definiujace réwnosci to
rownos¢ wyrazajaca tacznosé oraz przemiennos¢ operacji -

x-y:y-x

(v) (Monoidy) Rozszerzamy powyzsza sygnature przez dodanie symbolu stalej € € Xq.
Definiujace réwnosci to taczno$é operacji - oraz dwie réwnosci dla dodanej statej:

(vi) (Kraty) Sygnatura sklada sie z dwéch symboli operacji dwuargumentowych V, A.
Rownosci definiujace to tacznosé i przemiennosé kazdej z tych operacji oraz nastepujace
rownosci:

TNV =22
TANT =2
zA(xVy =x
zV(xAy) =x

Mozna pokazaé, ze w kazdej algebrze 2 spelniajacej rownosci krat mozna zdefiniowaé
czeéciowy porzadek w ten sposéb, ze V* jest operacja kresu gérnego dwéch elementéw
a A% jest operacja kresu dolnego w tym porzadku.
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(vii) (Kraty rozdzielne) Sygnatura ta sama co dla krat. Réwnosci definiujace to wszyst-
kie réwnosci definiujace dla krat oraz nastepujace dwie réwnosci rozdzielnosci:

zA(yVz)=(@Ay)V(zAz)
zV(yNz)=(xVy A(xVz2)

(viii) (Algebry Boole’a) Sygnatura krat powiekszona o dwa symbole stalych 0,1 oraz
symbol operacji jednoargumentowej —. Rownosci definiujace to wszystkie rownosci
dla krat rozdzielnych oraz nastepujace rownosci dla dodanych symboli:

rAN0=0
zANl=x
zV0=z
zV1i=1
zV(—z)=1
zA(—z)=0

Nastepujace twierdzenie podaje pelng algebraiczna chrakteryzacje klas réwnosciowo de-
finiowalnych. Dowdd tego twierdzenia podamy w nastepnym dziale.

Twierdzenie 9.13 (Birkhoff)
Niech K bedzie niepusta klasq X-algebr. Klasa K jest réwnoSciowo definiowalna wtedy @ tylko
wtedy, gdy K jest zamknieta na podalgebry, obrazy homomorficzne i produkty uogdlnione, tzn,

gdy kazda z powyzszych trzech operacji wykonana na algebrach z klasy IC daje algebre z klasy
K.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia tatwo jest pokazaé, ze na przykiad klasa cial nie
jest réwnosciowo definiowalna.

9.7 Algebry wolne

W tej czesci zajmiemy sie rozszerzeniami do homomorfizmu funkeji zadanych na zbiorze ge-
neratoréw. Podejscie to zostanie uzyte w dowodzie twierdzenia Brikhoffa (Twierdzenie 9.13).

Zacznijmy od nastepujacego twierdzenia, ktore méwi, ze funkcje zdefiniowana na zbiorze
generatorow danej algebry mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu na co najwyzej jeden sposéb.

Twierdzenie 9.14 Niech A bedzie Y-algebrq i@ niech H C A bedzie zbiorem generatordéw
algebry A. Jesli hi,hy : A — B sa homomorfizmami algebr takimi, ze hi(a) = ho(a), dla
GEH, t0h1:h2.
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Dowéd: Niech o0 € FT(X, X) oraz niech v : X — H bedzie dowolnym wartosciowaniem.
Woéwezas hiv = hov oraz

h(@®v]) = o®[h]
0 [hy]
ha (o [v])

Pierwsza i trzecia rownos$¢ wynikaja z Faktu 9.5.Na mocy Twierdzenia 9.7 wnioskujemy, ze
hi i he sa réwne na wszystkich elementach podalgebry generowanej przez H, czyli na 2. H

Oczywiécie nie kazda funkcje da sie rozszerzy¢ ze zbioru generatorow do homomorfizmu.
Natepujace twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy.

Twierdzenie 9.15 Niech A i B beda X-algebrami i niech G bedzie zbiorem generatorow
algebry 2A. Dla dowolnej funkcji g : G — B nastepujace warunki sq rownowazne

(i) g rozszerza sie do homomorfizmu g : A — B;

(11) Dla dowolnych terméw o,7 € FT(3,X) oraz dla dowolnego wartoSciowania v :
X — G, zachodzi
o] =] = o¥[gv] = T7[gu].

Dowéd: Implikacja (i) = (ii) wynika natychmiast w Faktu 9.5. Dla dowodu implikacji (ii)
= (i) definiujemy funkcje g : 2 — 9B nastepujaco. Dla a € A bierzemy o € FT (X, X) oraz
wartoéciowanie v : X — G takie, ze 0®[v] = a (por. Twierdzenie 9.7). Wéwczas definiujemy
g(a) = 0®[gv]. Warunek (ii) dowodzi poprawnoéci tej definicji. Latwe sprawdzenie, Ze
g : A — B jest homomorfizmem pozostawiamy czytelnikowi. N

Uwagi te stanowia motywacje dla nastepujacej definicji. Niech I bedzie klasa Y-algebr.
Niech 20 bedzie Y-algebra i niech G bedzie zbiorem generatoréw algebry 20. Powiemy, ze
algebra 20 jest wolna w klasie I na zbiorze wolnych generatoréw G jesli Q¥ € K oraz dla
dowolnej algebry B € K dowolna funkcja f : G — B rozszerza sie do homomorfizmu algebry
20 w B. W powyzszej definicji wazne sa wszystkie trzy parametry: klasa K, algebra 20 € IC
oraz zbior generatorow G algebry 2.

Podstawowa wilasnoscia algebry wolnej w danej klasie jest to, ze jakikolwiek zwiazek
pomiedzy wolnymi generatorami tej algebry uogélnia sie na réwnos¢ prawdziwa we wszyst-
kich algebrach tej klasy. Jest to treScia nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9.16 Niech 20 bedzie algebra wolna w klasie K na zbiorze wolnych gene-
ratorow G. Niech v : X — G bedzie wartoSciowaniem takim, ze dla pewnych termow
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o,7 € FT(%,X) zachodzi 0®[v] = 7™[v] oraz v ograniczone do zbioru FV (o) U FV(7)
jest funkcja réznowartosciowq. Wowczas

KlEo=r,
tzn. rowno$é o = 1 zachodzi we wszystkich algebrach klasy K.

Dowdéd: Niech 2 € K i wezmy dowolne warto$ciowanie u : X — A. Zdefiniujmy funkcje
g : G — A nastepujaco dla w € G:

(w) = u(z), gdy v(z) =w oraz x € FV(o)UFV(7)
g\w) = ag, w przeciwnym przypadku,

gdzie ag € A jest dowolnym ustalonym elementem. Poniewaz funkcja v jest réznowartosciowa
na zbiorze FV (o) U FV (1), to powyzsza definicja jest poprawna. Zauwazmy, ze dla z €
FV(o) U FV(7) zachodzi gv(z) = u(x). Niech g : 20 — A bedzie rozszerzeniem ¢ do
homomorfizmu. Wéwczas

o*u] = o”[gv]
g(c™[v])
(™))
7 [gv]

= 7u).

Druga i czwarta réwnos¢ w powyzszym ciagu zachodzi na mocy Faktu 9.2. Wobec dowolnosci
u dostajemy A =o=71. B

7 powyzszego twierdzenia natychmiast dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 9.17 Jesli 20 jest algebra wolna w klasie K na przeliczalnym zbiorze generatorow,
to dla dowolnych terméw o,7 € FT (X, X) mamy,

WEo=1<=KEo=r.
Nastepujace dwa twierdzenia podaja przyklady algebr wolnych.

Twierdzenie 9.18 Dla kazdego zbioru G roztacznego z sygnatura Y i takiego, ze XgUG # ),
algebra terméw FT(3,G) o zmiennych ze zbioru G jest wolna w klasie wszystkich 3-algebr
na zbiorze wolnych generatoréw G. Algebre te nazywa sie czesto algebrq absolutnie wolng.
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Dowdéd: Niech 8 bedzie dowolna Y-algebra i niech v : G — B bedzie dowolna funkcja.
Woéwezas (—)®[v], na mocy Faktu 9.2, jest homomorfizmem rozszerzajacym v. B

Twierdzenie 9.19 Dla kazdego zbioru G, algebra (G*, -, €) jest wolna w klasie wszystkich
monoidow na zbiorze wolnych generatorow G.

Dow6d: Niech 2 = (A, -, 1) bedzie dowolnym monoidem i niech f : G — A bedzie dowolna
funkcja. Rozszerzenie f : G* — A funkcji f definiujemy przez indukcje noetherowska (zob.
Twierdzenie 8.5).

fler=1,
flaw) = f(a) - f(w),
dlaa € G, w € G*.
Zauwazmy, ze poniewaz dla a € G mamy f(a) = f(a-¢) = f(a) - f(¢) = f(a) -1 = f(a),
to istotnie f jest rozszerzeniem f.

Pokazemy, ze f jest homomorfizmem monoidéw. Musimy jedynie pokazac, ze f zachowuje
operacje mnozenia. Pokazemy, ze dla dowolnych u, w € G* zachodzi

A~

fuw) = f(u) - f(w).

Powyzsza réwnos$é dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na u (tzn. dobrze ufundowanym
porzadkiem dla tego dowodu jest (G*, <), gdzie < jest porzadkiem prefiksowym). Dla u = ¢
mamy ) ) X X X

flew) = f(w) =1 f(w) = f(e) - f(w).

Niech u # e. Zatem w ma posta¢ u = au’, dla pewnego a € G oraz v’ € G*. Mamy

wowczas

f((au'yw) =

Druga i piata réwnos¢ w powyzszym ciagu wynika z tacznosci operacji mnozenia w G* oraz
w 2. Czwarta réwnos$¢ wynika z zatozenia indukcyjnego (bo v’ < u). Zatem f jest istotnie
homomorfizmem monoidow, co koniczy dowdd twierdzenia. W
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Nie w kazdej klasie algebr sa algebry wolne dla tej klasy. Ponizsze twierdzenie podaje
warunek wystarczajacy dla istnienia algebr wolnych. Wywnioskujemy z niego twierdzenie
Birkhofta.

Twierdzenie 9.20 Niech K bedzie klasq Y-algebr zamknieq na izomorfizmy, podalgebry i
produkty uogolnione. Jeslh K zawiera algebre o co najmniej dwdch elementach, to dla kazdego
zbioru G istnieje algebra wolna w klasie K na zbiorze wolnych generatorow G.

Dowdd: Podamy szkic dowodu. Ustalmy klase K oraz zbiér G. Niech C bedzie zbiorem
wszystkich kongruencji r C FT(3,G) x FT(X,G) takich, ze FT(X,G)/r € K. Niech B =
[Lec FT(Z,G)/r i niech 20 bedzie podalgebra algebry B generowana przez zbiér G =
{& | ¢ € G}, gdzie funkcja &, : C = U, FT(E,G)/r jest zdefiniowana nastepujaco dla
r€C, &(r) = [z].

7 faktu, ze K zawiera algebre o co najmniej dwoch elementach wynika, ze funkcja 8 : G —
G taka, ze 0(z) = & jest bijekcja. Poniewaz K jest zamknieta na podalgebry i uogélnione
produkty, to 20 € K. Pokazemy, ze 20 jest wolna w K, na zbiorze wolnych generatoréw G.
Biorac izomorficzna kopie 20, generowana przez GG, dostaniemy zadana algebre wolna.

Niech 2 € K i niech g : G — A bedzie dowolna funkcja. Wezmy termy o, 7 € FT (X, X)
oraz warto§ciowanie v : X — G takie, ze 0@[v] = 7%[v]. Musimy pokazaé, ze o%[gv] =
7¥[gv]. Rozwazmy funkcje gf : G — A oraz jej rozszerzenie g : FT(X,G) — A do
homomorfizmu. Niech 7 = ker(gf). Z twierdzenia o izomorfizmie (por. Twierdzenie 9.9)
wynika, ze FT (X, G)/r jest izomorficzna z pewna podalgebra algebry 2, wiec FT(3,G)/r €
K oraz r € C.

Niech 7w, : 20 — FT(X,G)/r bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco m,(§) = £(r). Z
faktu, ze operacje w produkcie sa wykonywane po wspélrzednych wynika, ze dla kazdego
termu p € FT(X, X) mamy

(0 [v]) = [T [0 ]y,

a co za tym idzie
(JFT(E,G) [0—1U]7TFT(E,G) [9_11)]) cr

Zatem
olgv] = gb(c"TD0 "))
= OO 1))
= T7gu].
Pierwsza i trzecia réwnos¢ w powyzszym ciagu wynika z Faktu 9.5. Zatem, korzystajac

z Twierdzenia 9.15 wnioskujemy, ze g rozszerza sie do homomorfizmu. To konczy dowdd
Twierdzenia 9.20. N
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Na zakonczenie udowodnimy twierdzenie Birkhoffa.
Dowéd twierdzenia Birkhoffa
Sprawdzenie faktu, ze kazda klasa rownosciowo definiowalna jest zamknieta na obrazy homo-
morficzne, podalgebry, i uogélnione produkty pozostawimy czytelnikowi. Tutaj udowodnimy
implikacje odwrotna.

Niech K bedzie klasa -algebr zamknieta na obrazy homomorficzne, podalgebry, i uogélnione
produkty. Bez zmniejszenia ogdlnos$ci mozemy zalozy¢, ze K zawiera algebre o co najmniej
dwéch elementach (bo klasa wszystkich algebr jednoelementowych jest definiowalna przez
réwnosé x = y). Niech A bedzie zbiorem wszystkich réwnosci prawdziwych we wszystkich
algebrach z K. Pokazemy, ze A definiuje K. Niech 2 bedzie dowolna X-algebra, w ktorej
wszystkie rownosci z A sa prawdziwe. Niech 20 € K bedzie algebra wolna w klasie K, na
zbiorze wolnych generatoréw A. Pokazemy, ze funkcja identycznosciowa 14 : A — A rozsze-
rza sie do homomorfizmu I, : 20 — . To zakoticzy dowéd, bowiem 2 musi nalezeé¢ do K,
jako obraz homomorficzny algebry 20 € K.

W tym celu skorzystamy z Twierdzenia 9.15. WeZzmy dowolne dwa termy 0,7 € FT (X%, X)
oraz wartosciowanie v : X — A i zatézmy, ze 0¥ [v] = 7%[v]. Pokazemy, ze o®[v] = 7%[v].
Jesli v nie jest réznowartosciowe na F'V (o)UFV (1) to ‘poprawiamy’ termy nastepujaco. Jesli
v(z) = v(y) dla pewnych zmiennych z,y € FV (o)UFV (1), to podstawiamy w obu termach y
na wszystkie wystapienia z, eliminujac w ten sposéb zmienna x. Po skoniczonej liczbie krokow
otrzymujemy dwa termy o, oraz 7, takie, ze v jest réznowartosciowa na FV (o,) U FV (7,).
Ponadto, jak tatwo jest pokaza¢, mamy o®[v] = 0®[v] oraz 7%[v] = 7[v]. Zatem, na mocy
Twierdzenia 9.16 wnioskujemy, ze K = o, = 7, a zatem %A = o, = 7.. Tak wiec mamy

o2[v] = 7*[v]. Poniewaz o®[v] = o®[v] oraz T®[v] = T2[v], to ostatecznie otrzymujemy
o®[v] = 7*[v], co koticzy dowdd.
Zadania

9.1. Wyznaczy¢ wszystkie homomorfizmy z algebry ({0}*, -, ) w algebre ({0,1}*, -, &),
gdzie - oznacza w obu algebrach operacje konkatenacji, a € oznacza stowo puste.

9.2. Dowies¢, ze dla kazdej sygnatury X i dwoch réznych zmiennych x,y, algebry terméw
FT (%, {z}) oraz FT(X,{x,y}) nie sa izomorficzne.

9.3. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe zbiory generatoréw dla nastepujacych algebr.

a. (A*, -, g), gdzie - oznacza operacje konkatenacji, a £ oznacza stowo puste.
b. (A*, -), gdzie - oznacza operacje konkatenacji.
c. FT(%,X)

d. (N, -, 0, 1), gdzie - oznacza operacje mnozenia.
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e. (N, +), gdzie + oznacza operacje dodawania.

9.4. Dowies¢, ze dla kazdej algebry 2, suma laficucha podalgebr algebry 2 jest podalgebra
algebry 2. Czy suma dowolnych dwéch podalgebr musi by¢ podalgebra?

9.5. Niech X bedzie sygnatura taka, ze Xy # (. Dowie$é, ze dla dowolnej X-algebry
2 zbiér wszystkich podalgebr algebry 2, uporzadkowany relacja zawierania, tworzy
krate zupelna. Podaé¢ przyklad $wiadczacy o tym, ze zalozenie Xy # ) jest istotne.
(Wskazowka: rozwazy¢ algebre (N, s), gdzie s : N — N jest operacja nastepnika.)

9.6. Dowies¢, ze zbior wszystkich kongruencji danej algebry, uporzadkowany relacja zawie-
rania, tworzy krate zupeina.

9.7. Podaé przyktad nieskoriczonej algebry, ktéra ma tylko dwie kongruencje. ( Wskazdwka:
rozwazy¢ algebre (N, -, f), gdzie - jest operacja mnozenia, a f : N X N — N jest
funkcja charakterystyczna relacji porzadku <C N x N.)

9.8. Dowies¢, ze uogélniony produkt [ ], . v 2, jest algebra izomorficzna z (P(N), N, U, 0, N),
gdzie A, = ({0,1}, min, maz, 0, 1), dla wszystkich n € N.

9.9. Niech 2 bedzie algebra, w ktérej prawdziwe sa wszystkie réwnosci dla krat (zob.
Przyktad 9.12 (vi)). W zbiorze A definiujemy relacje < nastepujaco: dla dowolnych
a,b € A a <bwtw, gdy a = a A* b. Dowiesé, ze < jest czeéciowym porzadkiem w
A oraz, ze dla dowolnych a,b € A, a V® b jest kresem gérnym oraz a A% b jest kresem
dolnym zbioru {a,b} w (A, <).

9.10. Dowiesé, ze kazda rozmaitos$c jest zamknieta ze wzgledu na podalgebry, obrazy ho-
momorficzne i produkty uogélnione.

9.11. Niech H # (). Dowies¢, ze algebra (H*, -, ¢) nie jest wolna w klasie wszystkich algebr
tej sygnatury, na zadnym zbiorze wolnych generatoréw. Dowiesé, ze (H*, -, €) nie jest
wolna w klasie wszystkich monoidéw, na zbiorze wolnych generatoréw H U {¢}.

9.12. Poda¢ przyklad algebry, ktora nie jest wolna w zadne] klasie algebr tej samej sygna-
tury, na zadnym zbiorze wolnych generatoréw. (Wskazdwka: rozwazyé algebre (N, +),
gdzie + jest operacja dodawania.)
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10 Unifikacja

Rozpatrzymy szczegdlny przypadek wartosciowan, gdy algebra z ktérej brane sa wartosci jest
algebra terméw FT(X, X). Kazde takie wartosciowanie v : X — FT(X, X) jest nazywane
podstawieniem. Podstawienie v, tak jak kazde wartosciowanie, rozszerza sie do homomorfi-
zmu

(=)FTEX] : FT(2, X) = FT(Z, X).

Dla kazdego termu o € FT(X,X), oFT®X¥)[y] jest wynikiem wykonania podstawienia v
na termie 0. Wykonanie podstawienia v na termie ¢ intuicyjnie polega na zastapieniu w
termie o kazdego wystapienia dowolnej zmiennej z termem v(z). Dla uproszczenia notacji
przyjmiemy oznaczenie v(o) na wynik zastosowania podstawienia v na termie o. Tak wiec z
definicji mamy
v(o) = o™y,

oraz funkcje v : X — FT(X,X) mozemy jednoczesnie traktowaé jak rozszerzenie v do
homomorfizmu v : FT'(X, X) — FT(X, X). Oznaczenie to nie powinno prowadzi¢ do niejed-
noznacznosci, gdyz X C FT (X, X) oraz funkcja v : FT(X, X) — FT(X, X) obcieta do X
pokrywa sie z oryginalnym podstawieniem v : X — FT'(3, X).

Dla terméw o,7 € FT (X, X) oraz zmiennej z, symbolem o(7/z) oznaczamy term otrzy-
many z o przez podstawienie 7 na wszystkie wystapienia x w 0. Zatem zgodnie z naszymi
oznaczeniami o(7/z) = v(0), gdzie v : X — FT(X, X) jest podstawieniem zdefiniowanym

nastepujaco:
T jesliy =z,
v(y) = { y jedliy # z.

Twierdzenie 10.1 (O podstawieniu)
Dla dowolnej zmiennej x € X oraz termu 7 € FT(3,X), jesli v : X — FT(X,X) jest
podstawieniem takim, ze v(z) = v(7), to dla kazdego termu o € FT (3, X),

v(o(r/x)) = v(0).

Dowéd: Indukcja strukturalna ze wzgledu na o. JeSli o jest zmienna z to réwnoscé
oczywiscie zachodzi na mocy zalozen twierdzenia. Jesli o jest zmienna rézna od x, to réwnosé
tez oczywiscie zachodzi.

Jesli o jest postaci f(o1,...,0n), dla pewnego symbolu f € ¥, (m > 0), to

v(o(r/z)) = f(v(01(7/2)),. ... v(om(T/2))) = f(v(01); . .., v(0m)) = v(0).

Pierwsza i ostatnia rowno$¢ w powyzszym ciagu rownosci wynika stad, ze v jest homomor-
fizmem, natomiast Srodkowa réwnoé¢ wynika z zalozenia indukcyjnego. B
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Powiemy, ze podstawienie v jest bardziej ogélne niz podstawienie u (bedziemy to oznaczaé
przez v < u), gdy istnieje podstawienie v’ takie, ze

V' (v(z)) = u(z) (54)

zachodzi dla dowolnych z € X. Latwo jest podaé¢ przyklad swiadczacy o tym, ze relacja <
nie jest antysymetryczna.

Niech S C FT(X, X) x FT (X, X) bedzie zbiorem par terméw. Powiemy, ze podstawienie
v unifikuje zbiér S, gdy dla kazdej pary (o, 7) € S,

v(o) = v(T).

Powiemy, ze zbidér S jest unifikowalny, gdy istnieje podstawienie, ktére go unifikuje. Kazde
takie podstawienie bedziemy nazywaé unifikatorem zbioru S. Powiemy, ze para terméw (o, T)
jest unifikowalna, gdy zbiér {{(o,7)} jest unifikowalny.

Fakt 10.2 Dla dowolnego zbioru S i podstawienia v, jesh v unifikuje S oraz v < u, to u tez

unifikuje S.

Dowdéd: Jesli v < u oraz v' jest podstawieniem spetniajacym (54) to dla kazdego termu
o€ FT(3,X),
v'(v(0)) = u(o).

Oczywisty dowdd powyzszej réwnosci (indukcja strukturalna po o) pozostawimy czytelni-
kowi. Z powyzszej réwnosci wynika natychmiast, ze jesli v bylo unifikatorem S to u jest tez
unifikatorem S. W

Przyklad 10.3 Zalézmy, ze w sygnaturze mamy stata c oraz dwa symbole dwuargumentowe
f, oraz g.

(i) Para {c, f(z,z)) nie jest unifikowalna bo przy kazdym podstawieniu v, zachodzi
v(c) = ¢ oraz v(f(z,z)) = f(v(z),v(x)) i oczywiscie termy c i f(o,0) nie sa réwne
przy kazdym wyborze termu o. Z podobnych powodéw para {f(x,y), g(z,y)) nie jest
unifikowalna.

(ii) Para (z, f(z,c)) tez nie jest unifikowalna, ale powody teraz sa inne. Gdyby v
unifikowalo te pare to mielibySmy

v(z) = f(v(z),0).

Zatem term v(z) zawieralby samego siebie jako swGj wlasciwy podterm. To jednak nie
jest mozliwe dla skonczonych terméw, gdyz jesli £ jest dlugoscia najdiuzszej drogi w
v(x), to najdluzsza droga w f(v(z),c) ma dlugosé k + 1.
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(iii) Rozwazmy pare, w ktérej lewym argumentem jest term

f(xla f(‘r%f( (R f(.’L‘n,iL'n+1) .- )))’

a prawym argumentem jest term otrzymany z poprzedniego przez zastapienie kazdej
zmiennej x; termem f(z;_1,2;_1), dla¢ = 1,...,n + 1. Sprawdzanie czy dana para
terméw jest unifikowalna polega na rozwiazywaniu stosownego réwnania w algebrze
terméw. W naszym przykladzie poszukujemy rozwiazan na zmienne zg, . .., Z,.1. Pod-
stawowa wlasnos¢ algebry termow, z ktorej tutaj korzystamy to prawo “skracania”. W
naszym przykladzie dostajemy natychmiast n + 1 réwnan

= f(xO;xO); cee sy Tpg1 = f(.??n,l'n)

Wykonujac odpowiednie podstawienia dostajemy rozwiazanie, ktore dlat=1,...,n+
1, kazdej zmiennej z; przyporzadkowuje term bedacy pelnym drzewem binarnym wy-
sokoéci ¢ zbudowanym z symbolu f oraz z lisci etykietowanych zmienna zy. Powyzsze
rozwiazanie wyznacza podstawienie, ktore jest unifikatorem pary z naszego przykiladu.
Zauwazmy, ze znaleziony unifikator jest w pewnym intuicyjnym sensie minimalny, tzn
nie ma mniejszego podstawienia unifikujacego te pare. Wiasnos¢ ta zostanie sformali-
zowana pézniej. Zauwazmy tez, ze rozmiar termu przyporzadkowanego zmiennej x, 1
jest wyktadniczy od rozmiaru oryginalnej pary, ktéra unifikowaliémy:.

10.1 Algorytm unifikacji

Przedstawimy algorytm, ktéry dla danej pary terméw (o, 09) sprawdza czy sa one unifiko-
walne i jesli sa, to znajduje unifikator tej pary. Dzialanie algorytmu bedzie polegalo na prébie
zunifikowania wszystkich par znajdujacych sie na stosie S. Poczatkowo stos bedzie zawieral
jedynie pare (o71,09). Algorytm konczy prace z chwila odkrycia sprzecznosci przy prébie
unifikacji stosu lub z chwila gdy stos staje sie pusty (a zatem oczywiscie unifikowalny).
Dodatkowo, algorytm bedzie przechowywal informacje o konstruowanym podstawieniu w
skoriczonym zbiorze P par postaci: (zmienna, term). Poczatkowo P jest pusty.
Tak diugo jak stos jest niepusty, algorytm powtarza nastepujacy makro krok.

Makro krok

M-1. Zdejmujemy z wierzcholka stosu pare (71, 7). Jesli m = 7 to na tym kofczymy makro
krok. Jesli termy te nie sa rowne, to przechodzimy do nastepnego kroku.

M-2. Jesli 7y jest zmienna, powiedzmy x, to sprawdzamy czy = wystepuje w 7. Jesli
tak, to algorytm przerywa prace z komunikatem ¢ ‘nie ma unifikacji’’. Jesli x nie
wystepuje w 7o, to podstawiamy 7, na wszystkie wystapienia x w stosie S i w zbiorze
P oraz dodajemy do P pare {x,7»). Na tym koriczymy makro krok.

Jesli 7 nie jest zmienna, to przechodzimy do nastepnego kroku.
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M-3. Jsli 7y jest zmienna, to wykonujemy wszystkie czynnosci poprzedniego kroku na parze
(19, 71).

Jesli 7, nie jest zmienna to przechodzimy do nastepnego kroku.

M-4. W tej sytuacji 7, musi mie¢ postaé f(py, ..., pn) oraz 7, musi mie¢ postaé g(p, ..., pl,)
dla pewnego f € ¥, oraz g € %, (przypadek n = 0 lub m = 0 réwniez dopuszczamy).
Jesli f i g sa r6znymi symbolami, to algorytm konczy prace z komunikatem ¢ ‘nie ma
unifikacji’’. Jesli natomiast f = g, to m = n i algorytm wpisuje na stos pary:
(p1,01) 5+, {pn,pl). Na tym koriczymy makro krok.

W nastepnych dwéch paragrafach udowodnimy poprawnosé powyzszego algorytmu, tzn
pokazemy, ze algorytm zatrzymuje sie przy kazdych danych wejsciowych (jest to wlasnosé
terminacji algorytmu) oraz, ze zawsze jesli algorytm daje wynik, to wynik ten jest poprawny
(jest to wlasno$é nazywana czesciowa poprawnoscia).

W dalszej czesdci tego rozdzialu bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen. Dla liczby
n > 0 przypusémy, ze algorytm wykonuje co najmniej n makro krokéw. Wéwczas przez
S, bedziemy oznaczaé¢ zawartosé¢ stosu po wykonaniu n makro krokéw. Podobne oznaczenie
stosujemy do P,. Tak wiec Sy = (01, 09) oraz Py = (). Powiemy, ze para (z,7) pojawia sie
w n-tym kroku algorytmu jesli n-te wykonanie makro kroku konczy sie w punkcie (M-2) lub
(M-3) podstawieniem 7 na x.

Jedli P C X x FT(X, X) jest funkcja cze$ciowa, to przez P bedziemy oznaczaé podsta-
wienie P : X — FT(X, X) naturalnie rozszerzajace P,

=~ | P(z) jesliz e dom(P),
P(z) = { z jedli z & dom(P).

10.2 Terminacja algorytmu

Dla skoriczonego zbioru S par terméw niech $S oznacza pare liczb (m,n) € N?, gdzie m jest
suma dlugosci wszystkich termow z S oraz n jest liczba réznych zmiennych wystepujacych
wS.

Przypomnijmy, ze zbiér N? z relacja porzadku <, zdefiniowana ponizej jest dobrze ufun-
dowany (zob. Zadanie 8.3).

(my,n1)) <p (Mo, ng)  wtw, gdy  ny < ng lub (ny = ny oraz m; < my).

Bedziemy pisaé (my, n1) <, (me, ny) dla oznaczenia: (my,ny) <, (mq, ny) oraz (my,ny) #
<m2, ’n2>.
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Lemat 10.4 Jesli algorytm wykonuje co nagmniej n + 1 krokéw, to
ﬂSn+1 <p ﬂSn

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na n. Przejécie od stosu S, do S,.1 nastepuje albo przez
wykonanie podstawienia (czesé (M-2) lub (M-3) algorytmu) — wéwczas suma dtugosci terméw
na stosie moze wzrosnaé, ale zmniejsza sie o jeden liczba zmiennych (zmienna, na ktéra
podstawiamy zostaje wyeliminowana); albo przez zastapienie wierzchotka stosu, ktéry jest
postaci

<f(p1a---apm)af(plla""p;n))

ciagiem elementéw
(p1, 1) -+ {Pm> Pln)-

W tym przypadku liczba zmiennych wystepujacych na stosie nie zmienia sie ale suma diugosci
terméw jest mniejsza o 2. To konczy dowéd. W

Zatem poniewaz zbiér (N2 <) jest dobrze ufundowany, to na mocy Lematu 10.4, al-
gorytm musi sie zatrzymaé przy kazdych danych wejéciowych. Tym samym otrzymujemy
nastepujaca wlasnosc.

Twierdzenie 10.5 (Terminacja)
Dla kazdych danych wejsciowych {o1,09) algorytm zatrzymuje sie z pewnym wynikiem.
10.3 Czesciowa poprawnosé¢ algorytmu

W tym paragrafie udowodnimy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 10.6 (Cze$ciowa poprawnos¢)
Dla dowolnej pary terméw (o1, 09) stanowiqcej wejscie dla algorytmu:

(i) jesli algorytm zatrzymuge sie z komunikatem ¢ ‘nie ma unifikacji’’, to para (o1, 09)
nie jest unifikowalna;

(ii) jesli algorytm zatrzymuge sie z pustym stosem i z wynikiem P, to P C X X FT (X, X)
jest funkcja czedciowa oraz P jest unifikatorem pary (o1, 09).

Lemat 10.7 Jesli podstawienie v unifikuje (o1,09), to dla kazdego n, jesli algorytm dla
danych wejsciowych {01, 09) wykonuje co najmniej n krokéw, to v unifikuje S,.
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Dowéd: Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 0 teza wynika z zalozen lematu. Zalézmy, ze v
unifikuje S,, oraz, ze algorytm wykonuje co najmniej n + 1 krokéw. Rozwazmy nastepujace
dwa mozliwe przypadki.

Przypadek (I) W (n + 1)-szym kroku algorytmu pojawia sie para (x,7). Jesli krok ten
konczy sie w punkcie (M-2), to

Sp = <$, T><§13 £1> e <€m> £;n>

oraz
Sn1 = (6u(7/2), &1(7/x)) - - - (€m(7/ ), & (T/ ).
Jesli natomiast krok ten sie koniczy w punkcie (M-3), to pierwszym elementem stosu S,, jest

para (7, z), pozostale elementy sa jak wyzej.
Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze v unifikuje S, zatem

v(z) =v(r). (55)

Zatem, na mocy Twierdzenia 10.1 oraz zalozenia indukcyjnego, dla kazdego 1 <7 < m,

v(&(r/)) = v(&) = v(&) = v(&(7/x)).

Powyzsze réwnosci oraz (55) dowodza, ze v unifikuje Sy ;.

Przypadek (II) W (n + 1)-szym kroku dzialanie algorytmu konczy sie w punkcie (M-4).
Woéwczas S, nie moze sie zaczynaé od pary postaci (f(p1,...,px), 9(P1, .-, 00)), gdzie f i
g sa rézne. Zatem:

Sn = <f(p1: .- -7pk):f(p,1: v 7p;c)><€17§1> o <§m:§;n>

oraz

Sn+1 = <p15 pll> o <pk: p;c><£1, 61) o <€ma f;n>

Poniewaz kazde podstawienie unifikujace S, unifikuje tez S,1, to korzystajac z zalozenia
indukcyjnego otrzymujemy teze. W

Zauwazmy, ze z Lematu 10.7 wynika natychmiast pierwsza cze$¢ Twierdzenia 10.6 bowiem
w chwili zatrzymania algorytmu z komunikatem °‘nie ma unifikacji’’stos S nie jest
unifikowalny.

Lemat 10.8 Dla kazdego n, jesli algorytm wykonuje co najmniej n krokow to P, C X X
FT (X, X) jest funkcja cze$ciowa oraz zadna ze zmiennych z dom(P,) nie wystepuje w Zadnym
z termow z S,,.
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Dowdéd: Dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0 teza oczywiscie zachodzi.
Zalézmy, ze P, spelnia teze oraz, ze algorytm wykonuje co najmniej n+1 krokéw i P, # P, ;.
Zatem w n+ 1-szym kroku musiala sie pojawié¢ para (z, 7). Poniewaz zmienna x wystepowala
na stosie S, to z zatozenia indukcyjnego wynika, ze x ¢ dom(P,) zatem dodanie pary (z,7)
nie psuje wilasnosci funkcji czesciowej. Poniewaz podstawialiSmy 7 na x w S, oraz z nie
wystepowalo w 7, to w S,,1 zmienna z nie wystepuje. Zatem ponownie korzystajac z
zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze zadna ze zmiennych z dom(P, 1) nie wystepuje w
termach z S, 1. To koiczy dowod. W

Lemat 10.9 Zaldzmy, ze w n-tym kroku algorytmu pojawia sie para {x,7). Wiwczas dla
kazdego m > n, jesli algorytm wykonuje co najmniej m krokow, to

P, (z) = P, (1).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na m spelniajace: m > n oraz takie, ze algorytm wykonuje
co najmniej m krokéw. Jesli m = n to ]5”(33) = 7T oraz zauwazmy, ze poniewaz zadna ze
zmiennych wystepujacych w 7 nie nalezy do dom(P,) (wynika to z Lematu 10.8 oraz z faktu,
ze  nie wystepuje w 7), to P,(7) = 7, co daje teze.

Zal6zmy, ze teza lematu zachodzi dla m, ze algorytm wykonuje co najmniej m+1 krokéw
oraz, ze P,, # Ppn.1. Oznacza to, ze w m+ 1-szym kroku algorytmu pojawia sie pewna para,
powiedzmy (y, p). Zauwazmy, ze z opisu algorytmu wynika natychmiast, ze

Pm_|_1 = UPm, (56)

gdzie v jest postawieniem termu p na zmienna y, czyli
| p jesliz=y,
v(z) = { 2z jesliz #y.

Korzystajac z (56) oraz z zalozenia indukcyjnego natychmiast dostajemy teze lematu dla
m + 1. To konczy dowéd. W

Lemat 10.10 Zatézmy, ze algorytm po wykonaniu M krokéw zatrzymat sie z wynikiem P i
pustym stosem. Wowczas dla kazdego n < M, podstawienie P unifikuje S,,.

Dow6d: Indukcja ze wzgledu na n w zbiorze {0, ..., M} uporzadkowanym przez <! Dla
n = M teza oczywiscie zachodzi bo Sy = 0. Zalézmy, ze P unifikuje S,,; dla pewnego
n+ 1 < M. Rozwazmy nastepujace dwa mozliwe przypadki.
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Przypadek (I) W n + 1-szym kroku algorytmu pojawia sie para (z,7). Jesli krok ten
koriczy sie w punkcie (M-2), to

Sp = <$, T><§17 §1> T <§m7 §;n>

oraz
Sna1 = (&u(7/2),&(7/2)) - - (&m(T/2), & (/7))

Jesli natomiast krok ten sie koriczy w punkcie (M-3), to pierwszym elementem stosu S, jest

para (7, z), pozostale elementy sa jak wyzej.

Na mocy Lematu 10.9 mamy B _
P(z) = P(r). (57)

Zatem, na mocy Twierdzenia 10.1 oraz zalozenia indukcyjnego, dla kazdego 1 < i < m,

P(&) = P(&(r/2)) = P(&(r/x)) = P(&).

Powyisze réwnosci oraz (57) dowodza, ze P unifikuje S,.
Przypadek (II) W n + 1-szym kroku dzialanie algorytmu koriczy sie w punkcie (M-4).
Woéweczas

Sn = <f(p1: .- -apk): f(plla cee 710;c)><€17§i> o <§m:§;n>
oraz

Sn+1 = <,01, :0/1> T <,0k; p;c><£1a 61) U <"£ma g:n>

Poniewaz kazde podstawienie unifikujace S, .1 unifikuje tez S, to korzystajac z zalozenia
indukcyjnego otrzymujemy teze. W

Zauwazmy, ze z Lematu 10.8 oraz z Lematu 10.10 wynika natychmiast druga cze$¢ Twier-
dzenia 10.6, co koficzy dowdd poprawnosci algorytmu.

10.4 Najbardziej ogélny unifikator

Zacznijmy od nastepujacego lematu.

Lemat 10.11 Jesli v jest dowolnym unifikatorem pary {o1,09) oraz algorytm wykonuje co
najmniej n krokéw dla danych wejsciowych (o1, 09), to

v=0P,.
Dowdéd: Dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n, gdzie n jest nie wieksze od liczby

krokéw algorytmu dla powyzszej pary. Dla n = 0 teza jest oczywista, gdyz Py = (). Zalézmy
teze dla n i zalézmy, ze algorytm wykonuje co najmniej n + 1 krokéw. Ponadto zalézmy,
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ze P, # P,.1. Oznacza to, ze w n + 1 kroku pojawia sie pewna para, powiedzmy (z,T).
Woéwczas P, ma postac

Py ={{y,&), -, Uk &)}

oraz P,,; ma postaé

P = {(l‘, T>’ <y1’ fl(T/JJ», SR <yk7 §k(7/x)>}

Poniewaz para (x,T) wystepuje na stosie S,, to na mocy Lematu 10.7
v(z) = v(r). (58)
Zatem, korzystajac z zalozenia indukcyjnego, (58) oraz z Twierdzenia 10.1, dostajemy
(i) = v(&) = v(&(r/2)) = v(Pura (13))-
Ponadto (58) daje

() = v(Poia(2)).
Zatem pokazalismy, ze dla wszystkich zmiennych z € X,

v(2) = v(Poya(2))-

Powyzsza réwnos$¢ przenosi sie na réwno$é dla dowolnego termu o (oczywisty dowdd
indukcyjny ze wzgledu na budowe termu o pozostawiamy czytelnikowi)

v(0) = v(Bry1(0)),

co konczy dowod lematu. W

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze podstawienie znajdowane przez nasz algorytm jest
najbardziej ogélnym unifikatorem dla pary wejSciowej (o1, 09), o ile para ta jest unifikowalna.

Twierdzenie 10.12 Jesli para (01, 09) jest unifikowalna i v jest jej dowolnym unifikatorem
oraz P jest wynikiem, z ktorym algorytm zatrzymuje sie dla powyzszej pary na wejsciu, to

P <w.
Dowdd: 7 Lematu 10.11 otrzymujemy, ze
v=uovP

Zatem P <wv. 1



10 UNIFIKACJA 114

Zadania

10.1. Niech z,y beda dwoma réznymi zmiennymi oraz niech 7, p € FT(3, X) beda dowol-
nymi termami takimi, ze 7 # x oraz p # y. Dla dowolnego termu o € FT(X, X)
zdefiniujmy podstawienie o(7/x, p/y) jako v(0), gdzie v : X — FT(X, X) jest pod-
stawieniem zdefiniowanym nastepujaco

T, jesliz=ux,
v(z) =< p, jesliz =y,
z, jesliz#uwz, z#y.

Wyznaczy¢ wszystkie czworki (1, z, p, y) takie, ze dla kazdego o € FT(X, X) zachodzi:

a. a(r/z, p/y) = o(r/z)(p/y)-
b. o(r/x)(p/y) = o(p/y)(7/x).

10.2. Udowodnié, ze jesli algorytm unifikacji (zob. paragraf 10.1) uruchomimy na nie-
skonczonym stosie S zawierajacym pary termow, oraz algorytm sie zatrzyma, to S
nie jest unifikowalny. Udowodni¢ ponadto, ze jesli w termach z S wystepuje tylko
skonczenie wiele roznych zmiennych oraz algorytm sie nie zatrzyma, to S jest unifiko-
walny. Czy zalozenie o skoniczonej liczbie réznych zmiennych w S jest istotne?

10.3. Niech S bedzie zbiorem par terméw z FT(X, X) (S moze byé¢ nieskonczony), zawie-
rajacym skonczenie wiele réznych zmiennych. Dowies¢, ze S jest unifikowalny wtw,
gdy kazdy skoriczony podzbiér S jest unifikowalny. Podaé przyklad, ze zalozenie
skoniczonosci zbioru zmiennych wystepujacych w S jest istotne.

10.4. Dowies¢, ze dla podstawien v, u, zachodzi v < w oraz u < v wtw, gdy istnieja pod-
zbiory X1, Xo C X oraz bijekcja f : X; — X, taka, ze fv = u.

10.5. Oszacowaé od géry liczbe krokéw algorytmu unifikacji (zob. dzial 10.1) w zaleznosci
od sumy dlugosci terméw na wejsciu tego algorytmu.

10.6. Zalézmy, ze zbiér S par terméw jest unifikowalny. Niech v, bedzie najbardziej ogdlnym
unifikatorem dla S. Dla podstawienia u niech u.S oznacza zbiér uS = {{u(7),u(p)) | (7, p) €
S}. Dowiedé, ze dla dowolnego podstawienia u, zbiér uS jest unifikowalny wtw, gdy
istnieje podstawienie v takie, ze v, < v oraz u < v.
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11 Rachunek zdan

W tej czesci oméwimy pewne elementy rachunku zdan. Zaczniemy od skladni, nastepnie
podamy semantyke formul, pézniej omowimy trzy postawowe style systeméw dowodzenia:
system hilbertowski, naturalnej dedukcji oraz system gentzenowski. Ostanie dwie czesci beda
zawieraly wprowadzenie do logiki intuicjonistycznej oraz elementy teorii modeli.

11.1 Skladnia

Niech P bedzie nieskonczonym przeliczalnym zbiorem. Elementy zbioru P bedziemy na-
zywaé zmiennymi zdaniowymi. Zmienne bedziemy oznaczaé p,q,... , ewentualnie z indek-
sami. Formuly rachunku zdari sa termami ze zbioru FT'(X, P), gdzie sygnatura X zawiera
symbol stalej L (falsz) oraz trzy symbole operacji dwuargumentowych: V (alternatywa),
A (koniunkcja) oraz — (implikacja). Elementy sygnatury Y nazywamy spdjnikami zdanio-
wymi. Formuly rachunku zdan bedziemy oznaczaé a, 3,7, . ... Operacje bedziemy zapisywac
w postaci infiksowej, tzn zamiast na przyklad V(«, §) bedziemy pisaé (a V §).

W dalszej czesci notatek bedziemy uzywaé nastepujacego skréotu: dla dowolnej formuty
a, napis -« bedzie oznaczal formute @ — L. Formula -« nazywa sie negacjq formuty a.

11.2 Semantyka

W poprzedniej czeéci opisaliémy skiadnie formul, tzn opisaliémy jak wygladaja poprawnie
zbudowane napisy zwane formulami. Obecnie opiszemy znaczenie tych napiséw czyli podamy
semantyke formul. Niech B bedzie »-algebra zdefiniowana nastepujaco. Nosnikiem B jest
zbiér {0,1}, interpretacja stalej L jest 0, interpretacja V jest operacja maksimum, inter-
pretacja A jest operacja mimnimum oraz interpretacja — jest funkcja charakterystyczna
porzadku w {0,1}, w ktérym 0 < 1.

Dana jest formula « oraz wartoSciowanie v : P — {0,1}, méwimy, ze « jest spelniona
przez wartoéciowanie v i oznaczamy przez = afv], gdy a®[v] = 1. Zgodnie z powyzsza
definicja struktury 8 mamy nastepujace wlasnosci dla dowolnego wartosciowania v.

nie zachodzi = L[v]
E(aVp)] wiw, gdy |=afv] lub = 5[v]
= (@Ap)v] wiw, gdy = ofv] oraz = B[]
= (= B)v] wiw, gdy jesli =av] to = fB[v]

Zauwazmy, ze zgodnie z nasza definicja negacji szczegdlnym przypadkiem powyzszej
wlasnosci implikacji i falszu jest nastepujaca rownowaznosc.

E (—a)[v] wtw, gdy nie zachodzi = afv].
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Formule o nazwiemy tautologiq, gdy jest ona spelniona przez wszystkie wartosciowania,
tzn gdy dla kazdego wartoSciowania v zachodzi = afv]. Formuly rachunku zdan przedsta-
wiaja schematy zdan, w ktérych atomowe zdania (zmienne zdaniowe) stanowia miejsca na
wstawianie konkretnych zdan. Wartos¢ logiczna calego takiego schematu zalezy jedynie od
wartosci logicznych wstawianych zdan. Tautologie sa to takie schematy, ktére daja zawsze
zdanie prawdziwe bez wzgledu na prawdziwosé¢ zdan atomowych.

Przykiad 11.1 Formutly
(» = p)

(p— (¢—p)
p—=(@—=r)—=>((—q9—>@—=r)
(p—q) = ((-p—q —q)

sa tautologiami. Pozostawimy czytelnikowi sprawdzenie tego faktu.

Ogodlnie, jesdli dana formula o ma n zmiennych zdaniowych to aby sprawdzi¢ czy jest ona
tautologia wystarczy sprawdzi¢ jej wartos¢ logiczna dla wszystkich mozliwych wartosciowan
przyporzadkowujacych wartoéci jedynie zmiennym wystepujacym w tej formule. Takich
wartosciowan jest 2". Tak wiec, sprawdzenie wedlug tego algorytmu czy dana formula jest
tautologia zajmie wykladnicza liczbe krokéw w zaleznosci od liczby zmiennych (o zatem od
rozmiaru) formuly. Nie jest znany zaden algorytm dzialajacy w liczbie krokéw wielomianowo
zalezacej od rozmiaru formutly, pozwalajacy sprawdzi¢ czy dana formula jest tautologia. Py-
tanie czy taki algorytm istnieje stanowi jeden z glosnych otwartych probleméw teoretycznej
informatyki.

Powiemy, ze dwie formuly a i 8 sa réwnowazne (przyjmujemy oznaczenie = « <> 3), gdy
przyjmuja one te same wartosci logiczne dla wszystkich wartosciowan. Zatem

Ea<+ fwtw, gdy E (a— B)A (L — ).

3

Innymi stowy formuty « i 8 sa réwnowazne, gdy réwnos$é'® o = 3 jest prawdziwa w algebrze

B, tzn. gdy

BEa=p

Spéjniki zdaniowe, ktére podaliSmy wyzej nie stanowia minimalnego zbioru spdjnikéw,
tzn. niektore z nich mozna zdefiniowa¢ przy pomocy pozostalych. Przykladowo koniunkcje
i alternatywe mozna zdefiniowa¢ opierajac sie na implikacji i negacji

= (@A p) & ~(a—=—p)

1B Tutaj formuly traktujemy jak termy nad odpowiednia sygnatura.
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= (@Vp) < (-a—p).

Oznacza to, ze moglibysSmy oprze¢ definicje formutl na tylko dwéch symbolach — oraz L
i pozostale dwa zdefiniowa¢ przy pomocy powyzszych réwnowaznosci.

11.3 Systemy dowodzenia

Systemy dowodzenia stuza formalnemu wyprowadzaniu wyrazen postaci A - «, gdzie A jest
zbiorem formut (dopuszczamy zbiory nieskoriczone) oraz « jest formuta. Napisy te bedziemy
nazywaé sekwentami. Sekwent () F o bedziemy oznaczaé¢ F a. Mozliwo$é wyprowadzenia
sekwentu A F a w danym systemie czytamy jako “a jest dowodliwa ze zbioru hipotez A”.
Kazdy system dowodzenia zawiera dwa skladniki:

e poczatkowy zbiér sekwentéw, ktorych nie musimy dowodzi¢ — sekwenty te sa nazywane
aksjomatamd;

e zbior regul przeksztalcania sekwentéow w sekwenty — te reguly sa nazywane regutami
dowodzenia.

Reguly dowodzenia opisuja warunki, przy pomocy ktérych mozna otrzymaé nowy sekwent
(nazywany konkluzja) z otrzymanych juz sekwentéw (nazywanych przestankami). Dowodem
sekwentu A F o nazywamy skonczone drzewo etykietowane sekwentami tak, ze etykieta
korzenia jest A F «, etykietami lisci sa aksjomaty oraz etykiety wierzcholkéw wewnetrznych
sa otrzymane z etykiet ich potomkéw zgodnie z regutami systemu, tzn. etykieta danego
wierzchotka wewnetrznego jest wynikiem zastosowania jednej z regul systemu do etykiet
potomkéw tego wierzchotka.

W dalszej czesci opiszemy trzy systemy dowodzenia: sytem typu hilbertowskiego, sytem
naturalnej dedukcji oraz gentzenowski rachunek sekwentéw. Ostatnie dwa systemy znaj-
duja zastosowanie w pewnych dzialach sztucznej inteligencji oraz systemach automatycznego
dowodzenia twierdzen.

11.3.1 System hilbertowski

Ponizszy system dowodzenia dotyczy formul zbudowanych przy uzyciu jedynie spéjnika —,
stalej 1 oraz zmiennych zdaniowych. Przypomnijmy, ze dla dowolnej formuly «, napis -«
jest skrétem zapisu @« — L. Symbol A w ponizszym systemie oznacza dowolny zbiér formut,
a symbole «, 3,y oznaczaja dowolne formuty.

Aksjomaty
(A0) Aot a;
(A) Ak a— (8- a);
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(A2) AF (= (B =) = ((a = B) = (@ =7));
(A3) Ak ——a — «

Regula dowodzenia
AFa, AFa—p
AFp

Powyzsza regula jest nazywana requtq odrywania lub tez reguta modus ponens.
Fakt, ze sekwent A F « daje sie wyprowadzi¢ w powyzszym systemie bedziemy zaznaczac
przez A Fy «, a sam system bedziemy oznaczaé przez .

(MP)

Przyklad 11.2 Pokazemy wyprowadzenie sekwentu - p — p w powyzszym systemie. Sym-
bol £ oznacza formulte (p — ((p — p) = »)) = (p — (p = p)) — (p — p)) i jest
wystapieniem aksjomatu (A2).

a3 Fp— (p—p) —Dp)
Fp—@—p)—@—p) Fp— ((p—=p) —0p)
Fp—p

Zauwazmy, ze W powyzszym przykladzie mozemy wszedzie zastapi¢ zmienna p przez
dowolna formute o dostajac dowéd sekwentu - o — .

Nastepujace twierdzenie jest bardzo uzyteczne przy wyprowadzaniu sekwentéow w oma-
wianym systemie.

Twierdzenie 11.3 (O dedukcji)
Dla dowolnego zbioru A formut oraz dowolnych formut o, B, jesli A,a by B, to A by a — 5.

Dowdd: Dowdd jest indukeyjny ze wzgledu na liczbe krokéw w wyprowadzeniu sekwentu
Ao p. JeSli A,a F B jest aksjomatem to albo @ = [ i stosujac wyprowadzenie z
Przyktadu 11.2 otrzymujemy A F o — «, lub A F 3 jest jednym z aksjomatéw (Ai) dla
i=0,1,2,3. Wéwczas otrzymujemy A F « — [, stosujac regute odrywania do aksjomatu
AF B — (a— p) orazdo A+ S.

Zalozmy teraz, ze ostatnim krokiem w wyprowadzeniu sekwentu A, F [ jest zasto-
sowanie regulty (MP) do sekwentéw A, a - v — [ oraz A,« F v, dla pewnej formuly ~.
Z zalozenia indukcyjnego istnieja wyprowadzenia A - o — (y — ) oraz A F a — 7.
Oznaczmy przez & formule (o« — (7 = f)) = ((« = v) — (o — B)), jest ona wystapieniem
aksjomatu (A2). Wyprowadzenie sekwentu wyglada wéwczas nastepujaco.

AF¢E AFa—(y—B)
AF(a—7v) = (a—p) AN el
AFa—f
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To koniczy dowod twierdzenia o dedukcji. W

Powiemy, ze formula « jest semantyczna konsekwencjq formul ze zbioru A (oznaczamy
to przez A = «), jesli kazde wartodciowanie spetiajace wszystkie formuty z A spelnia tez
Q.

Twierdzenie 11.4 (O adekwatnosci)
Jesli A by a, to A= a. W szczegolnosci, jesli Fgy «, to a jest tautologiq.

Dowdéd: Dowdd jest indukeyjny ze wzgledu na liczbe krokéw w wyprowadzeniu sekwentu
AF a. Jesli A F a jest jednym z aksjomatow to oczywiscie kazde wartosciowanie spelniajace
A spelnia tez a.

Zalézmy teraz, ze A F « jest otrzymany przez zastosowanie (MP) do sekwentéw A H
B — «a oraz A F (3. Z zalozenia indukcyjnego mamy

AEf — aoraz A |E 8. (59)

Niech v bedzie dowolnym wartosciowaniem spelniajacym wszystkie formuly z A. Zatem, na
mocy (59), wartoSciowanie v spelia 8 — « oraz spelia 3. Wynika stad, ze v spehia a.
Tym samym udowodnili$my, ze A = «. To koniczy dowéd. B

Zajmiemy sie teraz udowodnieniem implikacji odwrotnej do drugiej czesci Twierdze-
nia 11.4. Pokazemy, ze kazda tautologia jest twierdzeniem systemu k.

Lemat 11.5 Dla dowolnych formut o, 5 zbudowanych przy uzyciu — oraz L, nastepujace
sekwenty sq wyprowadzalne w systemie Fy.

(i) Fa— (28 = =(a — B));
(1)) F L — «;
(i) = (a = B) = ((ma = §) = B);
Dowéd: Dla dowodu (i) zauwazmy, ze mamy nastepujace wyprowadzenie

AFa—j AF«
AFB— L AFp
AF L

Stosujac do sekwentu A F | trzy razy twierdzenie o dedukcji dostajemy
Fa— ((B—1)— (a—=p) = 1)).
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Czyli
Fa— (=8 — —-(a— p)).

Teraz udowodnimy (ii). Ponizej podajemy drzewo dowodu. Etykieta (D) oznaczamy
zastosowanie w ponizszym dowodzie twierdzenia o dedukcji.

lFE=ma—ao
1lF-a—=« 1 F -«
1l Fao
}—J_—>a(D)

Na koniec przedstawimy dowdd (iii). Niech A = {a — §,—a — B}. Oczywiscie wystar-
czy pokaza¢ wyprowadzenie sekwentu A F 5. Stosujac dwa razy twierdzenie o dedukcji do
tego sekwentu otrzymamy teze. Ponizej przedstawiamy drzewo dowodu sekwentu A F .

Ao, fFa—= Aa-BFa

Ao, =8 Ao, =S
A,a,-fF L (D)
A,—|,3|——|04—>ﬂ A,—ﬂl——'a
A, - p AP
A, —BF L
Ak —f = B AF -5 D)

AFg

Lemat 11.6 (Kalmar)
Niech o bedzie formutq zbudowana przy uzyciu — oraz L, o zmiennych zawartych w zbiorze
{q1,...qn} @ niech v : P — {0,1} bedzie dowolnym wartoSciowaniem. Dla i = 1,...,n
defintujemy formuty:

g = { ¢  jesliv(g) =1,

! —q;  jesliv(g;) = 0.
Niech o bedzie formutq identyczng z «, jesli = afv]. Natomiast jesli = afv], to jako o/
bierzemy —a. Wowczas

{g1,---, 4} Fu .

Dowdd: Dowdd jest prowadzony przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty a. Jesli «
jest zmienna ¢; to o/ = ¢}. Zatem sekwent {¢},..., ¢, } F o jest aksjomatem.
Jesli « jest stala L, to o/ = =L i oczywiscie dla dowolnego wyboru ¢, ..., ¢, zachodzi

{q1,-- - q,} b — L.
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Zalézmy teraz,ze « jest postaci f§ — 7 i rozwazmy nastepujace przypadki.

(A) ¥ Blo].

Woéwezas o = « oraz 8/ = —f. Z zalozenia indukcyjnego mamy {qi,...,q,} Fu —5. Zatem
{¢,...,4,},BFu L. Z Lematu 11.5(ii) mamy {¢,...,q¢.},8 Fu L — . Zatem, stosujac
(MP) dostajemy {qi,...,q.}, 8 Fu 1z twierdzenia o dedukcji

{a, -y Fu B— -
(B) =[v].

Wéwezas o = «, oraz 7' = 7. Z zalozenia indukcyjnego mamy {q},...,q,} Fu 7. Zatem
{¢},...,4,}, B Fu iz twierdzenia o dedukcji dostajemy

{¢,-- q} P B =

(C) = Blv] oraz = 7[v].

Wéwezas o = —a. f' =  oraz 7' = —y. Z zalozenia indukcyjnego mamy
{a1,-- an} Fa Boraz {q,...,q,} Fr —.
Z Lematu 11.5(i) mamy
{a1, - @} b B = (77 = (B = 7).
Stosujac do powyzszego sekwentu dwukrotnie (MP) dostajemy
{a1,-- -, au} (B = ).

To konczy dowdd lematu. B

Lemat 11.7 Dla dowolnego zbioru formut A i dla dowolnych formut o i B, jesli A, oty B
oraz A, ~a by B, to A g B.

Dowadd: Jedli A, a g [ to na mocy twierdzenia o dedukcji mamy A -z o — 3. Podobnie
dostajemy A Fy —a — . Stosujac Lemat 11.5(iii), oraz dwukrotnie regule odrywania
dostajemy Aty 5. 1

Lemat Kalmara odgrywa kluczowa role w dowodzie ponizszego twierdzenia o peinosci.

Twierdzenie 11.8 (O pelnosci dla g)
Jesl a jest tautologiaq zbudowana przy uzyciu — oraz 1, to by «.
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Dowéd: Zalézmy, ze « jest tautologia. Niech {qi,...,¢,} beda wszystkimi zmiennymi

wystepujacymi w «. Dla dowolnej liczby 0 < m < n nazwiemy m-zbiorem kazdy zbidr

formut {¢i,...,q,}, gdzie ¢, jest albo ¢; lub —g;. Zauwazmy, ze 0-zbidr jest pusty.
Udowodnimy nastepujaca wlasnosc:

dla kazdego 0 < m < m, jesli A jest m-zbiorem, to A kg . (60)

Zauwazmy, ze biorac m = 0 w (60) dostajemy teze twierdzenia. Dowéd (60) przepro-
wadzimy przez indukcje ze wzgledu na m w zbiorze {0, ...,n} uporzadkownym relacja <~'.
Dla m = n (60) wynika z Lematu 11.6 oraz z faktu, ze « jest tautologia. Zalézmy, ze (60)
zachodzi dla m 4+ 1 < n i niech A bedzie dowolnym m-zbiorem. Z zalozenia indukcyjnego
dostajemy

ZX7QW&J'_H’Q

oraz
Zk7_-'Q7n—|—1}_H'a-

Zatem na mocy Lematu 11.7 dostajemy
Z&}_H’OL

To koriczy dowdd (60) i tym samym twierdzenia o petnosci. W

Powyzszy system mozna latwo rozszerzy¢ do systemu dla formul opartych o pozostate
spojniki logiczne. Wystarczy w tym celu doda¢ jako aksjomaty sekwenty wyrazajace rowno-
waznosci definiujace te spdjniki.

(Ad) AF (aAB) = =(a— —p)
(AS) AF —(a— —8) = (aAp)
(A6) AF (aVp) = (ma = B)
(A7) AF (ma— B) = (aVP)

Tak otrzymany system oznaczymy przez b g+.

Twierdzenie 11.9 (O adekwatnosci dla Fp+)
Dla dowolnego zbioru A formut i dla dowolnej formuly o (formuty z A i o zawieraja V, N\, —
, L), jesli A g+ a to A E a.

Dowdéd: Wystarczy sprawdzié, ze aksjomaty (A4)-(A7) sa prawdziwe. Konkluzja wynika

z twierdzenia o adekwatnosci dla g (por. Twierdzenia 11.4). W

Pokazemy, ze twierdzenie o pelnosci mozna rozszerzy¢ do Fy+. Najpierw udowodnimy
nastepujacy lemat.
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Lemat 11.10 Dla dowolnej formuty « istnieje formuta & zbudowana przy uzyciu jedynie —
oraz 1, taka ze Fg+ o« — & oraz Fp+ & — a.

Dowdéd: Dana formuta «, zastapmy kazda podformule w « postaci SA~y formuta —(5 — —)
oraz kazda podformule w « postaci 5V v formula =8 — . Aksjomaty (A4)—(A7) méwia, ze
zastapione formuly sa réwnowazne. Tak wiec latwo dostajemy Fy+ @ — & oraz Fy+ @ — a.
Szczegoty dowodu pozostawimy czytelnikowi. B

Korzystajac z powyzszego lematu natychmiast dostajemy twierdzenie o pelnosci dla g+.

Twierdzenie 11.11 (O pelnosci dla Fz+)
Jesl a jest tautologia, to Fy+ .

Dowdd: Jedli « jest tautologia to poniewaz Fg+ o — @, to z twierdzenia o adekwatnosci
wnioskujemy, ze = o — @. Zatem & jest tautologia. Z twierdzenia o pelnosci dla systemu
Fg dostajemy Fy &. Zatem Fy+ & i poniewaz Fy+ & — « (por. Lemat 11.10) to stosujac
(MP) dostajemy Fp+ & B

Prawdziwe jest silniejsze twierdzenie od powyzszego twierdzenia. Udowodnimy go w
nastepnej czesci (poswieconej elementom teorii modeli).

11.3.2 System naturalnej dedukcji

System naturalnej dedukcji stuzy do wyprowadzania sekwentéw postaci A F a. Jego cha-
rakterystyczna, cecha jest polozenie gléwnego nacisku na reguly dowodzenia, przy bardzo
prostym aksjomacie. Reguly dowodzenia (za wyjatkiem reguty (PS) “przez sprzecznos$é”) sa
podzielone na grupy, po jednej dla kazdego spéjnika. W ramach jednej takiej grupy mamy
dwa rodzaje regul: requly wprowadzenia tego spdjnika, mowiace o tym w jakiej sytuacji
mozna wprowadzi¢ ten spéjnik na prawo od znaku ; oraz requly eliminacji méwiace o tym
w jakiej sytuacji mozna ten spdjnik wyeliminowac¢, tzn. jakie wnioski mozna wyciagaé z
sekwentéw, w ktorych najbardziej zewnetrznym spdjnikiem formuly stojacej na prawo od
znaku F jest ten spdjnik. Regule dowodzenia “przez sprzeczno$¢” mozna traktowac jako
silng regule eliminacji L. Pamietajmy, ze —« oznacza formute @ — L.

Aksjomat
(A0) Aok«
Reguly dowodzenia

AabF S
AFa—p

AFa—=f8; AFa

(— -intro) AR5

(— -elim)
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. AFa; AFpB ) AFaAnp ) AFaAnp
_ 2% ary elim) = %P elim) = %P
(A-intro) AFand (A-elim) N (A-elim) N
, AFa« , AFp . AFaVvg Ajaky ABEy
- = = . = F -el
(Vv-intro) AFavD (V-intro) AFavi (V-elim) A
A —abF L
(PS) Al «a

Zauwazmy, ze szczegélnym przypadkiem reguly (—-intro) jest nastepujaca reguta, mozna
ja traktowa¢ jak regule wprowadzenia negacji.
Aok L
AF -«
Zauwazmy tez, ze szczegélnym przypadkiem reguly (—-elim) jest nastepujaca regula,
mozna ja traktowaé jak regule eliminacji negacji.
AF-a; AFa
AF L

Podobnie jak w poprzedniej czesci, dowodem sekwentu A F a w systemie naturalnej de-
dukcji nazwiemy drzewo etykietowane sekwentami tak, ze korzen ma etykiete A F «, liscie sa
etykietowane aksjomatami oraz kazdy wewnetrzny wierzchotek jest etykietowny sekwentem,
ktéry sie otrzymuje z etykiet potomkéw tego wierzchotka przy zastosowaniu jednej z regul.
Fakt, ze istnieje dowdd w systemie naturalnej dedukcji sekwentu A F a bedziemy zaznaczaé
przez A Fnp a.

Ponizej podajemy kilka przykladow dowodow w systemie naturalnej dedukcji.

Przykiad 11.12

e Pokazemy Fnp p — p.
pEp

E— (— -intro)

e Pokazemy Fnp p — (¢ — p).

P, p
pFqg—p
Fp— (¢ —p)

(— -intro)
(— -intro)
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e Pokazemy Fyp ——p — p.

—|ﬂp, —|p l— —|—|p —|—|p’ —|p |— —|p

—-pEp :
Ep— (— -intro)

(— -elim)

Twierdzenie 11.13 Dla dowolnego sekwentu A F o mamy nastepujaca réwnowazno$é:
Abryp a wtw, gdy AbFg+ .

Dowdéd: Aby pokazac, ze kazdy dowdd w -y p daje sie przerobi¢ na dowéd w Fy+ wystar-
czy pokazaé, ze kazda z regul systemu ND jest wyprowadzalna w H*. Zauwazmy, ze wy-
prowadzalno$é reguty(—-intro) jest konsekwencja twierdzenia o dedukcji, natomiast reguta
(—-elim) jest regula (MP). Przykladowo pokazemy wyprowadzenie (V-elim) oraz (PS) w
H™, pozostawiajac wyprowadzenie pozostalych regut czytelnikowi.

Zalézmy, ze mamy w H* dowody nastepujacych sekwentéw: A+ aV 3, A, atb v oraz
A, B F . Wéwczas, stosujac aksjomat (A6) i regute (MP) mamy

AF—-a— ,3
Zatem A, —a bgz+ B i poniewaz A Fy+ f — 7 to réwniez i A, ~abgz+ 8 — 7. Zatem
A,k .

Z Lematu 11.7 otrzymujemy wiec A Fg+ 7.

Dla wyprowadzenia (PS) zatézmy, ze A, ~a Fy+ L. Z twierdzenia o dedukcji dostajemy
A Fy+ ——a. Tak wiec z (A3) i (MP) dostajemy A Fy+ a.

Dla pokazania implikacji odwrotnej wystarczy pokazac, ze wszystkie aksjomaty systemu
H* sa twierdzeniami w ND. Wyprowadzenia (A1) i (A3) w ND zostaly podane powyzej
(przed sformulowaniem twierdzenia). Przykladowo pokazemy wyprowadzenia (A2) i (A5).
Zaczniemy od wyprowadzenia (A2). Niech A = {a — (8 = 7), a = 3, a}.

AFa— (B—=7) Al—a( Jim) AFa—8 Atra
AFB =~ — -elm AF B

(— -elim)
(— -elim)

Al

Stosujac trzy razy (— -intro) do sekwentu A F v dostajemy wyprowadzenie aksjomatu (A2).
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Nastepnie pokazemy dowdd (A5) w ND. Zaczniemy od wyprowadzenia sekwentu — (o —
—B) F a. Niech A = {—~(a = =), ~a}.

Ao, F -« A a,BFa

AafFL (— -elim)
———1——5 (— -intro)
A otk —f (= -intro)
AFa——pg 7 omuo A+ (o — =f) ,
AT T (— -elim)
(PS)

(o = —f6) F «

Nastepnie wyprowadzimy sekwent —(a — —3) = 5. Niech A = {—=(a — =), =f}

A, atF —f )
AFa——p 7O AL ) ,
N - (— -elim)
“as-prp Y

Majac wyprowadzone sekwenty —(a — =) - « oraz =(a — =) F § mozemy zakonczy¢
dowdd (A5).

—(a— f) Fa “(a—-0)F 3
(o= pB)Fanp
F=(a— —8) = (aAp)

(A-intro)
(— -intro)

11.3.3 Gentzenowski rachunek sekwentéw

Dla przedstawienia systemu gentzenowskiego rozszerzymy nieco pojecie sekwentu. Przez
sekwent bedziemy rozumie¢ napis A F I', gdzie A oraz I' sa skonczonymi zbiorami formut.
Intuicyjnie, wyprowadzalnos¢ sekwentu A - I' w systemie gentzenowskim bedzie oznaczad,
ze alternatywa formut z I" jest twierdzeniem wynikajacym z hipotez A. Gdy I jest zbiorem
jednoelementowym dostajemy sekwenty (i stosujace sie do nich pojecia) w starym znaczeniu.

Rozwazamy formuty, podobnie jak w poprzedniej czesci, oparte na spdjnikach —, Vv, A
oraz na stalej zdaniowej . Negacje — traktujemy jako spéjnik zdefiniowany przez — i L.

Charakterystyczna, cecha systemu gentzenowskiego sa reguly polegajace na przedstawie-
niu sytuacji kiedy mozemy dany spéjnik wprowadzi¢ na lewo od znaku F oraz kiedy mozemy
wprowadzi¢ na prawo. Dla kazdego spéjnika mamy odpowiadajaca pare regul. Dla symbolu
falszu 1 mamy tylko regule wprowadzania na lewo.
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Aksjomaty
(A0) AT«
(AL)A, LET

Reguly dowodzenia

o dewa) AFDa BART ) AabD
mew Aa—BFT P A FT.a— 8
A, BFT AFT,a; AFT,8
(/\—lewa) m (/\—prawa) A}—F,Oj/\ﬁ
Aokl ABET AFT, o,
a1 i 2P
(V-lewa) —— = VBT T (V-prawa) =500 5

Aksjomat (A1) mozna traktowaé jako regule (bez przestanek) wprowadzenia | z lewe]
strony znaku .

Dowodem sekwentu A T, tak jak poprzednio, nazywamy drzewo etykietowane sekwen-
tami tak, ze korzen jest etykietowany przez A b I', liScie sa etykietowane aksjomatami oraz
wierzcholki wewnetrzne sa etykietowane sekwentami otrzymanymi poprawnie przez zasto-
sowanie pewnej z regul dowodzenia. Istnienie dowodu sekwentu A F I' w gentzenowskim
rachunku sekwentéw bedziemy oznaczaé przez A g .

Zauwazmy, ze jesli mamy sekwent A F ', to stosujac aksjomat (AL), a nastepnie
(—-lewa) dostajemy sekwent A, —a F I'. Zatem natepujaca regula jest wyprowadzalna w
systemie g,

AFT, «
A, —a kT

Ponadto zauwazmy, ze jesli mamy dowdd sekwentu A F T', to dla kazdej formuly o
mozemy ja doda¢ do prawej strony kazdego sekwentu w tym dowodzie i otrzymamy dowdd
sekwentu A FT', . W szczegodlnoscei jesli mamy udowodniony sekwent A, o = T', to mozemy
tez udowodnié sekwent A, F ', L. Stosujac do niego regule (—-prawa) otrzymujemy
sekwent A F I', ma. Tym samym pokazaliSmy, ze nastepujaca regula jest wyprowadzalna w
systemie ¢,

(—-lewa)

AakT

(prava) T =4

Twierdzenie 11.14 Dla kazdej formuly o, mamy nastepujaca rownowaznosé

Fq a wtw, gdy « jest tautologiq.
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Powyzsze twierdzenie pozostawimy bez dowodu. Latwo jest pokazacé, ze kazde twierdzenie
systemu gentzenowskiego jest tautologia. Dla dowodu implikacji odwrotnej rozszerza sie
system ¢ przez dodanie nowej reguly zwanej cieciem.

AakFT; AbFa,T
AFT

(ciecie)

Niech Fge oznacza system gentzenowski z cieciem. Latwo jest pokazaé, ze regula od-
rywania jest wyprowadzalna w Fge. Zatem, korzystajac z twierdzenia o pelnoéci dla sys-
temu hilbertowskiego, tatwo pokazujemy, ze kazda tautologia jest twierdzeniem systemu Fg¢.
Gléwna trudnos¢ w dowodzie twierdzenia o pelnoéci dla systemu ¢ polega na udowodnieniu
nastepujacego twierdzenia o eliminacji ciecia. Twierdzenie to podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 11.15 (O eliminacji ciecia)
Dla kazdego sekwentu AT, jesli Atqc T, to AFgT.

Systemy gentzenowskie znajduja zastosowanie w automatycznym dowodzeniu twierdzen
gdyz jest w nich tatwo szuka¢ dowodéw formul. Pokazemy to na przykladzie.

Przyklad 11.16

1. Poszukamy dowodu sekwentu - ——a — o w 5. Poniewaz najbardziej zewnetrznym
spOjnikiem w rozwazanej formule jest —, to ostatnia regula w poszukiwanym dowodzie
musiala by¢ regula (—-prawa). Zatem wystarczy znalezé dowéd sekwentu ——a F a.
Najbardziej zewnetrznym spojnikiem formuly po lewej stronie jest -, a zatem na mocy
reguly (—-lewa) wystarczy udowodnié¢ sekwent - «, ~«. Podobnie, na mocy reguly (—-
prawa) wystarczy udowodni¢ sekwent « - . Poniewaz ten sekwent jest aksjomatem, to
odwracajac wszystkie kroki w powyzszym rozumowaniu otrzymujemy dowod sekwentu
F ——a — a w systemie Fg.

2. Jedli zastosujemy powyzsza procedure do formuly, ktéra nie jest tautologia, to dosta-
niemy wskazéwke na znalezienie kontrprzykiadu. Dla zilustrowania tej tezy wezmy
bardzo prosty sekwent - p — ¢. Postepujac podobnie jak porzednio dochodzimy do
sekwentu p F ¢, ktéry nie jest aksjomatem, i ktérego nie mozemy juz dalej rozlozyc.
Wartosciowanie falsyfikujace sekwent A - I' to takie, ktore spetnia wszystkie formuty
z A oraz falsyfikuje wszystkie formuty z I'. W naszym przypadku wystarczy wziaé
warto$ciowanie spelniajace p i falsyfikujace q.

11.4 Elementy teorii modeli

Powiemy, ze zbiér formul A jest speinialny gdy istnieje wartoSciowanie v : P — {0,1}
speliajace wszystkie formuty ze zbioru A.
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Twierdzenie 11.17 (O zwarto$ci)
Zbior formut A jest spetnialny wtw, gdy kazdy skoriczony podzbior zbioru A jest spetnialny.

Dowdd: Powiemy, ze zbior A jest skoriczenie spelnialny, gdy kazdy skonczony podzbiér
zbioru A jest spelnialny.

Szkic dowodu twierdzenia o zwartosci wyglada nastepujaco. Bez zmniejszenia ogélnosci
mozemy przyjac, ze wszystkie rozwazane formuly sa zbudowane przy uzyciu jedynie sp6jnikow
— oraz L. Uzywajac lematu Kuratowskiego-Zorna pokazujemy najpierw, ze istnieje maksy-
malny skoriczenie spelnialny zbiér formul I' zawierajacy A. Oczywiscie mamy

1 ¢T. (61)

Nastepnie, korzystajac z maksymalnosci I' dowodzimy nastepujaca pomocnicza wlasnosc.
Dla dowolnych formut «, 3,

(a—p)el’  wtw,gdy a¢l,lubpel. (62)

Teraz mozemy zdefiniowaé¢ wartosciowanie v : P — {0, 1} tak, ze dla dowolnej zmienne;
p € P,v(p) =1 wtw, gdy p € I'. Z nastepujacej wlasnosci wynika, ze v spelnia wszystkie
formuly ze zbioru I', a zatem A jest zbiorem spelnialnym.

Dla dowolnej formuly «,

Ealv] wtw,gdy ael. (63)

Dowdd (63) przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuly a. Wlasnosci
(61) uzywamy dla przypadku gdy « jest L, a (62) dla przypadku, gdy zewnetrznym spéjnikiem
ajest —. 1

Jako wniosek z twierdzenia o zwartosci otrzymujemy nastepujace wzmocnienie twierdze-
nia o pelosci (por. Twierdzenie 11.11).

Twierdzenie 11.18 (Silne twierdzenie o pelnosci)
Dla dowolnego zbioru formut A oraz formuly «, jesli a jest semantyczna konsekwencja zbioru
A, to A |_H+ .

Dowéd: Jesli A | « to zbiér A U {—a} nie jest spelnialny. Zatem na mocy twierdzenia o
zwartosci istnieje skoriczony podzbiér Ay C A taki, ze Ay U {—a} nie jest spetnialny. Zatem
Ay = a. Tak wiec jesi Ag = {f1,.--, B} to oczywiscie formula g, — (By — -+ (B, —
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«)---) jest tautologia. Z twierdzenia o pelnosci wnioskujemy, ze g 61 — (B2 — -+ - (B, —
a)---). Stosujac n razy (MP) do powyzszego sekwentu dostajemy

AO l_H .

Czyli A Fg «, co koniczy dowdd twierdzenia. W

Przykiad 11.19 Pokazemy jak mozna stosowac twierdzenie o zwartosci. Pokazemy, ze jesli
nieskoriczonej mapy (o przeliczalnej liczbie krajéw) nie da sie pokolorowaé¢ przy pomocy k
koloréw, to istnieje skonczony fragment tej mapy, ktérego tez nie da sie pokolorowaé przy
pomocy k koloréw. Niech I bedzie zbiorem krajow tej mapy. Rozwazmy zmienne zdaniowe
DG, gdzie 1 € I oraz j < k. Wartosciowania beda odpowiada¢ kolorowaniom mapy. Intencja
jest to aby wartosciowanie przypisywato zmiennej p(; ;) wartos¢ 1 wtw, gdy kraj 7 ma na mapie
kolor j. Ponizsze formuly przedstawiaja podstawowe warunki dotyczace kolorowania.
Kazdy kraj ma jaki$ kolor: dla kazdego ¢ € I mamy,

P,0) V Di,1) V.-V D k1)

Kazdy kraj ma co najwyzej jeden kolor: dla kazdego ¢ € I, oraz j # j', (j < k, j' < k)
mamy,
~(Pg) A Paag)-
Kazde dwa sasiadujace kraje maja rézne kolory: dla 7,4’ € I takich, ze 7 oraz i’ sasiaduja
oraz dla kazdego j < k mamy,
~(PGi) A D))
Niech A bedzie zbiorem wszystkich formul wyzej przedstawionych. Jest oczywiste, ze
A jest spelnialny wtw, gdy mape da sie pokolorowaé¢ k kolorami. Zatem jesli mapy nie
da sie pokolorowaé k kolorami to A nie jest spelnialny i z twierdzenia o zwartosci wynika,
ze istnieje skoniczony podzbior Ay, ktéry nie jest spelnialny. Woéwczas fragmentu mapy
zawierajacego kraje wymienione w indeksach zmiennych wystepujacych w formutach z Aq
nie da sie pokolorowaé¢ przy pomocy k kolorow.

11.5 Informacja o logice intuicjonistycznej

Logike intuicjonistyczna mozna przedstawic¢ jako fragment logiki klasycznej wprowadzonej
powyzej. Intuicjonizm odrzuca pewne reguly wnioskowania logiki klasycznej jako takie, ktére
powoduja, ze na przykiad dowody istnienia pewnych obiektéw nie podaja zadnego sposobu na
skonstruowanie tych obiektow. Regula kwestionowanga przez intuicjonistow jest przyktadowo
requta wytqczonego Srodka, ktéra mowi, ze dla kazdego zdania « spelnione jest o lub —a.
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Klasycznym dowodem, podawanym przez intuicjoinistow jako przyktad niekonstruktywnego
rozumowania, ktére wykorzystuje wyzej wspomniana regule jest dowdd nastepujacego twier-
dzenia.

Twierdzenie 11.20 Istniejq liczby niewymierne a,b € R, takie ze a® jest liczba wymierna.

Dowod:  Jesli \/5\/5 jest liczba wymierna, to bierzemy ¢ = b = v/2. Jesli natomiast \/iﬁ
jest liczba niewymierna, to bierzemy a = \/?/E oraz b = /2. Wéwezas

(V22 =2 2.

To konczy dowdd twierdzenia. W

Zauwazmy, ze powyzszy dowdd nie podaje przyktadu takiej pary liczb i z tego powodu jest
odrzucany przez intuicjonistéw. Dowody w logice intuicjonistycznej maja te ceche, ze czesto
z dowodu danej formuly mozna wyprowadzi¢ algorytm, ktéry w pewnym sensie zawiera w
sobie konstruktywne elementy dowodu tej formuly. Z tego wzgledu logika intuicjonistyczna
cieszy sie rosnacym zainteresowaniem informatyki, zwlaszcza dzialami zwiazanymi z synteza,
i poprawnoscia programow.

Latwo jest zauwazy¢, ze w systemie naturalnej dedukcji, ktéry byl przedstawiony wczesniej,
regula rozumowania “przez sprzecznos$¢” (regula (PS)) reprezentuje wyzej wspomniane prawo
wylaczonego srodka. Logike intuicjonistyczna przedstawimy przy pomocy systemu natural-
nej dedukeji, w ktérym regula (PS) jest zastapiona stabsza regula |-eliminacji. System ten
w calosci podajemy ponizej.

Aksjomat
(A0) Aok«

Reguly dowodzenia

) Aat ) AFa— 3; A«
(—> -lntrO) m (—> —ehm) AL /B
) AFa; AFS ) AFaANp . AFaANp
-int - -el - -el -
(A-intro) AFand (A-elim) N (A-elim) AT G
. AF o . AFp . AFaVp, Ajabvy ABEYy
“intro) —— Aintro) —— el

(V-intro) AFavD (V-intro) AFavd (V-elim) A
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AF 1
AFa

Wyprowadzalnos¢ sekwentu w powyzszym systemie definiujemy analogicznie jak dla lo-
giki klasycznej. Napis A Fyp; « oznacza, ze sekwent A + « jest wyprowadzalny w
powyzszym systemie. Powiemy, ze formula « jest twierdzeniem logiki intuicjonistycznej jesli
Fnpr o

Poniewaz w pierwszych dwéch punktach Przykladu 11.12 nie uzywaliSmy reguty (PS)
to wnioskujemy, ze p — p oraz p — (¢ — p) sa twierdzeniami logiki intuicjonistycznej,
tzn Fypr p — p oraz Fypr p — (¢ — p). Z drugiej strony mozna udowodnié, ze formuta
——p — p nie jest twierdzeniem logiki intuicjonistycznej. Pokazemy, ze formuta p — ——p daje
sie udowodni¢ w logice intuicjonistycznej. Przypomnijmy, ze —« oznacza formute @ — L.

(L-elim)

Przykilad 11.21
e Pokazemy, ze Fypr p — ——p.
p,pk—p p,pkp
p,pH L
pE—p
Fp— —p

(— -elim)
(— -intro)
(— -intro)

e Pokazemy, ze p — (—p — ¢) jest twierdzeniem logiki intuicjonistyczne;j.

Zadania

11.1. Powiemy, ze zbiér funkcji f; : {0,1}™ — {0,1},..., fx : {0,1}™ — {0, 1} jest funk-
cyjnie zupetny, gdy dla kazdego m € N i dla kazdej funkcji g : {0,1}™ — {0, 1}, funkcja
g moze byé¢ otrzymana z funkcji f1,..., fi przez operacje skladania.!4

14 QOperacji skladania nie bedziemy tu definiowaé formalnie. Chodzi o to by dla dowolnej funkcji g znalezé
wyrazenie zbudowane poprawnie z funkcji f1,..., fr oraz zmiennych z1,...,2,, (ta sama funkcja badz ta
sama zmienna moze by¢ uzyta wiele razy) reprezentujace g. Przykladowo, wyrazenie fi(z, f2(z,z)) repre-
zentuje identycznoéé I : {0,1} — {0, 1}, gdzie f; jest VP a f2 jest AP
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11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

(i) Dowiesé, ze zbiér {—%, 1P} jest funkcyjnie zupelny.
(ii) Dowieéé, ze zbiér {V®, =P} jest funkcyjnie zupelny.

)

)

(iii) Dowiesé, ze zbiér {—%, V®} nie jest funkcyjnie zupelny.

(iv) Dowiesé, ze zbiér {V®, A®} nie jest funkcyjnie zupekny.
)

(v) Znalezé wszystkie funkcje f : {0,1}? — {0, 1}, takie ze zbiér {f} jest funkcyjnie
zupelny.

Dla dowolnej formuly « niech & oznacza dualizacje formuly «, tzn. formule powstajaca
z « przez zastapienie kazdego wystapienia A symbolem V oraz kazdego wystapienia V
symbolem A.

(i) Dowiesé,ze « jest tautologia wtw, gdy —é jest tautologia.
(ii) Dowiesé, ze o <> 3 jest tautologia wtw, gdy @& <+ J jest tautologia.

Niech ty, oznacza system dowodzenia 5, w ktérym aksjomat (A3) zostal zastapiony
przez nastepujacy aksjomat.

(A3) Ak (ma— —8) = ((ha— B) = «)
Dowies¢, ze obydwa systemy sa réwnowazne, tzn., ze dla dowolnego sekwentu A F «,
zachodzi A Fg a wtw, gdy A Fg, a.

Niech ty, oznacza system dowodzenia -y, w ktérym aksjomat (A3) zostal zastapiony
przez nastepujacy aksjomat.

(A3") At (ma— —6) = (8= «)

Dowies¢, ze obydwa systemy sa réwnowazne, tzn., ze dla dowolnego sekwentu A F «,
zachodzi A Fg o wtw, gdy A kg, a.

Dowiesé, ze aksjomatu (A3) nie da sie wyprowadzié z aksjomatéw (A0-2) przy pomocy
reguly odrywania.

Dowies¢ by —p — (p — ¢q) uzywajac twierdzenie o dedukeji oraz bez uzycia tego
twierdzenia.

11.7. Pokaza¢, ze w systemie -y wyprowadzalna jest nastepujaca regula.

11.8.

AFa— 3; AF=p
AF —«

Kazdy z ponizszych sekwentow wyprowadzi¢ w systemie Fg+, Fnp, Fa.

i) FL—p
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(i) {p—=gq,q—=r}Fp—>r

(ili) F(=p—p) = p

(iv) {p,—p}Fq

V) {p=2(@—or)}Fg=(—r)
(vi) F (=p = —q) = (¢ = p)
(vii) F=(pAg) = (mpV —q)

11.9. Dowiesc, ze jesli A Fxp «a, to dla dowolnej formuly 3, zachodzi A, 5 Fyp «.
11.10. Dowiesé, ze jesli A Fyp L, to dla dowolnej formuly «, zachodzi A Fyp a.

11.11. Dowies¢, ze dla kazdej formuly « nie bedacej tautologia istnieje maksymalny zbior
formut A taki, ze sekwent A + « nie daje sie wyprowadzi¢ w systemie naturalnej
dedukcji.

11.12. Wyprowadzié¢ regute odrywania w gentzenowskim rachunku sekwentéw powiekszonym
o regule ciecia.

11.13. Dla kazdego z sytemoéw Fg+, Fnp, Fo dowiesé, ze jesli sekwent A F « jest wypro-
wadzalny w tym systemie oraz S jest podstawieniem formutl na zmienne zdaniowe, to
sekwent S(A) F S(a) powstajacy w wyniku podstawienia jest tez wyprowadzalny w
tym systemie.

11.14. Dowiesé, ze silne twierdzenie o pelnosci (Twierdzenie 11.18) pociaga twierdzenie o
zwartosci.

11.15. Dany jest nieskonczony zbiér chlopcoéw, z ktérych kazdy ma skonczona liczbe na-
rzeczonych. Ponadto dla kazdego £ € N, dowolnych k£ chlopcéw ma co najmniej k
narzeczonych. Dowies¢, ze kazdy chlopiec moze sie ozeni¢ z jedna ze swoich narzeczo-
nych bez popelnienia bigamii.
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12 Jezyk pierwszego rzedu

12.1 Skladnia

Dotychczas rozwazaliSmy tylko sygnatury zawierajace wylacznie symbole operacji. W tym
rozdziale rozszerzymy pojecie sygnatury, dopuszczajac rowniez symbole relacji. Tak wiec
przez sygnature X bedziemy teraz rozumie¢ rodzine zbioréw Ef , dla n > 0 oraz rodzine
zbioréw XE dlan > 1. Elementy XX bedziemy nazywaé symbolami operacji n-argumentowych,
a elementy XX bedziemy nazywaé symbolami relacji n-argumentowych. Przyjmujemy, ze
wszystkie te zbiory sa parami rozltaczne oraz, ze X¥ zawiera symbol =.

Zbiér terméw nad sygnatura X (oznaczamy go przez FT(X, X)), definiuje sie tak jak
poprzednio, z tym zastrzezeniem, ze oczywiscie termy sa budowane w oparciu jedynie o
cze$é funkcyjna X sygnatury X.

Zbiér formut pierwszego rzedu nad sygnatura X jest najmniejszym zbiorem wyrazen
spelniajacym nastepujace warunki:

e | jest formula.

e Jeslir jest symbolem relacji n-argumentowej oraz oy, . . ., 0, sa termami, to (o1, . . ., 0,)
jest formuta. Gdy r jest symbolem rownosci = to formule te zapisujemy o = o,.

e Jesli a i B sa formutami to

(@np), (avp), (a—p)

sa tez formulami.
e Jedli « jest formula oraz x € X jest zmienna, to
Vea, dra

sa tez formulami.

W powyzsze]j definicji przyjmujemy, ze symbole A, V, —, V, d nie naleza do sygnatury
Y, nad ktora budujemy formuly. Tak jak w dziale poswieconym rachunkowi zdan bedziemy
uzywac skrétu —a dla oznaczenia formuly o« — 1. Symbol V nazywa sie kwantyfikatorem
uniwersalnym a symbol 34 nazywa sie kwantyfikatorem egzystencjalnym.

Chcielibysmy zwréci¢ uwage czytelnika na uzycie nazwy term w tym i w poprzednim
rozdziale tych notatek. Formuly rachunku zdan zdefiniowaliSmy jako termy nad sygnatura
zawierajaca A, V,— jako symbole operacji dwuargumentowych oraz | jako symbol stalej.
Wybralismy ten sposéb wprowadzenia formut ze wzgledu na zwiezlo$¢ zapisu. Pojecie term
uzywane w tym rozdziale oznacza poprawnie zbudowany napis nad dowolna ustalona sygna-
tura Y. Formuly pierwszego rzedu nad sygnatura 3 zostaly zdefiniowane indukcyjnie. Obie



12 JEZYK PIERWSZEGO RZEDU 136

kategorie syntaktyczne: formuly i termy nad sygnatura 3 tworza rozlaczne zbiory, rozne dla
roznych sygnatur 3.

Zbiér FV («) zmiennych wolnych formuly « definiujemy indukcyjnie.
F V( ) =0;

FV(r (01,..., )) FV(o1)U...UFV(0y);
FV(anB) = FV(aV ) = FV(a— B) = FV(a) U FV(8)
FV(Vza) = FV(3za) = FV(a) — {z}.

W powyzszej definicji dla dowolnego termu o, symbolem F'V (o) oznaczamy zbiér wszyst-
kich zmiennych wystepujacych w termie o. Latwa indukcyjna definicje tego zbioru pozosta-
wimy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Wszystkie wystapienia zmiennej wolnej x w formule « staja sie wystapieniami zwigzanymi
w formule Vza. Moéwimy, ze te wystapienia sa zwiazane kwantyfikatorem V. Podobnie jest
w przypadku formuly dza. Formuta bez zmiennych wolnych nazywa sie zdaniem.

12.2 Semantyka

Niech ¥ bedzie sygnatura. Strukturq 2 nad sygnatura 3 (lub po prostu ¥-struktura) na-
zwiemy niepusty zbiér A, zwany nos$nikiem, wraz interpretacja kazdego symbolu operacji
f € 3F (n > 0) jako funkcji n argumentowej f2 : A" — A oraz kazdego symbolu relacji
r € X% (n > 1) jako relacji n-argumentowej r* C A". W przypadku, gdy L% jest zbiorem
pustym powyzsza definicja pokrywa sie z definicja Y-algebry.

Wartos$ciowaniem w Y-strukturze A nazwiemy dowolna funkcje v : X — A. Dla
warto$ciowania v, zmiennej x € X oraz elementu a € A definiujemy nowe warto$ciowanie
¢ : X — A, bedace modyfikacja wartosciowania v na argumencie x, w nastepujacy sposéb,

o ={ W Eyuze

Semantyke formutl jezyka pierwszego rzedu definiuje sie w oparciu o relacje spetniania

A = afv],

gdzie 2 jest X struktura, a jest formula nad sygnatura X oraz v jest wartoSciowaniem w
. Zwiazek ten czytamy: formula o« jest spelniona w strukturze 20 przy warto$ciowaniu
v. Ten sposéb definiowania semantyki pochodzi od Alfreda Tarskiego. Relacje spelniania
definiujemy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuly o.

e Nie zachodzi A = L[v];

o AE=r(o1,...,00)[v] wtw, gdy (o[v],...02v]) € r¥%;
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o AL (01 = 02)[v] wtw, gdy o7'[v] = o3 [v];
o A= (aAP)[v] wtw, gdy zachodza A = afv] oraz A = B[v];

(
(
o A= (aV B)[v] wtw, gdy zachodzi A = afv] lub 2 E Blv];
o A= (a— B)[v] wtw, gdy A = afv] nie zachodzi lub zachodzi 2 = B[v];
o A = (Vza)[v] wiw, gdy dla kazdego a € A, A = afv?];
o 2 = (Jza)[v] wiw, gdy istnieje a € A takie, ze A = afvd].

Powiemy, ze formula « jest spelnialna w 2, gdy istnieje warto$ciowanie v w strukturze
2 takie, ze zachodzi 2 = a[v]. Powiemy, ze formula « jest spetnialna, gdy istnieje struktura
A, w ktorej « jest spelnialna. Powiemy, ze formula « jest prawdziwa w 2, gdy dla kazdego
wartosciowania v w 2 zachodzi 2 = afv]. W tym przypadku méwimy tez, ze 2 jest modelem
dla formuly « (oznaczamy to przez 2 = «). Dla zbioru formut A i ¥-struktury 2 powiemy, ze
2 jest modelem dla A (oznaczamy A = A), gdy dla kazdej formuly o € A, zachodzi 2 E a.
Powiemy, ze formula « jest tautologia (oznaczamy to przez = «), gdy jest ona prawdziwa
w kazdej 3-strukturze. Mozna pokazaé, ze za wyjatkiem zdegenerowanych sygnatur (na
przyklad sygnatura sktadajaca sie jedynie z symbolu réwnosci i stalych) nie istnieje algorytm
na sprawdzanie czy dana formula pierwszego rzedu jest tautologia.

Przyklad 12.1

(i) Jesli « jest tautologia rachunku zdan to kazda formula otrzymana z o przez wsta-
wienie dowolnych formut pierwszego rzedu na miejsce zmiennych zdaniowych (tak, ze
ta sama formula jest wstawiana na miejsce tej samej zmiennej) jest tautologia jezyka
pierwszego rzedu.

(ii) Niech «, 8 beda dowolnymi formutami jezyka pierwszego rzedu. Formula Vz(a —
B) = (Vxa — V) jest tautologia jezyka pierwszego rzedu. Aby to pokazaé¢ wezmy
dowolna -strukture 2, dowolne wartosciowanie v i zalézmy, ze zachodza 2 = (Vz(a —
B))[v] oraz A = (Vza)[v]. Pokazemy, ze zachodzi A = (Vzf)[v]. Niech a € A bedzie
dowolnym elementem. Poniewaz 2 = (o — ()[v%] zachodzi oraz 2 = a[v?] zachodzi,
to A = B[vl] tez zachodzi, co wobec dowolnosci a dowodzi, ze A = (Vz5)[v]. W ten
sposéb pokazalismy, ze

A E Vz(a — B) = (Vea — Vb)) [v],

co wobec dowolnos$ci 2 oraz v dowodzi, ze rozwazana formuta jest tautologia. Formula
ta reprezentuje prawo przesuwania kwantyfikatora ogélnego w glab implikacji.
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(iii) Pokazemy, ze dla pewnych formut «, 3, formuta (Vza — Vz8) — Vz(a — B)
nie jest tautologia jezyka pierwszego rzedu. Niech a bedzie formula ri(z) i niech
B bedzie formula ro(x), gdzie r; oraz ro sa symbolami relacji jednoargumentowych.
Niech A = {0,1} oraz r* = {0}, r¥ = {1}. Wéwczas zadna z formut Vza, V3 oraz
V(o — () nie jest prawdziwa w 2, a zatem cala rozwazana formuta nie jest prawdziwa
w .

(iv) Poniewaz = jest interpretowane w kazdej strukturze jako relacja réwnosci, to oczywiscie
formula VaVz(z = y — y = z) jest tautologia jezyka pierwszego rzedu.

(v) Niech r bedzie symbolem relacji dwuargumentowej. Formuta a; zdefiniowana wzo-
rem

Vx r(z, ) jest prawdziwa w strukturze A = (A, 74) wtw, gdy 74 jest relacja zwrotna.
Podobnie formula a, okreslona jako VaVy((r(z,y) A r(y,z)) — = = y) wyraza an-
tysymetrie 7 oraz formula s okreélona jako VaVyVz((r(z,y) A r(y,z)) — r(z,2))
wyraza przechodnioéé relacji 4. Tak wiec, formula o = oy A s A i3 jest prawdziwa
w strukturze A = (A4, r4) wtw, gdy 74 jest czesciowym porzadkiem.

Niech g bedzie formula Vz(Vy(r(z,y) — = = y) — VYyr(y,z)). Wowczas formula
a — B wyraza wlasnoéé relacji r4: jeéli r4 jest czesciowym porzadkiem to kazdy
element maksymalny w r4 jest elementem najwiekszym. Oczywidcie ta formula nie
jest tautologia. Jako przyklad struktury, w ktérej nie jest ona prawdziwa wystarczy
wziac jakikolowiek czeSciowy porzadek, w ktérym ta wilasnos$¢ nie zachodzi.

Natomiast, jesli oy jest formula VaVy(r(z,y) V r(y, z)) wyrazajaca liniows$é porzadku,
to formula (¢ Aay) — B jest tautologia jezyka pierwszego rzedu. Wyraza ona wlasnosé,
ze w kazdym liniowym porzadku element maksymalny jest najwiekszy.

(vi) (Dualno$é kwantyfikatoréw) Formule Jxa mozemy wyrazi¢ uzywajac kwantyfika-
tora uniwersalnego i negacji: —Vz—a. Oznacza to, ze formuly dJra — —Vz—a oraz
(-Vz—a) — Jza sa tautologiami jezyka pierwszego rzedu.

Zupelnie analogicznie mozna wyrazi¢ kwatyfikator uniwersalny przy pomocy negacji i
kwantyfikatora egzystencjalnego.

12.3 Podstawianie termow

Dla formuly «, termu o i zmiennej z, napis «(o/x) oznacza wynik podstawienia o na
wszystkie wolne wystapienia ¢ w a. Wykonywanie takiego podstawienia bez dodatkowych
zastrzezen moze prowadzi¢ do klopotéw. Rozwazmy formule Vza i zalézmy, ze jest ona
prawdziwa w strukturze 2. Zatem dla dowolnego termu ¢ powinna by¢ tez prawdziwa w A
formuta a(o/z). Niestety tak byé nie musi jak wynika z ponizszego przykladu.
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Niech a bedzie formuta Jy(y # x). Niech term o bedzie zmienna y i niech 2 bedzie
struktura majaca co najmniej dwa elementy. Wéwczas Vza jest prawdziwa w 2, ale a(y/x)
jest formuta Jy(y # y) i nie jest prawdziwa w 2.

zrodlem problemu w powyzszym przykladzie bylo to, ze po wykonaniu podstawienia
termu na miejsce zmiennej pojawialy sie nowe wiazania kwantyfikatorem. Sugeruje to
nastepujaca definicje. Powiemy, ze term o jest dopuszczalny dla zmiennej x w formule «
jesli zadne wolne wystapienie x w « nie jest zawarte w zasiegu kwantyfikatora Vy lub dy,
gdzie y jest pewna zmienna wystepujaca w o.

Lemat 12.2 (O podstawieniu)
Niech A bedzie dowolnq strukturg oraz v : X — A dowolnym warto$ciowaniem w 2A. Niech
o bedzie dowolnym termem.

(i) Dla dowolnego termu 7 i zmiennej x mamy

(T(o/2))*[v] = 7%[vg],

gdzie a = o*[v].

(i1) Dla dowolnej formuly o, jesli term o jest dopuszczalny dla x w formule «, to

A E (a(o/z))[v] wtedy i tylko wtedy, gdy A E alvy],

gdzie a = o®[v].
Dowdéd: Czesé (i) dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe termu 7. Jesli 7 jest
zmienna z, to obie strony sa réwne o*[v]. Jesli T jest zmienna y (y jest rézne od x), to obie

strony sa réwne v(y). Jesli 7 jest postaci f(71,...,7,), to mamy nastepujace réwnosci.

(r(o/2)*[] = (f(ni(o/2),...,Ta(0/2)))*[0]
= fA(n(o/2)* ], .., (Ta(o/2))*[v])
= fﬂ(Tiﬂ[’Ug],...,Tg[’Ug])

(f (- 7)) o] = 72 vg].

Dowéd (ii) przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuly a. Jesli «
jest L to teza jest oczywista. Jesli « jest formula atomowa, to teze natychmiast dostajemy
z wyzej udowodnionej czesci (i). Na przyktad, jesli « jest postaci 7 = 75 to mamy:

A (alo/2))l] <= (ni(o/2) ] = (r2(0/2))*[v]

= 7yl =75 [vg]

— AE (1 =7n)v]
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Druga z powyzszych réwnowaznosci wynika z (i).

Krok indukcyjny dla przypadku, gdy « jest postaci BA~y, lub BV, lub § — 7 jest oczywi-
sty 1 pozostawimy go czytelnikowi. Rozwazymy przypadek gdy « jest postaci Vy 3. Wowczas
zmienne x oraz y sa rézne oraz z dopuszczalnosci o dla x w « wynika, ze y nie wystepuje w
0. Ponadto a(o/x) jest identyczne z Yy (o /x). Mamy nastepujace réwnowaznosci:

AE= (Vy B(o/x))[v] < dlakazdegod € A, A= (ﬁ(a/x))[vl‘ﬂ
< dlakaidego d € A, A Bvie], (64)
gdzie o' = o*[vf]. Poniewaz y nie wystepuje w o, to o’ = 0¥[vf] = 0*[v] = a. Poniewaz
zmienne x oraz y sa roézne, to v;f;i = vgz. Tak wiec (64) jest réwnowazne zachodzeniu
A = Blvgd], dla kazdego d € A. Cazyli

A= (Vy B)lvg]-

Przypadek, gdy « jest postaci dy 5 jest bardzo podobny do powyzszego i pozostawimy
go czytelnikowi. W

Natychmiastowym wnioskiem z Lematu 12.2 jest nastepujacy przyklad tautologii.
Fakt 12.3 Dla dowolnej formuty o, zmiennej x i termu o dopuszczalnego dla x w o, formuta
Vea — a(o/x)

jest tautologia jezyka pierwszego rzedu.

12.4 Hilbertowski system dowodzenia

Ustalamy sygnature . W ponizszym systemie stowo formuta bedzie oznacza¢ formule w
jezyku pierwszego rzedu nad Y. Ponizszy system dowodzenia dotyczy formul opartych na
spojnikach —, | oraz na kwantyfikatorze V. Przypomnijmy, ze —a oznacza formute oo — L.

Przez sekwent bedziemy rozumie¢ napis postaci A F «, gdzie A jest zbiorem formul a «
jest formula. Przez generalizacje sekwentu A F « bedziemy rozumieé jakikolwiek sekwent
postaci A -V ...Vz,a, gdzie x4, ...z, sa dowolnymi zmiennymi.

Aksjomaty

(A0) A ak o

Dowolne generalizacje nastepujacych sekwentow:
(Al) AFa— (B — a);

(A2) A+ (@ = (8= 7)) = (@ — ) = (a = 7));
(A3) Ak ——a — a;
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Ad) AFVz(a — B) = (Vea — Vzf);
AS) AFa— Vza,oile z & FV();
6) A Vza — a(o/x), o ile o jest dopuszczalny dla x w «;
NAFz=um;
) Az =y1 > (ra=y2— = (Tn =yn = f(@1,-. -, Zn) = f(Y1,.--,Yn)) -+ +), dla
fext n>o;
A AFz =y = (=Yoo= = (X =Yn = (r(21,- .-, Zn) = 7(Y1,---,Yn))) - --), dla
reXk n>1.

n’

(
(
(A
(A
(A

Regula dowodzenia

AFa, AFa—f
Ak p

Wyprowadzanie sekwentow w powyzszym systemie definiuje sie doktadnie tak samo jak
w przypadku rachunku zdan (por. uwagi na poczatku dziatu “Systemy dowodzenia” dla
rachunku zdan). Fakt, ze sekwent A F « daje sie wyprowadzi¢ w powyzszym systemie
bedziemy oznaczaé przez A Fg a. Sam system, podobnie jak w przypadku rachunku zdan,
bedziemy oznaczaé przez Fg. Nie powinno prowadzi¢ to do niejednoznacznosci. Zwroc¢my
uwage, ze system g zalezy od sygnatury Y. Tak wiec mamy rézne systemy dla réznych
sygnatur.

Powiemy, ze zbiér formul A jest sprzeczny, gdy A Fy L. Zbiér, ktory nie jest sprzeczny
nazwiemy niesprzecznym. Zauwazmy, ze pojecie ‘by¢ zbiorem sprzecznym’ milczaco zaklada,
ze pracujemy z ustalonym systemem formalnym . Dla innego systemu formalnego mogloby
sie tak zdarzyé, ze klasa zbioréw sprzecznych jest inna.'®

(MP)

Przyklad 12.4 Pokazemy dowdd formuly (z =y — y = z).
1. E V2 Ve Vy Yye(z1 = y1 — (22 = Yo — (11 = 22 = y1 = y2))) (A9)
2.Frz=y—>(rx=2— (r=2—y=2)) namocy (A6) oraz (MP)

3 Fe=2x—>(r=y—>(rt=2—y=u1x)) z(2), na mocy rozumowania w rachunku
zdan;

4. Fx=x (A7)
b.hFe=y—>(@=2x—y=2) (MP(4,3))

6. Fz=2x—(x=y—>y=2z) 2z (5), na mocy rozumowania w rachunku zda;

15Tak oczywiscie nie moze sie zdarzyé dla zadnego systemu formalnego, ktéry jest réwnowazny systemowi
Fo.
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7.Fx=x (A7)
. Fe=y—y=z (MP(7,6))

Twierdzenie 12.5 (O dedukcji)
Dla dowolnego zbioru A formut oraz dowolnych formut o, B, jesli A,a by B, to A by a — B.

Dowdéd: Dowdd tego twierdzenia jest dokladnie taki sam jak analogicznego twierdzenia dla
rachunku zadani (por. Twierdzenie 11.3). W

Natepujace twierdzenie méwi, ze wybér nazwy na zmienna zwiazana nie ma wplywu na
‘dowodliwos¢’ formuly. Jest to tzw. wlasno$¢ a-konwersji.

Twierdzenie 12.6 (O a-konwersji)
Jesli A by VYr B oraz zmienna y jest dopuszczalna dla © w B oraz y ¢ FV(Vx B), to
Aty Vy B(y/z).

Dowéd: Poniewaz y ¢ FV (Vz (), to na mocy (A5) mamy

AF (Vz B) = (VyVz B). (65)
Z drugiej strony mamy nastepujaca wersje aksjomatu (A6)

A Vy ((Vz B) = B(y/z)),

co lacznie z aksjomatem (A4) daje

VoV B) = Vy B(y/z). (66)
Tak wiec, zakladajac A kg Vx [ i stosujac (MP) do (65), a nastepnie do (66) dostajemy

A+ Vy By/z),

co konczy dowod. W

Podamy jeszcze jedno uzyteczne twierdzenie. Méwi ono, ze tzw. requta generalizacji jest
dopuszczalna w systemie Fg. Niech

FV(A) = J{FV(a) | a € A}.

Twierdzenie 12.7 (O generalizacji)
Jesli zachodzi A by «, to dla dowolnej zmiennej x, jesli x ¢ FV(A), to A by Vz a.
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Dowdéd: Dowodzimy twierdzenie przez indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw (czyli rozmiar
drzewa) w dowodzie A Fg a. Jesli sekwent A - « jest aksjomatem (A1-9), to dowolna gene-
ralizacja tego sekwentu jest tez aksjomatem, wiec teza zachodzi. Dla generalizacji aksjomatu
(A0) uzywamy aksjomatu (A5) i reguly (MP).

Jesli natomiast ostatnia reguta w dowodzie bylo zastosowanie (MP), to dla pewnej formuty
B mamy A Fg 8 — « oraz A Fx [ w mniejszej liczbie krokow. Z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy A Fgy Vz (8 — «) oraz A by Vo B. Zatem

AFVz(f — a) = (Y — Vza) AFVz (8- «)
AFVzf — Vza AFVx 3
AFVr o

W powyzszym drzewie wykorzystaliSmy aksjomat (A4). W

Powiemy, ze formula « jest konsekwencjq semantycznag zbioru formul A (oznaczamy to
przez A E «), gdy dla kazdej struktury 2 i dla kazdego wartosciowania v w 2, jesli dla
kazdej formuty f € A mamy 2 = S[v], to réwniez zachodzi /A = alv]. Zwréémy uwage,
ze jesli A jest zbiorem zdan, to powyzsza definicja jest rOwnowazna nastepujacej wlasnosci:
kazdy model dla A jest modelem dla . W ogélnym przypadku, gdy formuly z A moga
zawiera¢ zmienne wolne, powyzsze dwie definicje nie sa rownowazne. Na przykiad, mamy
x =1y ¥~ f(z) = z, ale kazdy model dla z = y (czyli jednoelementowy) jest modelem dla
f(2) = z. PrzyjeliSmy tutaj, ze f jest symbolem operacji jednoargumentowej w sygnaturze.

Twierdzenie 12.8 (O adekwatnosci)
Dla dowolnego zbioru formut A i formuly o, jesli A by a, to A = a.

Dowdd: Dowdd przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw w dowodzie
sekwentu A F a. Oczywiscie mamy A, a = «. Sprawdzamy, ze jesli A F « jest dowolna
generalizacja sekwentu (A1-9), to zachodzi A | «a. Oczywiscie reguta (MP) zachowuje
relacje semantycznej konsekwencji, tzn. jeSi A FaiAEFEa— G, to AES 1

Twierdzenie o adekwatnosci moze by¢ uzyte do pokazania, ze pewne sekwenty nie daja sie
wyprowadzi¢ w systemie 5. Przykladowo, zobaczmy, ze x = y Iy Vo x = y. Istotnie, biorac
strukture 2 dwuelementowa oraz wartosciowanie, ktére ‘skleja’ zmienne x oraz y dostajemy
x =y Vo r =y. Zatem z twierdzenia o adekwatnosci wnioskujemy, ze © = y by Vo x = y.
Jest to réwniez przyklad na to, ze system g nie jest zamkniety na dowolne generalizacje,
tzn. zalozenie x ¢ F'V(A) w twierdzeniu o generalizacji jest istotne.

Zachodzi rowniez odwrotne twierdzenie do Twierdzenia 12.8. Jest to tzw. silne twier-
dzenie o petnosci dla systemu g. Udowodnimy je w dziale poswieconym teorii modeli.
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System formalny dla formut zawierajacych pozostale spdjniki: A, V i kwantyfikator egzys-
tencjalny otrzymuje sie z -y przez dodanie aksjomatéow charakteryzujacych te symbole:
Cl) AI— (@A B) = =(a— —p)

C2) At ~(a = =8) = (aAB)

1) A'— (@Vp) = (-a—p)
2) AF (ma— B) = (aVB)
1) AFdr a— -V -«

D
D
E1)

E2) AF (=Vz —a) = 3z «

AAAAAA

12.5 Teorie aksjomatyczne

Niech A bedzie zbiorem zdan nad sygnatura . Formuly ze zbioru A mozemy traktowac jak
aksjomaty specyficzne pewnej teorii, czyli formuly ktére przyjmujemy bez dowodu. Teoriq
nad zbiorem aksjomatéw A nazwiemy zbiér Th(A) wszystkich formut « takich, ze A Fy a.
Z twierdzenia o pelnosci wynika, ze do Th(A) naleza dokladnie wszystkie formuly «, ktére
sa prawdziwe we wszystkich modelach zbioru A.

Ponizej podamy dwa przyklady takich teorii: arytmetyke Peano i teorie mnogosci Zermelo-
Fraenkla.

12.5.1 Arytmetyka Peano

Sygnatura . dla tej teorii jest zdefiniowana nastepujaco.

2y = {0},
o1 ={s},
25 = {+= X},
i ={<, =}

Symboli +, X oraz < uzywamy stosujac notacje infiksowa. Na przyktad, napis x + y
oznacza term +(z,y), a napis x < y oznacza formule < (z,y).

Arytmetyke Peano przedstawia sie w oparciu o nieskoriczony zbiér aksjomatow. Pierwsze
osiem aksjomatéw wyglada nastepujaco.

(P-1) Vz =(S(z) = 0)

(P-2) Vavy (S(z) = S(y) =z =y)
(P3)Vzz+0==z

(P-4) VaVy z + S(y) = S(z + y)
(P-5) V2 x0=0

(P-6) VaVy 2 x S(y) = (z x y) +x
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(P-7) Vz —(z < 0)
(P-8) VaVy (z < S(y) = (=(z =y) = 2 <y))

Ostatnia grupa aksjomatéw jest wyznaczona przez nastepujacy schemat przedstawiajacy
zasade indukcji. Aksjomat (P-9) _ zalezy od wyboru formuly « oraz zmiennej x wolno
wystepujace] w a.

(P-9). YY1 ... Vyn ((0/2) = (Vz (0 = a(S(2)/2)) = Vz )

a,T

gdzie yi, ..., y, sa wszystkimi zmiennymi wolnymi formuly o za wyjatkiem zmiennej x.

12.5.2 Teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla

Ponizsza aksjomatyka zostala zaproponowana przez E. Zermelo i uzupekiona przez A.A. Fra-
enkla. Sygnatura X dla tej aksjomatyki sklada sie jedynie z dwoch dwuargumentowych
symboli relacji: € oraz =.

Aksjomaty wyrazaja wlasnosci, do ktérych nieformalnie odwotywaliSmy sie podczas tego
wyktadu.

(ZFC-1) (Aksjomat ekstensjonalnosci)
VyVz(Vz(z €y x €2) >y =2)

(ZFC-2) (Aksjomat zbioru pustego)
Favy(y ¢ x)

(ZFC-3) (Aksjomat sumy)
VeduVy(y € u <> Jz(z € x ANy € 2))

(ZFC-4) (Aksjomat zbioru potegowego)
VedpVy(y € p > Vz(z € y = 2 € 1))

(ZFC-5) (Aksjomat nieskoriczonosci)
Jrx(Dezx)AVylyexr — Fz(z€zxAVu(u €z (uEYVu=1y)))))

Powyzszy aksjomat wyraza istnienie zbioru induktywnego. Dla ulatwienia czytania tej
formuty uzyliémy symbolu @) spoza jezyka. Symbol ten mozna wyeliminowaé piszac zamiast

(0 € ) formute (3p((Yy y & p) A p € 1))

(ZFC-6) (Aksjomat regularnosci)
Ve(Byy € ) > Jy(ly e x AVz(z €z — 2 & y))

Aksjomat regularnosci postuluje, ze kazdy niepusty zbiér x zawiera element rozlaczny z
x. W szczegdlnosci wynika z tego aksjomatu, ze x ¢ x.

Pozostale dwa aksjomaty opiszemy stowami. Wyrazenie ich w jezyku teorii mnogosci
pozostawimy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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(ZFC-7) (Aksjomat wyboru)
Dla dowolnego niepustego zbioru x zbiorow niepustych © parami roztqgcznych istnieje zbior y
majacy z kazdym elementem zbioru x doktadnie jeden element wspadlny.

Ostatni schemat reprezentuje nieskonczenie wiele aksjomatéw, po jednym dla kazdego
wyboru formuly « oraz zmiennych z i y. Formuta o moze zawiera¢ zmienne wolne inne niz

x oraz y.'® Niech z,,...,r, beda wszystkimi zmiennymi wolnymi fromuly o réznymi od
oraz y.
(ZFC-8), ., (Aksjomat zastepowania dla formuly o i zmiennych x oraz y)

Dla dowolnych x+, . .., x, nastepujaca wtasnosé zachodzi: jesli dla kazdego x istnieje doktadnie
jeden taki y, zZe spetniony jest warunek o, to dla kazdego zbioru z istnieje taki zbior u za-
wierajacy te 1 tylko te elementy y takie, zZe istnieje x nalezacy do z, spetniajacy warunek
Q.

W powyzszym aksjomacie zmienne z1, ..., x, pelnia role parametrow. Zbiér u, o ktérym
mowa w tym aksjomacie zalezy nie tylko od zbioru z, ale tez od parametrow zi,...,x,.
Podamy trzy przyklady zastosowania tego aksjomatu.

Przyklad 12.9 Wezmy jako formule o w (ZFC-8)
Vp (p £ v)

Zatem zmienna x nie wystepuje w «. Z aksjomatu zbioru pustego i aksjomatu eksten-
sjonalnosci wynika, ze dla kazdego x istnieje dokladnie jeden y spelniajacy formute « (a
mianowicie zbiér pusty). Biorac w aksjomacie zastepowania jako z dowolny zbidér niepusty
otrzymujemy istnienie zbioru u, ktérego jedynym elementem jest zbiér pusty, czyli istnienie

u = {0}.

Przyklad 12.10 Wezmy teraz jako formute o w (ZFC-8)

a7‘:c7y

a7$7y
Yy =2a.

Zmienna x nie wystepuje w « a zmienna z; jest parametrem. Niech z; bedzie dowolnym
zbiorem. Oczywidcie istnieje dokladnie jeden zbidér y taki, ze o zachodzi. Niech z bedzie
dowolnym zbiorem niepustym, np. z = {(}}. Zatem istnieje zbiér u taki, ze dla kazdego v,
zachodzi

y€u<+ dz(z € zAy =14).

Poniewaz z jest niepusty oraz x nie wystepuje w y = x1, to powyzsza formula jest
rownowazna
Yyeus<ry==ua.

Zatem pokazali$my istnienie zbioru {z;} dla kazdego zbioru ;.

16Zauwazmy, ze nie zakladamy tutaj, ze  oraz y musza wystepowaé¢ wolno w a. Zauwazmy tez, ze jesli y
nie wystepuje wolno w a to (ZFC-8),, , . przedstawia tautologie.
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Przykilad 12.11 Wezmy jako o formule

Vp (p €y p=ux).

Jak wynika z Przykladu 12.10 oraz z aksjomatu ekstensjonalnosci, dla kazdego x ist-
nieje dokladnie jeden y dla ktérego prawdziwa jest . Zatem w tym przypadku aksjomat
zastepowania mowi, ze dla kazdego zbioru z istnieje zbior u, ktory sie sklada z wszystkich
singletonéw zbioru z, czyli

u={{z} |z € z}.

12.6 Elementy teorii modeli

W tej czeéci notatek przedstawimy kilka klasycznych wynikéw z teorii modeli. Podstawo-
wym narzedziem bedzie tzw. twierdzenie o istnieniu modelu. Pokazemy szereg zastosowan
i wnioskéw wynikajacych z tego bardzo waznego twierdzenia, miedzy innymi twierdzenie
o zwartosci i silne twierdzenie o petnosci. Metoda dowodu twierdzenia o istnieniu modelu
poolega ona na budowaniu modelu ze stalych. Zaproponowat ja L. Henkin.

Najpierw wprowadzimy nastepujaca definicje. Niech I' bedzie zbiorem zdan pierwszego
rzedu nad sygnatura X oraz niech C C ¥, bedzie pewnym zbiorem statych. Powiemy, ze
I jest zbiorem C-nasyconym, gdy I' jest zbiorem niesprzecznym oraz dla dowolnej formuty
a(z) o jednej zmiennej wolnej (z moze nie wystepowaé¢ w «), jesli I' I/ Vx «(x), to istnieje
stala ¢ € C, taka ze ' - —a(c/x).

Niech I" bedzie C-nasycony. Zauwazmy, ze jesli I' F =Vz «(z) oraz jesli a jest postaci =
(o zawiera co najwyzej jedna zmienna wolna), to wowczas I - —Vz «a(z) jest rGwnowazne
I' F 3z B(x). Ponadto z warunku C-nasyconosci I' wynika istnienie stalej ¢ € C takiej,
7ze I' F —a(e/z). To ostatnie jest réwnowazne (na mocy prawa podwéjnego przeczenia)
'k B(c/x). Tak wiec w tym przypadku c jest ‘Swiadkiem’ zachodzenia I' - 3z (B(x).

Moca sygnatury ¥ nazwiemy moc zbioru (|J7,SE) U (U2, £F). Moc sygnatury %
bedziemy oznaczaé przez |X|.

Lemat 12.12 (O nasyceniu)

Niech C bedzie nieskoriczonym zbiorem, roztacznym z sygnaturq ¥ oraz takim, ze |X| < |C].
Niech A bedzie niesprzecznym zbiorem zdan nad Y. Istnieje zbior zdan T nad sygnaturq
Y(C) taki, z2e A CT oraz T' jest C-nasycony.

Dowdéd: Przedstawimy dowdd dla przypadku kiedy Y i C' sa zbiorami przeliczalnymi.
Dowéd ogélnego przypadku pozostawimy czytelnikowi do uzupelnienia. Ustawmy zbiér
wszystkich formul nad ¥(C) o jednej zmiennej wolnej = w ciag ag,aq,.... Zdefiniujemy
ciag zbioréw {I', | n € N} oraz ciag stalych {¢, | n € N} o nastepujacych wlasnosciach:

e [, zawiera skonczenie wiele statych z C.



12 JEZYK PIERWSZEGO RZEDU 148

e A C T, jest niesprzecznym zbiorem zdan nad 3(C).

e Jedli I, I/ Vz (), to
Lo =T U {—an(cn/x)}

Przyjmujemy 'y = A. Jesli ', - Vz «,(z), to definiujemy I',, 1, = I';. Jesli natomiast
Iy, ¥V ay,(x) to niech ¢, bedzie stala nie wystepujaca w [, ani w ;. Musimy pokazaé, ze
Cpy =T U{—a,(c,/x)} jest zbiorem niesprzecznym. Zalézmy przeciwnie, ze

Tpir b L.

Zatem I',, F ——ay(c,/z) i z (A3) dostajemy '), F a,(c,/z). Poniewaz ¢, nie wystepuje w
[, ani w «;, to mozemy w dowodzie powyzszego sekwentu zamieni¢ wszystkie wystapienia
Cn Przez nowa zmienna z, ktora sie w tym dowodzie nie pojawila. Tak wiec otrzymujemy
'y b an(z/z) oraz z ¢ FV(I',). Na mocy twierdzenia o generalizacji (por. Twierdze-
nie 12.7) dostajemy I',, - Vz «,(z/z). Stosujac a-konwersje (por. Twierdzenie 12.6) do-
stajemy I',, - Vz ay,(x). Otrzymana sprzeczno$é dowodzi niesprzecznosci zbioru I'y1 1. To
konczy konstrukcje zbiorow I, oraz statych c,.

Niech
I'= (]I
neN

Pokazemy, ze I' jest zbiorem C-nasyconym. Oczywiscie I' jako suma lancucha zbiorow
niesprzecznych jest réwniez zbiorem niesprzecznym. Niech a(z) bedzie dowolna formuta nad
¥(C) o jednej zmiennej wolnej i zalézmy, ze I' I/ Vz «(z). Niech n bedzie miejscem, na
ktérym pojawia sie formula o w ciagu ag,aq,.... Oczywiscie mamy [, / Vo a,(z) iz
konstrukeji zbioréw I';, wynika, ze 'y 11 F -y (e, /z). Zatem T' - —ay(c,/z), co dowodzi
C-nasyconosci zbioru I'. W

Teraz mozemy przejs¢ do twierdzenia o istnieniu modelu.

Twierdzenie 12.13 (O istnieniu modelu)
Dla dowolnej sygnatury 3, kazdy niesprzeczny zbior zdan nad > ma model.

Dowdd: Zalézmy, ze A jest niesprzecznym zbiorem zdan. Niech C' bedzie dowolnym
nieskoriczonym zbiorem roztacznym z ¥ i takim, ze |C| > |X|. Zbudujemy model dla A
ze stalych z C. 7 lematu o nasyceniu (por. Lemat 12.12) wiemy, ze istnieje zbiér zdan
I' O A nad sygnatura X(C), ktéry jest C-nasycony. Stosujac w sposéb calkowicie ruty-
nowy lemat Kuratowskiego-Zorna dowodzimy, ze istnieje maksymalny zbior I' o powyzszych
wiasnosciach. Niech I' bedzie takim zbiorem. Dalsza cze$¢ dowodu bedzie przebiegala w
odniesieniu do ustalonego zbioru TI'.
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Najpierw zanotujmy nastepujaca wazna wlasnos¢ zbioru I'. Dla dowolnego zdania «,
jesli 't/ «, to T'U {a} jest zbiorem sprzecznym. (67)

Dla dowodu (67) zauwazmy, ze jesSli I' U {a} jest zbiorem niesprzecznym, to jest on C-
nasycony. Istotnie, jesli I' U {a} / Vz B(x), dla pewnej formuly 5 o jednej zmiennej wolnej,
to mamy réwniez I' I/ Vo f(x). Zatem dla pewnej stalej ¢ € C zachodzi I' - —f(c/x),
wiec oczywiscie réwniez I' U {a} F =83(c/x). Tak wiec z maksymalnosci zbioru I wynika, ze
' U {a} musi by¢ zbiorem sprzecznym. To dowodzi (67).

W zbiorze C definiujemy relacje rownowaznosci ~:

c1 ~ cy wtedy itylko wtedy, gdy I'F c; = co.

No$nikiem struktury 2, ktéra bedzie modelem dla I' (a zatem i dla A) jest zbidr ilorazowy
C/ ~. Musimy okresli¢ interpretacje symboli operacji i relacji z 3. Dla przykladu zalézmy, ze
f € X¥ jest symbolem operacji dwuargumentowej. Funkcje f*r : C/ ~— C/ ~ definiujemy
nastepujacym warunkiem

A ([e)vs o)) = [d] wtedy i tylko wtedy, gdy Tk f(c1, ¢2) = d.

Dla pokazania, ze f?r jest dobrze okredlona funkcja musimy sprawdzié¢ nastepujace dwie
wlasnosci:

Dla dowolnych ¢y, ¢; € C istnieje d € C takie, ze I' F f(c1,¢0) = d (68)

Jedlicp ~dy, ea~cyoraz T E fleg, ) =dilF f(e),dy)=d, tod~d'. (69)

Wiasnosé (68) wynika z faktu, ze [ jest C-nasycony. Zauwazmy najpierw, ze I' - =Vz = f(c, o) =
x. Istotnie, zalézmy Vo —f(ci,c0) = . Wéwezas a aksjomatu (A6) dostajemy —f(cy,co) =
f(c1,¢2). Z drugiej strony z aksjomatu (A7) i (A6) dostajemy f(c1,c2) = f(e1,c2). Tak wiec
otrzymujemy L, co pokazuje I' F =Vx —f(¢1,¢o) = z. Zatem z C-nasyconosci I' wynika
istnienie statej d € C takiej, ze I' b == f(c1,¢2) = d. Korzystajac teraz z (A3) dostajemy
I'F f(c,c) =d.

(69) wynika natychmiast z nastepujacej postaci aksjomatu (A8) (postaé te otrzymujemy
z (A8) z pomoca aksjomatu (AG6))

cL = c’1 — (62 = 0'2 — f(01,02) = f(cl1aC’2))-

Interpretacja symboli relacji w 2r wyglada podobnie. Dla przykladu zdefiniujemy relacje
r?r dla symbolu r € XE.

([e1]~, [c2]~) € 70 wtedy i tylko wtedy, gdy T F r(cy, ca).
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W tym przypadku réwniez musimy dowies¢ poprawnosci definicji (tzn. niezaleznosci od
wyboru reprezentantéw). Czyli musimy pokazaé, ze jesli ¢; ~ ¢} oraz ¢y ~ ¢, to

T'Fr(e,c)  wtedy i tylko wtedy, gdy T r(c), d).

Wynika to natychmiast z aksjomatu (A9) i (A6).

Nastepujaca wlasnos$é jest wystarczajaca dla zakoniczenia dowodu (zauwazmy, ze wynika
z niej iz Ar jest modelem dla I'). Dla dowolnej formuly « takiej, ze FV (o) C {z1,...,2Z,}
oraz dla dowolnego wartosciowania v, jesli v(z;) = [¢]~, dlai=1,...,n, to

Ar £ afv]  wtedy i tylko wtedy, gdy T'F alc/z1,...,cn/2n)- (70)

Powyzsza wlasno$¢ dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty a. Dla formut
atomowych musimy dowie$¢ nastepujaca pomocnicza wilasnos¢. Dla dowolnego termu 7 i
stalej d € C mamy

7 [v] = [d]. wtedy i tylko wtedy, gdy T F 7(ci/x1,...,¢cn/2,) = d, (71)
gdzie FV (1) C {z1,...,x,} oraz v(z;) = [¢i]~, dlai = 1,...,n. Dowéd (71) przeprowa-
dzamy przez rytunowa indukcje ze wzgledu na budowe termu 7. Szczegély pozostawiamy
czytelnikowi.

Powracamy do dowodu (70). Jesli o jest formula 7y = 75, to 71" [v] = 72" [v] wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnego d € C zachodzi 7% [v] = [d]. oraz 75" [v] = [d]~. Na mocy (71)
jest to réwnowazne temu, ze dla pewnego d € C zachodzi I' - 7y (¢1/x1, ..., ¢y/x,) = d oraz
L' 7o(e1/x1, -, cn/xn) = d. Ostatnia wlasnosé jest réwnowazna (na mocy C-nasyconosci
zbioru I') zachodzeniu I' - 7y (c1 /21, . . ., cn/Tn) = Ta(C1/T1, - . -, Cn/Tn)-

Zalézmy teraz, ze « jest formula postaci 8 — . Niech §* oznacza formule B(c1/x1, - - ., cn/Tn)
oraz niech v* oznacza formule y(c;/x1,...,c,/z,). Zalézmy, ze zachodzi Ar = afv] i
rozwazmy dwa przypadki. JesliI' - 8*, to na mocy zalozenia indukcyjnego mamy Ar = S[v].
Zatem 2 = «y[v] i korzystajac ponownie z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy I' - v*. Za-
tem na mocy aksjomatu (Al) i reguly (MP) otrzymujemy I' F 5* — ~*. Jesli natomiast
[ i/ %, to jak wynika z (67) I" U {5*} jest zbiorem sprzecznym. Zatem I' U {f*} F v* i z
twierdzenia o dedukcji (por. Twierdzenie 12.5) dostajemy ponownie I' - 8* — v*. Dowéd
implikacji odwrotnej, tzn., ze I' - 8* — ~* pociaga 2Ar E «v] pozostawiamy czytelnikowi
do uzupelnienia.

Na koniec rozwazmy przypadek gdy « jest postaci Vy S(y). Zalézmy, ze Ar = afv].
Niech * oznacza formule S(ci/z1, ..., cy/x,). Formula 5* ma co najwyzej jedna zmienna
wolna y. Jesli I' i/ Vy 5%, to z C-nasyconosci I istnieje taka stala d € C, ze I' = =8*(d/y).
Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy 2r b~ [vg[,d]N], co daje sprzeczno$é z
naszym zalozeniem Ar = «fv]. Tak wiec musi by¢ I' F Vy *. Na odwrét, zalézmy, ze
' - Vy 8* i niech d € C bedzie dowolna stala. Z aksjomatu (A6) dostajemy I' - 5*(d/y)
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i na mocy zalozenia indukcyjnego dostajemy 2 = ﬂ[vg[,d]N]. Poniewaz d jest dowolne, to
powyzsze spetianie dowodzi Ay = «afv]. Tym samym dowdd twierdzenia jest zakonczony.
[ |

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o istnieniu modelu jest twierdzenie o zwartosci.

Twierdzenie 12.14 (O zwartosci)
Dla dowolnej sygnatury ¥ ¢ dowolnego zbioru A zdan nad X, jesli kazdy skonczony podzbior
zbtoru A ma model, to caty zbior A ma model.

Dowdéd: Jesli kazdy skoniczony podzbiér zbioru A ma model, to A musi by¢ niesprzeczny.
Istotnie, gdyby A g5 L, to dla pewnego skoriczonego podzbioru Ay C A mielibySmy Ay Fg
1. Zatem z twierdzenia o adekwatnosci, Ay nie ma modelu. Stosujac twierdzenie o istnieniu
modelu do niesprzecznego zbioru A dostajemy teze. N

Twierdzenie o zwartosci bywa bardzo uzyteczne do pokazywania, ze pewne wlasnosci nie
daja sie wyrazi¢ w jezyku pierwszego rzedu. Podamy przyklad takiej wlasnosci.

Twierdzenie 12.15 Niech Y bedzie dowolna sygnaturae zawierajaca symbol dwuargumento-
wej relacji r. Nie istnieje zbior A zdan nad X taki, Ze dla dowolnej X-struktury A, relacja
r® jest dobrze ufundowana wtw, gdy A = A. Zatem w jezyku pierwszego rzedu nie mozna
zdefintowaé pojecia relacji dobrze ufundowane;j.

Dowéd: Zalézmy, ze taki zbiér A istnieje. Niech {c, | n € N} bedzie nieskoniczonym
zbiorem stalych nie nalezacych do sygnatury . Niech I' bedzie zdefiniowane nastepujaco

I'=AU{r(cit1,¢n) N Cpy1 = ¢, | n € N}

Pokazemy, ze kazdy skonczony podzbiér zbioru I' ma model. Jesli I'y C I' jest skonczony, to
jako model dla 'y mozna wziac¢ zbior liczb naturalnych N, w ktorym r jest interpretowane
jako <. Stale interpretujemy nastepujaco: niech ¢, bedzie stala o najwiekszym indeksie n,
wystepujaca w ['g. Wowczas dla i < n interpretujemy c; jako liczbe n —¢. Pozostale stale ¢;,
dla ¢ > n interpretujemy jako 0. Oczywiscie mamy w takiej strukturze co > ¢; > ... > ¢,
co wystarcza do tego zeby ta struktura byla modelem dla I'y. Z twierdzenia o zwartosci
wynika, ze caly zbiér I' ma model . W tym modelu relacja r® nie jest dobrze ufundowana
bo state ¢, ¢, . .. tworza nieskoficzony zstepujacy ciag. Otrzymana sprzecznos$é dowodzi, ze
postulowany zbiér zdan A nie istnieje. W

Innym wnioskiem z twierdzenia o zwartosci jest nastepujace twierdzenie pokazujace jak
moga wyglada¢ moce modeli nieskoniczonych dla dowolnych zbioréw zdan pierwszego rzedu.
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Twierdzenie 12.16 (Lowenheim, Skolem, Tarski)
Niech A bedzie dowolnym zbiorem formut nad sygnaturg 3. Jesli A ma nieskoriczony model,
to A ma model kazdej nieskoriczonej mocy, nie mniejszej niz |X|.

Dowdéd: Niech C bedzie dowolnym nieskoriczonym zbiorem takim, ze |C| > |X|. Rozwazmy
nastepujacy zbiér zdan nad sygnatura 3(C).

I'=AU{-c=d]|cde C s3rézmymi stalymi}.

Oczywiscie kazdy model zbioru I' ma moc co najmniej |C|. Pokazemy, ze I' ma model mocy
|C|. Poniewaz kazdy skoriczony podzbiér zbioru I' ma model (bo A ma model nieskoriczony),
to na mocy twierdzenia o zwartosci I' ma model. Co wiecej, jak wynika to z dowodu twier-
dzenia o istnieniu modelu, I' ma model (zbudowany z nowych statych) o mocy nie wiekszej
niz |C| = |X(C)|. Zatem I' ma model mocy |C|. B

W szczegblnosci wynika z powyzszego twierdzenia, ze jesli teoria mnogosci ma model, to
ma model przeliczalny. Podobnie, jesli aksjomatyka Peano ma model, to ma model dowolnej
nieprzeliczalnej mocy.

Na zakonczenie udowodnimy zapowiedziane wczes$niej silne twierdzenie o peilnosci dla
systemu Fg. Jest ono prostym wnioskiem z twierdzenia o istnieniu modelu.

Twierdzenie 12.17 (Silne twierdzenie o pelnosci)
Dla dowolnego zbioru formut A i dla dowolnej formuty «, jesli A = o , to A by a. W
szczegolnosci, jesli o jest tautologiq jezyka pierwszego rzedu, to g o

Dowéd: Zalézmy, ze A i/ a. Niech C' = {c¢y, c1, ...} bedzie nieskoniczonym przeliczalnym
zbiorem stalych, rozlacznym z sygnatura 3. Dla dowolnej formuly £ nad sygnatura 3 niech
f* oznacza zdanie nad sygnatura X(C') otrzymane z [3 przez zastapienie kazdej zmiennej z,,
wolno wystepujacej w  przez stala ¢,,. Niech A* = {5* | § € A}.

Twierdzimy, ze zbiér zdan A* U {—a*} jest zbiorem niesprzecznym. Zalézmy przeciwnie,
ze

A*U {—u*} L.

Wéwezas dla pewnego skoficzonego podzbioru Ay C A mamy AfU{—a*} F L. Z twierdzenia
o dedukcji dostajemy Ay F ——a* i na mocy aksjomatu (A3) mamy A} - o* Niech Ay =
{B1,-..,Bn}. Tak wiec, stosujac n razy twierdzenie o dedukcji, dostajemy

FBr—=(..—= (B = a")...).

Zastepujac w powyzszym dowodzie stale c¢; nowymi, nigdzie w tym dowodzie nie poja-
wiajacymi sie zmiennymi z;, nastepnie generalizujac (por. Twierdzenie 12.7) i podstawiajac
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na miejsce zmiennych zwiazanych z; (por. aksjomat (A6)) zmienne z; dostajemy'”

FBi—= (.= (Bn—a)...),

czyli Ag F a, a co za tym idzie réwniez A F «, wbrew zalozeniu. Tak wiec zbiér A* U {—a*}
jest niesprzeczny.

Z twierdzenia o istnieniu modelu wynika, ze A* U {—a*} ma model. Czyli istnieje ¥(C)-
struktura 2 taka, ze A = A* oraz 2 £ o*. Niech v : X — A bedzie wartosciowaniem, ktére
kazdej zmiennej x; przypisuje warto$¢ ci. Mamy wéwezas 2 = B[v], dla kazdej formuty
B € A oraz A}~ afv]. Dowodzi to A £ . B

Zadania

12.1. Dla kazdego z nastepujacych schematéw formul pierwszego rzedu stwierdzi¢ czy przy
dowolnym doborze formut «, 5, schemat ten daje tautologie. Dla tych schematéw,
dla ktérych odpowiedz jest negatywna podaé kontrprzykiad (tzn. konkretne formuty,
strukture, wartosciowanie oraz uzasadni¢ poprawno$¢ kontrprzyktadu). Tam gdzie
odpowiedz jest pozytywna pokaza¢ wyprowadzenie w p.

(i) Vza = V) — Vr(a — )
(ii)) (Fra — VzB) = Vz(a — B)
(i)

V(o — B) = (Jra — Vz5)
(iv) Vz(a — 8) — (Bza — Vzp), gdzie 8 jest formuta, w ktérej z nie wystepuje
wolno.

12.2. Poda¢ przyklad formuly « oraz zmienych z, z Swiadczacy o tym, ze Vo a — Vz a(z/x)
nie musi by¢ tautologia. Co nalezy zalozy¢ o «, x, z any powyzsza formuta byla tauto-
logia? Odpowiedz uzasadnic.

12.3. Niech r, s beda symbolami jednoargumentowych relacji. Zbada¢ czy nastepujace
formuty pierwszego rzedu sa tautologiami:

(i) 3z (r(z) A s(x)) = (Fz r(z) ATz s(x)),
(ii) (Fz r(z) ATz s(z)) — Tz (r(x) A s(z)).

12.4. Dla kazdej z ponizszych formul stwierdzi¢ czy jest ona spelnialna oraz czy jest ona
tautologia.

17Zauwazmy, ze zmienna x; jest dopuszczalna dla z; w stosownej formule.
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(i) (Vz(f(f(2)) = f(z)) A VaIy(f(y) ==)) = Va(f(z) =2).
(i) Va(g(f(2)) = 2) A Fy(f(g(y)) # v)-
(iii) (Vavy(r(z,y)Vr(y,z)) A VaVy(r(z,y) — r(y,2))) — VaVy r(z,y).
12.5. Niech -y p oznacza nastepujacy system dla formul opartych o —, 1 oraz V. Aksjomaty

(A0), (A7-9) systemu -y oraz reguly (—-intro) i (—-elim) sa takie same jak w systemie
Fwnp dla rachunku zdan. Ponadto dodajemy reguly

) AF«
(V—lntro) m T ¢ FV(A)
) AFVr a _
(V-elim) Ara(o/z) (o jest dopuszczalny dla  w «)

Dowies¢, ze dla dowolnego sekwentu A - «, zachodzi A Fg o wtw, gdy A Fyp a.

12.6. Dowies¢, ze nastepujaca regula ostabiania jest dopuszczalna w systemach g i Fxnp.

AF o

ACT.
'« -

12.7. Niech a bedzie dowolna formuta. Dowies¢, ze dla kazdej Y-struktury 2 oraz dowolnych
dwdch wartosciowan v,v', jesli dla x € F'V(a) zachodzi v(z) = v'(x), to

A= afv] wtw, gdy A E afd].

12.8. Podaé przyktad $§wiadczacy o tym, ze zalozenia lematu o podstawianiu (Lemat 12.2)
sg istotne.

12.9. Niech kg oznacza system powstaly z kg przez usuniecie aksjomatéw (A4) i (Ab)
oraz dodanie reguly (V-intro). Pokazaé, ze systemy kp oraz by wyprowadzaja te
same sekwenty.

12.10. Powiemy, ze Y-struktury 2 oraz B sa izomorficzne gdy istnieje bijekcja f: A — B
taka, ze f oraz f~! zachowuja odpowiadajace sobie operacje i relacje w strukturach.
Dowiesé, ze jesli Y-struktury 2 oraz B sa izomorficzne, to dla kazdej formuty o zachodzi

(%) AE=a wtw,gdy B =

Czy jesli dla dowolnej formuly « zachodzi (x), to struktury 2 i 8 musza by¢ izomor-
ficzne?

12.11. Wyrazi¢ w jezyku teorii mnogosci aksjomat wyboru i aksjomat zastepowania.
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12.12. Dowies¢ w teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, ze dla dowolnego zbioru z i dowolnej
formuly o majacej tylko jedna zmienna wolna z, istnieje doktadnie jeden zbiér u taki,
ze

Vi (z €u > (z € zAa)).

12.13. Dowies¢ w teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, ze dla dowolnych zbioréw x, y istnieje
ich iloczyn kartezjanski.

12.14. Dowiesc¢, ze dla dowolnej sygnatury X nie istnieje zbiér A zdan nad X taki, ze dla
dowolnej Y-struktury 2, nosnik A jest zbiorem skonczonym wtw, gdy 2 = A. Zatem
wlasnos$é “stuktura jest skonczona” nie jest wyrazalna w jezyku pierwszego rzedu.
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13 Jezyk drugiego rzedu

13.1 Skladnia

Jezyk drugiego rzedu jest rozszerzeniem jezyka pierwszego rzedu przez wprowadzenie zmien-
nych przebiegajacych relacje skoniczenie argumentowe. Dla n > 1, niech V,, bedzie przeliczal-
nym zbiorem zmiennych, zwanych zmiennymi relacyjnymi n-argumentowyms. Zmienne te
bedziemy oznaczaé literami R, P, (), .... Zmienne relacyjne n-argumentowe beda wartoscio-
wane w modelu relacjami n-argumentowymi. Zakladamy, ze zbiory V,, sa rozlaczne z sy-
gnatura X, ze zbiorem X zmiennych indywiduowych oraz, ze V, N V,, = 0, dla m # n.

Niech
V.= J

n>1

Zbiér FT (X, X), term6éw nad sygnatura ¥ definiuje sie tak jak w Rozdziale 12. Zbiér
formut drugiego rzedu nad sygnatura ¥ definiujemy jako najmniejszy zbior wyrazen spelniejacy
nastepujace warunki (dla pelnosci prezentacji powtarzamy tu wszystkie warunki dla formut
pierwszego rzedu):

e | jest formula drugiego rzedu.

e Jedlir jest symbolem relacji n-argumentowej oraz oy, . . ., 0y, sa termami, to (o1, . . ., 0y)
jest formula drugiego rzedu.

e Jesli R jest zmienna relacyjna n-argumentowa (dla pewnego n > 1) oraz oy, ..., 0, sa
termami, to R(o1,...,0,) jest formula drugiego rzedu.

e Jesli i 8 sa formulami drugiego rzedu, to

(@A B), (aVh), (a—p)

sa tez formulami drugiego rzedu.

o Jesli « jest formula drugiego rzedu oraz x € X jest zmienna indywiduowa, to
Vr o, dr «

sa tez formulami drugiego rzedu.

o Jesli « jest formula drugiego rzedu oraz R € V, jest zmienna relacyjna, to
VR o, dR «

sa tez formulami drugiego rzedu.
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Przykiad 13.1 Przykladem formuly drugiego rzedu jest

Vo R(z,z) AVaVy ((R(z,y)AR(y,z)) = = = y) A VaVyVz ((R(z,y) AR(y,2)) = R(z,2)) A

3Q (VaVy (R(z,y) = Q(z,y)) A Vady Q(z,y ) A VaVy Yy ((Q(z, y1) AQ(x, y2)) = y1 = y2))
W powyzszej formule R oraz () sa zmiennymi relacyjnymi dwuargumentowymi. Zmienna

R wystepuje wolno, a zmienna () jest zwiazana.

Nie bedziemy precyzyjnie definiowa¢ wolnych i zwiazanych wystapien zmiennych drugiego
rzedu. Definicje sa catkowicie analogiczne do przypadku zmiennych indywiduowych. Formuta
(drugiego rzedu) bez zmiennych wolnych nazywa sie zdaniem.

13.2 Semantyka

Niech 2 bedzie X-struktura. Wartodciowaniem (drugiego rzedu) w 2 nazwiemy funkcje
v: XUV, - Aul,s, P(A") taka, ze dla z € X zachodzi v(z) € X orazdla Re V,in > 1
zachodzi v(R) € P(A").

Przypomnijmy, ze dla ¢ € X, a € A oraz wartosciowania v, nowe wartosciowanie vg
oznacza modyfikacje starego tak, ze v$(z) = a. Dla pozostatych zmiennych v i v2 przyjmuja
takie same wartosci. Podobnie dla R € V,,, relacji B C A™ oraz wartosciowania v, nowe
wartosciowanie vh oznacza modyfikacje starego tak, ze vi (R) = B.

Semantyka formut drugiego rzedu wyraza sie relacja spetniania A = «ofv], gdzie A jest X-
struktura, « jest formuta drugiego rzedu, a v jest wartosciowaniem drugiego rzedu. Podobnie
jak w przypadku formul pierwszego rzedu relacje spelniania definiujemy przez indukcje ze
wzgledu na budowe formuty «.

e Nie zachodzi 2 = L[v];

e Dlar € X2 oraz terméw oy, ..., 0y, zachodzi
AEr(oy,...,0,)[0] wtw, gdy (o], ...00[w]) € r¥;
e Dla R €V, oraz terméw o4, ..., 0,, zachodzi

A= R(oy,...,o0) ] wtw, gdy (o2 [v],. ..o w]) € v(R);

Zachodzi A | (01 = 09)[v] wtw, gdy o} [v] = o3[v];

(
Zachodzi A = (a A B)[v] wtw, gdy zachodza U = «afv] oraz A = B[v];
(
(

Zachodzi A = (a V B)[v] wtw, gdy zachodzi A = afv] lub A = S[v];
Zachodzi U = (oo — B)[v] wtw, gdy nie zachodzi 2 = «fv] lub zachodzi A = S[v];
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e Dla z € X, zachodzi U = (Vz «)[v] wtw, gdy dla kazdego a € A, zachodzi A = a[v];

e Dla R € V,,, zachodzi & = (VR «a)[v] wtw, gdy dla kazdej relacji B C A", zachodzi
A= afvg];

e Dlaz € X zachodzi 2 = (Jz «)[v] wtw, gdy istnieje a € A takie, ze zachodzi 2 = afv?];

e Dla R € V,, zachodzi 2 | (IR «)[v] wtw, gdy istnieje relacja B C A" taka, ze zachodzi
A = avh].

Pojecia spetnialnosci, prawdziwosci (w strukturze) oraz tautologii definiuje sie analogicznie
jak dla jezyka pierwszego rzedu.

Formuta z Przykladu 13.1 ma zmienna wolna R € V,. Formula ta jest spelniona w
strukturze 2 przez wartoéciowanie, ktére przyporzadkowuje zmiennej R relacje B C A2
wtw, gdy B jest czeSciowym porzadkiem, ktéry daje sie rozszerzyé¢ do funkcji z A w A (a
zatem wtw, gdy B = 14).

Jezyk drugiego rzedu jest bardziej wyrazalny niz pierwszego rzedu. Dla przykladu poka-
zemy, ze wlasno$¢ dobrego ufundowania jest wyrazalna w jezyku drugiego rzedu.

Przyklad 13.2 Niech < bedzie symbolem relacji dwuargumentowej z X%. Niech o bedzie
formula pierwszego rzedu wyrazajaca wlasnosé struktury 2, ze <* jest czeéciowym porzad-
kiem. Rozwazmy nastepujaca formule

aAVR (Fz R(z) — Jz (R(z) AVy (R(y) Ny < x) = z =1y)).

Powyzsza formula wyraza wlasnoéé struktury 2, ze <* jest cze$ciowym porzadkiem oraz,
ze kazdy niepusty podzbiér ma element minimalny ze wzgledu na <®. Zatem na mocy
Twierdzenia 8.1, relacja <* jest dobrze ufundowana.

Ze wzgledu na duza wyrazalnos¢ jezyka drugiego rzedu wiele wlasnosci jezyka pierwszego
rzedu nie przenosi sie na przypadek tego jezyka. Przykladowo twierdzenie o zwartosci oraz
twierdzenie Lowenheima, Skolema i Tarskiego nie zachodza dla tego jezyka. Nie istnieje tez
zadna rozsadna aksjomatyzacja zbioru tautologii drugiego rzedu.

Zadania

13.1. Sprawdzi¢ czy nastepujaca formula drugiego rzedu jest spelnialna oraz czy jest tauto-
logia.
ARVQ( VaVy(R(z,y) = Q(z,y)) — Jzy(z #y A Q(z,y) AQ(y,2)) )

13.2. Pokaza¢, ze wlasnos¢ skonczonosci jest wyrazalna w jezyku drugiego rzedu.

13.3. Korzystajac z powyzszego zadania pokazac, ze twierdzenie o zwartosci nie zachodzi
dla jezyka drugiego rzedu.



