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1 Modelowanie czasu - wprowadzenie

1.1 Czas dyskretny

W tym podejSciu czas modelowany jest jako monotonicznie rosngcy ciag licz naturalnych. Jest
to podejScie ktére nadaje sie do modelowania niektorych specyficznych systeméw (np. mikro-
procesorow sterowanych zegarem)

Zalety
e prosty model

e fatwo przejs¢ do modelu zwyktych automatéw skohczonych

Wady
e nienaturalny
e konieczne jest ustalenie apriori doktadnosci pomiaréw - minimalnego czasu jaki musi wy-

stapi¢ miedzy zdarzeniami.

1.2 Czas ciggty

e Dziedzing czasu jest zbior gesty (np. liczby wymierne).
e Zdarzenia moga nastepowac po sobie w dowolnie krotkich odstgpach czasu.

e W automatach z czasem realizowane jest to podejécie do modelowania czasu.



2 Systemy tranzycyjne (ang.: Transition systems)
Systemem tranzycyjnym nazwiemy krotke: (Q, Q°, 3, —)

gdzie:

e () - zbidr lokacji

e (" - zbior lokacji poczatkowych (Q° C Q)

e X - zbidr zdarzen, etykiet (alfabet)

e — -relacja przejscia - zbior krawedzi (—C Q x X x Q)

2.1 Ztozenie rownolegte (ang.: Product)

Konstrukcja ztozenia rdwnolegtego || stuzy do modelowania ztozonych systemow. Osobne ele-
menty modelowane sg przez osobne systemy tranzycyjne natomiast caty (ztozony) system przez
ich ztozenie.

Ztozenie rownolegte definiujemy nastgpujaco:

dla systeméw tranzycyjnych S; = (Q1, QY, 31, —1) 0raz Sy = (Qo, QY, Yo, —9)
Si || 82 = (Q1 x Q2, QY X Q3, X1 U Xy, —)

(q1,42) = (¢4, ¢) wtedy i tylko wtedy jesli:

e a €Y NYy0maZ ¢ =1 ¢, iqe =0 ¢

e ac X\ Sy0raz g 5 g i o =

eaeX\ Y0z =d,ig >

Uwaga: Zdarzenia nalezace do ¥, i 3, stuzg do synchronizaciji.

3 Systemy tranzycyjne z wigzami czasowymi (ang.: Transition
systems with timing constraints)

Aby m6c modelowact czas, do powyzszej konstrukcji doktadamy zbi6r zegarkéw (ang.: Clocks).

1. Kazdy zegarek ma wartoS¢ rzeczywista.

2. Zegarek moze by¢ resetowany (ustawiany na zero) rownoczesnie z jakim$ zdarzeniem
(przejSciem zgodnie z relacjg — w systemie tranzycyjnym).
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3. Z kazda krawedzig wigzemy jeden z wiezow czasowych (ang.: Clock coinstraints), ktory
musi by€ spetniony, aby przejScie mogto nastapic.

4. Podobnie, z kazdym stanem wigzemy jeden z wigzow i pozwalamy na uptyw czasu w tym
stanie, tylko jesli jest on spetniony.

3.1 Wiezy czasowe

Zdefiniujmy formalnie wigzy czasowe:
e X - zhibr zegarkow
o O(X) - jezyk wiezdw czasow ¢ jest zdefiniowany przez gramatyke
¢ =z <cle<zxlr <clec<z|p) A b

gdzie x jest zegarkiem, a c € Q.

3.2 lterpretacja czasowa (ang.: Clock interpretation)

Interpretacja czasowa v to mapowanie ze zbioru X (zbioru zegarkow) w R (nieujemne liczby
rzeczywiste).

Mowimy, ze interpretacja czasowa spetnia ¢ (clock coinstraint) nad X wtw gdy ¢ wylicza
sie do prawdy po podstawieniu na kazda zmienna x, w ¢, v(z).

Dla 0 € R przez v + § oznaczmy interpretacje czasowg, ktora przyporzadkowuje kazdemu
zegarkowi X v(z) + 6.

DlaY C X, v[Y := 0] oznacza interpretacje, ktora przyporzadkowuje 0 dla kazdego = € YV
i to co v dla pozostatych.

4 Automaty z czasem (ang.: Timed automata)

Automatem z czasem nazwiemy krotke: (L, L%, %, —, X, I)
gdzie:
e [ - zbior lokacji
o L0 - zbidr lokacji poczatkowych (L° C L)
e X - zbidr zdarzen, etykiet (alfabet)
e — - relacja przejscia - zbior krawedzi (—C L x 3 x ®(X) x 2% x L).

Krotka (I, a, ¢, A, ") 0znacza przejscie z lokacji [ do I’ przy zdarzeniu a. ¢ 0znacza, kiedy
przejscie jest aktywne. X\ okreSla zbior zegarkdw, ktdre sg resetowane.
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Rysunek 1: Automaty A i B

(S,t) a,r :=0 N (s',t)

Rysunek 2: Ztozenie rownolegte automatow A i B

e X - skonczony zbidr zegarkow
e [ - funkcja przyporzadkowujaca kazdej lokacji jeden z wigzow (I € <I>(X)L).

Ztozenie rdwnolegte jest definiowane analogicznie do ztozenia bez wiezéw czasowych. Za-
interesowanych odsytam do [?].

W modelu z czasem stan definiujemy jako pare (s, v), gdzie s jest lokacja, a v jest interpre-
tacjg czasowa.
Zmiana stanu moze nastgpi¢ na dwa sposoby:

e poprzez uptyw czasu (s, v) 2 (s,v+0)

e poprzez zmiang lokacji (s, v) = (s', v[\ := 0]), gdzie X - zbior resetowanych zegarkow.
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5 Po co to wszystko?

Automaty z czasem sg uzywane do modelowania systemow wspotbieznych. Ztozone systemy
modelujemy za pomocg ztozenia réwnolegtego automatow modelujacych ich komponenty.

Aby méc wnioskowac o zachowaniu sie systemu modelowanego przez automat potrzebujemy
mechanizmdw jego analizy.

Takim podstawowym mechanizmem jest algorytm znajdujgcy wszystkie stany osiggalne przez
automat (ang.: Reachability algorithm). Nalezy zwrdcic uwage, iz jest to zadanie nietrywialne,
gdyz liczba standw, ktére moze osiggna€ automat z czasem jest nieskonczona.

Aby zrealizowacC ten algorytm przedstawiamy zbidr stanéw w skohczonej postaci.

5.1 Regiony czasowe (ang.: Timeregions)

Lemat 1 Zauwazmy, ze mozemy sprowadzi¢ wszystkie state wystepujace w wigzach czasowych
do wartosci catkowitych mnozac je przez najmniejsza wspdlng wielokrotnos¢ n mianownikéw
ich czeSci utamkowych. Gdy dla tak zmodyfikowanego automatu znajdziemy osiggalne stany,
mozemy wrdéci¢ do osiggalnych stanow automatu wejSciowego dzielgc wartoSci przypisane ze-
garkom przez to samo n.

Maksymalny mozliwy rozrost statych jest kwadratowy (wzgledem dtugosci statych).

Dalej bez straty ogblnosci zaktadamy, ze wszystkie state sg liczbami catkowitymi.

Pomyst polega na tym, ze jeSli stany dotyczace tej samej lokacji zgadzaja sie co do cze-
Sci catkowitych wartoSci zegarkdw i uporzadkowania ich czeéci utamkowych to zachowuja sig
podobnie.

Dodatkowo zauwazmy, ze kazda wartoSc zegarka wigksza niz najwigksza stata z jaka dany
zegarek jest pordwnywany jest nierozrdznialna.

Formalnie: OkreSImy relacje rownowaznosci migdzy interpretacjami czasowymi v = v/,
v = 1/ wtedy i tylko wtedy, gdy trzy ponize warunki sa spetnione:

1. dlawszystkich z € X albo v(z) > ¢, i V/(x) > ¢, albo |v(z)| = [V ()]

2. dlawszystkich z,y € X takich, ze v(z) < ¢, iv(y) < ¢, zachodzi {v(z)} < {v(y)} <=
{V(z)} < {V(y)}, gdzie {y} - czeSC utamkowa y

3. dla wszystkich = € X takich, ze v(x) < ¢, zachodzi {v(z)} =0 < {V'(x)} =0.

Klasy rownowaznosci powyzszej relacji nazwiemy regionami czasowymi.

Lemat 2 Liczba regionow czasowych jest ograniczona przez
x| 2% T 26+ 2)

zeX
czyli jest wartoSci skohczona.



y<l,a,y:=0
Rysunek 3: Automat z czasem A

Rysunek 4: Automat regionéw R(.A)



Lemat 3 Jeli v, = vy i (s,11) == (s',v}), wtedy istnieje interpretacja czasowa v/ taka, ze
V2 Ui (s,1) == (8, 14).

Z powyzszego lematu wynika [?], ze mozemy skonstruowac skohczenie stanowy automat,
ktory jest bisymulacyjnie rownowazny wejSciowemu automatu .4 o nieskohczonej liczbie sta-
now.

Ten automat o skohczonej liczbie standw nazywany jest automatem regiondw (ang.: Region
automaton) i oznaczany przez R(.A).

Regionem (ang.: Region) nazywamy pare (s, [v]). Liczba regiondw jest skohczona.

Sprébujmy zbudowac automat regionéw R(A). Niech A = (S, 5%, %, —, X, I) bedzie auto-
matem z czasem. Wtedy:

1. Stany R(.A) sg postaci (s, [v]), gdzie s € S'i v jest interpretacja czasowa.
2. Stany poczatkowe sg postaci (s, [/]), gdzie s € SY i v(x) = 0 dla wszystkich z € X.

3. R(A) ma przejscie ((s, [v]), a, (s, [V'])) wtedy i tylko wtedy, gdy (s,w) == (s',w’) dla
pewnychw € [v]iw' € [V].

6 w-jezykii w-automaty

w-jezyk L nad alfabetem X jest to pozbior zbioru wszystkich nieskohczonych stéw nad tym
alfabetem (L C >¢).

6.1 Przebieg

Zdefiniujmy przebieg w-automatu dla przypadku bez czasu. Dla automatu A oraz dla nieskoh-
czonego stowa o = o40,... nad alfabetem ¥ powiemy ze: 7 : sg =5 51 25 s —5 ... jest
przebiegiem dla A jesli sy € Q, oraz s;_1 = s; zachodzi dla kazdego i > 1

OkreSlmy in f(r) jako zbidr standw pojawiajacych sie w przebiegu nieskonczenie wiele razy.



6.2 w-automat Buchiego

w-automat Buchiego definiujemy rozszerzajgc pojecie systemu tranzycyjnego o zbior standéw
akceptujacych.

Automat Buchiego akceptuje przebieg r jeSli inf(r) N F # ()

w-jezyk generowany przez w-automat Buchiego A to zbior tych stow nad ¢, dla ktérych
istnieje przebieg akceptowany przez A.

a,b

Rysunek 5: Automat Buchiego

Jezyk akceptowany przez automat na rysunku ?? to:

Ly = (a+b)"a”

6.3 w-automat Mullera (ang.: Muller automaton)

Rysunek 6: Deterministyczny automat Mullera akceptujacy (a + b)*a®

w-automat Mullera A jest to system tranzycyjny (3, S, S°, E), rozszerzony o rodzing zbio-
row standw akceptujgcych F C P(S). Przebieg r jest przebiegiem akceptujacym wtedy i tylko
wtedy, gdy inf(r) € F. Czyli r jest przebiegiem akceptujacym wtw jesli zbidr stanow po-
wtarzajacych sie nieskonczong ilos¢ razy podczas przebiegu r jest rbwny pewnemu zbiorowi
nalezagcemu do F.

Jezyk akceptowany przez A jest zdefiniowany tak samo jak w przypadku automatéw Buc-
ciego.

Klasa jezykdw akceptowanych przez w-automaty Mullera jest taka sama jak ta akceptowana
przez w-automaty Buchiego i przez deterministyczne w-automaty Mullera. Nazywana jest ona
klasg jezykow w-regularnych.

Okazuje sig, ze jezyki w-regularne majg do$¢ duzo przyjemnych wiasnosci. Sg one opisane
w[?].



6.4 w-automaty z czasem

Pojecie w-automatu naturalnie przenosi sie na przypadek, gdy rozpatrujemy model z czasem.
Zamiast zwyktych nieskohczonych stow rozpatrujemy wtedy stowa ztozone z krotek (o, 7) gdzie
o € Y natomiast 7 jest czasem, w ktérym wystapito zdarzenie.

Naturalnej zmianie ulega réwniez pojecie przebiegu, gdyz musimy uwzgledni¢ czy tranzycja
jest aktywna (zaleznie od stanu zegarkéw w automacie i wiezow natozonych na krawedzie i
lokacje).

Podobnie jak w przypadku bez czasu, wprowadzone zostato pojecie jezykéw w-regularnych
z czasem [?]. Jest to klasa jezykéw akceptowana przez w-automaty Buchiego z czasem, jak
rowniez przez w-automaty Mullera z czasem.

6.5 Przyktadowe jezyki akceptowane przez automaty z czasem
6.5.1 Jezyk L.

b l b e 0 b,xr < 2
D DD -
a,x =

Rysunek 7: Automat z czasem Buchiego akceptujacy L.,
Automat widoczny na rysunku ?? akceptuje jezyk L., nad alfabetem {a, b}.
Lere = {((ab)*, 7)[3iV) > i(1; < 3521 +2)}

Zauwazmy, ze po dotarciu do stanu s,, automat zawsze (po odczytaniu a) resetuje zegarek x i
ma pewnos¢, ze b zostanie odczytane przed uptywem dwdch jednostek czasu.



652 J ?Zyk Lconverge

Rysunek 8: Automat z czasem akceptujacy Leconverge

Automat widoczny na rysunku ?? akceptuje jezyK L. onperge Nad alfabetem {a, b}.

LconveTge = {((ab)w> 7')|W(72¢—1 =1 A (TQi — T2i—1 > T2i+2 — 7’22‘+1))}

Kazde stowo akceptowane przez ten automat ma taka ciekawa wtasciwos¢, ze cigg roznic czasu
pomiedzy kolejnymi wystgpieniami a i b jest ciggiem Scisle malejgcym, np.:

(a,1) — (b,1.5) — (a,2) — (b,2.25) — (a,3) — (b,3.125) — ...

6.6 Przyktadowe jezyki nie w-regularne

1 Ly = {((ab)*, 7)|Vi((T2s — T2i—1) < (T2i42 — Toiv1))}
Kazde stowo opisane przez jezyk L, ma taka wiasnoS¢, ze cigg réznic czasu pomiedzy
kolejnymi wystapieniami a i b jest ciggiem Scile rosngcym.

2. Ly ={(a®, 7)|Vi(7; = 2')}
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