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Przedmowa

Krag oséb zainteresowanych logika objal w ostatnich czasach takze
i inzynieréw. Konstrukcja maszyn matematycznych, automatyka i wiele
ir{ﬁy@h dzialéw techniki wymaga znajomoS$ci szeregu pojeé logicznych,
a takze umiejetnosci postugiwania si¢ metodami uzywanymi w.badaniu
podstaw matematyki.

Na wyzszych uczelniach technicznych logika na ogél nie jest wykla-

‘dana. Tak wiec technicy, z tytulu swojej pracy, ,,skazani’’ na znajomos$¢

logiki zmuszeni sg uczyé sig tego przedmiotu samodzielnie. Sprawa zdawa-
laby si¢ calkiem prosta, gdyz zaréwno w literaturze polskiej, jak i $wia-
towej jest wiele doskonalych podrecznikéw z tego zakresu. Jednakze
w samodzielnym studiowaniu tego dzialu matematyki wystepuja dwie
zasadnicze trudnosci. ’

Pierwsza trudnoéé wynika z tego, Zze kurs matematyki na politechnice
nie przygotowuje shuchaczy do studiowania zagadnied z dziedziny logiki.
Stad caly aparat pojeciowy logiki dla spotykajacego si¢ z nim po raz
pierwszy inzyniera wydaje si¢ miezrozumialy i sztuczny.

Druga trudno$é natomiast pochodzi stad, Zze duza czgéé materiatu
jest po prostu trudng do znalezienia, gdyz te pojecia logiczne, ktére
ostatnio znajduja zastosowanie w technice, sa rzadko podawane w po-
drecznikach logiki; na przyklad rézne pojecia algorytméw, jezyka ma-
szyny itp. '

Celem przedstawionej Czytelnikowi ksigzki jest pomoc w pokonaniu
tych dwéch trudnodci. Po pierwsze, starali§my sie podaé material w prostej
i przystepnej postaci, omawiajac mozliwie szczegélowo te sprawy, ktére
dla matematyka moga si¢ wydawaé proste i oczywiste, a nawet niecie-
kawe. -
Po drugie, staraliSmy sie¢ uwzglednié te wszystkie dzialy logiki i dzie-
dzin pokrewnych, ktére naszym zdaniem sg potrzebne inZynierowi.



6 Przedmowa

Nie tudzimy si¢, Ze zadanie to udalo si¢ nam w pelni zrealizowad,
niemniej jednak sadzimy, Ze uwagi uzyskane od Czytelnikéw pozwola nam
w przyszloéci lepiej zrealizowaé powyzszy program. ‘

Na zakoficzenie tej krétkiej przedmowy chcieliby$my wyrazié podzie*

kowanie doc. M. Starkowi za propozycje napisania tej ksigzki. Prof.
H. Rasiowej pragniemy wyrazié nasza gleboka wdzigcznosé za szereg
cennych uwag odnoénie trefci, jak i redakcji ksiazki oraz jej terminologii.
ChcielibySmy réwniez podziekowaé drowi L. Szczerbie, ktéry byt
de facto pierwszym Czytelnikiem tej ksiazki przed ztozeniem jej w redakcji.
h Autorzy
Warszawa, 19?69

Rozdziat 1

WSTEP

. Logika zajmuje si¢ prawami my§lenia — wyciagania wnioskéw z sadéw
w taki sposéb, by byly one poprawne. Jednak tylko niewielki fragment
ksigzki, ktéra chcemy przedstawié zajmuje sie¢ prawami wnioskowania

(rozdzialy II i III).

Calo$é ksigzki po$wiecona jest réznym teoriom i zagadnieniom mate-
matycznym, badZ tez im pokrewnym, wyniklym z badan nad logika.
Rozdziaty V i VI po$wigcone sa podstawowym pojeciom matematycz-
nym — zbiorom i relacjom. Ogélny opis najprostszych teorii matema-
tycznych, tzw. teorii elementarnych, podany jest w rozdziale IV. Roz-
dziaty VII i VIII po$wiecone sa algebrom Boole’a i pdlgrupom waznym
z uwagi na zastosowania w badaniach nad automatami i maszynami ma-
tematycznymi. Rozdzialy te, jak réwniez czeSciowo rozdzialy V i VI sta-
nowig ponadto ilustracje pojgé¢ zawartych w rozdziale IV, pos$wigconym
teoriom sformalizowanym.

Rozdzialy IX-XII po$wigcone sa omdwieniu waznego zagadnienia
zwigzanego z budowa feorii matematycznych w sposob sformalizowany —

- zagadnienia rozstrzygalnosci teorii. Studia nad tym zagadnieniem dopro-

wadzily do wyksztalcenia si¢ pojeé majacych obecnie chyba najwigksze
znaczenie dla badai nad maszynami matematycznymi i urzadzeniami
automatycznymi. Pojecia te to pojecie algorytmu (rozdziat IX) oraz funkcji
rekurencyjnych (rozdziat XII). '

Ksigzka nie jest podrecznikiem logiki i nie zajmuje si¢ studiami nad
nig. Celem jej jest przedstawienie tych dzialéw zwiazanych z logika, kté-
rych znajomo$é jest uZyteczna w pracy inZyniera zajmujacego sie teoria
maszyn matematycznych, urzadzen automatycznych, zagadnieniami jezy-
kéw maszynowych i wieloma innymi. Pominigte zostaly w niej zagadnie-
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nia pokrewne, takie jak np. teoria automatéw skorczonych, teoria gier
i zagadnienia probabilistyczne zwiazane z teoria informacji. Zagadnienia
te sa zbyt odlegle od poruszanych przez nas probleméw, a ponadto
maja oddzielne monografie i opracowania. _

Ksigzka cho¢ zajmuje si¢ teoriami sformalizowanymi, jednak, ze
wzgledéw utylitarnych, na ogét nie uzywa jezyka sformalizowanego. Za-
gadnienie formalizacji poruszane jest w ksiazce pod katem zagadnien
praktycznych. Kwestie przeprowadzenia formalizacji matematyki, jak réw-
niez zwigzane z tym zagadnienia filozoficzne odsunigte sg na plan dalszy.

Rozdziat poczatkowy ksiazki, ktéry przedstawiamy ponizej, poswie-
cony jest ‘ogélnemu scharakteryzowaniu tych zagadnien. W paragrafie
1 i 2 wyjasnione jest co to sa teorie dedukcyjne, zwane inaczej teoriami
aksjomatycznymi. W paragrafie 3- podane sa przyczyny, dla ktérych bu-
dowa matematyki musiata osiagnaé wyzszy stopien ScistoSci — formali-
zacje. W paragrafie 4 oméwiony jest problem, do jakiego stopnia bogata
rzeczywisto$é ‘matematyczna mozna przedstawié za pomoca jej sformali-
zowanego opisw. Ostatni paragraf 5 wstgpu przedstawia zagadnienia roz-
strzygalno$ci i rézne metody ujmowania tego zagadnienia.

 Caly rozdzial wstegpny odbiega nieco swoim charakterem od reszty
ksigzki. Uzywa si¢ w nim jezyka potocznego, intuicyjnie zrozumialego
i raczej opowiada si¢ o sprawie formalizacji niz ja definiuje.

{

A

‘

§ 1. O TEORIACH DEDUKCYJNYCH

Kazda nauka podaje interesujace ja fakty w postaci zdan zwanych
tezami, badz twierdzeniami tej nauki. Zbiér takich zdad nazywany jest
teorig. Kazda teoria jest wigc zbiorem zdan oznajmujacych, to znaczy
zdan wyrazajacych jakie§ sady. :

Twierdzenia teorii musza byé oczywiscie zdaniami prawdziwymi, .tj.
musza wyrazaé sady zgodne z rzeczywistoécia, inaczej teoria pozbawiona
byltaby jakiejkolwiek wartosci poznawczej i praktycznej. Tak wigc kazda
teoria jest zbiorem pewnych zdan prawdziwych. - S

Wséréd teorii naukowych szczegdlng pozycje zajmuja teorie matema-
tyczne. Kazda teoria matematyczna jest oczywiscie réwniez zbiorem zdad
prawdziwych. (twierdzerl). Ponadto zdania teorii matematycznych charak-~

-podstawie ich. postaci.

§ 1. O teoriach dedukcyjnych 9

teryzuja si¢ szczeglnym rodzajem wzajemnego powigzania twierdzed —
cecha, ktéra nie musi przystugiwaé innym teoriom. Mianowicie wszystkie
twierdzenia w dowolnej teorii matematycznej otrzymujemy droga logicz-
nych rozumowan z niewielkiej liczby twierdzen wyjsciowych zwanych
aksjomatami lub pewnikami. Teorie o takiej budowie sa nazywane teoriami
dedukcyjnymi lub teoriami aksjomatycznymi.

Twierdzeniami teorii dedukcyjnej sa wigc te zdania, ktére sa albo
aksjomatami teorii, albo. tez dadzg si¢ otrzymaé z aksjomatéw. droga
logicznego rozumowania.

Prawa logicznego rozumowania ujgte sg w pewng ilo$é prostych regut,
P walajqcych ze zdaf prawdziwych zwanych przeslankami otrzymywac
ngzve zdania prawdziwe — wnioski. Z regutami tymi zapoznamy si¢ W roz-
dziatach II i TII. Ich cechg charakterystyczna jest to, Ze o przyjeciu whiosku
nie decydujemy na podstawie jego treSci czy tez treéci przestanek, a na
. Do okreslenia teorii dedukcyjnej nie wystarcza wyliczenie aksjomatow.
Konieczne jest sprecyzowanie praw wnioskowania, z ktérych bedziemy
korzystali. Prawa wnioskowania, z ktérych korzystamy w danej teorii
dedukcyjnej nosza nazwe regul dedukcji tej teorii.

Streszczenie

Teorie nazywamy teoriag dedukcyjna lub aksjomatyczna, jezeli sposréd
twierdzesi teorii wyrézniony jest zbiér zdai zwanych aksjomatami lub
pewnikami oraz podany jest zbiér regut dedukcji (regul ‘wnioskowania)
pozwalajacych 'z dowolnych twierdzesi danej teorii uzyskiwaé inne twier-
dzenia tej teorii. o

§ 2. ZNACZENIE TEORII DEDUKCYJNYCH

W tym paragrafie s3 przedstawione zastosowania teorii dedukcyjnych.
Zastosowanie jakiej§ teorii dedukcyjnej polega na korzystaniu z twier-
dzefi tej teorii w innych galeziach nauk. OdpowiedZ na pytanie: w jakim
stopniu otrzymane ta droga wyniki odpowiadaja rzeczywistoéci, sprowadza
sic wladciwie do sprawdzenia, czy uZyta teoria dobrze t¢ rzeczywisto§é
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opisuje. Jezeli tak, nie ma powodu, aby otrzymane w drodze logicznego
rozumowania wnijoski- byly niezgodne z rzeczywistoscia. W ten sposGb
np. .matematyka pozwala przewidywaé nowe fakty, bez koniecznosci ucie-
kania s.iq do eksperymentu. Ten schemat stosowania matematyki uksztat-
towatl sig juz w, XIX wieku, gléwnie na bazie analizy matematycznej i ra-
chunku prawdopodobienstwa. '

Matematycy patrza jednak nieco inaczej na teorie dedukcyjne —
z punktu widzenia wlasnej galezi wiedzy. Teorie dedukcyjne sa nie tylko
narzedziem przewidywania nowych faktéw. Znaczenie ich jest glebsze.

'Wypowiedzi bedace twierdzeniami teorii zawieraja pewne pojecia. Jedne
z nich dajg sig¢ okresli¢ przez inne, ale pozostaje pewna liczba pojeé; ktorych
prz'ez. inne okreéli¢ si¢ nie da, choé same one pozwalaja okresli¢ wszystkie
pojecia wystepujace w teorii. Sg to tak zwane pojecia pierwotne teorii.
W mechanice poj¢ciami takimi sa np. masa, dtugos¢ i czas. W geometrii
. plaskiej pojeciami pierwotnymi sa np. pojecie punktu, prostej, lezenie
pun%d;u na prostej, lezenie punktu na prostej miedzy dwoma innymi punk-
tami oraz przystawaniem figur.

Pojecia pierwotne nie sg okre§lone przez inne pojegcia. Sa one scha-
rakteryzowane przez wybor aksjomatow. Wyjasnimy to pokrétce. W zasto-
sowaniach teorii dedukcyjnej interpretujemy w pewien sposob wszystkie
twierdzejnia‘ teorii. Interpretacja ta odbywa si¢ przez przypisanie jakiego$
Znaczenia pojeciom pierwotnym. Wybor tego znaczenia nie jest dowoln&i

Ograniczeni jesteSmy zgdaniem, aby przy tej interpretacji aksjomaty byly

vs{ypowiedziami prawdziwymi. Aksjomaty okre$laja wiec znaczenie pojeé
pierwotnych. o » : ’

W geometrii plaskiej punkty mozemy interpretowaé jako pary liczb
- 1zeczywistych, proste jako réwnania liniowe itd. Tak zinterpretowana na
gruncie teorii liczb rzeczywistych geometria nosi nazwe geometrii anali-
tycznej. .

Geometria plaska (mowa o geometrii euklidesowej) jest ciekawym
przykladem teorii tzw. kategoryczmej, ktorej pojecia pierwotne mozna
interpretowaé wlasciwie tylko na jeden sposéb. Kazde dwie interpretacje
bedg ‘siq rézni¢ od siebie nieistotnie. Teorie kategoryczrie, aczkolwiek-ich
twierdzenia maja duze znaczenie dla nauki, sa wlasciwie nieciekawe. Jednak
sa to jedyne teorie, ktére w zupelno$ci charakteryzuja pojgcia pierwotne.
Najciekawsze, z uwagi na zastosowanie, sg feorie niekategoryczne dopus'zj

§ 2. Znaczenie teorii dedukcyjnych 11

czajace wiele istotnie réznych interpretacji i czgsto w bardzo odlegltych
dziedzinach wiedzy. Przykladem takiej teorii jest np. teoria algebr Boole’a
opisana w rozdziale VIL Czytelnikowi zapewne wiadomo, Ze twierdzenia
tej algebry mozna interpretowaé zaré6wno w logice, jak i teorii zbioréw
jak réwniez w dziedzinie pozornie odlegtej od nich — w teorii siecl prze-
kaZnikowych. ’

Teorie o wielorakich interpretacjach budza ostatnio coraz wigksze
zainteresowanie. Jedna i ta sama ceoria, dzigki interpretacjom w réznych
galeziach wiedzy, moze interesowaé nie tylko matematykow (logik6w)

y fizykéw lecz réwniez inZzynierow zajmujacych si¢ teoria sieci elek-
‘trycznych i maszyn matematycznych, biolog6w, lingwistow, ekonomistéw,
czy wreszcie prawnikow. '

v .
Streszczenie

Oméwilismy pokrétce sprawg zastosowar teorii dedukcyjnych i ich
snaczenia. Teorie dedukcyjne przez swoje aksjomaty opisuja wiasnosci

- pojeé¢ pierwotnych wystepujacych w teorii. Z twierdzen wynikaja nowe

fakty. Twierdzenia te pozwalaja stosowaé wyniki teorii w praktyce. Teoria
dedukcyjna stworzona w jednym dziale nauki moze byé droga interpre-
tacji wykorzystywana w innym dziale. W zaleznosci od interpretacji jej
pojeé pierwotnych moze byé wiec teoria wspdlna dla kilku nauk.

§ 3. TEORIE SFORMALIZOWANE

Jezyk i pojecia uzywane przez matematykéw, choé od wielu stuleci
wydawaly si¢ szczytem precyzji i dokladnoéci, okazywaly si¢ czgsto-tak
niedoktadne, ze prowadzily do paradoks6w.

Rozpatrzmy nastgpujacy przykiad pokazujacy do jakich niebezpie-
czefistw: prowadzi postugiwanie sie pojeciami intuicyjnymi. :

Wydawatoby sig, ze majac jaka$ wlasnoéé mozna by méwié o zbiorze
elementéw, ktére te wlasnosé posiadaja. Wezmy na przyklad nastgpujaca
wlasnoéé W dotyczaca zbioréw: Zbiér X ma wlasno§é W, jesli nie jest
swoim wlasnym elementem. ' »
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Rozpatrzmy zbidr, ktérego' <lementami sa te i tylko te zbiory, ktére
nie sg swoimi wlasnymi elementami, czyli maja wlasnosé W, i sprébujmy
stwierdzi€, czy zbidr ten jest swoim wlasnym elementem, czy tez nie. Przy--
pusémy, Ze jest on swoim wiasnym elementem. Otrzymujemy sprzeczno$é
z-definicja tego zbioru, gdyz on sam jako swéj wlasny element musi (z defi--
nicji) nie byé swoim wlasnym elementem. Przypusémy wigc, Ze zbidr ten
nie jest swoim wilasnym elementem. Wtedy zgodnie z definicja jest jednym
ze swoich elementéw. ObaliliSmy wiec oba przypuszczenia, zaréwno to,
ze okres§lony przez nas zbidr jest swoim wlasnym elementem jak i przeciwnie.

Powyzsze rozumowanie wydaje si¢ zupelnie .poprawne. Przeslanka,
ze dla dowolnych elementéw mozna utworzy¢ zbiér ztozony z tych i tylko
tych elementdéw, ktére maja jaka$ wlasno$é, wydaje si¢ nie budzié watpli-
wosci i intuicyjnie wydaje si¢ byé prawdziwa, a jednak wniosek z niej btrzy-
many jest nie do przyjecia, gdyz jest falszywy. ~

Jednak nie tylko sady wydajace si¢ byé intuicyjnie prawdziwe dopro-
wadzaly do paradokséw i sprzecznoéci. Zrédla sprzeczno$ci mogly tkwié
i w samym jezyku. Do ilustracji tego pomocny nam bedzie nastgpujacy
przyklad: i

OkreSlenie ,,najmniejsza liczba naturalna, ktorej nazwy nie moZzna
zapisaé za pomoca mniej niz stu znakéw pisarskich™ na pierwszy rzut
oka nie budzi watpliwosci. Zauwazmy jednak, ze w powyzszym zdaniu,
okredlilismy te liczbe piszac mniej niz sto znakéw pisarskich. Zrédiem *
sprzeczno$ci byl tu niezbyt precyzyjny jezyk, ktdrego uzywaliSmy.

Podobnego typu sprzecznosci zwanych antynombmi odkryto do korica
dziewigtnastego wieku wiele. Pojawienie si¢ ich pokazalo, ze logika uzy-
wana w sposéb intuicyjny, intuicyjne uzywanie pojeé matematycznych,
wypowiadanie sensu twierdzen matematycznych w sposéb intuicyjny niesie \
w sobie wiele niebezpieczeristw. .

Aksjomatyczna budowa matematyki zabezpieczyla ja od wielu para-
doks6w. Pozostaly jednak te, ktérych zrédlem okazal sig nie dosé SciSle
sprecyzowany jezyk matematyki oraz dowolno§é w wyborze regul wnio-
skowania. OkreSlajgc system dedukcyjny nie podaliSmy wyraznie, jakie
reguly logiczne wolno nam stosowaé w rozumowaniach matematycznych,
a jakie nie. Nie precyzowali§my tez w jaki spos6b wyrazamy twierdzetia
teorii. Dla unikniecia paradokséw okazalo si¢ konieczne sprecyzowanie

Sciste regut wnioskowania, ktérymi wolno si¢ nam postugiwaé w dowo- ~

-
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dzeniu twierdzen, {ak réwniez usciSlenie jezyka, w ktérym wypowiadamy
twierdzenia teorii. - . : . . |
Teoria dedukcyjna operujaca $cisle sprecyzowanym jezykiem o.raz wy-
raznie-sprecyzowanymi regutami dedukcji nazywa s.iq teoriq sfor:malzzowanq.
Na przetomie dziewigtnastego i dwudziestego W1e1§u podwaliny matema:-
tyki: logika, teoria zbioréw i arytmetyka zostaly ujgte w rar.ny sformali-
zowanych teorii. Pokazano, ze W precyzyjnie okre§lonym quy.ku, pfzy
§cistym podaniu regut whnioskowania i starannym doborch akslqmattow,
saden z dotychczas znanych paradokséw nie moze by¢ wystowiony.
Przeprowadzenie dowodu zostalo sprowadzone do pewnegq ?ostqpo-
wrgnia wychodzacego z aksjomatéw i polegajacego na stosowaniu regul

1 4 H (3] L
‘whnioskowania, Zostalo ono w pewien spos6b ,,zmechanizowane™. Intuicja

zostala zastapiona $cistymi przepisami co wolno robi¢, a co nie.
Powstalo pytanie, czy dzigki temu matematyka zyskala i czy me zo-
stala w ten sposéb zubozona.

Streszczenie

Stwierdziliémy, ze potrzeba formalizacji matematyki powsta.ta Z pOWO-
déw wewnetrznych. Nalezalo wlaéciwie sprecyzowaé o czym SI¢ W n’late-
matyce méwi i jakie aksjomaty i $rodki dowodzenia nalez'y przyj'q?, b}/
uniknaé paradoksow powstajacych przy uzyciu intuicyjnego jezyka 1 intui-
cyjnych pojec. »

§ 4. FORMALIZACJA MATEMATYKI

W paragrafie tym zajmiemy sie kwestiq, jak dalece aksjomaty i reguly
whioskowania opisuja matematyke. . ' .

Reguly wnioskowania uzywane W sformalizowanych teoriach matx?-
matycznych sg tak dobrane, by ze zdan prawdziwych otrzymywac zdania

_prawdziwe. Aksjomaty sformalizowanych teorii matematycznych opisuja

podstawowe wiasnosci pojeé pierwotnych teorii. Na przyktad aksjomatyka
liczb naturalnych opisuje podstawowe wlasnoéci liczb .naturalny.ch. Dobr%e
by bylo, aby przy odpowiednim doborze aksjomatow i regut .wmoskowama “
byly teorie, ktére w peini opisuja rézne dziaty matematyki..
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Twierdzenia pewnej teorii sa zdaniami prawdziwymi. Czy wszystkie
zdania dajace si¢ wypowiedzieé w jakiej$ teorii, ktdre uwazamy za praw-
dziwe na podstawie rozumienia ich sensu dadzg si¢ otrzymaé z aksjomatéw
dzigki stosowaniu do nich regut dedukcji — inaczej méwiac czy wszystki
zdania prawdziwe teorii beda twierdzeniami teorii? )

Badania nad matematycznymi teoriami sformalizowanymi wykazaly,
ze na ogol tak nie jest. W wigkszosci teorii istnieja zdania, ktdre sa praw-
dziwe, ale nie sa twierdzeniami teorii. Co wigcej rzeczywisto$é matema-
tyczna jest tak bogata, ze nie mozna podaé explicite zbioru aksjomatéw
i regut dedukcji dajacych si¢ stosowaé w sposSb mechaniczny, tak by
zakres twierdzenn pokrywat si¢ z zakresem zdan prawdziwych. Sytuacja
w fizyce jest do§é podobna; zadna teoria fizyczna nie przewiduje wszystkich
faktéw doswiadczalnych. ) '

Formalizacja catej matematyki okazata si¢ programem nie do przepro-
wadzenia. Badania nad nia poglebily jednak wiedze o matematyce i umo-
zliwity zastosowania sformalizowanych teorii matematycznych w innych
dziatach nauki. Badania te doprowadzily do budowy, na wzér teorii sfor-
malizowanych, innych teorii, w ktérych wyrazenia nie sa interpretowane
jako sady, reguly dedukcji za$ nie sa wynikiem praw wnioskowania logicz-
nego. Teorie takie nie shuza juz oczywiscie formalizacji matematyki i opi-
suja zupetnie inng rzeczywisto$é niz matematyke. Na ‘przyktad usituje sie
ostatnio tworzy¢ i bada¢ sformalizowane teorie lingwistyczne, biologiczné,
sformalizowane teorie urzadzeri automatycznych i inne.

- Badania nad tymi teoriami, choé korzystaja ze zdobyczy matematyki -

maja zupelnie inny cel i zakres (celem ich nie jest tak jak dla teorii logicz-
nych i matematycznych uzyskanie mozliwosci badania prawdy i falszu,

lecz przede wszystkim opis innych aspektéw badanej rzeczywistosci, uzy-
- skiwanie nowych faktéw).

Streszczenie

Stwierdziliémy, ze formalizacja matematyki nie daje pélnego opisu
zdan prawdziwych odnoszacych sig¢ do rzeczywistosci matematyczne;j.

Badania teorii sformalizowanych majgq jednak duze znaczenie dzigki no-
wym ich zastosowaniom.

-

i

[
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§ 5. ROZSTRZYGALNOSC TEORII SFORMALIZOWANYCH

!

Studia nad rozstrzygalnoécia teorii stanowia wazng i znajdujaca c?bec{ne
moze najglebsze zastosowanie w teorii maszyn matematycznych dziedzing
badani nad teoriami sformalizowanymi. .

Kwestie rozstrzygalnoéci teorii formuluje si¢ nast@puja%co. 5 ]

Czy istnieje jaka$§ efektywna metoda pozwalaj‘aca st\fv1erd21<? w SkOI.l.-
czonej liczbie krokéw, czy dana dowolna formula jest tw1ferd'zen1em ,tt?oru,
czy tez nie? Przez metode rozstrzygania jakiego$ za}gadmema rozumlf:my
przepis pozwalajacy efektywnie w spes6b mechaniczny rozstrzygnacf: t.o
gztlgadnienie w kazdym konkretnym przypadku, bez pqtrzeby rc.)rz1'1mlem.a
wykonywanych czynnosci oraz ich tresci matematycznej. Oczy.W1sc1e tak{e
podejscie jest bardzo nieprecyzyjne. Dlatego matemat.ycy t’)adajqcy kwestie
rozstrzygalnoéci teorii starali si¢ precyzyjnje zdefiniowac co to znaczy,

" 7e istnieje metoda pozwalajaca co$ rozstrzygnag.

Powstaly rézne definicje ,,metody” oparte na réznych intui?jach zZwig-
zanych z tym stowem. Wszystkie one zawieraly pewna ceche ‘ws.polnq odpsy-
chologizowania pojecia metody —tak by ryb wy'konywama i po.stgpo\.;va%-
nia wyznaczonego przez ,,metode” byl gfektywr'ne wykonalnyf nkezalezme
od umiejetnoéci matematycznych przeprowadzajacego operacje.

Intuicje, ktére postuzyly do uscislenia pojecia metody, szty w trzech
kierunkach. . ‘

Pierwszy z nich polegal na usciSleniu pojecia przepisu, przez podan.le
z jakich regul postgpowania moga sklada¢ si¢ te przepisy oraz _]'ak nalezy
podane reguly stosowaé, tak aby otrzymagé intert_:su]accy nas' wymlf. W ten
sposéb powstato pojecie algorytmu, a §cisle nie jedno, a wiele poje¢ algo-
rytméw.

Drugi kierunek nawiazywal do pojecia maszyny. Istnleje_ rgl'et_oda roz-
strzygania, gdy mozna podaé maszyng, ktéra Po dostar.czel,nu jej formuty
wykona odpowiednie czynnosci i zasygnalizuje .odpow1ed.z’, .czy podan.a
formula jest twierdzeniem, czy tez nie. Nie chodzi tu oczyw1§c1e 0 podanie
technicznej konstrukcji maszyny, tzn. maszyny, ktéra mozna napr?Wfiq.
zbudowaé, a o pewna koncepcj¢ teoretyczng maszyny przez podanie jej

isu dzialania. S
°r Trzeci wreszcie kierunek, pojecie metody efektywnej sprowadzit .do e}e-
mentarnych operacji arytmetycznych na liczbach naturalnych, takich jak
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dodawanie, mnozenie itp., tak ze zamiast rozpatrywaé fdfmuiy Jjakiejs
teorii sformalizowanej, rozwaza si¢ odpowiednio im brzyporzadkowane
liczby naturalne. W ten Sposdb problem rozstrzygalno$ci mozna sfor-
mulowaé na gruncie arytmetyki. Ponieway, wykonywanie- operacji{aryt-
metycznych jest czynnoécig $cigle Sprécyzowana, pojecie metody roz-
strzygania zostalo tym samym réwniez usciSlone. Z, takiego uscilenia

powstal dzial matematyki liczb naturalnych zwany teoria funkcji reku-
rencyjnych.

NI

Teoria funkcji rekurencyjnych prowadzi do najbardziej zamknigtego
i zwartego w sobie poj¢cia metody rozstrzygania jakiej$ klasy zagadnied.
Badania nad algorytmami i maszynami nie sa natomiast jeszcze zakoni-
czone — brak jest ogélnej syntezy tych zagadnieri. Co jednak poza pasja

Iiaukowq skiania matematykéw do badania tych pojeé? :
Wydaje sie, ze przyczyna ta jest fakt, ze zagadnienix zwigzane z tymi
pojeciami wyszly daleko poza ich zastosowania do kwestii rozstrzygalnosci
réznych zagadnies matematycznych. Rozwdj cyfrowych maszyn matema-
tycznych pokazat nowe zastosowania 1 uzytecznosé tych Pojgé stworzonych
dla celéw teoretyczno-matematycznych (kwestie te omSwione $a W roz-
“dziale XTI i XIT). Zagadnienia te interesuja juz nie tylko matematykdw.
Obecnie musi je znaé réwniez inzynier zajmujacy sie-
maszyn matematycznych, ale nie tylko on. Wyniki dotyc
i maszyn matematycznych znalazly zastosowania réwni
Styce matematycznej (por. rozdziat IX paragraf 52),
1 programowania czynnosci. Problem zastosowania
dziatach nauki jest otwarty.

uzytecznosé. ’

teoria cyfrowych
Zace algorytz;léw
ez np. w lingwi-
czy tez teorii sterowania
tych wynikéw w innych
Dopiero przysztoéé moze pokazaé ich pelng

Streszczenie

Oméwilismy trzy sposob
kiego$ zagadnienia: 1.
funkcji rekurencyjne;. _

Pojecia te zostaly stworzone przez matematykéw w zwigzku z rozwo-
jem teorii sformalizowanych, Jjednak ich znaczenie i zastosowanie wychodza
obecnie daleko poza rozumowania sensu stricto matematycznego. )

y usciSlenia pojecia metody rozstrzygania ja-
Pojecie algorytmu; 2. pojecie maszyny; 3. pojecie

Rozdziat 2

RACHUNEK ZDAN

Wyklad logiki — nauki o poprawnych formach wnioskowarﬁzn;;
jnie j dstawowego jej fragmentu, rac :
nie jest zaczynany od po 20 U Tacin

;?:g csgviem; z czeSci pierwszej, ze kazda teoria ma’cem»at;tczn:;1 ;fas;i o

em ‘zdaﬁ i ze zdania takiej teorii sa jako$ ze §obq powxqzaw ,cegieikq

fzdam'ami teorii zachodza pewne zwiazki. Zdafue jest pc?dstawomq o,

\teorii matematycznych, nic wigc dziwnego, ze jest .on? plegwsz.ykicll)lk el
ktére nalezy zbadaé i wyjasnié¢ przed przystgpieniem do ja

i h.
zan temat teoril matematycznyc 3 | . ]
rozv];afla;i: aZdZﬁ wchodzacych w sklad teorii matematycznych i zacho
a

. . . i
" dzacych miedzy nimi zwigzkéw doprowadzito do powstania nowej teori
Q

matematycznej — rachunku zdan, ktory mflmy zamiar przed::cg:‘vi;c (\:N Z;z:?
iale Bardziej. szczeg6towe wiadomosci na ten temat zn j "
f‘?Zleale- zd odreczniku logiki (patrz np. Mostowski, Grzegor.,czy
?111;5;; ké:zggsr;yk [1961], Kleene [1952], Nowikow [1959], Rasiowa
i 1968], Pogorzelski i Slupecki?. o tat
[1‘96(2;«:{11}1( s]potykajqcy si¢ po raz pierwszy z .QOchlan;lbir‘_aac;:n;cg ;qué
“moze czué si¢ nieco zdziwiony, .jak bardz'o pojecia tfa odbieg; gciowb e
mZmatycznych. Zakresy rachunku zdaf i gramatyki tyl'ko ?zqiest o e
glFaz biéjq, jednakze w istocie problematyl'(a obu tych dzn.edzmhj o
ZGI ’an m zadaniem gramatyki jest badanie regut pozwalajac.cyc b odromia”
zd:niaypopréwne od zdan niepoprawnie zbudowany?h w ]f’zynum fural-
Iskim, angielskim czy japonskim). Ne:.tomla.st. gliow yh Selom
s da;i jest badanie prawdziwoéci zdah zaleznie oc% 1(3_ k-
faChl{nfU nzie wstystkich zdan, a zdaf ktérym mozna przypls’ac w;rt:i);c
;Jli?;v;yolub falszu. Zagadnienia poprawx;zsﬁ:}i{ stzr(;g({:u;zdl_zi:;;e Vv:cz :acz%
i§cie rOwniez czeSciowo w zakres rac u s Wzt
z?:yrjf;z:m stopniu anizeli ma to miejsce w gramatyce.

L) T Acilra Ala insyniarAuwr
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§ 6. SPOJNIKI ZDANIOWE

Gléwna role w teoriach matematycznych graja zdania zloZone ze
zdan prostych za pomoca spéjnikéw takich jak: {

. lub .
jezeli ..., to ...

... wtedy i tylko wtedy, gdy ..
nie ...

W jezyku potocznym powyisze spojniki graja réwniez waing rolg,
chociaz moze nie tak duza jak w rachunku zdah. Wystarczy wzigé jaki-
kolwiek podrecznik matematyki, aby stwierdzi¢, ze niemal w kazdym zdaniu
wystepuja one wielokrotnie, natomiast w tekscie niematen?atycznym spotyka
si¢ je znacznie rzadziej(*).

Laczac jakiekolwiek dwa zdania za pomoca jednego z pierwszych czte-
rech spéjnikéw otrzymamy nowe zdanie poprawne. Na przykiad jako
zdania proste weZzmy zdania:

1) ' .10 jest liczba parzysta,
) 10 jest liczba nieparzysta. ‘ ;
Laczac oba powyzsze zdania spdjnikiem ,,lub”, otrzymamy nowe zcianie
3) 10 jest liczba parzysta Iub 10 jest liczbg nieparz‘ystg.i

Zdanie otrzymane przez polaczenie dwu (lub wigcej) zdan spdjnikiem
,»Jub” nazywamy alternatywq lub tez sumq logicznq zdan sktadowych (?).
Zdanie (3) jest wigc suma logiczng zdan (1) i (2).

Podobnie lgczac zdania proste

()] 10 jest liczba parzysta,
) 10 jest wigksze od 2

(%) Przez tekst matematyczny rozumiemy tutaj twierdzenia, definicje itp., tj. zdania
jakiej$ teorii matematycznej, a nie objasnienia, czy tez zdania wiazace w calod¢ poszcze-
golne twierdzenia. Zdania te naleza oczywiscie do jezyka potocznego.

(?). W literaturze rosyjskiej alternatywe nazywa si¢ czesto dyzjunkcjq, jednak w.pol-

skiej terminologii matematycznej termin dyzjunkcja ma inne znaczenie.

i

L

§ 6. Spojniki zdaniowe 19

spdjnikiem ,,i”’, otrzymamy zdanie zloZone
©6) 10 jest liczba parzysta i 10 jest wigksze od 2,

‘ktéfé jest nazywane koniunkcjq albo iloczynem logicznym zdan sktadowych.
Zdanie (6) jest wiec iloczynem zdani (4) i (5). '
Jezeli zdania o
7 - 10 jest liczba podzielna przez 2,
@) 10 jest liczba parzysta

ﬁolacczyniy spojnikiem ,,jezeli R t'o”,_to otrzymamy zdanie ztozone naste-
pujacej tredci:

(9) Jezeli 10 jest liczba podzielng przez 2, to 10 jest liczba parzystq.

_ Tak otrzymane zdanie jest nazywane implikacjq zdan sktadowych (*).

Ten typ zdan jest bodaj najczeéciej spotykany w matematyce. Wiek-
szo$é twierdzen matematycznych ma wlaénie postaé implikacji.

Réwniez zwroi ,,wtedy i tylko wtedy, gdy” jest bardzo czgsto uzywany

w matematyce. Na przyklad postugujac si¢ tym spdjnikiem, ze zdan (7)

i (8) otrzymamy zdanie: :

(10) | 10& jest liczba podzielna przez 2 wtedy i g)lko wtedy, gdy 10 jest
/ | liczba parzysta.

Zdanie uzyskane przez polaczenie dwu zdan zwrotem ,,wtedy i tylko wtedy,’
gdy”’ jest nazywane réwnowaznosciq.

Wreszcie ostatni zwrot ,,nie” napisany przed jakimkolwiek zdaniem
tworzy wraz z nim nowe zdanie zwane jego zaprzeczeniem albo negacjq.
‘Na przyktad piszac przed zdaniem

5 jest liczba podzielna przez 2

zwrot ,,nie” - otrzymamy zdanie:

\ Nie, 5 jest liczba podzielna przez 2.

(Y) Nazwanie zwrotu ,,jezeli..., to” spojnikiem moze budzié watpliwosci. Zwréémy
jednakze uwagg, Ze z gramatycznego punktu widzenia rola tego zwrotu jest podobna
do spbjnikéw ,,i” oraz ,,Jub”, gdyz z dwu zdan skladowych pozwala on stworzy¢ nowe
zdanie. W tym sensie nazwanie tego zwrotu sp6jnikiem jest uzasadnione.
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Na to, by byé w zgodzie z duchem gramatycznym jezyka, zdanie to
czytamy czasami w nastepujacy sposob: ,,Nieprawda, ze 5 jest liczba po-
dzielng przez dwa”. Nie jest to jednak calkowicie zgodne ze znaczehiem
spo;mka ,,me , gdyz zwrot ,,nie”’ oznacza zaprzeczcme, a zwrot ,ime-
prawda, Zze” ma charakter wartosciujacy sad.

Zwrot ,,nie” nazwali$my rownieZ spdjnikiem zdaniowym, chociaz odnosi
si¢ on tylko do jednego zdania. Spéjniki migdzyzdaniowe pozwalajg bowiem
tworzyé z jednych zdani nowe zdania. Zamiast terminu spéjnik zdaniowy,
ktdry jest uzywany raczej w gramatyce, w logice stosuje si¢ czesto zwrot:

Junktor zdaniotwérczy. W tym paragrafie pozostaniemy Jednak przy pierw-

szym terminie.

Na zakonczenie paragrafu o spdjnikach zdaniowych, zwrécimy uwage
jeszcze na fakt, ktéry dla os6b stykajacych sig po raz pierwszy z rachun-
kiem zdai wydaje si¢ dziwny. Mianowicie, zdania laczome jakimkolwisk
spéjnikiem nie musza byé ze soba powiazane treSciowo. W podanych
przykladach laczone zdania nie byly niezalezne. Na przyktad (7) i (8)
wyrazaja pewna wlasno§é liczby 10. Jednakze réwnie dobrze mozemy
polaczy¢ jakimkolwiek z podanych spéjnikéw dwa zdania nie majace
ze soba Zadnego zwigzku treSciowego, jak np.

an 10 jestAlicZ«;bai parzysta i 7 jest liczba pierwsza,

(12) 10 jest liczba parzysta lub 7 jest liczba pierwsza,

(13) 10 jest liczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 7 jest liczba pierwsza,
(14) | Jezeli 10 jest liczba parzysta, fo 7 jest liczba pierwsza.

O ile skladnia zdania (11) nie razi naszego poczucia poprawnofci,
to zdanie (12) z punktu widzenia gramatycznego wydaje si¢ nieco dziwne.
W jezyku potocznym uzywamy bowiem spéjnika .,,lub”, gdy oba zdania
sktadowe alternatywy maja jednakowy podmiot, badZ jednakowe orzecze-
nie, jak np.:

10 jest liczbg parzysta lub 10 jest liczbg pierwsza,
10 jest liczba parzystg lub 7 jest liczba parzysta.

-

Podobne uwagi nioZna uczynié odnosnie zdan (13) i (14).

SR Y VT
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A wiec w logice za poprawne uwaza si¢ nawet zdanie
10 jest liczba parzysta Iub 13-go lutego 1965 r. jest sobota,
czy/téz zdanie
10 jest liczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 13 lutego

1965 r. jest sobota,
badz zdanie

Jjezeli 10 jest liczba parzysta, to 13 lutego 1965 r. jest sobota,

ghociaz w jezyku potocznym tego rodzaju konstrukcje zdan nie sg uzywane.
Réwniez w logice nie ma na ogét potrzeby rozwazania zdan zlozonych,

" ktérych czlony nie wigza si¢ ze soba. Ponadto, poniewaz na ogét stosu-

jemy rachunek zdahd do teorii matematycznych, wigc malo mamy przy-
~ padkéw laczenia spéjnikami zdan bardzo si¢ réznigcych treSciowo, tak
"jak w podanych przyktadach. Jednakze dla uniknigcia trudnoéci zwigzanych
z dokladnym okreSleniem kiedy dwa zdania mozemy laczyé spdjnikiem,
przyjmujemy, Ze spéjnikami mozna laczyé jakiekolwiek zdania niezalezne

-jak i zalezne, otrzymujac w ten sposéb réwniez zdanie zbudowane po-
L,,prawﬁie(l). :

Streszczenie

W zdaniach teorii matematycznych zasadnicza rol@ graja spo_]mkl
migdzyzdaniowe:
oo 1 4ee
... lub ...
... wtedy i tylko wtedy, gdy ...
jezeli ..., to ...
nie ...
zwane tez funktorami zdaniotwérczymi. Za pomoca tych spéjnikéw mo-
zemy z jakichkolwiek zdan, niekoniecznie zwiazanych ze sobg tresciowo,
tworzyé nowe zdania poprawne.

() Omawiane tu sprawy sa wyczerpujaco wyjasnione w podreczniku A. Grzegor-
czyka [1955], str. 65—75 oraz A. Mostowskiego, str. 7—13.

R
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§ 7. ZDANIA I SCHEMATY ZDAN

W podanych w ' poprzednim paragrafie przyktadach zdan zlozoaych
sp6jnik wystgpowat tylko jeden raz. Nic nie stoi oczywicie na przgsz-
kodzie, aby zdania ztozone taczyé dalej spSjnikami, otrzymujac w rezul-
tacie zdania zloZone z wigcej niz dwu zdan prostych. Aby badanie struk-
tury takich zdan uczynié bardziej przejrzystym, nie bgdziemy postugiwali
si¢ przykladami zdaf, a wprowadzimy pewne skréty. Zdania bedziemy
oznaczali matymi literami taciiskimi, np. p, g, r. Litery te bgdziemy nazy-
wali zmiennymi zdaniowymi. Beda one graly podobna role jak zmienne
liczbowe. Wprowadzimy réwniez specjalne oznaczenia symboliczne .na
sp6jniki zdaniowe, wedtug tabelki ponizej(*): '

i & .

lub ' v '
i wtedyitylko wtedy, gdy | =

jezeli..., to - o | ‘

nie | ~

W przyjetej symbolice omawiane typy zdad w poprzednim paragrafie

zapiszemy: \
| alternatywa PV E
koniunkcja r &q,
réwnowaznos¢ p =g,
implikacja p=q,
negacja ~p.

Oczywiscie dwa dowolne zdania zlozone mozemy ponownie ticzyé jed=
nym ze spSjnikéw, otrzymujac bardziej ztozone zdania itd. Na przyktad:

(v &,
- (~p&n)=~g,
=9 &@=9.

— | R
(*) W literaturze spotykane s réwniez inne sposoby oznaczania sp6jnikéw logicznych

' “hastepujace wyraZenia:
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. Wyrazenia jak wyzej, w ktérych zamiast zdan wystgpuja zmienne zdaniowe,

nie sa oczywiscie zdaniami, chociazby z tego powodu, Ze W kazdym zdaniu

. musimy umieé wyréznié podmiot i orzeczenie. W powyzszych _za§1Wyra-
" zeniach uczynié tego nie mozemy. Jezeli natomiast litery zastapimy jakimi$§

zdaniami (prostymi lub ztozonymi), to z wyrazefi tych otrzymamy juz
zdania. Wyrazenia te graja wigc role jak gdyby schematéw zdan, z kto-
rych mozemy otrzymaé zdamia o okreslonej strukturze. W schematach
tych szczegSlnie uwypuklona jest rola sp6jnikéw zdaniowych, tak ze od
razu widaé w'jaki sposéb poszczegSlne spéjniki lacza ze soba zdania ele-
mentarne. Schematy zdan przypominaja formuly arytmetyczne, takie jak
op. :

. (x+y )_Za

(xy)+z,

w

1 z tego powodu s3 nazywane formulami rachunku zdai tub krotko formu-
lami. Pojecie formuly mozemy réwnieZ okreslié formalnie przez podanie

X definicji indukcyjnej:

1. Litery p, g, ¥, ... $&. formutami. '
2. dezeli @ i ¥ sa dowolnymi formutami, to réwniez formulami sa

@) & (P),

@) v (P),

@) = (P), S
(@)= ). |

3, Jezeli @ jest formuly, to ~ (P) jest réwniez formuls.

" 'Na przyklad, jezeli zgodnije z punktem 1 definicji, litery pigsa for-
r‘fr‘ﬁiiémi,‘vtb na podstawie punktu 2 formuty jest réwniez wyrazenie (p) v (9),
zgodnie za$ z punktem 3 formulg jest ~ (@) v (9)), dalej za$ na podstawie

~ punktéw 1 i 2 formula bedzie réwniez wyrazenie (N(( p) v(q))) = (p).

W formutach zbudowanych wedtug podanej definicji wystgpuja wszy-

: rStk.le nawiasy, co przy dluzszych formulach utrudnia nieco ich czytanie.

Przyjmiemy wigc, jak to si¢ czyni w algebrze czy 'w arytmetyce, Ze WSZY~

' \itkich nawiaséw nie piszemy w formulach, a tylko te ktére sa niezbedne
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P
dla jednoznacznego ich odczytania. Zamiast wiec np. plsae (~ ((p) \%
v (9))) = (), napiszemy ~(p v q) = p.
Ogélnie przyjmiemy nastgpujace zasady opuszczania naw1asow
1. Pojedynczej zmiennej nie piszemy w nawiasach. {

2. Negujac wyrazenie, ktdére jest juz poprzedzone symbolem negacii
nie ujmuje si¢ tego wyraZzenia w nawiasy.

3. Przyjmiemy, e spdjniki wigza w nastepujacej kolejnosci
| ~, &, =>, =, V.

Powyisze zasady zilustrujemy przykladami:

p&qgv r oznacza (@& v 1),
gdyz iloczyn wiaze mocniej niz suma. ~
p&q=r ozacza ((p&q)=7),
gdyz rownowazno$¢ wiaze slabiej niz iloczyn.
p=>g=r oznacza ((p=>q)Er), )

gdyz implikacja wigze mocniej niz réwnowazno$é.

Streszczenie

Schematy zdand albo inaczej formuly rachunku zdan, sa to wyrazenia -

zbudowane ze zmiennych zdaniowych oraz funktoréw zdaniotwérczych,

tzn. sp6jnikéw logicznych, podobnie jak formuly algebraiczne — zbudo-

wane ze zmiennych liczbowych oraz symboh operacji arytmetycznych

Zadania

1. Okre§lmy pojecie diugoéci formuly nastepujaco. Zmienne zdaniowe maja ‘dlugosé
1; Jezeli formuly @ i¥- maja: dlugosei m i n, to formula @ o W, gdz1e o jest spojnikiem
zdaniowym dwuargumentowym, ma diugosé m-n+1, formula ~, @ za$§ ma dhugosén+-1.

RO T Y

§ 7. Zdania i schematy zdan

a) Obliczy¢ dtugo§é formut:
~pv@=nr=~(~p),
S (= =>@=>N=@=r).

b) Udowodnié przez indukcje, ze dlugo$é formuly jest réwna ilosci znak6w pomniej-
szonej o ilo§é nawiasow.

¢) Udowodnié, ze dla skoriczonej ilofci zmiennych zdaniowych (r6wnej S>> 5)
liczba formut o dlugoéci n zapisanych za pomocg spojnikéw &, v, =, =, ~ jest < 8™

2. a) Usunaé zbedne nawiasy z formul:

¢ [p & (=gl v (~ D),

p:(_q-_->(r=>(s=>t))),
~((p=a)=r1VP).

b) Ile réznych formut mozna otrzymaé z formut z punktu a), zmieniajac ustawienie
nawias6éw i ich ilo$é?

¢) Spdjnik zdaniowy o wystqpujacy w formule f(p, g, ...
gléwnym, jezeliz

2lbo istnieja formiuly g(p, g, ...,

t) nazywamy spdjnikiem

0inp,q, ... t) takie, ze formula

g(p’q’ At ] t)o h(p,q’ sy t)

jest formula f(p, g, ..., 1),
albo:o jest negacja ~ i istnieje formulag(p,q, ..

jest formula f(p,q, ..., ).
Wskazaé spojnik giéwny w formulach z punktu a).

3. a) Piszac: v pgq zamiast p V g,

., t)taka, ze formuta ~ g(p, g, ..., t)

&pgq zamiast p&gq,
= pg zamiast p=-g,
=pq zamiast p=gqg
i zwyczajnie ~ p,
zapisac formu/ly‘
‘ ~(p=>(~g=r),
. p=pVa

b) Udowodmé ze w kazdéj przeplsanej w taki sposéb formule spéjmk gléwny bcdz1e
stal na pierwszym miejscu.
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§ 8. PRAWDZIWOSC ZDAN ZL.OZONYCH - -

W poprzednich paragrafach zajmowali$my si¢ budowa zdan wystgpu-
jacych w teoriach matematycznych. Podane struktury zdan nie wyczerpuja
wszystkich typéw zdan spotykanych w matematyce (z dalszymi rodzajami
zdani zapoznamy si¢ W nastgpnym rozdziale), jednakze stanowia one pod-
stawe wszelkich wypowiedzi matematycznych. Jak juz to stwierdzili$my,
gléwnym celem logiki jest badanie kryteriow prawdziwosci zdan w zalez-
noéci od ich struktury. Chodzi bowiem o to, abySmy o prawdziwbéci
jakiego$ zdania interesujacej nas teorii mogli sadzi¢ tylko na podstawie
jego struktury nie wchodzac w jego sens i znaczenie. Fragment logiki
zwany rachunkiem zdad podaje nam metody badania prawdziwosci zdan,
ktére skladaja si¢ ze zdarn sktadowych potaczonych odpowiednio, podany-
mi w poprzednim paragrafie spéjnikami zdaniowymi. Punktem wyjscio-
wym do tych rozwazan jest okre§lenie jak zalezy pr:}wdziwoéé zdania
Zozonego z dwéch zdan, od prawdziwosci zdan sktadowych oraz uzytego
do ich polaczenia spdjnika zdaniowego. (Oczywiscie w przypadku zasto-
sowania spéjnika ,,nie” do budowy nowego zdania ze zdania danego,

- prawdziwo$é negacji zalezy tylko od jednego zdania skltadowego). Zagad-
nienie to oméwimy kolejno dla wszystkich podanych spdjnikéw.

1. Alternatywa, p v g, jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy choé
jedno ze zdan p, g jest prawdziwe. Na przyktad zdanie Y

10 jest liczba nieparzysta lub 10 jest liczba parzysta,
jest prawdziwe, gdyz prawdziwe jesc zdanie

10 jest 1iczbq parzysta.
Natomiast zdanie

10 jest liczba pierwsza lub 10 jest liczbg wigksza od 20

jest falszywe, gdyz oba zdania wchodzace w sklad alternatywy sa falszywe.
< Oczywiécie, jezeli oba zdania p, g alternatywy sa prawdziwe, to alternatywa
jest réwniez prawdziwa. Dla krétkoéci zapisu wygodnie jest uzywaé naste-
pujacych skrétéw: Zamiast ,,zdanie p jest prawdziwe”, zapiszemy p = 1,
oraz zamiast ,,zdanie p jest falszywe”, zapiszemy p = 0. Symbole 0 i 1
graja w naszym zapisie role stéw ,falszywe” i ,,prawdziwe”. Sa one tez
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nazywane wartosciami logicznymi. Tak wiec kazda zmienna zdaniowa
moze przyjmowaé jedng z dwu wartoéci logicznych ,,prawda” i ,falsz”
Juby w skrécie 1 i 0. Prawdziwoéé alternatywy mozemy teraz scharakte-
ryzowaé nastgpujaco: 4

" Alternatywa p v g = 1, wtedy i tylko wtedy, gdy p=1lub(Hg=1
;- Wiasnosé te wygodnie jest ujaé w postaci tabelki:

pVvg

|
|
|

_te O <L

N
mlmlolo|w
- o= O |

v,. W jqzyku bpoto_cznym, gdy dwa zdania sa niezalezﬁe treSciowo i oba sa
Q»prawdziWe, jak juz zauwazyliSmy, zazwyczaj nie laczymy ich spojnikiem
,lub”. Na przyklad konstrukcja zdania '

Janka jest ladna lub Ina ma zielone oczy

5 jakk@lwic;k poprawna z gramatycznego punktu widzenia jest jednak nie
. “uzywana, nie ma bowiem potrzeby stosowania takiej konstrukcji. Fakty

wyrazone w tym zdaniu powiedzieliby$my w postaci dwu oddzielnych zdan.

. W matematyce natomiast zdarza si¢ czesto taka sytuacja, Ze znamy praw-

dziwo$é alternatywy, nie wiemy natomiast jeszcze, ktore ze zdan sktadowych
jest prawdziwe. PoniewaZ nie mozemy nic powiedzie¢ w. takim przypadk‘u
o prawdziwosci zdaf p i ¢, musimy wigc W rozumowaniu postugiwaé si¢

ich alternatywa.

2. Koniunkcja, p&q, jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba

~ zdania sktadowe p oraz g sa prawdziwe. Tabelka dla koniunkcji ma postaé:

p a | p&a
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

(*) Nalezy zwréci¢ uwage, Ze stowo ,,Jub” jest tu slowem z jezyka potocznego.
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Nie wymaga ona komentarza, gdyz w jezyku potocznym postugujemy
si¢ spéjnikiem ,,i”” w sposSb identyczny, tzn. laczymy nim wtedy dwa zdania,
gdy cheemy wyrazié przekonanie, ze oba zdania koniunkcji sa prawdziwe.

3. Implikacja jest spéjnikiem, ktérego zrozumienie sprawia najwitksze
ktopoty, dlatego radzimy zwrécié na nig szczegdlng uwage. Nie bedziemy
starali si¢ podaé dlaczego przyjeto takg a nie inng definicje prawdziwosci
implikacji w logice, gdyz sprawy te sa doskonale przedstawione w wielu
mnych podrecznikach logiki (patrz A. Grzegorczyk [1955], A. Mostowski),
a nie sadzimy, aby udalo si¢ nam z réwnga $cistoscia uzasadnié stanowisko
jakie zajmuja w tej sprawie logicy. Podkre$lamy tylko, Ze uzywanie zwrotu
»jezeli ..., to” w zdaniach teorii matematycznych odbiega od postugi-
wania si¢ nim w jezyku potocznym, co jest Zrédlem wielu nieporozumien.
Wynikaja one stad, Ze w jezyku potocznym laczenie dwu zdan zwrotem
»iezeli ..., to” jest mozliwe jedynie w bardzo szczegblnych okoliczno$-
ciach, natomiast w zdaniach jezykéw teorii matematycznych, na zdania
Iaczone tym spéjnikiem nie nakladamy zadnych warunkéw, tzn. mozemy
nim faczyé jakiekolwiek dwa zdania, jak np.

) Jezeli 10 jest liczba pierwsza, o 2 jest wigksze od 5.

Implikacje, p = ¢, uwazamy za falszywa, jedynie w tym przypadku,
jezeli zdanie p jest prawdziwe a zdanie ¢ — fatszywe. W kazdym ihnym
przypadku implikacj¢ uwazamy za prawdziwa.

Powyzsza wlasno§é mozemy wyrazié w postaci tabelki:

P q p=>gq
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Zgodnie z podana definicja prawdziwosci implikacji, zdanie (1) logicy
uwazaja za zdanie prawdziwe.

Zdanie p nazywamy poprzednikiem albo zalozeniem implikacji, nato-
miast zdanie g — nastepnikiem albo tezq. Bardzo wazna jest z matematycz-
‘nego punktu widzenia nastgpujaca . wiasno§é implikacji: jezeli wiémy,
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ze implikacja jest prawdziwa oraz prawdziwe je.s*t.zalozf,inie (poprzednik),
to prawdziwa jest réwniez teza (nastepnik). W rozumowamacl_l matematycz-
nych bowiem bardzo czg¢sto zachodzi potrzeba postgpowam?l c?.dwromegf)
nizx»"/t(), ktére opisujemy obecnie, tzn. nie chodzi nam o znalezienie prawd?.l-
Woéci zdania zlozonego w zaleznosci od zdah sktadowych a odwrotnie:

“okreslenie prawdziwosci jednego ze zdan skladowych, gdy znamy prawdzi-

wo$é zdania zlozonego i prawdziwo$¢ drugiego zdania sktadowego. Impl.i-
kacja pozwala na wnioskowanie o prawdziwosci jej nastQpI.lika na podstawie
prawdziwosci catego zdania oraz poprzednika. Fakt ten jest wykorzystany
% tzw. regule odrywania, o ktérej bedzie mowa w § 14.

4. Réwnowazno$é, p = q, jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy

" oba zdania p i g sa albo jednoczesnie prawdziwe, albo jednoczeénie fai-

szywe. . . ’
Tabelka réwnowazno$ci bedzie wigc miala postaé:

p=gq

L3

=i ool
- O | =N
O[O

Sens tego spdjnika jest oczywisty. .
5. Negacja, ~ p, jest prawdziwa, jezeli zdanie p jest falszywe i odwrotnie.
Tabelka negacji jest wigc bardzo prosta

p ~p
0 1
1 0

Rozumienie jej nie przedstawia trudnosci. ’ '
6. Obecnie moienﬁy juz okreslié warto$¢ logiczng dowolneg_o zdam.a:
ztozonego. Wystarczy do odpowiadajacej mu formuly logipznej wstawic
wartoéci zdan elementarnych i poshugujac sig tabglkam1 charakteryzu.-
jacymi spéjniki logiczne, obliczyé warto§é logiczng zdania b-adanego, t!.
sprawdzié czy jest ono prawdziwe, czy falszywe. Postgpowanie przy obli=
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czaniu wartoséci logicznej zdania zlozonego jest podobne do wykonywania
zwyklego rachunku liczbowego, z ta réznica, Ze w obecnym przypadku
role dziatad arytmetycznych graja spdjniki zdaniowe, ktdrych dzialanie
na warto$ciach 0 i 1 okre$lone jest tabelkami. Na przyklad jezeli p =1,
g=1orazr=0, to ' '

N@&ﬁsr=~a&nso=L

Streszczenie

Jezeli w formule rachunku zdan na miejsce zmiennych zdaniowych pod-
stawimy zdania, to w rezultacie otrzymamy zdanie ztoZzone. Jezeli nato-
miast na miejsce zmiennych zdaniowych w formule podstawimy warto$ci
logiczne interesujgcych nas zdan, to wykonujac obliczenie zgodnie z ta-
bliczkami spéjnikéw logicznych, otrzymamy warto$é logiczng zdania zlo-
zonego. Badanie prawdziwosci zdan sprowadza si¢ wigc, do wykonywania
prostych rachunkéw, bez potrzeby wnikania w sens badanego zdama.

Zadania N
1. Dla jakich wartosci logicznych p, g, r, nizej podane formuly przyjmuja warto$¢ 0:
=g =>r,
(p=~p)=p
@ =>~p)=>~p,
p VvVg=r,
p&g=q.
2. a) Uzasadnié, ze jezeli zdanie ma postaé¢ implikacji,
f,q9,1)=>¢@,q,n),
to by sprawdzi¢ jego prawdziwos¢ wystarcza sprawdzié tylko te pocistawienia 0il na

D q, 1, przy ktérych jednocze$nie poprzednik f(p, g, r) jest prawdziwy, nastepnik za$ fal-
SZYWY. ’
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b) Sprawdzi¢, czy zdania
p=p,
= ~p)=4q,
(@=>=>@=n1)=>w@=r),
p=>P=>9

sa prawdziwe dla dowolnych wartosci logicznych p, g oraz r.

(§ 9. FORMUEY ZAWSZE PRAWDZIWE. TAUTOLOGIE

Podstawiajac w dowolnej formule za zmienne ich wartosci logiczlft?
i wykonujac wystepujace w formule operacje logiczne, otrzymujemy wartosc
logiczna calego zdania zlozonego(*). o o
Przy podanej metodzie obliczania wartosci logicznej zdan ztozonych,
istniejg W rachunku zdan takie formuly — jak to fatwo zauwaz.yc — ktor}fch
warto§é logiczna nie zalezy od wartosci logicznych wystgpujacych w‘mch
zmjennych i zawsze jest réwna 0 albo tez 1. Na przyklad warto§¢ logiczna
>
formuly
pv~p=1
jezeli bowiem p = 0, to
Ov~0=0vi=l
oraz jezeli p =1, to
lv~l=1v0=1

‘Natomiast warto$é logiczna formuly
p&~p=0.

W logice szczegdlng rolg odgrywaja formuly, ktérych wal:toéé logicz'na
jest stale réwna 1, niezaleznie od wartosci logicznych wystquchycl} w n.10h
‘zmiennych zdaniowych. Formuly takie sa nazywane tautologiami logicz-

(Y Z uwagi na podobieristwo roli spéjnikéw ~, v, &, w obliczaniu wartosci lc.)gicz-
pej zdania czy formuly, do roli operacji arytmetycznych ,,+", ,— W wykonywamu. ra-
chunkéw liczbowych, spojniki zdaniowe, w takiej sytuacji, mozna nazwaé operacjam

- logicznymi.
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nymi albo prawami logicznymi. Jesli jakas .
e . jakas$ formuta jest ; :
pisali przed nia symbol ,, F”, np. Jest tautologia, bedziemy

I"pV ~p. L

OCZYVYISCIC jc?zeli warto§¢ jakiej§ formuly jest zawsze réwna zéru to jej
negacja bedzie tautologia logiczna, np. o

F~@(@&~p).

Mozna sprawdzié, ze nast¢pujace formuly s3 tautologiami logicznymi:

1¢)) P=(q=p) prawo symplifikacyi,
@ (p=>~p)=>~p

G) (~p=p) > p prawa Claziusa,

@ (P=q) = (~g=>~p) prawo transformacyi,
o) (P& ~p)=gq prawo Dunsa Scotusa,
© P=9=>(g=>r=0w=> r)  prawo sylogizmu.

Tautologie stanowia schematy poprawnych rozumowar, z ktérych ko- \
rzystamy przeprowadzajac jakiekolwiek wnioskowanie, niekoniecinie na :

tereIL:IJe matematyki, chociaz nie zdajemy sobie na 0go6l sprawy z tego“ faktu.
a przyktad bardzo czesto w rozumowaniach korzystamy z tautologii

zwanej prawem wylqczonego Srodka. Prawo to stwierdza, ze ze zdad
ora% ~p co najmniej jedno jest prawdziwe. Jezeli wigc stwierdzamy zlé
,,d;lé :]e.st. poniedzialek lub nieprawda, ze dzi§ jest poniedziatek” to’ co
hajmniej J_edno ze zdan skladowych tej alternatywy musi byé prav,vdziwe
Inna mozliwo$é nie istnieje. Jest tak jak glosi pierwszy skladnik alternatywy;
. lub tak jak glosi drugi skladnik.

Taatologia -

®) , F~(~p&p)

Jjest nazywana prawem fvquczonej sprzecznoSci. Stwierdza ono, Ze ze zdan
P oraz ~ p co najwyzej jedno jest prawdziwe. Prawo wylaczonego §rodka

)

!
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oraz - prawo Wwylaczonej sprzecznosci stwierdzaja wiec, ze z dwu zdan
sprzecznych p oraz ~ p, dokladnie jedno jest zdaniem prawdziwym.

~ Aby wyjasnié znaczenie tautologii rozpatrzmy jeszcze mastgpujacy
przyktad. Zdanie

(9) jezeli liczba a jest wigksza od zera i liczba b jest wigksza od Zzera,

to liczba a+b jest wigksza od zera

jest prawdziwe. Ma ono schemat

10) p&q=>r,

("gdzie p oznacza zdanie

- (11 liczba a jest wigksza od zera,
q oznacza zdanie
12y liczba b jest wigksza od zera,
r za$ ;
(13) " liczba a-b jest wigksza od zera.

Formuta (10) nie jest tautologia. Gdy potozymy p=1, ¢= 1, za$
r=0, wtedy formuta (10) przyjmuje warto$é 0. O prawdziwosci zdania

- (9) wnioskujemy nie na podstawie jego ksztaltu, a na podstawie sensu ma-

tematycznego zdari (11), (12)i (13). Zdanie (9) jest twierdzeniem matematyki,
ale nie jest szczegblnym przypadkiem tautologii.

Tnaczej sprawa przedstawia si¢ ze zdaniem

(liczba a jest wigksza od zera)

lub
i nie (liczba a jest wigksza od zera).
Zdanie to wyraza twierdzenie matematyki, ktdre jest szczegllnym przy-
padkiem prawa wylaczonego $rodka. :

Streszczenie

Formuly rachunku zdan, zwane tautologiami logicznymi, albo prawami
logicznymi, s to formuly rachunku zdan, ktdre niezaleznie od wartosci
wystepujacych w nich zmiennych maja zawsze wartosé logiczna 1. Spraw-

.dzenie czy jaka$ formuta jest tautologia jest wigc ‘bardzo proste i-polega

3 — Logika dla inzynieréw
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na wykonaniu wszystkich mozliwych podstawieri wartosci logicznych za
zmienne zdaniowe i obliczeniu dla kazdego podstawienia wartoéci logicznej

calej formuly. Jezeli dla kazdego podstawienia warto$é logiczna formu}y
jest réwna 1, to formula ta jest tautologia(?).

Zadania

1. a) Udowodni¢, ze formuly (1)-(6) ze strony 32 sa tautologiami loglcznyml
2. a) Udowodni¢ tautologie:

(=p=r=(@=@="r),

(p=q)=(g@=p).
b) Sprawdzi¢ nastgpujace tautologie
Fo=9 = (=29,
F@= q) = (g =p) = @=09),

Fo=>q)&(~g=> ~p)=(@p=9q),
Fe=q=~p vag,
Fe=>a=~0@&~g.

¢) Udowodni¢, ze formula f(p, g, r, ...) zbudowana tylko ze znakéw ,,=" rdwnowaz-
nosci, zawierajaca kazda zmienng parzysta ilo$¢ razy jest tautologlq

d) Opierajac si¢ na tautologiach udowodnionych w punkcie a), udowodnié réwno-
wazno§c

3

[f(Pn iy .oy 1) =8(D2,q2, ..., 1) = [( Pi=p)=...=(= "1)) =
=(G.(p2=p)=... = (2 = ),
gdzie f(p,q,r,...) oraz g(q,r,...) sa formulami zbudowanymi ze znakéw réwnowaz-

nosci.
e) Sprowadzié tautologi¢

(p=n=s)= p)*(r—S)
do postaci takiej jak podana w punkcie d).
f) Udowodnié, ze jezeli wyrazenie f(p, g, r,...) zbudowane tylko za pomoca spdj-
nikéw réwnowazmodci jest tautologia, to kazda zmienna wystgpuje w nim parzysta ilo§é
razy.

, (*) Takie sprawdzanie jest czgsto dosé klopotliwe, gdyz wymaga stosunkowo duzej
liczby operacji dla zbadania czy dana formula jest tautologia. Czesto stosuje si¢ uprosz-
czone metody, pozwalajace na szybsze sprawdzenie, czy formula jest tautologia anizeli
za pomoca wszystkich mozliwych podstawied. Por. zad. 2 § 7.

”»
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§ .10. PRZEKSZTAL.CANIE FORMUL RACHUNKU ZDAN

W paragrafie tym podamy kilka praw logicznych potrzebnych do prze-
ksztalcama formut rachunku zdaf oraz przyklady ich zastosowania w uprasz--
czaniu formut. Dla wygody w tym paragrafie, a takze w paragrafach 11-13,
za formuly logiczne bedziemy uwazali takze dwa wyrazenia: 0, ktore czy-
tamy ,.falsz” oraz 1, ktére czytamy ,,prawda”.

1. Prawo podwdjnego przeczenia:

F~~p=p.
(" 2. Prawa tautologii:
F(pv p)=p;
Fp&p) =
3. Prawa przemiennosci:
N Fpv @ =@V p),-
Fp &q) = (g &p).

4; Prawa lqcznosci: .

’ ' Hpv @v n)=(@vavr),
FHp&(qg&r)) = ((p &q) &r).

5. Prawo rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania:
Fp&(gv r)=(p&q) v (p&r).

6. Prawo rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia:
tpv (@& =@V Q&P vV r).

7. Prawa de Morgana:

. b~@Vv@=~p&e~g,
F~((p&q) =

Sens wszystkich tych praw jest oczywisty. Warto jedynie zwrdci¢ uwage,
ze prawa 3, 4 i 5 przypominaja znane nam prawa z arytmetyki, natomiast
odpowiednika prawa 6 w arytmetyce aie ma, ni¢ mozemy bowiem napisac:

x+(y-z) = (x+y) (x+2).

~pV ~d(.
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Réwniez prawa 2 nie maja odpowiednika w arytmetyce, gdyz -~
xX+x = 2x,
XX =x2,
Prawo 1 za$ przypomina nastgpujace prawo znane z arytmetyki:
—(—®) ==x.

Natomiast pozostale prawa nie maja odpowiednikéw w arytmetyce.
Dla przyktadu upro$émy nastepujacy formule logiczng

@ (v @& ~p)&gq.
Stosujac do pierwszej z lewej strony koniunkcji prawo 5, otrzymamy
@ (P& ~p) v (& ~p)) &q.
Poniewaz
& ~p)=0

na podstawie prawa wylaczonej sprzecznodci, wiec formule (2) mozemy
napisaé w postaci: .

3 0v (¢& ~p)) &q.

Z d:finicji alternatywy formule (3) mozemy zastapié réwnowazng. JeJ
formutg

@ | @& ~p)&g;

stad z praw 3, 4 i 2 przeksztalcamy formulg (4) na formulg
® ~ p&q;

ostatecznie mozemy wigc napisaé

©) ((ov & ~p)&g=~p&q.

Znak réwnosci nalezy tu rozumieé tak, ze wartosé logiczna formuly sto-
Jacej po lewej stronie jest réwna wartosci logicznej formuly stojacej po
prawej stronie. Z podanych przez nas rozwazan wynika, Ze tak jest w isto-
cie. Wiec formula

Q) (v D& ~p)&g= ~p&q

jest tautologia logiczng. _ -

)

t
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Streszczenie - -

 Prawa logiki pozwalaja na przeksztatcanie formut rachunku ‘z;daiil, pbdo-
bnie jak prawa arytmetyki pozwalaja na przeksztalcenie formul arytme-

tycznych. Niektére prawa logiki przypominaja prawa znane z arytme-
“tyki, jak np. prawo lgcznodci, jednakze niektére prawa log1k1 nie majq

odpow1edmkow w arytmetyce.

(Z.adaniat
1. Przeksztalci¢ formule
R g=>{{P&~p)
 na formulg ~ g. :
2. Przeksztalci¢ formuly 7 ,
p=>q, ~@=d, p=0@=9

na formuly zawierajace
a) alternatywe i negacje; b) komunkc_te i negacje.

3. Przeksztalkcié formuly na formuly zawierajace implikacje i negacje:

p=q, pVvg, p&kqg, ~pVvg, p&~gq.
4. Uprosci¢ formuly )
» P&V ~@ Vs
b) , C pE&~dV~GVY

na formuly o najmniejszej dtugosci (por. zad. 1z § 7), zawierajace jakiekolwiek ze spéj-
nikéw v, &,=, =2, ~. .
5. a) Sprawdzi¢ tautologie (1)-(7) z tego paragrafu.
b) Z tautologii (2)-(4) wywnioskowaé, ze kazda formule f(p,q,r, ..., ) Zb}ldo-
wana ze zmiennych p, g, r, ..., § oraz symbolu alternatywy ,, v >’ mozna przeksztalci¢ na
réwnowazna jej formule

()] pPVvgVvVrVv..vs,

gdzie ustawienie nawiaséw jest obojetne. Podobnie dla funktora koniunkciji,, &”.
¢) Udowodni¢, ze formuta

() : ' gvVhVEV...Vm
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zbudowana ze zmiennych p,q, r, ... tak, 7ze kazda z liter wystepujacych w (x#) - jest
albo zmienna, albo jej ‘negacja, jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy jakaé zmienna
wystepuje co najmniej raz zanegowana i co najmniej raz niezanegowana.

d) Pokazaé, ze negacja formuly (x+) nie moze byé tautologig.

§ 11. INNE SPOJNIKI

Podane przyklady spéjnikéw nie wyczerpuja wszystkich mozliwych
spojnikéw, ktére mozna zastosowaé do laczenia dwéch zdad. Na przy-
klad mozemy wprowadzi¢ spéjnik »#”, zwany réznicq symetryczng zdat
P i g, ktéry ma nastepujaca tabelke:

p q pFEq ~
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Réinica symetryczna zdani jest wiec prawdziwa wtedy i tylko wtedy,
gdy oba zdania p iq maja rézne wartosci logiczne. Zdanie P # g czytamy
zazwyczaj ,,albo p, albo ¢”.

Innym ciekawym przykladem spéjnika jest jednoczesne zaprzeczenie ;
zdan p i q. Spdjnik ten bedziemy oznaczaé symbolem ,,/” i zdanie p/q bedzie-

my czytali ,,ani p, ani ¢”. Tabliczka tego spGjnika jest nastepujaca:

p q plq
0 0 1
0 1 (]
1 | o 0
1 1 0

Poniewaz spéjniki interesuja nas z punktu widzenia wartosci logicznej
zdania zlozonego za ich pomocg — w zalezno$ci od zdad sktadowych
mozna wigc napisaé 2* réznych tabliczek charakteryzujacych spéjniki.”
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Mozliwych jest wigc 16 réznych spdjnikéw zdaniowych dwuargumen-
towych. Wszystkie te spdjniki sa podane w tablicy ponizej:

Nr kolejny | Tabliczka | Oznaczenie
0 0000 0
1 0001 p&gq
2 0010 PAq
3 0011 b
( 4 0100 ) AN
5 0101 q
6 0110 pEq
: 7 0111 pvae
8 1000 plq
9 1001 pP=gq
10 1010 ~q
11 1011 g=p
* 12 1100 ~p
13 1101 P=>q
14 1110 P\ ¢q
15 1111 1
Sp6jnikéw jednoargumentowych jest 22 = 4. Oto one
Nr kolejny Tabliczka Oznaczenie
0 00 0
1 01 p
2 10 ~D
3 11 1

W drugiej kolumnie podane sg wartoéci zdania otrzymanego przez zasto-
sowanie funktora do zdania p kolejno dla p = 0 i p = 1. Funktory nr 0
inr 3, to funktory tworzace ze zdania p odpowiednio zdanie zawsze fal-
szywe i zdanie zawsze prawdziwe. Funktor nr 1 to funktor tozsamosciowy
nie zmieniajacy zdania p, funktor za§ nr 2 to negacja.
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Przejdziemy teraz do omawiania tabelki funktoréw dwuargumentowych.

W drugiej kolumnie. tablicy podano kolejne warto$ci zdania ztozo-
nego za pomoca odpowiedniego spéjnika, dla kolejnych wartoéci zmien-
nych pigq: 00, 01, 10, 11. Wiersze tej kolumny sa wigc ostatnimi kolumnari
tabelki odpowiedniego spdjnika. Na przyktad dla implikacji wiersz ten
ma postaé 1101, gdyz 0=>0=1,0=>1=1,1=0=0,1=>1=1

Spéjnik 0 oraz spéjnik 15 z dowolnych zdan tworza odpowiednie zda-
nie zawsze prawdziwe oraz zdanie zawsze falszywe. Wilasciwie nie sg one
wiec sp6jnikami, jednakze dla uzyskania jednolitosci potraktowaliSmy je
jako sp6juiki. . \ ‘

Spéiniki 3 oraz 5 przypisuja zdaniom p badz g te same zdanie, nato-
miast spéjniki 10 oraz 12— ich negacje. Pozostale wiersze tablicy wyczer-
puja wszystkie mozliwe pozostale spdjniki dwuargumentowe, tj. tworzace
z dwéch zdan p oraz g nowe zdanie. ~

Spéiniki podane w tablicy nie sa od siebie niezalezne. Miedzy nimi
istnieja pewne zwiazki. Na przyklad réwnowazno$¢ mozemy okreslié za
pomoca sumy, iloczynu i negacji w nastgpujacy sposob:

p=qg=0@&V (~p&~g). )
Podobnie mozemy okre$lié inne spdjniki:

pEg=0&~qV (~p&g),

p=q=r~pV4

| plg A=‘~p& ~4q,

pNg=r~pV ~g
* Spéjniki, negacja oraz alternatywa, badz tez negacja i koniunkcja, jak
réwniez negacja i implikacja wystarczaja do okreSlenia wszystkich po-

zostatych spéjnikow.
Réwniez spéjnik 8, p/g, o ktérym byla mowa na str. 38, a takze spdjnik

14 (zwany dyzjunkcjq Sheffera) wystarczaja do okre§lenia wszystkich

pozostatych spojnikéw. Na przyklad

Cpva=(@i@l). T

A P
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Streszczenie

Przypisujac kazdej parze wartoéci logiczaych 00, 01, 10, 11 na wszystkie
sposoby wartoéci 0 i 1, otrzymamy 16 mozliwych spéjnikéw logicznych.
Nie wszystkie z nich odgrywaja rolg w logice. W niektdrych zastosovfla-
niach logiki jednakze wygodnie jest mie¢ mozliwoéé dobrania takich
spéjnikéw, ktére sa aktualnie przydatne do naszych celow.

%adania

1. Udowodni¢, Ze za pomoca spOjnikow zdanio\avych 0'i = mozna okresli¢ .negacje,
alternatywe, koniunkcjg i réwnowazno$é (por. zadanie 1 i zadanie 3 z poprzedniego pa-
ragrafu). o . . i
2. Wypisaé wszystkie spojniki, ktére mozna okresli¢ za pomoca spojnikow ,,#

"
.

A 4~y » o

3. a).Okredlié negacje, alternatywe i koniunkcje za pomoca spéjnika p/qg.
b) Okredlié negacjg, alternatywe i koniunkcje za pomoca spojnika p\4q.
¢) Wyrazi¢ spojnik p\¢q przez spojnik plq i na odwrét.

£ Wyrazié wszystkie spojniki, ktére mozna okresli¢ przez:

" a) implikacje i alternatywe,

b): implikacje i k’oniuhkqjq;

§ 12. POSTACIE NORMALNE

.Formule postaci
P& & ... &P

gdzie ¢;=0 lub ¢;=1 oraz p? = ~ p, natomiast Pl =D b@dzie.my
nazywali “koniunkcjq elementarng. Koniunkcja elementarna jest wigc ilo-
czynem logicznym n réZnych zmiennych zdaniowych zanegowanych badZ
nie. W szczeglnym przypadku pojedyncza zmienna zdaniowa jest row-
niez koniunkcja elementarna. Dla n zmiennych zdaniowych liczba réznych

~ koniunkcji elementarnych wynosi oczywicie ‘2" Na przyklad dla n=2

mamy nastqpujacevkoniunkcje elementarne

’ pt&q' = pé&q,
pr&g® =p&~g,

v
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P°&q' = ~p&y,
p°&g° =~p&~y,
Dla n = 3 koniunkcje elemeniarne bgda mialy postac

pl&qt &r! = p&q&r,

P &GI&P° =p&qg&~r,

P &GP & =p& ~q&r,

P &P°&I°=p&~qg&~r,
P&G &t = ~p&q&r,
PP&P&C =~p&qg&~r,
PP&G°&r = ~p&~qé&r,
PP&PP&E =~p&~qg&~r.

~
Podobnie okre§limy alternatywe elementarna. Formule postaci

1—-c 1—c 1—¢
Py *vpy?V..vp, ™

bedziemy nazywali alternatywq elementarng, gdzie c;, jak poprzednio,
jest 0 lub 1 oraz p) = ~ p;, natomiast p; = p;.

Alternatywa elementarna jest wiec suma logiczng n réznych zmien-
nych zdaniowych, z ktérych kazda moze byé zanegowana lub nie. Na
przyktad ' ‘ "

PPvaglvrrl=~pvgv ~r,

Oczywiscie dla n zmiennych zdaniowych istnieje 2" réznych alternatyw

elementarnych. Dla n = 2 alternatywy te beda mialy postaé:

pPvgt=pvay,
pvg®=pv ~yg,
P’vgl=~pvay,
P°vgl=~pv~g.

Sume logiczng dowolnej liczby réznych koniunkcji elementarnych
n zmiennych zdaniowych, bedziemy nazywali formulq w dyzjunkcyjnej
postaci normalnej. Na przyktad formuta

(p&q) v (~p&q) "

e e

L

e .
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jest w dyzjunkcyjnej postaci normalnej. Dodatkowo umawiamy sig, Ze
bedziemy uwazali formule O, czyli formute f(p,q, ...y =0 za formulg
w dyzjunkcyjnej pos aci normalnej.

Tloczyn logiczny dowolnej liczby réznych alternatyw elementarnych
n zmiennych zdaniowych, begdziemy nazywali formulq w koniunkcyjnej
postaci normalnej. Na przyktad

v &V ~&(~pVv ~4q)

jest formuta w koniunkcyjnej postaci normalnej. Formule 1, czyli for-

mate f(p, g, ...) = 1 uwazamy réwniez za formule w koniunkcyjnej po-taci
ormalnej.

. TWIERDZENIE 1. Dowolng formule rachunku zdar @(py, P2, -+ D,) mozna

‘przedstawié¢ w nas(gpujqcej postaci:

(0,0, ..., 0) &(P2 &pI& ... &P) V ... V
v o1, .., )&pi & & ... &pl)
zwanej dyzjunkcyjnq postaciq normalng.

Zauwazmy, 7€
* D(cy, Cay ---» C) &(PT &P ... &pir)

“jest réwne 0, jezeli @(cy, ¢z, ---» ¢, = 0, réwne za$

P &p7 & ... &pys
jezeli @(cy, €25 +e0s Cp) = 1.

PRZYKEAD. Przedstawimy w dyzjunkcyjnej postaci normalnej jaka-
kolwiek formute D(p, g, r), gdzie p, g, r sa zmiennymi zdaniowymi a war-
toéci logiczne formuly @ s3 dla odpowiednich wartosci p, g orazr, okreslone
nastgpujaca tablicg logiczna:

==l 0| Ol
— = OO == O OIR
- O O OO
olml=mlololo| =&
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Zgodnie z twierdzeniem ‘1, aby utworzyé dyzjunkcyjna postaé nor-
malna tej formuly, musimy utworzyé wszystkie . koniunkcje elementarne
trzech zmiennych zdaniowych p® &g &r®, mnozac kazdz koniunkcje
elementarng przez warto$é logiczna formuly dla p=¢,, g=c, oraz
r =-<c;. Poniewaz 0 & p = 0, wigc wszystkie iloczyny elementarne, dla
ktérych D(cy, c;, c3) = 0, odpadna i pozostang tylko te iloczyny elemen-
tarne, dla ktérych @(cy, c;, ¢3) = 1. Mdwigc prociej nalezy z tabelki
formuly @ wybraé te wiersze, w ktérych formuta @ jest réwna 1 i dla nich
utworzy¢ iloczyny elementarne. Suma tych iloczynéw bedzie poszukiwana
formula w postaci normalnej. W naszym przykltadzie iloczyny te beda
nastepujace: o ,
o P& &P =~p&~g&~r,
P&PE=p&~q&~r,
P &P &M’ =p&~g&r,

P& &I =p&g&~r.

A wiec poszukiwana dyzjunkcyjna postaé normalna dowolne_} formuly
D spelniajacej tabelke, bedzie

1) (~p&~q&~r)v §/ &Nq&Nr)v (p&Nq&r)v(p&q&Nr)

Podana przez nas tabelka opisuje wiele formut réwnowaznych soble
Na przyklad formule (1), a takze formute

@ ~p&~@Vvrvp&~(g&r)
czy tez formule : :
® - ~@vnvp&g#En,

wzglednie formulg (4) podana przy kofcu paragrafu.
Wybranie postaci normalnej wyréznia wéréd wszystkich formut réwno-
waznych jednego reprezentanta o stosunkowo pros:ej postaci.

TWIERDZENIE 2. Dowolng formulg rachunku zdari mozna przedstawié
w' postaci

20,0, ....,0 v (PiVv PV .. vP)&... &
- A. &¢(19 l,...,l):V (PgVPg Vpn)

zwanej koniunkcyjnq postaciq normalng. :
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PrzykrAD. Na podstawie twierdzenia 2 koniunkcyjna postaé normalna
formuly logicznej @ bedzie si¢ skiadala tylko z takich alternatyw ele-
mentarnych p'~¢ v gt~ v r'7%, dla ktérych D(cy, ¢z, ¢3) =1, gdyz
1v p=11i inne alternatywy elementarne zostana zredukowane do war-
tosci logicznej 1. Czyli dla naszego przyktadu alternatywami elemeti-
tarnymi beda

P ovgtvrlTl=pvgv ~r,
POV gtTiy P =pv ~gvr,
( p—qul-—lvrl—1=pVNqVNr’_

pPrivgttiv Tl =~pv ~gV o~

A wigc koniunkéyjna postaé normalna formuly bedzie nast¢pujaca-

@ (pvgve~r)&(pv ~qv r)&(pv ~gvVv ~r&

&(~pv ~qgvVv ~r).

“Streszczenie

Kazda formule rachunku zdad mozna przed:tawi¢ w dyzjunkcyjnej
postaci normalnej badz koniunkcyjnej postaci normalnej. Dyzjunkcyjna
postaé normalna jest suma iloczynéw wszystkich zmiennych zanegowa-
nych lub nie, koniunkcyjna za§ postaé normalna jest iloczynem sum wszy-
stkich zmiennych zanegowanych lub nie.

Zadania

Udowddnié, %e réznych formuf n zmiennych zapisanych w postaci normalnej
jest 22”
2. Sprowadzi¢ do dyzjunkcyjnej postaci normalnej formule

~(p&qv ~r&p)

a) metoda opisang w tym paragraﬁe polegajch na ulozeniu tabelki;
- b) za pomocy przeksztalcesi formuly takich jak opisane w § 10,
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3. Przedstawi¢ w koniunkcyjnej postaci normalnej formule:

@v ~ r) &g
a) metodq opisana w tym paragrafie;
b) za pomocg przeksztalcer takich jak podane w § 10. y

4. a) Udowodnié, ze formula n zmiennych jest tautologia wtedy i tylko wtedy,
gdy dyzjunkcyjna posta¢ normalna zawiera dokladnie 27" skladnikow.

b) Udowodnié, ze formula n zmiennych jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy
koniunkcyjna postaé normalna ma dokladnie 2” czynnikéw.

§ 13. ELEKTRONOWA INTERPRETACJA SPOJNIKOW ZDANIOWYCH

W zwiazku z rozwojem maszyn matematycznych rachunek zdan zna-
lazi ciekawe zastosowanie techniczne. Tabliczki opisujace wartoéci logiczne
zdan polaczonych spdjnikiem w zalezno$ci od wartosci I?)gicznych zdan
sktadowych, mozna réwniez interpretowaé jako opis dziatania pewnych
ukladow elektronowych.

Rozpatrzmy uklad, ktéry ma wejscia py, pa, ..., p, oraz jedno wyjscie.
Uklad taki wygodnie jest oznaczaé graficznie w nastgpujacy sposob:

P4

Przyjmijmy, Zze kazde z wejsé lub wyjsé ukladu moze znajdowaé
si¢ w jednym z dwu mozliwych standw, ktére oznaczmy przez 0 i 1. Sta-
nami wej$é i wyj$é uktadu moga byé np.

0 — brak impulsu,

1 — obecnoéé impulsu,
badz tez

0 — obecno$é napigcia vy,
1 — obecno$é napiecia v, (v; 7 vy). *
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czy tez jakiekolwiek inne dwa rozréznialne stany - fizyczne. Dzialanie
takiego uktadu jest wiec jednoznacznie okreslone za pomoca tablicy poda-
jacej stan wyjscia w zaleznosci od stanéw wejéé. Przyjmijmy ponadto,
ze uklady takie dmalajq bezczasowo, tzn. stan wyjécia nie zalezy od czasu,
a Je@yme od aktualnych stanéw wejsé. Uklady takie sa nazywane sieciami
logicznymi. Jezeli dzialanie sieci jest opisane dwuwartoSciowa tablica
T, to méwimy, ze ukiad realizuje tablice T.

Podstawowe zadanie teorii sieci logicznych jest nastgpujace: Zadane
sa uklady (sieci) realizujace tablice: sumy logicznej, iloczynu logicznego
i negacji — zwane ukladami (albo sieciami) podstawowymi, oraz dana jest
dwuwartoéciowa tablica T. Zbudowaé sieé skladajaca si¢ wylacznie z ukla-
déw podstawowych — realizujaca tablicg T.

. Jest to tzw. problem syntezy sieci logicznych. Problem ten sprowadza si¢
do podama formuly rachunku zdah odpowiadajacej danej tablicy T.
Jak wiemy z poprzedniego paragrafu zadanie to mozemy rozwiazac,

podajac formule w postaci normalnej dyzjunkcyjnej badz koniunkcyjnej.

Kazda za$ formula rachunku zdan moze byé w prosty sposéb interpre-

towana jako schemat polaczefi.elementéw podstawowych. Na przyktad
formule

pve~qg&(~pvy

odpowiadaé bedzie schemat polaczen

p -
VvV~
\Y P 9‘
~g
q ~
8 (ov~q)&(~pvg)
~p
P - ~pVv
y LPve
g
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Majac formule w postaci normalnej, mozemy od razu narysowaé sieé

tealizujaca zadang tablice.

Postugujac si¢ prawami logicznymi, mozemy formule w postaci nor-
‘malnej przeksztalcaé, otrzymujagc réwnowazne jej formuty. Tak [ wiegc,
Tozwigzanie zadania syntezy nie jest jednoznaczne. Kazde takie zadanie
‘ma nieskoriczenie wiele rozwigzaf. W zwiazku z powyzszym, drugim bar-
«dzo istotnym problemem teorii sieci logicznych jest znalezienie takiego
‘Tozwiazania, ktére nie tylko realizuje tablice 7, lecz spelnia inne dodatkowe
‘warunki. W ten sposéb zakres mozliwych rozwiazan jest znacznie zawe-
zony. Gléwnie chodzi tu o zbudowanie sieci realizujacej zadana tablice
za pomocg minimalnej liczby elementéw podstawowych. Jest to tzw.
_problem minimalizacji sieci i sprowadza si¢ on do znalezienia formuly zawie-
rajacej minimalng liczbg spojnikéw zdaniowych, gdyz kazdemu spSjnikowi
-odpowiada jeden uklad podstawowy(?). ~

- Na temat minimalizacji sieci logiczaych istnieje bardzo duza literatura,
- _jednakze do tej pory problem ten nie zostalt jeszcze rozwiazany w calej
ogolnosci, a znane s dopiero rozwiazania w niektérych doéé szczegSlnych
“przypadkach.

Inny problem zwiazany z teorig sieci logicznych polega na analizie

~zadanej sieci logicznej, tj. na podaniu formuly, gdy zadana jest sieé. To za-
-danie jest bardzo latwe i rozwiazanie jego nie sprawia trudnosci. N
Jeszcze inne zadanie teorii sieci. Zbudowaé sieé realiznjaca zadana ta-
‘blicg logiczna, gdy zadane sa uklady realizujace funktory p/g albo p\g.
‘Réwniez i w tym przypadku chodzi o podanie odpowiedniej postaci nor-

‘malnej dla spéjnikéw ,,/” oraz ,,\”, a takze tautologii pozwalajacych .

na latwe przeksztalcanie formut zbudowanych ze zmiennych zdaniowych
-oraz funktoréw ,,/”” badz ,,\”, a takze problem minimalizacji dla tych
-funktoréw.

w zwigzku z powyZszymi zagadnieniami powstako szereg wezszych
“probleméw, bardziej specjalnych, jak np. analiza i synteza sieci z uwzgled-
‘nieniem czasu, albo sieci zawierajacych sprzeZenia zwrotne. Zbudowano
"«do tej pory wiele rachunkSw, przypominajacych nieco rachunek zdas,
:stuzacych do opisu dziatania sieci nerwowych i elektrycznych. Zastoso-

(*) Takie postawienie problemu minimalizacji nie jest zbyt Scisle, jednakze oddaje
-on zZ grubsza idee upraszczania sieci logicznych.

t
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wania techniczne i biologiczne rachunku zdad postawily przed logika
szereg nowych p\ngieméw Wiekszo§é z nich nie zostala jeszcze do tej
pory w zadowalajacy sposéb rozwigzana. '

Zagadnienia syntezy i analizy sieci poruszome w tym paragrafie sa
wyczerpujaco oméwione w nastgpujacych podrgcznikach: Millera, Ko-
bryfiskiego i Trachtenbrota, Mc Cluskey’a, A. W. Mostowskiego.

Streszczenie

Tabliczki sp6jnikéw zdaniowych mozna réwniez interpretowa jako opis
dzialania pewnych ukladéw elektronowych. Formuly mozna wtedy uwazaé
za liniowy zapis.schemat6w sieci skladajacych si¢ z ukladéw realizujacych
wybrane spéjniki logiczne. Prawa logiczne mozna wtedy interpretowad

. jako prawa upraszczania schematéw sieci elektronicznych.

§ 14. AKSJOMATYCZNE UJECIE RACHUNKU ZDAN

Podane sformulowanie rachunku zdan mialo charakter intuicyjny.
Powiedzieliémy jakie formuly sg poprawnie zbudowane i wyrézniliémy spo-
éréd nich te, ktére sg twierdzeniami rachunku zdaf — nazywajac je zwy-.
czajowo tautologiami. Rachunek zdan mozna réwniez okreslié aksjoma-
tycznie,' Istnieje bardzo wiele réznych ujeé aksjomatycznych rachun.ku
zdaf. Przykltadowo podamy w tym paragrafie trzy proste uklady aksjo-
matow. .

" Poprzednio, jak pamigtamy, sprawdzenie prawdziwosci twierdzenia
rachunku zdafi polegato na wykonywaniu prostych dziatafi na wartosciach
logicznych 0 i 1. Przypominalo ono wykonywanie rachunkéw arytme-
tycznych. W metodzie aksjomatycznej natomiast, aby sprawdzié czy dane
wyraZenie tego rachunku jest twierdzeniem nalezy je wyprowadzi¢ z usta-
lonych aksjomatéw za pomoca przyjetych regut dedukcji. We wszystkich
trzech podanych ukladach aksjomatéw beda obowigzywaly dwie reguly
wnioskowania: regula podstawiania oraz reguta odrywania.

. Regula podstawiania méwi, ze jezeli za dowolng zmienna zdaniowg
w tautologii rachunku zdas podstawimy dowolng formule rachunku zdasn,

4 - Logika dla inzynieréw
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to otrzymana w ten sposéb formula jest réwniez tautologia rachunku
zdan. W szczegdlnoéci mozemy podstawi¢ réwniez zamiast formuly poje-
dyncza zmienng. Przy podstawianiu nalezy jedynie pamietaé, Ze podsta-
wienia nalezy dokonaé we wszystkich miejscach formuty, w ktérych wyste-
puje dana zmienna. Na przyklad, jezeli w tautologii _ 4

p=(q=p)
zamiast p podstawimy formule p v ¢, to otrzymana formula
v =(g=wvq)

jest réwniez tautologia logiczna, co latwo sprawdzié metoda zero jedyn-
kowa.

Regula odrywania pozwala na podstawie przestanek p oraz p =g
przyjaé jako wniosek g, co zapiszemy symbolicznie

-
b,p=q
——q .

Na przyklad wezmy dwie tautologie

M (~p=p)=p,

@ (g=p)=(~p=>~q).

Podstawmy w tautologii (2) zamiast zmiennej ¢ formulg K
©)) ~p=p.
Otrzymamy w ten sposéb formule
@ (~p=p)=p)=(~p=>~(~p=Dp)
Stosujac do tautologii (1) i (4) regule odrywan{a, otrzymamy tautoldgiq
) ~p=r~(~p=p)
Rozumowanie to moiZemy w skrécie zapisaé w postaci:
(~p=p)=p, ((~p=>p)=p)=>(~p=>~(~p=p)
~p=(~(~p=p)

Obie te reguly wnioskowania beda obowiazywaly dla wszystkich trzech
dalej podanych systemOw rachunku zdan.

-
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, ¢ N
PrzyYKLAD 1. Jako uklad aksjomatéw rachunku zdan mozemy przyjaé
nastgpujace trzy aksjomaty:

Sy. - (~p=p)=Dp,
S;. p=>(~p=9),
S;. (=@ =(@=n=@=>r)

Zaletg tego ukladu jest to, Zze zawiera on niewielka liczbg aksjomatéw
i tylko dwa spdjniki pierwotne: implikacje i negacj¢. Alternatywe, p Vv ¢,
definiujemy jako skrét zapisu formuly ~p =g, koniunkcje za$, p &4,
jako skrét zapisu formuly ~ (p = ~ ¢g), réwnowazno§é natomiast, p =4,
jako skrét zapisu formuty

.....

(p=q) &(g=p).

:Jednak dowodzenie twierdzeA w oparciu o tak ubogi system aksjo-
matéw jest niewygodne. Udowodnienie nawet prostej tautologii jest bardzo
klopotliwe. Por. zadanie 2 z tego paragrafu.

PRZYKEAD 2. Mniej klopotliwy w uzyciu jest uktad aksjomatéw histo-
rycznie pochodzacy od Whiteheda i Russella [14], zmodyfikowany przez
Bernaysa [1]. . .

- Zawiera on dwa spojniki: alternatywe i negacje. Dla skrécenia zapisu
formut logicznych piszemy

p =g zamiast ~pV 4.

Regutami dowodzenia sa opisane juz reguly: odrywania (przypominamy,

_ 7e regula ta wyrazona jest w terminie implikacji) i podstawiania. W na-

szym przypadku regula ta prowadzi od p i~pvgdog.
System zawiera cztery aksjomaty:

st (v p=p
3. p=@va),
S @va=(vp),

s e (v =0V o)

o Przy takim ukladzie aksjomatéw latwo okre§lié najczgfciej uzywane
spéjniki zdaniowe.
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Implikacja ,,=” zostala juz okre§lona jako prawidlo skrétu formuty
~pV g, koniunkcjg p & g okreslamy jako skrét formuly ~ (~p Vv ~q),
réwnowazno$é za§ p = q jako skrét formuty (p = q) & (9= p).

Wyprowadzenie znanych tautologii nie jest w tym systemie aksjomatgw
zbyt trudne. Systematyczny wywod bardziej znanych i potrzebnych tauto-
logii z podanego systemu aksjomatéw znajduje si¢ W ksiazce Hilberta
i Ackermana [5].

Przyklady dowodzenia twierdzefi w tym systemie aksjomatow podane
sa w zadaniu 4 tego paragrafu.

PRZYKLAD 3. Mozliwy réwniez i do§¢ uzyteczny jest system oparty
o wszystkie najczeSciej uzywane spéjniki ~, v, &, =, =. System taki
musi z koniecznoéci zawieraé wiele aksjomatow, gdyz trzeba opisaé wia-
snoéci wielu spéjnikéw. Na przyklad system poniZej podany zawiera ich
pietnascie: ~

S;.  p=(q=>p)
S, (p=G@=9)=>0@=>9,

s, (p=@=(@=>n=@=0)

Si. (@&g)=p,

S;.  (&g) =4,

s, @=a=(@=>n={p=@&n)
S.. p=>@V,

Sg. a=>@V 9,

s, @=n=(@=n=@vd=r)
Sier (@ =9)=(@=9),

S1:i. (=g =@=p)

St,. (=9=(@>p=>w=9)
Si3: (@=@)=>(~g=>~p)

S'14' D= (N p)a

Siss ~(~p)=p.

W metodzie aksjomatycznej sprawdzenie prawdziwosci tautologii lo-
gicznej polega na wyprowadzeniu jej z aksjomatéw. Sprébujmy wiec wy-
prowadzi¢ prosta tautologi¢ .

) p=D _— S

!
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&
z trzeciego ukladu aksjomatow:

1. Aksjomat S;: p=>(g=Dp);
2. podstawiamy w wierszu 1, p zamiast g: p=>(p=>Dp);
3. aksjomat S3: (p=@=9)=>{@=>49);
4. podstawiamy w wierszu 3, p zamiast ¢: (p=>@=> p) = @=p);
5. do wierszy 2 i 4 stosujemy regule odrywania: p=p.
Streszczenie

Rachunek zdai mozna réwniez okresli¢ na drodze aksjomatycznej.

| Istnicje wiele réwnowaznych sformutowari aksjomatycznych rachunku zdan.
Jako reguly wnioskowania w tych sformutowaniach przyjmuje si¢ na ogot
regule podstawiania oraz regule odrywania.

Zadania
- 1. a) Udowodni¢é metoda sprawdzania zero-jedynkowego, Ze jezeli formuly
f(p.q,r,..)oraz f(p,q,r,...) > 8P,4, 7> ...) sa tautologiami, to tautologia jest r6w-
niez formula g(p,q,7,...)-
b) Udowodnié, ze stosujac do tautologii podstawienie otrzymamy znowu tautologig,
2. Podstawiajac w S5 zamiast zmiennej ¢ formule ~ p =- p oraz zamiast zmiennej r
zmienng p, wyprowadzi¢ z aksjomatow S;-S; tautologi¢ p = p.
3. a) Zapisa¢ aksjomaty S’:-Sj z przykladu 2 za pomoca alternatywy ,, v i ne-
~ gacji ,,~”, piszac zamiast formuly p = g formule ~ pvq.
b) Wyrazi¢ regule odrywania za pomoca alternatywy ,, vV i negacji ,,~".
4, a) Wypisa¢ formule:

“(%) (p=>q) = (r=p)=>(=Dp)

i formule bedaca podstawieniem S}

(P=>q)=>(~rvp =(~rvq

za pomoca tylko alternatywy ,, V™ i negacji ,,~”. Stwierdzié, ze obie formuly sa
skrotem zapisu jednej i tej samej funkcji zdaniowej. Wywnioskowaé stad, ze (%) jest
w_nioskiem z aksjomatow S*I-S: podanych w przykladzie 2.
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b) Podstawiajac do (¥) zamiast p formuleq v g, zamiast r za§ formule g, udowodnic,
ze
*k) ‘ g=9q
jest twierdzeniem., Formula (#%) jest skréconym zapisem formuty '
*¥k) ~qVq.

Formula ta jest wigc rowniez twierdzeniem. .
¢) Na podstawie aksjomatow S’;-S: i udowodnionych formul, udowodni¢ na-

stepujace formuty:
D=~ (~ p);

P=>q9=>(~g=>~Dp).

Rozdziat 3

RACHUNEK KWANTYFIKATOROW

W poprzednim rozdziale okreéliliSmy strukture pewnej klasy zdad
wystepujacych w teoriach- matematycznych:oraz podali$émy prawa rzadzace

© prawdziwofcia tych zdan. Prawa te dotyczyly wlasciwie zdan nie tylko

o treSci matematycznej, lecz dowolnych zdad o strukturze poprawnych
formul, tzn. zdan otrzymanych ze skltadowych zdan oznajmiajgcych, pota-
czonych odpowiednio spSjnikami zdaniowymi. Rachunek zdasn nie stanowi
jednak calego jezyka stosowanego w rozumowaniach matematycznych.

Daopiero w' koricu XIX wieku zaczat powstawaé nowy fragment lo-
giki — rachunek kwantyfikatoréw — ktdry lacznie z rachunkiem zdan

. obejmuje caly jezyk wszelkich teorii matematycznych oraz prawa postu-

giwania si¢ tym jezykiem. Jezyk rachunku zdan i rachunku kwantyfi-
katoréw pozwala na wyrazanie my$li dowolnych teorii matematycznych
i -sprawdzanie ich prawdziwo$ci za pomoca formalnego postgpowania
dowodowego. Cala obecna wiedz¢ matematyczng mozna by wyrazié, postu-
gujac sie jezykiem rachunku zdan i rachunku kwantyfikatorow. Jednakze

-~ jak wiadomo, za wszelka uniwersalno§é zawsze czyms$ si¢ placi. W tym
. przypadku idzie o to, Ze postgpowanie takie jest bardzo. ucigzliwe i roz-

wlekle. Przyczyny, dla ktérych musimy si¢ jednak decydowaé na takie po-
stgpowanie, zostaly oméwione w § 4, méwiacym o formalizacji matematy-

‘ki. Ujemne strony sprowadzenia matematyki do rozwazani nad rachunkiem

zdan i rachunkiem kwantyfikatoréw zostana omdéwione w rozdziale IV.

| §,15. ZDANIA 1 FUNKCJE ZDANIOWE

-

S ,E._S,t_ru_lgtura zdan wystgpujacych w teoriach matematycznych jest w po-
‘ réwnaniu ze struktura zdan jezyka potocznego, stosunkowo uboga. Nato-
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miast w jezyku matematyki wystepuje pojecie, ktore w jqz,ykﬁ potocznym

jest nie znane — jest to pojecie funkcji zdaniowej. Tak wiec jezyk matema-

tyki jakkolwiek zazebia si¢ z jezykiem potocznym, to jednak w istocie

r6ézni sie do$é zasadniczo od niego. . i
Przykladem funkcji zdaniowej sa wyraZenia:

)] x jest wigksze od 10,
2 x jest mniejsze od ¥,
?3) x jest podzielne przez 2,
@ ' x jest réwne 0.

Funkcje zdaniowe nazywane $3 tez predykatami.
Zadpe z wyrazen (1)-(4) nie jest zdaniem oznajmiajacym. Zdania oznaj-
miajace bowiem wyrazaja sady prawdziwe albo fatszywe. O wyrazeniach
© (1)-(4) nie mozemy powiedzie¢, ze sa one prawdziwe badz falszywe. Dopiero
podstawiajac za argumenty x i y wartoéci liczbowe otrzymamy Z tych
wyrazef zdania. Na przyklad, jezeli w wyrazeniu (1) zax podstawimy liczbg
5, to otrzymamy zdanie ‘

5) 3 jest wigksze od 10.

ktére jest oczywiscie falszywe, natomiast podstawiajac za X liczbe 20,
otrzymamy zdanie prawdziwe

6) 20 jest wigksze od 10.

Funkcjami zdaniowymi s réwniez wyrazenia:

@) x jest zong ¥,
® x ma wysoko$¢ y metréw,
® x jest synem Yy

itp. Z funkcji tych otrzymamy zdania, jezeli na miejsce x i y podstawimy
odpowiednie stowa. Na przyklad jezeli w predykacie (7) za x podstawimy
Ina, a za y — Andrzej, to otrzymamy zdanie

-

(10) Ina jest zona Andrzeja.
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Zauwazmy na marginesie, ze o ile prawdziwo$é zdan (5) badz (6) moze
byé okre§lona bezposrednio, na podstawie rozumienia sensu stowa , wiek-
szy”’;to Z okresleniem prawdziwosci zdania (10) sa wigksze ktopoty. Musimy
bowiem wiedzie¢ o ktora i Ing i Andrzeja chodzi w naszym zdaniu i wiedzieé
czy oni sa malZenstwemn. W zdaniach, ktére bedziemy rozwazaé zachodzi
pierwsza wymieniona sytuacja, tj. podstawiajac W predykacie za zmienne
odpowiednie stowa, mozemy jednoznacznie okre§lié prawdziwos¢ otrzy-
manego zdania, niezaleznie od zadnych warunkéw ubocznych.

W jezykach teorii matematycznych mamy wigc trzy rodzaje pojeé:

1. zdania,

2. schematy zdad (albo formuly rachunku zdan),

- 3. funkcje zdaniowe (albo predykaty).

Doktadne zdanie sobie sprawy z réznic miedzy tymi trzema pojeciami
jest nieodzowne dla doktadnego rozumienia jezyka matematyki. Dlatego
w dalszym ciagu po$wiecimy im jeszcze mieco uwagi.

Zdania okre$laja pewne stosunki, zaleznosci, czy jak tez méwimy

niekiedy relacje, migdzy przedmiotami. Na przyktad

5 jest wigksze od 2
6kreéla pewng zaleznosé miedzy dwoma obiektami, liczbami 5 i 2. Po-
dobnie zdanie

Ina jest Zona Andrzeja

opisuje pewna zalezno$é miedzy dwoma obiektami Ina i Andrzejem.
Formuly logiczne sa schematami zdan poprawnych. Stanowig one
jak gdyby gramatyke logiki, pokazujac, jak nalezy postugiwaé si¢ po-

prawnie spéjnikami logicznymi.

Funkcje zdaniowe natomiast opisuja zwiazki w jakiej$ klasie przed-
miotéw. Podstawiajac np. w zdaniu

x jest wigksze od y

za x i y rézne liczby naturalne, otrzymamy zwiazek w klasie liczb, tych
wihasnie, ktére mozemy podstawia¢ za x i za y.

Do spraw tych wrécimy jeszcze w dalszych paragrafach.
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W jezyku matematyki zamiast sléw jezyka potocznego uzywa sie
specjalnych symboli. Nie piszemy np.
5 jest wigksze od 2,
» &'\
lecz zamiast zwrotu ,,jest wigksze od” uzywamy jednego symbolu ,,>.
Tak wiec powyzsze zdanie zapisujemy krétko

; 5> 2.
Podobnie piszemy inne zdania

2#£3, 1=1, 245=17.

Dla kazdego rodzaju stosunkéw zachodzacych migdzy interesujacymi
nas przedmiotami mozna wprowadzié specjalne symbole tak, ze wszelkie
zdania mozemy zapisywaé bez potrzeby uzywania stéw z~jezyka potocz-

nego. Podobnie mozna oczywiicie zapisywaé zdania zlozone, jak np.

(=0 &E@#3)=[~2>Nv @+5=T)

Podobnie predykaty, piszemy w matematyce na ogol bez uzywania
stéw jezyka potocznego.

x>2, x>y, x+#y,
X+y=35, xy=z
Predykaty bedziemy oznaczali

P(x), Q(x,3), R(x,2).

Oczywiscie zamiast liter P, Q, R bedziemy tez stosowaé inne duze litery.
* (Jezeli nie beda nas interesowaly zmienne, to predykaty bedziemy oznaczali
dowolnymi duzymi literami alfabetu lacifiskiego). A wiec P(x,y) moze
oznaczaé zaréwno predykat x> y, x % y lub x-+ y =2, jak tez jakikol-
wiek inny predykat o dwu zmiennych.
Predykaty, podobnie jak zdania, moZemy taczyé spSjnikami, o ktérych
byla mowa w rozdziale poprzednim, otrzymujac w ten spos6b nowe pre-
dykaty. Na przyklad predykat Q(x, y, z) moze mieé postaé

[(x>2) v (x # )] &(x+y = 2) T

- -
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lub krétko
an (Pv R) &S,
gdzie

P() = (x> 2), R(x,5) = (x ) oraz S(x,,2) = (x+ = 2).

Zwroémy uwage, ze chociaz formuta (11) przypomina formule rachunku
zdan, nie jest ona schematem zdania a schematem predykatu. Zaznaczy-
lismy to, piszac argumenty duzymi literami, ktére bedziemy nazywaé
zmiennymi predykatywnymi. (W rachunku zdan jako argumentéw uzy-
wali$my matych liter, ktére byly zmiennymi zdaniowymi, tj. na ich miejsce
moglismy podstawiaé zdania).

Symbole takie jak, 0, 5, 4, =, > nazywamy stalymi. Wszysikie one
maja okreSlone znaczenie i oznaczaja badZ nazwy liczb (czy innych roz-
wazanych w teorii obiektéw), badZ dzialania jak np. symbol ,,+, badz
tez relacje miedzy obiektami, jak np. symbole ,,=", ,,£7, ,,>". Symbole

 oznaczajace stosunki migdzy przedmiotami bedziemy nazywaé stalymi

predykatywnymi. Wszystkie stale maja réwniez swoje nazwy w gramatyce,
jak np. rzeczownik, czasownik itp.

Zmienna w predykacie natomiast nie ma Zadnego okre$lonego zna-
czenia, nie jest nazwa ani przedmiotu, ani operacji, ani tez stosunku.
Jezeli podstawiajac w predykacie za zmienne odpowiednie stale otrzy-
mamy zdanie prawdziwe, to méwimy, Ze stale te spelniaja predykat (lub
funkcj¢ zdaniowa). W przypadku przeciwnym funkcja zdaniowa nie jest
spelniona. -

Zauwazmy jeszcze, Ze wyraZenia takie jak

x+y, x*—y,

"nie s3 funkcjami zdaniowymi. Podstawiajac bowiem w nich w miejsce

zmiennych odpowiednie stale, nie otrzymamy zdas, tylko wyrazenia
takie jak

542, 62—4, itp.

Wyrazenia te nie zawieraja orzeczenia (symbolu predykatywnego) ; nie
sg wigc one zdaniami. S3 to po prostu nazwy pewnych przedmiotéw.
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Streszczenie

Wyrazenia majace budowg zdat i zawierajace zmienne, za ktére mozna
podstawiaé nazwy przedmiotéw z ustalonego zbioru, sa nazywane fux}k-
cjami zdaniowymi albo predykatami. Jezeli w funkcji zdaniowej na miejsce
zmiennych podstawimy odpowiednie nazwy, to otrzymamy zdanie praw-
dziwe Iub fatszywe. Predykaty nie sa natomiast ani prawdziwe, ani fal-
szywe, nie wyrazaja bowiem Zadnych sadow.

Fukcje zdaniowe mozna ze soba laczyé spéjnikami logicznymi, wediu
takich samych zasad jak zdania, otrzymujac w ten sposéb nowe funkcje
zdaniowe.

§ 16. FUNKCJE ZDANIOWE I ZBIORY ' ~

7a zmienne w funkcjach zdaniowych nie mozemy wstawiaé nazw do-
wolnych przedmiotéw. Zbior przedmiotéw, ktérych nazwy mozemy pod-
stawiaé, musi byé écile okreslony. Na przyklad jezeli w funkcji zdaniowej

X jest zona y

' zax i y podstawimy liczby naturalne, to otrzymamy oczywiécie zdanieibez
sensu ‘ '
5 jest zong 2.

A wigc zbiorem, ktérego nazwy elementéw mozemy podstawiaé w powyz-
szym predykacie za x, jest zbiér kobiet, a zbiorem, ktérego nazwy elemen-
t6w mozemy podstawiaé za , jest zbiér meZczyzn. ‘

Z kazda zmienng w predykacie jest wigc zwiazany pewien zbidr przed-
‘miotéw. Jezeli funkcja zdaniowa jest jednoargumentowa, tzn. wystepuje
w nim jedna zmienna, to zbiér przedmiotéw ktore mozna wstawiaé za
zmienna w predykacie i otrzymywaé w wyniku zdanie sensowne nazywamy
dziedzing predykatu. Jezeli predykat jest wielo-argumentowy, to zbiory
odpowiadajace kazdej zmiennej nazywamy dziedzing pierwsza, dziedzing
drugq itd. W szczegélnym przypadku, jezeli predykat jest dwuargumentowy,
to dziedzing pierwsza nazywamy po prostu dziedzing predykatu, a dzie-
dzine drugg — przeciwdziedzing. O zmiennych méwimy wtedy, Ze preyi-

N
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-

mujg wartosci z odpowiedniej dziedziny, badz tez, Ze zmienne przebiggaja
dany zbiér przedmiotéw. Na przyklad dziedzing funkcji zdaniowych

@ P(x) = (x>2),

©) Q(x) = (x=16),

6) R(x) = (x #0)

jest zbidr liczb paturalnych. Dla funkcji zdaniowych o dwu argumentach
@ P(x,y) = (x =),

® Q(x,y) = x+5=)

© RE) =G>

- dziedzing oraz przeciw&iiedzina sa zbiory liczb naturalnych (*).

‘Natomiast dla funkcji zdaniowej
pan x wazy y kilogramow

dziedzing jest zbiér wszystkich mezczyzn a przeciwdziedzing zbiér liczb
0, 1,2, ..., 150 (przyjmujemy tu, ze wazymy z dokladnoécia do 1kgize
nie ma ludzi o wadze wigkszej niz 150 kg). '

Zbiér przedmiotéw, dla ktérych funkcja zdaniowa jednej zmiennej

-przechodzi w zdanje prawdziwe nazywamy zhiorem rozwiqzari danej funkcji

zdaniowej, badZz krétko rozwiqzaniem funkcji zdaniowej. Na przyklad

dla predykatow (1), (2), (3) rozwigzaniami beda odpowiednio nastgpu-
jace zbiory liczb naturalnych. ‘

Z,={3,4,5, ..}
Z2 = {6},
Z3 == {1, 2, 3, ...}.

Tutaj {3, 4, 5, ...} oznacza zbior fozony z liczb 3, 4, 5, ..., {6} za$ oznacze
zbidr, ktérego jedynym elementem jest liczba 6. Zbiory Z; i Z3 sa nie-
skoficzone, natomiast zbi6ér Z, jest skoriczony i zawiera tylko jeden ele-

i

‘ment — liczbg 6.

(Y) Przyjmujemy tutaj, ze liczby naturalne sa to liczby 0, 1, 2, 3, ..., tzn, zaliczam

. zero do liczb naturalnych. Oczywicie jako dziedzing i przeciwdziedzing mogliby$m;
- przyjaé tutaj zbiory liczb rzeczywistych, wymiernych czy jakichkolwiek ‘przedmiot6w
dla ktérych sa okreslone operacje i relacje wystepujace w tych funkcjach zdaniowych
. Otrzymaliby$my wtedy wlasciwie inny predykat, o innym zakresie zmiennofci,
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O elementach zbioréw Z,, Z,, Z, méwimy, Ze spelniaja funkcje zda-
niowe odpowiednio (1), (2) i (3). Funkcje zdaniowe okreslone dla liczb
naturalnych nazywamy funkcjami spelnialnymi, gdy istnieja liczby naturalne
spetniajace te funkcje. ;

- Rozwazmy jeszcze funkcje zdaniowa S(x) = (x = x) okre§long w zbio-
rze liczb naturalnych. Funkcja ta jest spelniana przez kazda liczbe natu-
ralng x. Podstawiajac za x dowolna liczbe, otrzymamy zdanie prawdziwe.
Taka funkcje zdaniowq bedziemy nazywali prawdziwq. Jej rozwigzanie
stanowi zbidr

z,={0,1,2,...},
skladajacy sie¢ ze wszystkich liczb naturalnych.

Funkcje zdaniowe prawdziwe sa oczywifcie spelnialne. Nie kazda
funkcja zdaniowa je't jednak spetaialna. Na przyklad negacja
~

~ SX)=(x #x)

funkcji prawdziwej (x = x) jest niespelnialna, nie ma liczb naturalnych,
ktére by spelialy t¢ funkcje. Zbiorem jej rozwiazan jest zbiér pusty nie
zawierajacy zadnych elementéw. Pierwszy element pary oznacza warto$é
zmiennej x, drugi za§ — warto$é zmiennej y. )

Streszczenie

Zbiér przedmiotéw, ktérych nazwy mozemy podstawiaé na miejsce -

zmiennych w predykacie nazywany jest dziedzing tego predykatu. Zbidr
elementéw, dla ktérych predykat jest prawdziwy nazywamy rozwigzaniem
predykatu. Funkcje zdaniowe, dla ktérych zbidr rozwigzan jest nie pusty
‘nazywamy spetnialnymi. Te spoéréd nich, dla ktérych zbidér rozwigzan jest
calp dziedzing nazywamy funkcjami zdaniowymi prawdziwymi.

Zadania

1. Znaleié zbiér wszystkich par x, y liczb rzeczywistych (punktéw plaszczyzny)
dla ktérych nastgpujace predykaty sa zdaniami prawdziwymi:

2 x<y; b ~(x<y; o x<NVO+D=2x;

d) x243y2=1; e 22+y2°< 1.
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2. W geometrii zbiér punktéw plaszczyzny (x, y), dla ktérych predykat P(x, y)
(gdzie zmienne x i y przebiegaja liczby rzeczywiste) jest zdaniem prawdziwym nazywa-
my zwykle miejscem geometrycznym. W poprzednim zadaniu znajdowali$my przyklady
miejsc_geometrycznych, predykat za§ P(x, y) byl wlasnosciq punktu (x, y).

Znalez¢é miejsce geometryczne dla nastepujacych wlasnosci:

a) x24y?+1>0; b) x>+y2—1<0;

x=7; dxE=D&G@=3); e (x—2)2+(x—3)>=0.

3. Wskazaé¢ dziedziny nastepujacego predykatu P(N, x):

pozyczylem x ztotych Janowi N

a) Jak moze wygladaé ,,miejsce geometryczne” tego predykatu? Czy musi sig skla-
da¢ z jednego Jana i okre$lonej sumy ztotych?
- b) To samo dla predykatu Q(N, X):

pozyczylem X zlotych od Jana N.

Czy oba predykaty moga mieé te same miejsca geometryczne? i co by to znaczylo?

4. Zapisaé symbolami matematycznymi =, --,-, << predykaty P(x,y), gdzie
X,y przebiegaja liczby rzeczywiste, majace nastepujace miejsca geometryczne:

a) Kolo o promieniu 1 i §rodku w poczatku ukladu wspéirzednych. k

b) Okrag o promieniu 1 i takim samym $rodku.

¢) Wnetrze kwadratu o §rodku w poczatku ukladu, boku réwnym 2, ktérego prze-
katne leza na osiach ukladu. Jakich sp6jnikéw logicznych musimy do tego uzyé?

5. a) Udowodni¢, ze jezeli predykaty P(x) oraz Q(x) sa spemialne, to predykat
P(x) v Q(x) jest spehialny.

b) To samo udowodni¢ dla predykatu P(x)= Q(x).

¢) Poda¢ przyklad, w ktérym przy zalozeniach punktu a) predykat P(x) & Q(x)
nie musi by¢ spehialny.

d) Kiedy predykat ~ P(x) jest spelnialny?

§ 17. KWANTYFIKATORY

. Rozpatrzmy nastgpujace przyklady funkcji zdaniowych:

(D ' P(x,y) = (x+y = y+x),
V) 2(x,y) = (x =),
A3) R(x) = (x = 4).

Przyjmijmy, e dziedzinami wszystkich tych funkcji zdaniowych jest

zbiér liczb naturalnych.
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Pierwsza funkcja zdaniowa P(x, y) jest prawdziwa dla wszystkich liczb
naturalnych. Méwiac inaczej, jej rozwiazaniem jest zbiér dowolnych par
liczb naturalnych. Mozemy wigc powiedzie¢:

dla dowolnych liczb naturalnych x i y: x+y = y+x.

i

Funkcja zdaniowa Q(x,y) natomiast nie jest prawdziwa dla dowolnych
par liczb naturalnych, a tylko dla niektérych. Na przyklad para liczb (2,6)
nie spelnia tej funkcji zdaniowej, natomiast pary (2,2), (4,4) spelniaja te
funkcje zdaniowa. W tym przypadku powiedzielibySmy:

dla niektSérych liczb naturalnych x i y: x = y.

Trzecia wreszcie funkcja zdaniowa R(x), jest prawdziwa tylko dla jednej
liczby 4, dla wszystkich innych za$ liczb naturalnych jest ona falszywa.

PowiedzielibySmy wigc: -

istnieje taka liczba naturalna x, Ze: x = 4.

Réwniez zamiast zwrotu: ,,dla niektérych liczb naturalnych” mozemy uzyé
zwrotu ,.istnieja takie liczby naturalne ..., Ze ...”, piszac:

istnieja takie liczby naturalne x i y, Ze: x = y.
Zwroty ' ‘
dla kazdego x, Y
istniejg takie x, ze
odgrywaja w jezyku matematyki zasadnicza rolg i laczenie ze sp6jnikami
zdaniowymi, stalymi i zmiennymi pozwalaja juz na wypowiadanie kazdej
my§li matematycznej. Sa one nazywane kwantyfikatorami. Pierwszy z nich

nazywamy kwantyfikatorem ogélnym lub duzym, natomiast drugi kwanty-
fikator — kwantyfikatorem szczegélowym, egzystencjalnym, albo malym.

Zamiast zwrotéw ,,dla kazdego x” oraz ,istnieje takie x, ze” uzywane sg

skréty podane w ponizszej tabelce:

Dla kazdego x Ax ‘ V | & 11 A
’ x x x x
Istnieje takie x, Ze - Ex | Hx | Hx >0V U
X L X X

bedziemy pisali
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My bedziemy tu uzywali pierwszego oznaczenia, tj. symbolu Ax dla kwan-
tyfikatora duzego i symbolu Ex dla kwantyfikatora malego.

- Poprzednie przykiady funkcji zdaniowych poprzedzone kwantyfika-
torami mozemy teraz zapisaé:

Ax Ay [x+y =y+zl,
ExEy[x =yl
Ax [x=4),
Zamiast pisaé AxAy bedziemy czgsto pisali krécej Axy i podobnie zamiast
ExEy bedziemy pisali Exy. Dwa pierwsze wyrazenia zapiszemy wiec -
Axylx+y = y-+xl,
Exy[x = yl.

Dla uproszczenia nie bedziemy réwniez pisali wszystkich nawiaséw
w wyraZeniach zawierajacych kwantyfikatory a pozostawimy tylko te
nawiasy, ktére sa konieczne dla jednoznacznego odczytania wyraZenia.
Przed funkcjami zdaniowymi nie zawierajacymi spojnikéw logicznych
bedziemy pisali kwantyfikatory w nastgpujacy sposob

Axy(x+y = y+x),

Exy(x = y),

Ex(x\> ¥).
Zamiast
Ax [Ey (P(x, »))]

Ax Ey P(xy).

Podobnie dla funkcji wielu zmiennyc;h.

Jezeli zmienne przebiegaja skoriczony zbiér przedmiotéw, to kwanty-
fikatory rozumiemy po prostu jako sumg logiczna i iloczyn logiczny zdan
otrzymanych z wystgpujacej pod nim funkcji zdaniowej, przez podsta--
wienie kolejnych elementéw dziedziny. Jezeli wiec dziedzing funkcji P(x)
jest zbiér n-elementowy {ai,d, ..., a,}, to kwantyfikatory rozumiemy
w nastgpujacy sposéb:

| 5 — Logika dla inzynieréw
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kwantyfikator AxP(x) jako )

v P(a,) & P(ay) & ... & P(a,).
kwantyfikator za§ ExP(x) jako

P(a;) v P(ay) v ... v P(a,).

Kwantyfikatory mozna wiec interpretowaé jako uogdlnienie iloczynu
i sumy logicznej na przypadek nieskoriczonej ilosci zdan sktadowych.

Wyrazenie znajdujace si¢ w nawiasie wystgpujacym bezposrednio po
kwantyfikatorze nazywamy zasiggiem kwantyfikatora. Na przyklad w wy-
razeniu

4 Ay[x+x = y+x]
zasiggiem kwantyfikatora Ay jest wyrazenie ~
Q) x+y=y+x.

Natomiast w wyrazeniu
© AxAy[(x> y)] &(x # y)
zasiggiem kwantyfikatora Ay jest wyrazenie
7 x>y, "‘;.
zasiggiem za$ kwantyfikatora Ax jest wyrazenie
® Aylx>yl.
Na przyklad w wyrazeniu -
Ax{Ex[P(x)] & R(x, y)} = Q(x)

zasiggiem kwantyfikatora Ex jest wyrazenie P(x), a zasiggiem kwanty-
fikatora Ax jest wyrazenie '

Ex[P(x)] & R(x, y).

Mowimy, ze zmienna wystepujaca w wyrazeniu przy symbolu kwanty-
fikatora jest przez ten kwantyfikator zwigzana, jezeli znajduje si¢ ona w za-
siggu kwantyfikatora. W przeciwnym przypadku zmienna wystepujaca
W wyrazeniu jest wolna. Na przyklad w wyrazeniu (6) zmienne x i ¥ sto-
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jace po obu stronach znaku > sa zwiazane, natomiast te same zmienne
x i y stojace po obu stronach znaku # sa wolne, gdyz nie znajduja sie
one w zasiggu kwantyfikatoréw Ax i Ay. Podobnie w wyraZeniu

Ay{Ex[(x> y) = (x+y = 2)] & (x = y)}

podkreslone zmientie z oraz x sa wolne, natomiast zmienne nie podkres§lone
s zwigzane,

Streszczenie

Zwroty ,,dla kazdego x” oraz ,,istnieje takie x, ze” odgrywaja pod-
stawowg role¢ w wypowiadaniu myéli o treSci matematycznej. Zwroty ie
nazywamy kwantyfikatorami i oznaczamy symbolami Ax oraz Ex. Kwan-
tyfikatory wraz ze spdjnikami logicznymi, symbolami operacji, nazwami
przedmiotéw oraz zmiennymi tworzg zaséb pojeé stanowiacych podstawe
kazdego jezyka matematycznego.

Kwantyfikatory wiaza zmienne znajdujace si¢ w ich zasiggu. Ta sama
zmienna moze wigc byé w jednym miejscu zwigzana w innym za$ wolna.

Zadania

1. Kwantyfikatory przebiegaja zbior skoniczony zlozony z liczb 1, 2, 3, 4. Zapisaé za

pomocg spbjnikéw ,, v oraz ,,&” nastepujace funkcje zdaniowe:

a) Ax(x<y); b) EyAx(x<y); c¢) AxEy(x<y);
d) Ey(yIx); e) Ey Ax(y(x); f) AxEy(y|x),
gdzie ulv oznacza, ze u dzieli v, czyli v jest krotnoscia u.
Udowodni¢, ze przy zadanym zakresie zmiennosci zmiennej x sa to zdania prawdzi-

+ we lub funkcje zdaniowe prawdziwe, ktére przechodza w zdania prawdziwe dla kazdego

podstawienia -za zmienng liczb 1, 2, 3, 4.

2. a) Wskazaé zakresy kwantyfikatora w nastepujacych predykatach. Wyr6znié
zmienne wolne i zmienne zwigzane.

Ax [By [((x+»)* <2) V (+x <v)] v O+x = u)].
., b) To samo wskaza¢ dla predykatu: '

Ax [By [((x+2)* < z) V (u+x <v)] V (z+x = u)].



68 3. Rachunek kwantyfikatoréw

¢) Czy oba predykaty sa naprawdg od siebie réine? Czy zmienng y zwigzana
w b) mozna ‘zastqpié w b) inna zmienna np. litera 2?2

3. Wyrdzni¢ zmienne wolne i zmienne zwigzane w nastepujacych wyrazeniach
matematycznych: '

0 10 {

o0 o0 [o¢]
a) 521 @, Za?k’ 2 kZI _Z;a?k;
< —_r—

k=1 i=1 n=1

b t x
1 1 1
5 x24+1° af x2+1 d, of x2 41 dx, bf fxdx,

¢) Ktore z tych wyrazen przedstawiaja funkcje, a ktore liczby?

§ 18. REGULY OPEROWANIA ‘KWANTYFIKATORANII

~ Jezeli funkcje zdaniowa poprzedzimy kwantyﬁkator;mi w ten sposdb,
7e 7adna z wystepujacych w niej zmiennych nie jest zmienna wolng, a wszy-
stkie zmienne sa zwiazane, to otrzymane tak wyrazenie nie jest juz funkcja
zdaniowa, na przyktad '

) , - AxAy(x+y = y+x),

@ AxEy(x+y = y+x),

3 AxAy(x > y),
@ ExAy(x = y).

Kazde z powyzszych wyrazZefi jest funkcja zdaniowa zera zmiennych
czyli zdaniem wyraZajacym pewien sad prawdziwy albo fatszywy. Rozu-
miejac sens powyzszych napiséw latwo stwierdzié, ze (1) i (2) sa zdaniami
prawdziwymi, natomiast (3) i (4) — zdaniami falszywymi. Kwantyfikatory
pozwalajg wigc tworzyé z funkcji zdaniowych zdania. Stosujac do funkcji
" zdaniowej n zmiennych, k razy kwantyfikatory, otrzymamy funkcj¢ zda-
niowa n-k zmiennych w szczegélnoSci dla n = k, bedzie to funkcja zda-
‘niowa zera zmiennych, a wigc zdanie.

Nalezy przy tym pamigtaé, ze zdania zawierajace kwantyfikatory musza
mieé &ci§le sprecyzowane zbiory przedmiotéw (dziedziny), ktére moga
przebiegaé zmienne wyst@pujqce w zdaniu. Kwantyfikatory wyraZaja bo-
wiem, ze jaka$ wlasnoéé zachodzi dla wszystkich, albo dla niektérych ele-
mentéw tego zbioru. T

{
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Mamy wigc dwie metody otrzymywania zdan z funkcji zdaniowych.
Pierwsza z nich polega na podstawieniu w funkcji zdaniowej na wszystkie
zmienne odpowiednich nazw, druga za§ — na poprzedzeniu funkcji zda-
niowej odpowiednig, iloscia kwantyfikatoréw, tak aby wszystkie zmienne
wolne wystepujace w funkcji zdaniowej zostaly zwigzane przez kwanty-
fikatory. W jezyku potocznym zdan drugiego typu nie spotykamy. Pod-

_ kre$lamy wiec raz jeszcze, Ze struktura jezyka matematyki odbiega znacznie

od struktury jezyka potocznego. Jezyk ten ma strukturg przystosowang

- odpowiednio do wyrazania wlasnosci tworéw badanych w matematyce,

takich jak liczby, punkty, zbiory, funkcje itp. Jezyk potoczny jest do tego
celu wysoce niewygodny.

‘Jezeli natomiast funkcje¢ zdaniowa dwéch zmiennych P(x,y) poprze-
dzimy kwantyfikatorem, np. Ax, to otrzymane wyrazenie

AxP(x,y)

jest nadal funkcja zdaniowa jednej zmiennej y. Zmienna x zostala bowiem
zwigzana i nie moZemy za nia podstawiaé zadnych nazw, gdyZz otrzymali-
byémy napisy pozbawione sensu, jak np.:

ASP(5, y).

Powiedzenie ,,dla kazdego 5 nie ma sensu, albowiem jest tylko jeden
przedmiot oznaczony symbolem 5. W rezultacie w wyrazsniu

AxP(x,y) = Q0)

istnieje tylko jedna zmienna y, za ktéra mozemy podstawiaé nazwy 102-

nych przedmiotéw z ustalonego zbioru. Funkcja ta zalezy wigc tylko od

jednej zmiennej.
W ten spos6b, stosujac do funkcji zdaniowej o dowolnej liczbie zmien-

\nych wolnych jeden kwantyfikator wiazacy jedna zmienna wystgpujaca

w tej funkcji, otrzymamy funkcje zdaniowa, ktéra ma jedna zmienng wolna
mniej niz funkcja pierwotna. Stosujac do tak otrzymanej funkcji jeszcze
jeden kwantyfikator, otrzymamy funkcje zdaniowa zawierajacq jeszcze
jedna zmienna wolng mniej. Postepujac podobnie dalej, otrzymamy W re=
zultacie zdanie. Tak wiec kazda funkcj¢ zdaniowa mozemy W ten sposéb
przeksztalcié w zdanie. ’
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. Do funkcji zdaniowych moZemy jeszcze stosowaé waZne operacje pod-
stawienia zmiennych.

: Rozpatrzmy nastepujgcy przyklad funkcji zdaniowej
L PE) =<y Vv E+ry=1) {

deich zmiennych x i y. Za zmienna x mozemy podstawié dowolna inna
zmienng np. z. Wtedy otrzymamy funkcje zdaniowa dwéch zmiennych
z1iy

Pz, y)=(z<y)v @+y*=1).

Podstawiajagc natomiast za zmienng Xx zmienng y otrzymamy réwniez
funkcje zdaniowa, ale juz jednej zmiennej

PO))=Pr,y)=@<yv (*+y*=1).

-
Operacja podstawiania zmiennej z, gdzie z jest dowolng sposréd liter
X, ¥, ..., u lub inng litera nie wystepujaca w tym ciagu, prowadzi od pre-
dykatu P(x, y, ..., u, v) do predykatu P(z, y, ..., u, v). Nalezy tylko przyjaé
jedno~ zastrzezeme ktére wyjasnimy na przykladzle
WeiZmy predykat:

Px,y) =Ez(x<2)&(z <)

W predykacie nie mozemy podstawié za x zmiennej z, gdyz zmienna x i)yla
wolna w P(x, y), jezeli za§ podstawimy za nig zmienng z, to zmienna ta
bedzie zwigzana. Po podstawieniu za x zmiennej z znajdzie si¢ ona w za-
siegu kwantyfikatora Ez:

Ez[(z < 2) & (z < p)].
Trudno$é tg jest fatwo omingé, zapisujac predykat P(x,y) w postaci
P(x,y) = Btl(x < 1) & (¢ <)L
Do predykatu tak zapisanego mozna wykonaé podstawienie za zmienna
X zmiennej z.
Pisali§my tu o operacjach podstawiania, a nie o operacji podstawiania,
gdyz jest to nie jedna operacja a wiele operacji podstawienia za dowolna

zmienng w predykacie innej zmiennej (z zastrzeZeniem by zmienne wolne
nie przeszty na zmienng zwigzana). .

a
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Streszczenie

‘Stosujac odpowiednia ilo$é razy kwantyfikatory do dowolnej funkcji
zdamowej, otrzymamy z niej zdanie. Jezeli za$ kwantyfikatory nie wiaza
wszystkich zmiennych wystepujacych w danej funkcji zdaniowej, to przek-
sztalcaja ja w pewna inna funkcj¢ zdaniows. Rola kwantyfikatoréw w ta-
kim przypadku przypomina rolg spojnikow zdaniowych, ktére z jednych
zdan badz funkcji zdaniowych pozwalaly tworzyé nowe zdania lub funkcje
zdaniowe.

Podobnie podstawienie za jaka$ zmienng innej zmiennej tworzy z funkcji
zdaniowej inng funkcja zdaniowa. Podstawienie jest wykonalne tylko wtedy,
gdy zadna zmienna wolna nie stanie si¢ po podstawieniu zmienng zwigzang.

)

Zadania
1. Ktére z wyrazen sg zdaniami, a ktore tylko funkcjami zdaniowymi:
P(x,y,7); AxP(x,y,7); ExAxP(x,y,2); AzEyAxP(x,y2),

gdzie P(x, y, z) jest pewnym predykatem zmiennych x, y, z. Wyrdzni¢ zmienne wolne
w tych funkcjach zdaniowych. Pordéwnaé z zadaniem 2 z poprzedniego paragrafu.

2. Podaé miejsca geometryczne nastepujacych funkcji zdaniowych:
a) By(»<x); b AxBEy(y<x);*

Ay (y<x); dAx[x<1) v x>

3. Znalez¢ wykres predykatu:

Px, ) =(x<y Vv &E+y2=1

oraz predykatu P(y,y).
" 4. Co otrzymujemy podstawiajac do catki f f(t, x) dt, za zmienna x zmiennej f,

a potem za zmienna ¢ zmiennej x. Poréwnac wymk z zastrzezeniem podanym w tym
paragrafie.

§ 19. ELEMENTARNY RACHUNEK KWANTYFIKATOROW

W poprzednich paragrafach poznaliSmy przyktady formul poprawnie
zbudowanych w rachunku kwantyfikatoréw. W ostatnim paragrafie zoba-
czyliSmy jakie operacje mozna na tych formutach dokonywaé, aby w wy-
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niku ich otrzymaé znowu formuly poprawnie zbudowane. Obecny paragraf
jest jakby zebraniem i uSci§leniem tych wiadomosci i zawiera okreSlenie
formut poprawnie zbudowanych, tzw. elementarnego rachunku kwanty-
fikatoréw. Wezmy jaki§ zbiér predykatéw

) P(x), ..., Q%)

jedno-, dwu-, trdj- i wiecej argumentowych. Predykaty te nie sa konkretnymi
ustalonymi funkcjami zdaniowymi, lecz tzw. zmiennymi predykatywnymi,
za ktére mozemy podstawiaé konkretne funkcje zdaniowe. Podobnie
w rachunku zdan, litery p, ¢, r nie byly konkretnymi zdaniami, lecz zmien-
nymi zdaniowymi, za ktére mogliémy podstawia¢ konkretne funkcje
zdaniowe.

Okre§limy teraz w sposéb indukcyjny pojecie formuly poprawnie
zbudowanej wychodzac od formut najprostszych i przechodzac do formut
ziozonych. )

Definicja sklada si¢ z czterech punktéw:

1. Zmienne predykatywne (1) sa formulami poprawnie zbudowanymi.
2. Jezeli @ = D(x, y, ...) oraz ¥ = ¥(x,y, ...) sa formulami poprawnie
zbudowanymi, to .

OvVYyY, O&Y, P>V, O=¥ oraz ~P

{
cers ‘R(x,y, Z)y ey

sa formulami poprawnie zbudowanymi. Przyjmujemy przy tym poddbne
‘reguly postugiwania si¢ nawiasami, co dla rachunku zdaf (zob. §7),
tzn. takie, by formula mogla by¢ jednoznacznie odczytana.

3. Jezeli D(x,y, ...) jest formula poprawnie zbudowana, to

Yy, z,...) = AxD(x,y,z,...) oraz O(y,z..)=
=EBExD(x,y,z2,...)
sa formutami poprawnie zbudowanymi. Zmiennymi wolnymi w formutach
¥ oraz @ s3 te zmienne, ktére byly wolne w formule @(x, y, z, ...) z wyla-

czeniem zmienuej X, ktéra ‘zostala zwigzana kwantyfikatorem.
4, Jezeli D(x, y, z, ...) jest formula poprawnie zbudowana, to formuta

Y,y z,..) =9,z ...,

uzyskana z formuly @ przez podstawienie za zmienng wolng x zmiennej
t wszedzie tam, gdzie zmienna ta wystepuje w formule @, jest formuta
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poprawnie zbudowana. Przyjmujemy  tutaj jedno“ zastrzeZe'nie. doty.czacce
wykonalno§ci operacji podstawienia: przy operacjl p?dstaw1an’1a zmienna
¢ nie moze sie staé zmienna zwigzang, na zadnym mie_]s.cu w ktérym wyste-
pujé. Kwestie te omowiliSmy zreszta na koricu poprzedmeg? paragrafu.

Formuly poprawne, nazywac bedziemy krétko formularfn lul? formu-
lami elementarnymi. W formutach tych wystepuja dwa rodzaje zxmenflyc’h:
zmienne indywidualne x, y, z, ... przebiegajace jakis zbiér N przedrfnotow
oraz zmienne predykatywne P, O, R, ... przebiegajace predykaty jedno-,
dwu-, trojargumentowe itd. .

Jezeli Jzag;lmienne predykatywne przyjmiemy pewne konkretne funkcje
zdaniowe okre§lone na zbiorze N, to formuta @ (x, y, ...) b@dzie: pewna
konkretna, okres$lona na zbiorze N, funkcja zdaniowa tych zmiennych,
ktére sa wolne w formule.

Na przyklad, jezeli w formule

@ ®(x) = Ey[P(x) v 2(x, )]

bedziemy interpretowali zmienng predykatywna P jako funkcje zdaniowa
x = y na zbiorze liczb naturalnych, zmienna za$ predykaty\.?vnq o(x,y) —
jako funkcje x>y, to formuta @(x) oznacza funkcje zdaniowa

Ey[(x =2) v (x> )]

jednej zmiennej x. Jest to funkcja zdaniowa prawdziwa w zbiorze liczb
naturalnych (tzo. spelniona dla kazdej liczby naturalnej X, por. § 15).
O formule (2) méwimy, Ze jest spelniona przez funkcje zdaniowe x =Y
oraz x> ). : ( N ’
-~ Zmienne predykatywne P(x) oraz 0(x,y) mozemy 1ntrepretowacf
jednak jako dowolne funkcje zdaniowe. Interpretujac P jako x #x, za.ls
tak jak poprzednio, otrzymamy jako interpretacjg formuly (2) funkcjg
zdaniowa

Ey[(x #x) v (x> )]

spclniahiq, ale juz nie prawdziwa. Na przyklad liczba x = 1, spelm'a te
fuﬁkch, gdyz By[(1 #= 1) v (1> )] jest zdaniem prawdzlwym., liczba za$
x = 0 nie spetnia jej, gdyz nie istnieje taka liczba y, dla ktérej (0 # 0).v
v (0> ).
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O formule (2) méwimy, ze jest speinialna w zbiorze liczb naturalnych,
gdy mozna tak interpretowa¢ zmienne predykatywne, Zze formuta bedzie
interpretowana jako funkcja zdaniowa spelnialna (a w naszym przypadku
nawet prawdziwa). Formuta (2) nie jest jednak prawdziwa w zbiorze liczb
ngturalnych, gdyz przy pewnej interpretacji jej zmiennych predykatywﬁych
nie otrzymujemy funkcji zdaniowej prawdziwej.

Formulg nazywamy prawdziwq w zbiorze N, jezeli przy kazdej inter-
pretacji zmiennych predykatywnych, jako funkcji zdaniowych w zbiorze
N, .o_trzymujemy funkcj¢ zdaniowa prawdziwa przy dowolnych warto$ciach
zmiennych. Przyktadem formuly prawdziwej jest na przyktad formula

Ax[Q(x,y) v ~ Q(x, y)]

Jest 01.1.a spetniona przy kazdej interpretacji zmiennej predykatywnej Q jako
funkcji zdaniowej dwuargumentowej w zbiorze N. ~

Streszczenie

Podsumowaliémy rozwazania poprzednich paragraféw i podaliSmy
okreslenie formuly poprawnie zbudowanej ze zmiennych predykatywnych
i symboli funktoréow v, &, =, =, ~ oraz Ax i Ex rachunku kwantyfi-
katf?réw. Oméwiliémy pojecie formuly spetnionej przy jakiejs intexrpre-
tacji zmiennych predykatywnych oraz pojecie formuly prawdziwej.

Zadania

v 1. Formule ®(x) nazywamy falszywaq, jezeli jej negacja ~ @(x) jest prawdziwa
Udowodnié, ze jezeli: ) : '
a) formuta @(x) nie jest spelnialna, to P(x) jest falszywa;
b) formula @(x) nie jest falszywa, to D(x) jest spelnialna.
Jaki zachodzi zwiazek miedzy wypowiedziami a) i b)?

2. a) Udowodni¢, ze jezeli @(x, y) jest formul i .
? > a speialna, to Ex® _
mulg spelniaina. ’ x D (x, y) jest for

1?) Udowodni¢, ze jezeli Ex @(x, y) jest formula spelnialna, to ‘Zs(x, ) jest formutla
speinialnag. .

-

§ 20. Tautologie rachunku kewantyfikatoréw 75

§ 20. TAUTOLOGIE RACHUNKU KWANTIYFIKATOROW

W rachunku zdaf rozpatrywaliSmy schematy zdan. Szczegblnie inte-
resowaly nas te schematy, ktére przy dowolnej interpretacji zmiennych
zdaniowych dawaty w wyniku zdania prawdziwe. Nazywali§my je tauto-
logiami rachunku zdaf. W rachunku kwantyfikatorow wprowadzonym
powyzej formulami poprawnymi byly juz nie schematy zdan a schematy
funkcji zdanjowych. Podstawiajac za zmienne predykatywne wystepujace
w formule konkretne funkcje zdaniowe, otrzymywaliSmy Z danej formuly
konkretng funkcje¢ zdaniowa.

Szczegolnie interesuja nas oczywiscie formuly prawdziwe, tzn. takie
schematy, ktére przy kazdej interpretacji zmiennych predykatywnych daja
funkcje zdaniowe prawdziwe. Formuty te nazwaliémy w poprzednim para-
grafie formutami prawdziwymi. Przez analogi¢ z rachunkiem zdan nazy-
wamy je tautologiami rachunku kwantyfikatoréw lub doktadniej tauto-
logiami elementarnego rachunku kwantyfikatorow. Teorie, ktérej zbiorem
twierdzen jest zbidr tautologii elementarnego rachunku kwantyfikatoréw
nazywamy elementarnym rachunkiem. kwantyfikatoréw. .

W dalszym ciagu podamy kilka prostych przykladow tautologii ra-
chunku kwantyfikatorow.

1. Prawa rozdzielnosci dla kwantyfikatoréw. Prawa te maja postac:

FEx[P(X)Vv 2] = ExP(x) v ExQ(»),
FAx[P(x) & Q(x)] = AxP(x) & AxQ(x).

Znaku ,, b uzywamy jak poprzednio dla zaznaczenia, ze formuta jest

~tautologia. Jest to zgodne Z intuicyjnym rozumieniem kwantyfikatora

szczegdtowego.
Pierwsze prawo rozdzielnosci wiaze funktor kwantyfikatora szczegolto-

" wego z funktorem sumy logicznej. Drugie za$ wigze funktor kwantyfikatora

ogdlnego z funktorem iloczynu logicznego. Mozna je odczytaé nastepu-
jaco: koniunkcja dwéch funkcji zdaniowych jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z tych funkcji zdaniowych jest prawdziwa. Jest to zgodne
z intuicyjnym rozumieniem kwantyfikatora ogdlnego.

2. Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw. Prawa te przypominaja
znane nam prawa de Morgana dla rachunku zdaf. Sa one zreszta ich
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uogdlnieniem na przypadek, kiedy operujemy nieskoniczonymi alterna-
tywami i koniunkcjami. Prawa te zapiszemy w postaci:

F ~ BxP(x) = Ax ~ P(x), ‘
F ~ AxP(x) = Ex ~ P(x). £

Pierwsze z tych praw stwierdza, Ze zwrot: ,,nie istnieje takie x, ze P(x)”
jest réwnowazny zwrotowi ,,dla kazdego x nie P(x)”. Na przyklad niech
P(x) bedzie predykatem x > 0 oraz niech dziedzing tego predykatu bedzie
zbidr liczb naturalnych (z zerem). Wtedy pierwsze prawo de Morgana
przyjmie postaé

~Ex(x>0)= Ax ~ (x> 0).

Podobnie, dla drugiego prawa de Morgana
~Ax(x>0)=Ex~(x>0). ~

Prawdziwo$é tych praw jest réwniez zgodna z intuicyjnym uzywaniem
zwrotow: ,,istnieje” i ,,dla kazdego”. Jezeli bowiem nieprawda jest, ze
istnieje taki przedmiot, ktory spelnia funkcje zdaniowa P(x), to znaczy to
samo co: prawda jest, iz kazdy przedmiot nie spelnia funkcji zdaniowej
P(x). I podobnie dla drugiego prawa de Morgana. Nieprawda, ze kazdy
przedmiot x spelia funkcje zdaniowa P(x), jest rownowazne zwrotowi:
istnieje taki przedmiot x, ktéry nie spetnia funkcji zdaniowej P(x). deiqo
inaczej prawa de Morgana stwierdzaja:

Jezeli w jakim$ zbiorze nie istnieje przedmiot majgcy danq wiasnosé,
zn. to samo co: fkazdy przedmiot nalezqcy do rozwazanego zbioru nie ma
danej wlasno$ci.

Jezeli nie kazdy przedmiot zbioru ma dang wlasno$é, tzn. to samo co:
istnieje taki przedmiot nalezqcy do zbioru, ktdry rozwazamy i ktéry nie ma
danej wiasnosci. ‘

4. Innym przykladem tautologii jest prawo
F AxP(x) = P(a),

moéwiace, ze jezeli wlasnosé P(x) przysluguje kazdemu elementowi x jakiegos
zbioru, to réwniez przysluguje ona jakiemu$ konkretnemu elementowi a.
Na przyklad, jezeli dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wigksza
o 1, to réwniez dla liczby 5 istnieje liczba wigksza od niej o 1. Innym pfzy-
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kladem zastosowania tej tautologii, jest stwie.rdzenie, ze jei'eli WSZYSCY
ludzie maja wzrost nie wigkszy niz 2 metry, to 1'Pan Kowalsl-u ma wzrost
nie wiekszy niz 2 metry. Drziedzing w tym ostatnim przykladzie sa wszyscy
ludzie, natomiast funkcja zdaniowa ma postac

x jest nie wigkszy niz dwa metry.

5. Jeszcze innym przykladem tautologii, z ktorej czgsto robimy uzytek
w wielu rozumowaniach jest nastgpujaca tautologia

t P(a) = ExP(x)

’Jezéli jaki$ element ma wlasnosé P, to mozemy powiedz.iec’, .2e istm:eje taki
element x, ze P(x). Na przyklad, jezeli P(g) oznacza, Ze a jest 1.1czb4 p{erwsza,
to mozemy powiedzie¢, Ze istnieje taka liczba x, ktéra jest hc.:zbq .plt?rws.ze.;.
Albo jezeli Pan Kowalski wazy 50 kg, to mozemy powiedzieé, ze istnieje
taki cztowiek, ktéry wazy 50 ke. - o L

Podane przyklady praw logicznych moga 51.@ wydawacé banalfle,,Je.d
nakze we wszelkich rozumowaniach czynimy z nich uzytek w sposob $wia-
domy lub nie§wiadomy.

‘Streszczenie

Prawa rachunku kwantyfikatoréw zwane tez tautologiami logicz.nyml
stanowia uzupelnienie praw rachunku zdan i wraz z nimi })ozwalajq na
.przeprowadzenie rozumowan w kazdej teorii matematycznej.

* Zadania

1. Udowodnié, wstawiajac za P(x), Q(x) oraz R(x,) odpowiednie funkcje zda-
niowe, ze nastepujace formuly nie sa tautologiami:

a) BxP(x) = Ax P(x);

b) (x) v Ay Q0);

¢) AxEy R(x, ) = EyAx R(x,¥). .

Wskazowka. Podstawié np. P(x) = (x+#0), 0 == 0), R(x, ) =x< »)»
gdzie zmienne x, y przebiegaja zbior liczb naturalnych.
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2. Uzasadni¢ na podstawie rozumowania intuicyjnego nastepujace tatitologie:

b Ex[P(x) & Q(x)] = Ex P(x) & Ex O(x),

F AxP(x) v Ax Q(x) = Ax [P() v Q)]
{

3. a) Uzasadni¢ za pomoca rozumowania intuicyjnego mnastepujaca tautolbgic;:
F ExAy R(x, ) = AyExR(x, »).

b) Pokaza¢ na przykladzie, o implikacja w druga strong nie jest tautologia.
4. 7 tautologii z punktéw 4 i 5 wyprowadzi¢, postugujac si¢ regula odrywania
i tautologia rachunku zdan: (p =¢) = (@=n=>0=> r), nastepujaca tautologi¢:
F Ax P(x) = Ex P(x). .

5. a) Uzasadnié tautologie z punktu 5 za pomocg praw de Morgana oraz tautologii

z punkfu 4.
b) Uzasadnié¢ tautologi¢ z punktu 5 za pomoca praw de Motgana oraz tautologii

z punktu 5.
6. a) Uzasadni¢ za pomoca rozumowania intuicyjnego nastepujace tautologie:
- Ax(Q &P(x)) = Q0 & AxP(x),
FAx(Q v P(®))=Q VvV Ax P(x),

gdzie funkcja zdaniowa Q nie zawiera zmiennej wolnej x.
b) Podobnie uzasadni¢ tautologie:

FEx(Q vV P(x)) =Q V Ex P(x),

§ 20. Tautologie: rachunku kwantyfikatoréow

10. Uzasadnié prawdziwo$¢ implikacji:
F Ax(P(x) = Q) = (AxP(x) = Ax Q(x)),
F (Ex P(x) = Ex Q(x)) = Ex(P() = o).
11. Uzasadnié w sposob intuicyjny nastgpujace tautologie:
L AxAyQ(x,») = AyAxQ(, ),
b ExEy Q(x, y) = EyExQ(, )

12. Napisaé zaprzeczenie formuly Q(x) vV Ay Q(3) z zadania 1b). Udowodni¢, ze
zaprzeczenie tej formuly réwniez nie jest tautologia.

k§/ 21. RACHUNEK KWANTYFIKATOROW JAKO TEORIA DEDUKC.Y JNA

Oméwimy tutaj reguly wnioskowania pozwalajace z jednych tauto-

logii rachunku kwantyfikatoréw uzyskiwaé inne. _

1. Podstawianie funkcji zdaniowych do tautologii rachunku zdan. Jeze'h
formuta D(p,q, -.-» t) jest tautologia rachunku zdan, to po wstawieniu
za zmienne zdaniowe p, g --+» dowolnych funkcji zdaniowych otrzymamy
tautologie¢ rachunku kwantyfikatoréw:

F D (A(x), B(X), - C(x))-

. Na przyklad wyrazenia:

FAX) v ~ A,

S mrit e AT AT T S Sl

FAQx) = A(x),
i b~ e~ A(x) = A(X),
P ) b AG) v BG) =BGV AR
sa tautologiami rachunku kwantyfikatorow.
2. Regula odrywania. Jezeli b A(x) oraz implikacja
' F A(x) = B(x)
sg tautologiami rachunku kwantyfikatoréw, to réwniez wyrazenie F B(x)

jest tautologia rachunku kwantyfikatorow. o
3. Regula podstawiania. Jezeli w tautologii + A(X), podstawienie za

zmienna X zmiennej z jest wykonalne (tzn. zmienna wolna x nie przechodzi

na zmienna zwiazana), to tautologia bedzie réwniez wyrazenie F A(2).

F Ex(Q & P(x)) = Q & Ex P(x). V

7. a) Uzasadni¢ za pomoca rozumowania intuicyjnego nastgpujace tautologie:
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F (P = Ax Q) = Ax(P = Q(),
F (Bx Q(x) = P) = Ex(Q(x) = P),

oA P o o VB

gdzie funkcja zdaniowa P nie zawiera zmiennych wolnych.
b) ‘Uzasadni¢ te tautologie na podstawie tautologii podanych w zadaniu 6.

8. Uzasadni¢ intuicyjnie prawdziwo$¢ tautologii
F (Bx Q(x) = P) = Ax (Q(x) = P).
9. a) Uzasadni¢ za pomoca rozumowania intuicyjnego nastgpujaca tautologi¢:

F Ax (P(x) > Ay P()) = Ay P()

zwana prawem dolqczania duzego kwantyfikatora.

—
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4. Regula uogdlnienia. Jezeli tautologia jest F A(x) to taufologia jest
réwnieZz wyrazenie
Ax A(x)

4
Prawdziwo$é regut 2-4 jest oczywista.

Reguly 1-4 s3 oczywifcie regulami prowadzacymi od zdan intuicyjnie
prawdziwych do zdand intuicyjnie prawdziwych.

Przyjmuje si¢ je zazwyczaj jako reguly wnioskowania w rachunku
kwantyfikatoréw.

Jako aksjomaty rachunku kwantyfikatoréw mozna przyja¢ na przy-
klad nastepujacy zespot aksjomatéw:

F,. Wszystkie tautologie rachunku zdan.

F,. Tautologie postaci:

F Ax(4 = B(x)) = (4 = AxB(x)), )
F Ax (B(x) = 4)=(ExB(x) = 4),

gdzie funkcja zdaniowa 4 nie zawiera zmiennej wolnej x.
Fi. FAxB(x)= B(),
Fq. F Ex(B(x) vV~ B(x)).

Ciekawa role gra aksjomat F,. Wymaga on by zakres zmiennosci
kwantyfikatora Ex, a wigc Ax byt niepusty.

Zbiér formul, ktére mozna otrzymaé z aksjomatéw F,-F, za pomocag
regut 1-4, jest zbiorem twierdzen elementarnego rachunku kwantyfikatoréw.
Kazde twierdzenie jest tautologia rachunku kwantyfikatoréw, gdyz
aksjomaty sa tautologiami, reguly za§ wnioskowania prowadza' od
formu} prawdziwych (czyli tautologii), do formut prawdziwych — tauto-

logii. Co wigcej wszystkie znane tautologie daja si¢ wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw F-F, za pomoca regut 1-4.

Rachunek kwantyfikatoréw mozna ujmowaé aksjomatycznie na wiele
sposob6w, podajac (por. zadanie do tego paragrafu) rézne reguly dedukceji
i rézne aksjomaty. ‘

Podany przez nas uklad aksjomatéw jest nieskonczony, gdyz w F, jest
nieskorficzona liczba aksjomatéw. Mozliwe sa oczywiécie inne uklady zlo-
Zzone ze skoficzonej liczby aksjomatéw. - : o

t

§21. Rachunek kwantyfikator6w jako teoria dedukcyjna 81

Rozdzial ten zakonczymy pewnymi uwagami koncowymi omawiaja-
cymi rozmice mig¢dzy rachunkiem zdad a rachunkiem kwantyfikatoréw.
- W rachunku zdan sens spojnikéw zdaniowych okreéliliSmy w sposéb
Scisty metoda zero-jedynkowa. Dzigki temu mieli$émy prosta i matematycz-
nie Scista metode sprawdzania czy formula jest tautologia, tj. czy jest
zawsze prawdziwa. Podstawialiémy za zmienne zdaniowe wszelkie mozliwe

- kombinacje zer i jedynek i obliczaliémy warto$¢ logiczng calego zdania

dla kazdego podstawienia. O ile dla kazdego podstawienia warto$¢ ta byta
réwna jedno$ci, wyraZenie bylo tautologig.

Dla rachunku kwantyfikatoré6w podobna metoda nie istnieje gdyz
zbiory przedmiotéw na ktdrych okrelone sg funkcje zdaniowe sg nieskoni-
czone. Nie mozemy wiec podstawi¢ wszelkich mozliwych nazw przedmiotéw
za zmienne w funkcjach zdaniowych i sprawdzié¢ dla kazdego podstawienia,
czy badana funkcja zdaniowa jest spelniona. W przypadku skonczonych
zbioréw przedmiotéw mielibySmy w istocie do czynienia nie z rachunkiem
kwantyfikatoréow a z rachunkiem zdan, a jak pamiectamy, pojgcie kwanty-
fikatora jest wtedy zbedne, zastgpuje je bowiem zwykla suma i iloczyn
logiczny. Zbiory przedmiotéw rozwazanych w: matematyce sa na ogoél
nieskoriczone, wigc zastosowanie metody podobnej do metody zero-jedyn-
kowej jest dla rachunku kwantyfikatoréw niemozliwe.

"Choé pojecie tautologii jest intuicyjnie zrozumiale, to jedynie $cista
i poprawna metoda okreSlania tautologii rachunku kwantyfikatoréw jest
metoda aksjomatyczna.

Czytelnika, ktéry bylby zainteresowany aksjomatycznym ujeciem ra-
chunku kwantyfikatoréw i nie chcial poprzestaé na podanym przez nas
szkicu odsylamy do specjalnych podrecznikéw logiki, podanych na koficu

" ksigzki.

Streszczenie

- Podali§my reguly wnioskowania (reguly 1-4) i aksjomaty (F;-F,) ele-

- mentarnego rachunku kwantyfikatoréw. Twierdzeniami sa te formuty,
- ktére daja si¢ wyprowadzié z aksjomatéw za pomoca regul dedukcji.

Wszystkie twierdzenia tego rachunku sa tautologiami.

6 — Logika dla iniynieréw
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82 3. Rachunek kwantyfikatoro6w

Zadania

1. Uzasadnié intuicyjnie, Ze reguly 1-4 prowadza od zdan prawdziwych do zdan
prawdziwych. ' )

2. Wyprowadzié z regut 1-4 i aksjomatow nastepujace reguly pochodne:

a) regule dolaczania duzego kwantyfikatora prowadzacego od tautologii | 4 = B(x)
do tautologii F 4 = AxB(x);

b) regule opuszczania duzego kwantyfikatora prowadzaca od tautologii -

| 4 = Ax B(x) do tautologii I 4 = B(x);

¢) regule dolaczania malego kwantyfikatora prowadzaca od tautologii | B(x) = 4
do tautologii  ExB(x) = A4;

d) regul¢ opuszczania malego kwantyfikatora, prowadzaca od tautologii
I ExB(x) => A do tautologii F B(x) = 4.
Uzasadnié¢ te reguly w sposob intuicyjny.

3. Uzasadnié, Ze aksjomaty F, i F; mozna by zastapi¢ regulami a), b), ©), d) z za-
dania 2. ) -

4. Uzasadnié, ze oba aksjomaty F, mozna zastapi¢ prawem de Morgana:

F ~ Ax(A(x)) = Ex(~ A(x)).

Rozdziat 4

TEORIE ELEMENTARNE

W rozdziale tym zajmiemy si¢ sformalizowanymi teoriami matema-

- tycznymi. Oméwimy mianowicie klase teorii zwanych teoriami elementar-

nymi.

Sformalizowane teorie matematyczne postuguja si¢ jezykiem rachunku
zdan oraz rachunku kwantyfikatoréw, wzbogaconym tylko o pojecie
funkcji (czgsto uzywamy zreszta w tym przypadku nie terminu funkcja
a terminu dzialanie). W formulach sformalizowanych teorii matematycz-
nych wystgpuja pewne ustalone predykaty, ktorych wlasnosci sa opisane
za  pomocy aksjomatéw, ktdre te predykaty musza spetniaé. Aksjomaty
te — w odrdznieniu od aksjomatéw logicznych — nazywaja sie aksjoma-
tami specyficznymi teorii. W odréznieniu od aksjomat6w logicznych wspdl-
nych dla wszystkich sformalizowanych teorii matematycznych, aksjomaty
specyficzne teorii sa rézne; dla réznych teorii opisuja rézne wlasnosci po-
je¢ pierwotnych.

Teorie elementarne sa to sformalizowane teorie matematyczne o mozli-
wie najprostszym jezyku. W formutach tych teorii nie wystgpujg zwroty:

“,,dla kazdego . predykatu ...”, czy tez ,,istnieje taki predykat...”’, choé

moga wystgpowaé zwroty: ,,dla kazdego przedmiotu ...” czy tez ,,istnieje
taki przedmiot ...” Mowigc écislej formuly poprawnie zbudowane teorii

,\elementarnyg:h — tzw. formuly elementarne zawieraja symbole kwanty-
- fikatoréw Ax oraz Ex, ktérych zakres zmiennosci jest zbiorem przedmiotéw.
. Nie mogg natomiast wystgpowaé kwantyfikatory, ktérych zakresem zmien-

nofci jest jaki§ zbiér predykatéw. Wyrazenie: ,,dla kazdego predykatu

. " P(x) zachodzi P(x)” nie da sie zapisaé w sformalizowanym jezyku teorii
: glcmenta;nych. Mozna w tym jezyku zapisaé jedynie wyraZenie: ,,dla
5 ke_LZdego przedmiotu x, zachodzi P(x)” (gdzie P(x) jest jakim§ predykatem).



84 4. Teorie elementarne

Teorie elementarne stanowia najprostszy typ sformalizowafnych teorii
matematycznych. Wprawdzie jezyk ich nie jest dostatecznie bogaty by
mozna bylo w nim wyrazié cala matematyke, jednak nadajg si¢ $wietnie
do ilustracji zagadnieri zwigzanych z formalizacja matematyki. ;

W paragrafie 22 zajmiemy sig dziataniami i ich przedstawieniem za
pomoca terméw. W paragrafie 23 omoéwimy jezyk teorii elementarnych.
W paragrafie 24 zastanowimy si¢ co ten jezyk opisuje. Kwestig regut dedukcji
aksjomatéw i dowodzenia twierdzeft zajmiemy si¢ W paragrafie 25. W para-
grafie 26 oméwimy pojecie modelu teorii elementarnej oraz zagadnienie
prawdziwosci twierdzefi teorii.

. 'W ostatnim paragrafie 27 zajmiemy sig, tylko szkicowo, zagadnieniami
sformalizowanych teorii matematyki, kt6re nie sq juz teoriami elementar-
nymi, tzw. zagadnieniami teorii nieelementarnych oraz szkicowym omo-
wieniem teorii sformalizowanych o regulach dowodzenia nie zwigzanych
z prawami logiki. o

" Czytelnikowi, ktéry nie jest zainteresowany studiowaniem teorii ele-
mentarnych, a chcialby zdobyé podstawowe wiadomosci o formalizacji
matematyki zalecamy pominigcie tego rozdziatu i przeczytanie tylko

ostatniego jego paragrafu (§ 27), oraz ewentualny powr6t do tego roz- .

dziatu w trakcie czytania dalszych cze$ci ksiazki.

Sformalizowane teorie matematyczne maja bogata literature. sztel-
nika, ktérego interesuja te zagadnienia odsylamy do nastepujacej literatu-
ry: Grzegorczyk [1961], Rasiowa i Sikorski, Kieene [1952], Mostowskie

§ 22. TERMY I DZIAERANIA

Rozwazania nad jezykami matematycznych teorii sformalizowanych

rozpoczniemy od wyjasnienia pojecia terméw. W matematyce rozwaza

_ sie rézne dziatania np. dodawanie, mnoZenie, podnoszenie do kwadratu
i inne. WyraZenia zbudowane w pewien specjalny sposéb ze zmig:nnych
i symboli oznaczajacych te dzialania nazywamy. termami. Na- przyk}ad
wyrazenia (x-+y)'z oraz (x-y)-+z sa termami zbudowanymi ze zmiennych
x, y, z oraz symboli ,,-+” i ,,”° oznaczajacych dzialania dodawania t mno-
Zenia. : :

-

: ﬁéjé.rgumcntdvvych: ti (%1, X2, X3), £2(X1, X2,X3); ..., i tak dalej.

§22. Termy i dzialania 85

Zanim przejdziemy do dalszego wyjasniania pojecia termu, rozwazymy

pewne kwestie dotyczace zapisu wyrazen matematycznych. ‘

" Czesto zamiast x--y przyjmuje si¢ zapis ---(x, y), wzglednie zamias
. x-y — zapis *(x,y) stawiajac symbol dziatania na pierwszym miejscu,

a po nim argumenty, ujgte we wspolny nawias. Zgodnie z ta konwencja

term (x+y)-z mozemy zapisac -(+(x, »), z) term (x:y)4-z za§ mozemy
* zapisaé jako  +(-(x, ) z).

Taki sposéb pisania budzié moze pewne opory w przypadku dzialad
dwuargumentowych, gdzie przyzwyczajeni jesteSmy do pisania znaku dzia-
lania miedzy argumentami, jednak bez oporéw postugujemy si¢ nim w przy-
‘padku dziatar o innej liczbie argumentéw np. piszemy n.w.d. (X, ..., X,)
i’rozumiemy, Ze symbol n.w.d. (traktowany jako jeden znak) jest symbolem
dzialania (obliczania najwiekszego wspélnego dzielnika), argumentami za$
dzialania sg zmienne Xy, ..., X,
' Dzialania jednoargunientowe przyjeto’ pisaé na obydwa sposoby, np.

dzialanie obliczania elementu przeciwnego do x zapisujemy jako —x
(w nowej konwencji, poprawniej — (x)), ale dziatanie podnoszenia do kwa-
dratu zapisujemy jako x2, choé czytelnikowi zapewne nie obcy jest zapis

. sqrtx, dostosowany do nowej konwencji, w ktérej symbol sqrt oznacza

- znak dzialania podnoszenia do kwadratu.

‘Warto przy okazji zauwazyé, ze mozna rozwazaé rowniez dzialania
zeroargumentowe. Za dzialanie zeroargumentowe mozemy uwazaé kazda
funkcje, ktérej wartos¢ réwna si¢ ustalonemu elementowi (funkcje o war-
todci stalej).

' Powréémy ‘teraz do dalszych rozwazan nad termami.

. o Powiedzieliémy, Ze termy sa pewnymi wyrazeniami, zbudowanymi

ze znakéw dzialaf i zmiennych, nie precyzujac ciéle jakie to maja byé

" wyrazenia, np. nie wiemy czy wyraZenie - (x,y)+(x,y) zlozone z symboli

" dziatati ,,--"" oraz ,,””’ zmiennych x i y mamy uwazaé za term, czy tez nie.

~ Podamy. wigc teraz definicje termu.

<tNiech litery x;,X»,Xs;... beda zmiennymi. Nie bedziemy na razie

- precyzowaé jakie elementy mozna za te zmienne podstawiaé.

“*’fs»«Wez"Izny pewien zbiér D dziatan zlozony ze skonczonej lub nieskon-
'"¢ggncj ‘liczby dzialafi zeroargumentowych: ¢y, ¢s, ..., jednoargumento-
wych: g,(x;), g2(x2), ..., dwuargumentowych: K;(xy,Xs), k2(x1,X32), .

.oy
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86 4. Teorie elementarne

Definiujac termy wzgledem dziatan ze zbioru D, tak jak ponizej mu-
simy okreslié jednocze$nie co to 53 zmienne termu.

Termy zdefinivjemy indukeyjnie: - ‘

1. Termami sa symbole Xi,Xz,X3, .- (symbole oznaczajace zmienne)
oraz symbole ¢y, 2, .- (symbole dzialan zeroargumentowych). Zmienna
termu x; jest zmienna X;. Dla termu ¢; zbior zmiennych jest pusty — nie
zawiera zadnych elementow. o

W powyzszy Sposob okreéliliémy najprostsze termy. Termy zloZzone
okreslimy nastgpujaco:

2. Jezeli fi(xq,s s Xa)s ceos fu(X5,5 s Xpg) 2 termami zmiennych po-
danych w nawiasie, f(x1s ensX,) 288 dzialaniem n-argumentowym Z& zbioru
D, n>0, to ‘wyrazenie f(fl(xal, s Xa)s ees o (g, ...,xg,)) jest termem.
Zbiér zmiennych tego termu skiada sie ze wszystkich zmiennych wystepu-
jacych W ciagu Xg,» -+-»Xa, s Xy vers Xppr ~

Latwo zauwazyé, ze przy tej definicji symbol f(xy, .- ,x,) ktérym ozna-
czaliémy dzialanie n-argumentowe, jest termem zmiennych Xy, .. Xpe

Nie wszystkie jednak napisy sa termami, np. wspomniane juz wyrazenie
+(x,y) (x,¥) nie jest termem.

Definicja terméw jest czysto formalna, termy s3 niczym innym jak
pewnymi wyrazeniami zlozonymi z pewnych znakéw. Warto jednak zasta-
nowié sie, skad powstala taka definicja termu i dlaczego jest uzyteczna.

W tym celu rozwazamy dokladnie co to jest dziatanie. Wezmy zbior
X jakichs elementéw i funkcje f(X1, ...y X,), ktora kazdemu ukladowi
n eclementéw Xi, ..., X%, Z€ zbioru X przyporzqdkowuje pewien element
y ze zbioru X. Element Y nazywamy wartoscia tej funkcji dla argumentow
X1, e, X, 1 OZDACZAMY Przez F{CTRe A Funkcje taka. nazywamy dzia-
laniem n-argumentowym okreSlonym W zbiorze X. '

Dzialaniem zeroargumentowym nazywamy ustalony element zbioru X.

Dziatan takich okreslonych w zbiorze moze byé wiele, mozna je uwazac.

za funkcje, ktérych wartoéci sa state. Kazdy element nalezacy do X moze
wiec wyznaczaé dzialanie zeroargumentowe — funkcje, ktorej warto$§¢
jest stata i réwna si¢ temu elementowi. '
Nalezy réwnieZ zauwazyé, ze funkcja tozsamosciowa przyporzadko-
wujaca kazdemu elementowi x ten element tzn. X jest rownieZ dziataniem.
Dziatania mozna ze soba skladaé i otrzymywaé nowe dzialania. Jezeli
fjest dziataniem n-argumentowyim, Sis oees S 28852 dzialaniami odpowiednio

R n? st

' g0Sci_termowW f1, s fa-

§ 22. Termy i dzialania - 87

s-, ..., r-argumentowymi to stozeniem dziatapia f z dziataniami fj, ..., f,
jest funkcja, ktéra kazdemu ukladowi argumentow X, ,

. 1
..., Xg, przyporzadkowuje element réwny.

f(fl(xu" mevs xa‘)s

Ztozenie dzialaf jest réwniez dzialaniem.

.Zajm'ijmy sie teraz kwestia interpretacji termow. Termy sa pewnymi
napisami wyznaczajacymi schemat kolejnego skladania dzialan. Jezeli
zmienne Xy,X;, ... beda przyjmowac wartoéci x,%,, ..., symbole za$§ ze
zbioru D bedziemy uwazaé za pewne funkcje okreslone w zbiorze X, odpo-
wiednio zero-, jedno-, dwu-, tréj- lub wiecej argumentowe o wartoSciach
7z X, czyli za dzialania w zbiorze X, to term J(X1 5ees X)) wyznaczy pewne
dziatanie. Dzialanie to przyporzadkowuje elementom Xy, ..., X, Z€ zbioru
X element y = f(x4, ..., X,) Z tego samego zbioru. Znajac dany term i wie-
dzac jakie dzialania w nim wystepuja, bedziemy wiedzieli, w jaki sposob
zostalo otrzymane dzialanie opisane tym termem, jako zlozenie dzialan
ze zbioru D.

Termy shuzyg wigc do opisu dziatani; stad ich podstawowa rola w jezyku
stuzacym do opisu jakiejkolwiek teorii matematycznej. W nastgpnym
paragrafie podamy w jaki sposGb termy wystgpuja w jezykach matematycz-
nych teorii sformalizowanych, a §ciflej méwiac, w jezykach teorii elemen-
tarnych.

vy Xay -oes Xp, s

s Ju(xp,s cees X))

Streszczenie

- Podali$my definicje termdw, definicj¢ dzialan okreslonych na jakim$

sbiorze oraz zastanowiliémy si¢ jak termy opisuja dziatania.

Zadania

'1.'ri$lmy dlugos$é tesmu nastgpujaco:
D Dlugosé termbéw x; oraz'¢; (i =1,2,3, ...) jest réwna-1.. o
~2) Dhugo&é termu f(f;(...), veesSn(..)) dla f ze Zbioru D jest réwna-1 plus suma diu-

T : er - oz N ‘. NPT !
- Udowodni€, ze diugosé termu rowna sig ilodci liter w nim wystepujacych, jezeli nie

- bierzemy pod uwage nawiasow, przecinkéw, kropek oraz indeksow.
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88 4. Teorie elementarne

2. Wypisaé wszystkie termy o dlugoéci réwnej 5 zlozone z dzialad: g jednoargu-
mentowego oraz h dwuargumentowego, w ktorych wystepuja: a) zmienne xy, X5, b) zmien-
NC Xg,eee5Xp.

3. Udowodni¢, ze jezeli f(x1, ..., Xy jest termem o zmiennych xg,...,X, oraz

F1Ge1svees X0)s ooy [ulXg, ov s Xi) 52 termami, to wyrazenie f(fy (X1, ers X0 o s JakX1,
<+, X1)} Powstale przez podstawienie za zmienne X, ..., ¥, W termie f termow fi, .--» [
jest takze termem.

4. a) Podaé definicjg i przyklady terméw w symbolice beznawiasowej, gdzie dzia-
lanie f(x;, ..., X,) zapisujemy bez uZycia nawiaséw piszac SXLsees Xne

b) Udowodnié, ze jezeli dla kazdego dzialania wystgpujgcego w beznawiasowym
zapisie termu znana jest ilo§¢ argumentow, to term moze byé jednoznacznie odczytany
jako zloZenie wykonywanych w nim dzialar.

5. Udowodni¢, ze ztozenie dziatania n-argumentowego z dzialaniami odpowiednio
§;-argumentowym, ..., S,-argumentowym jest dzialaniem (s; - ...--sp)-argumentowym.

§ 23. JEZYK TEORI ELEMENTARNYCH

W paragrafie 19 okreslilismy jezyk elementarnego rachunku kwan-
tyfikatoréw. Pokrétce przypomnimy te rozwazania.

Wychodzili§my tam z pewnego zbioru elementéw zwanych zmiennymi
(4cilej zmiennymi indywidualnymi)

(1) . X1, X2,

~oraz z pewnych zmiennych predykatywnych

(2) P(xl): cecs Q(x13x2)9 secy R(xl,stxS)’

dla oznaczania funkcji zdaniowych jedno-, dwu-, trzy- i wigcej argu-
mentowych. '
Formuly poprawnie zbudowane okreéliliémy indukcyjnie.
1. Wyrazenia (2) sa formulami poprawnie zbudowanymi. Formuty

takie nazywamy formulami atomowymi.

2. Laczac formuly poprawnie zbudowane spéjnikami logicznymi
v, &, =, =, ~, alternatywy, koniunkcji, implikacji, réwnowaznosci i ne-
gacji, otrzymujemy réwniez formuly poprawnie zbudowane.

3. Dopisujac przed formula poprawnie zbudowana kwantyfikator

szczegGlowy lub ogdlny, wzgledem zmiennej x; (i = 1,2, 3, ...) otrzymujemy

réwniez formule poprawnie zbudowang. .

§ 23. Jezyk teorii elementarnych 89

4. Podstawiajac za zmienng X, zmienng x; w formule poprawnie zbudo-
wanej, otrzymujemy formule poprawnie zbudowana.

Dla kazdej formuly wyrdznilismy ponadto ktére zmienne sa wolne
a ktore zwiazane. :

Jezyk teorii elementarnych rézni si¢ tylko nieznacznie od jezyka ele-
mentarnego rachunku kwantyfikatoréw. Oprécz symboli (1) zmiennych
indywidualnych i symboli (2) zmiennych predykatywnych wystgpuje pewien
zbiér D symboli

(3) C1y €2y vvvs 81(X1), 82(X2); wvvs k1 (X1, X2)s --vs t1(x1,%2,%3), ...

dzialan zero-, jedno-, dwu-, trzy- itd. argumentowych. Poréwnaj § 22 tego
rozdziatu. ’

Symbole operacji logicznych v, &, =, =, ~, Ex; oraz Ax;(i = 1,2, ...)
pozostaja te same co poprzednio.

. Definicja formut poi)rawnie zbudowanych jest taka sama jak poprzed-
nio, z ta réznica, Ze operacja podstawiania jest inaczej okreslona. Za zmien-
ne wolne w formule mozemy podstawia¢ nie tylko inne zmienne, lecz row-
niez termy, przyjmujac zastrzezenie, by po podstawieniu Zzadna zmienna
termu nie stala si¢ zmienna zwigzang.

Symbolicznie mozemy tak sformulowana regule podstawiania zapisaé
nastepujaco '

4, Jezeli D(X1, ooeyXj_ 1, X1 X;p 15 ---s%,) jest formula poprawnie zbu-
dowana o zmiennych wolnych x4, ..., X,, f = S(xa,5 ---»Xg) za$ jest termem,
to wyrazenie .

@) D1, crrs f(ags weesXa)s oevs %)

- jest formuta poprawnie zbudowana powstaly przez wstawienie za zmienng

x, termu f wszedzie tam, gdzie zmienna ta wystgpuje, z tym zastrzeZeniem,
ze zadna ze zmiennych X, , ..., X, nie stanie si¢ zmienna Zwigzana. Zmien-
nymi formuly sa zmienne X, ...,X;_1,Xa,s «++sXa, Xit15 +oe5 X Oczywiscie
zmienne te moga si¢ powtarzac.

Regula 4’ dopuszcza wigcej podstawien niz reguta 4 z paragrafu 19.
Reguta 4 pozwalala podstawiaé za zmienne tylko zmienne, regula 4’ za$
pozwala za zmienne wstawiaé termy.

Powoduje to, Ze zbiér formut poprawnych teorii elementarnej jest
bogatszy od zbioru formut poprawnych elementarnego jezyka rachunku
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kwantyfikatoréw. W formulach . poprawnie zbudowanych moga wyste-
powaé symbole dzielan oraz termy. K

Ponizej podamy przyklad wyjasniajacy pojecie formuly poprawnie
zbudowanej. W alfabecie uzytym w naszym przyktadzie wystepuje jegen
symbol predykatu dwuargumentowego @ oraz jeden symbol dziatania
dwuargumentowego f. Dla wigkszej przejrzystosci zapisu bedziemy pre-
dykat Q oznaczali symbolem ,,=", dziatanie f za§ symbolem ,,+” oraz
bedziemy pisali x; = x, zamiast Q(x1,x%,), oraz x;+x, zamiast f(x1,%2).

Wyrazenia:

x1 = x2, x1 - xl, x1 == (x1 +xZ)+X3

beda formutami poprawnie zbudowanymi. Pierwsza formula ma dwie,
druga jedna, trzecia trzy zmienne wolne. Dwa ostatnie wyraZzenia powstaja
z pierwszego przez podstawienie: w pierwszym wypadku za zmienng
x, termu X, (z definicji, pojedyncza zmienna tez jest termem), drugie przez
podstawienie za zmienna X, termu (X4 +x,)+Xs. .

Podobnie formutami poprawnie zbudowanymi beda wyrazenia:

~ ((x1 =X;) = (X, = x1)),
Xy =x)V (X3 = (61 +x2) +x3).

Fatwo réwniez podaé przykiady formut zawierajacych kwantyfikatory.

Na przyktad formula o zmiennej wolnej x,; bedzie wyrazenie

®) Axs Bxy (% = (x1+%2)+X3).

W formule (5) mozemy za zmienng wolng X, podstawiaé dowolny term

zbudowany zé znaku ,,-- oraz zmiennych Xi,XsXs, ..-» 1 otrzymamy’

formule poprawnie zbudowana, np. wstawiajac za x; term (x1+x4)+xs,
otrzymamy formule ’

Ax; Ex; ((x1 +x4)+x5 = (((xx +x4) +xs) +x2) +xs)

o zmiennych wolnych x;,X,,Xxs. Zmienne X, 0raz X3 beda zwiazane.
W formule (5) podstawienia za zmienng wolng x; termu x;+X, Wy-
konaé nie mozemy. Po tym podstawieniu otrzymamy formule

(6) ‘Ax3 Ex2 (xl +x2 = ((x1+x2)+x2)+x3), : -
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w ktérej zmienna x, termu bedzie zmienng zwigzang, wbrew zastrzeZeniu,
ze zmienna wolna termu przy podstawieniu nie moze przej$¢ na zmienng
Zwigzang. "

Zauwazmy zreszta, ze formuta (5) jest mimo to formula poprawnie
zbudowang. Por. zdanie 4.

Definicja jezyka elementarnego jest jak widzimy do$¢ skomplikowana.
O sensie intuicji jaki lezy u podstaw takiego okreslenia jgzyka mozna sig
najlepiej przekonaé, zastanawiajac si¢ co mozna za pomocg tego jezyka
opisa¢. Do tego celu sluzy nastepny paragfaf.

Streszczenie .

rieéh'liémy formuly poprawnie zbudowane je¢zyka elementarnego.
Zmienne Bpredykatywne sg formulami poprawnymi. Formuly poprawne
mozemy laczyé spéjnikami zdaniowymi oraz opatrywaé kwantyfikatorami.
Ponadto mozna za zmienne wolne podstawiaé termy, jeZeli zadna zmienna
termu nie stanie si¢ zwigzana. Za zmienne zwigzane nic podstawiaé nie wol-
no. Symbole (alfabet) wystepujace w formutach zostaly starannie wyliczone.

Zadania

1. W ponizszych formulach »<<’’ oraz ,,=" oznaczaja predykaty dwuargumentowe,
»+" za$ oznacza dzialanie dwuargumentowe. Zbadaé, czy ponizsze formuly sa popraw-
nie zbudowane; w.formulach poprawnych wyréini¢ zmienne wolne i zwiazane:

a) (x1<x2)=>(Ex1(x1+x1 = X2)), .

. b) x; < X9 = Ex3 (xl +X3 = x2),
S Q) Xy <Xy &x3 = Axy(xy = Xx,) VX3,

d) Axy (Ax,_ (Ax3 (Ax4 (((xl =x,) & (x3 < xp)) = (x;+x3 < x2+x4))))) .

2. W formutach a) i d) z poprzedniego zadania usuna¢ zb¢dne nawiasy, nie narusza-
jac mozliwosdci jednoznacznego odczytania formul. Zapisaé te sposréd nich, ktére sa
poprawne, piszac

‘zamiast x; < x, -wyrazenie < X;Xj,
zamiast X, = X, Wyraienie = x;x,,
zamiast  x;--x5 wyrazenie - xyX5.

Wypowiedzie¢ tres¢ tych formul w jezyku potocznym.



92 4. Teorie elementarne

3. Napisaé¢ formuly podane w tekscie paragrafu, piszac wszedzie Q(x;, X2) zamiast
xy = x, oraz f(xj,xp) zamiast x;+x,.
4. Wykonujac w formule x; = x, dwa podstawienia za zmienne terméw oraz dwa

razy operacje opatrywania kwantyfikatorem, pokazaé, Ze formula (6) jest poprawnie
zbudowana. {

5, Uzasadnié, ze kazda formul¢ poprawng mozna otrzymaé, najpierw podstawia-
jac do formut atomowych termy za zmienne, a potem wykonujac operacje typu 2 oraz 3.

§ 24. INTERPRETACJA FORMUL. POPRAWNYCH

Formuly poprawne zbudowane w jezyku opisanym w poprzednim
paragrafie sa pewnymi napisami ztoZonymi z jakich$ symboli. Napisy te
nie beda mialy zadnej tresci, dopdki nie bedziemy przypisywali jakiego$
sensu wystepujacym w nich symbolom, tzn. dopdki nie bedziemy inter-
pretowaé formul. Interpretacja sprowadza si¢ do przypisywania znaczenia
zmiennym, zmiennym predykatywnym i symbolom dziatan wystepujqcych
w termach. Znaczenie symboli logicznych, spdjnikéw zdaniowych i kwan-
tyfikatoréw jest ustalone i bylo wyjasnione w rozdziatach II i HI. Dla
pozostalych symboli mamy pewna dowolno$¢ interpretowania. Wyja$nimy
to ponizej.

Jezeli na przyklad zmienne interpretujemy jako zmienne przyjmujace
wartosci bedace liczbami naturalnymi, to zmienne predykatywne bedziemy
uwazaé za pewne funkcje zdaniowe na zbiorze liczb naturalnych, a termy
za pewne dzialania na liczbach naturalnych. Przy takiej interpretacii,
formuly poprawnie zbudowane przedstawia¢ beda pewne sensowne funkcje
zdaniowe lub zdania dotyczace liczb naturalnych. Ciagi symboli nie bedace
formulami poprawnie zbudowanymi, nie beda przedstawialy zadnych
sensownych wypowiedzi.

Na przyktad formula

6y Q (1, £33, %3)) = (Q (x5, %2) v @(x1,%3));

gdzie f jest symbolem dzialania dwuargumentowego, Q za$ symbolem
- dwuargumentowego predykatu jest poprawnie zbudowana. Jezeli zmienne
X3,%2,%; bedziemy interpretowali jako liczby naturalne, f jako dziatanie

mnozenia, predykat za§ Q(x;,x,) jako wlasno§¢ méwiacg o podzielnotci

v(

* mp.
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liczby x, przez x;, to dla liczb naturalnych formule te zmterpretujemy
nastepujaco,

(X1|(X2 Xa)) => (X1IX2) v (X1|X3))

(symbol X;| X, czytamy nastepujaco: liczba X, dzieli X)).
Formule interpretujemy wigc jako funkcje zdaniowa okreS§lang na

» liczbach naturalnych moéwigca, ze jezeli liczba dzieli iloczyn, to dzieli

jeden z czynnikdw.

Symbole zmiennych, dziatad i predykatéw mozemy w te_] formule
interpretowaé inaczej (por. zad. 1 tego paragrafu). Zawsze jednak formuta
bedzie miala jaki$§ sens.

Natomiast ciag symboh ktdry nie jest formu}q poprawnie zbudowana,

@ O (x1,%2) = Q (%1, %3), %2)

przy zadnej interprptacji symboli dzialania f jako dziatania na liczbach
naturalnych i predykatu Q jako zwiazku migdzy liczbami naturalnymi nie
bedzie miat zadnego sensu.

Omawiajac sprawe interpretacji formut trzeba zauwazy¢, ze w wyniku
nie otrzymujemy na ogét wypowiedzi prawdziwych czy falszywych. Na przy-
ktad formuta (2) jest dla jednych tréjek liczb naturalnych X;, X, X3
prawdziwa, dla innych falszywa. Na przyklad dla X, =2, X, =3, X3 =5
wypowiedZ (2) jest prawdziwa, podobnie dla X; =2, X, =2, X; =1
Moéwimy, Ze formula jest spelniona przy takiej interpretacji jak powyize;j.
Ale na przyklad dla X; = 2, X, = 4, X5 = 3 wypowiedZ (2) jest falszywa.
Méwimy, Ze formula ta nie jest spelniona przy takiej interpretacji.

Interpretujac formule otrzymamy na ogét w wyniku nie zdanie, ale
funkcj¢ zdaniowa. Zdanie otrzymamy wtedy, gdy formuta nie zawiera
zmiennych wolnych.

Na przyklad interpretujac formule

AX, (A, (AXS(Q (X1, /(s X)) = (@K, X2) v o x))))

tak jak formute (1) otrzymamy zdanie falszywe:

dla kazdych liczb naturalnych X,, X, X3:
€) I (X1 X2 X3) = ((X1|X2)V (X1iX3))~'
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W naszym przypadku formuly (1) zbidr N liczb naturalnych, z okres-
long funkcja zdaniowg X |Y (liczba naturalna X dzieli liczbe naturalna Y
oraz dziataniem ,,”’ mnoZenia liczb -naturalnych stanowi model for-
muly, to znaczy, ¢ formuta jest prawdziwa przy podanej interpretacji @
oraz f. ‘

Podobnie okreslamy pojecie modelu zbioru formul. Modelem zbioru
formul zawierajacych zmienne predykatywne P, 0, R, ... oraz dzialania
1,8k, ... jest zbiér N jakich§ przedmiotéw, W ktérym okreslane sa kon-
kretne funkcje zdaniowe P(X),Q(X, Y),R(X, Y, Z),..., dla kazdych
X,Y,Z ze zbioru N oraz dziatanie F(X), G(X, Y), H(X, Y, Z), tak zie
przy podanej interpretacji prawdziwe sa wszystkie formuly.

Formuly, bedace niczym innym jak ciggami napisow, nabieraja w mo-
delu okreslonego sensu, opisuja pewne fakty matematyczne odnoszace
sie do funkcji zdaniowych i dziatan. ~

Zauwazmy jeszcze, Z&é W podanym przez nas jezyku teorii nie mozemy
opisaé wszystkich faktéw matematycznych, nie mozemy wypowiedzie¢
np. zdan, ze dla kazdego zbioru elementéw co§ zachodzi, dla kazdego
termu coé zachodzi, dla kazdego predykatu coé zachodzi itd.

Zwiazane to jest z tym, Ze nie tﬂ(;/iemy uzywaé kwantyfikatoréw wia-
zacych zmienne przebiegajace np. z i6r wszystkich predykatow, czy tez
termow. .

Teorie o takim jezyku, jak podaliSmy nazywaja si¢ teoriami elemen-
tarnymi lub pierwszego rzedu, formuly za$ formutami elementarnymi.
Teorie takie nie nadaja si¢ wprawdzie do opisu calej matematyki, lecz
stanowia dostatecznie dobry i prosty przyklad sformalizowanych teorii
matematycznych stuzacy do ilustracji zagadnien zwiazanych z formalizacja
matematyki. '

Streszczenie

Wyjasailiémy jak moZemy interpretowaé formuly poprawne -jako
pewne sensowne wypowiedzi matematyczne. Teorie w podanym przez nas
jezyku w ktérym kwantyfikatory stosuje si¢ tylko do zmiennych Xy, X2, .-
przedstawiajacych elementy, nazywaja si¢ teoriami elementarnymi. *
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Zadania

1. Podaé¢ dla formuly (1) funkcj¢ zdaniowa otrzymang przez interpretacjg f jako
dziatania ,,+" dodawania liczb naturalnych, predykat za§ Q jako ,,=" réwnosci liczb
naturalnych.

2. Uzasadnié; e zbior N, liczb parzystych wigkszych od zera z funkcja zdaniowa
X = ¥ (liczba X réwna sig liczbie Y) oraz dzialaniem .,-* mnozenia nie jest modelm
formuly (1), gdyz formuta nie jest prawdziwa przy takiej interpretacji.

§ 25. TWIERDZENIA I DOWODY W TEORIACH SFORMALIZOWANYCH

W dalszym ciagu zajmowaé si¢ bedziemy tylko teoriami elementarnymi.
"W poprzednich paragrafach omoéwilismy jezyk matematycznych teorii
sformalizowanych i powiedzieli§my co to sa formuly poprawnie zbudowane.
Majac dany jezyk, méwim‘y o teorii wtedy, gdy sposréd wszystkich
formut wyrézniona jest pewna klasa formut zwanych twierdzeniami teorii.
W teoriach dedukcyjnych (a takimi sa matematyczne teorie sformali-
zowane) klase twierdzen okreSlamy przez podanie aksjomatéw teorii,
aksjomatéw logicznych oraz regut dedukcji.

Aksjomaty teorii sa to wyjéciowe twierdzenia teorii podane w postaci
formutl poprawnie zbudowanych. Reguly dedukcji sa to reguly prowadzace
od formut do formut. Pozwalaja one z jednych twierdzed teorii otrzymywagé
inne twierdzenia teorii. W szczegdlnosci przy zadanych aksjomatach teorii
i regulach dedukcji, zbidr twierdzen teorii jest to zbiér tych formul, ktére
mozna otrzymaé z aksjomatéw teorii przez stosowanie do nich skoriczo-
nej ilosci razy regut dedukcji. Moéwiac prosciej twierdzenia teorii sg to te
formuly, ktére mozna dowie$é z aksjomatow.

Na ogdt przyjmuje si¢ w teoriach matematycznych cztery nastgpujace
reguly dedukcji: . '

‘1. Regule pozwalajaca uznaé za twierdzenie teorii formute, ktéra jest
‘szczegblnym przypadkiem aksjomatu logicznego.

.2, Regule odrywania pozwalajaca z dwéch formut poprawnych @ oraz
@ = ¥ otrzymaé formulg V.
‘3. Regule podstawiania pozwalajaca w formule

®) D(X1y vns Xjm 15 Xjs Xjp 15 0005 Xg)
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o zmiennych wolnych x;, ..., X, podstawi¢ za zmienng X; term f'(xal, s Xg)
i otrzymaé formute

(2) ¢(x1’ "‘9xj—19f(xu1’ -",xa')’ xj+1’ "':xs)

pod warunkiem, Ze po wykonaniu podstawienia Zadna zmienna nie przej-
dzie na zmienna zwiazang. Warto zauwazyé, ze reguta podstawienia npie
jest jedna regulg, lecz pewnym schematem. Mianowicie dla ustalonej
zmiennej X; i ustalonego termu
f(xala --°sxa,)

otrzymujemy jedna regule prowadzaca od dowolnej formuty (1) do formuly
postaci (2).

4. Regule uogdlniania, prowadzaca od formuly @(x) do formuly
Ax D(x). -

Aksjomaty dzielimy na aksjomaty logiczne i aksjomaty teorii.

Aksjomaty logiczne sa to aksjomaty F,-F, rachunku kwantyfikatoréw,
wymienione w rozdziale IIT § 21 str. 80 Sa to:

F,. Wszystkie tautologie rachunku zdan.

F,. Tautologie postaci

F Ax(A = B(x)) = (A = AxB(x)),
F Ax(B(x) = 4) = (Bx B(x) = 4).

Fi. AxB(x)= B(x).

F,. Ex(B(x)v ~ B(x)).

Aksjomatami teorii moze by¢ jakikolwiek zbiér formut poprawnych
teorii. Aksjomaty te zwane tez czgsto aksjomatami specyficznymi okreslaja
wiasnoéci pojeé pierwotnych wystepujacych w tej teorii, tzn. wlasnosci
predykatow i funktoréw (dziatad) wystepujacych w teorii. W szczegdl-

noéci gdy brak aksjomatéw specyficznych (a w jezyku teorii — symboli '

dziatafi, otrzymujemy rachunek kwantyfikatorow opisany w rozdziale 1II).
Podamy teraz pojecie dowodu w teorii sformalizowanej. Idea dowodzenia
jest wyjécie od jakiego$ zbioru formul A, zwanego zbiorem aksjomatéw
teorii oraz od aksjomatéw logicznych i otrzymywanie twierdzed teorii
przez stosowanie regul dedukcji. Formul¢ ¢ uznamy za twierdzenie, jezeli
da si¢ ja otrzymaé z aksjomat6w teorii oraz z aksjomatéw logicznych przez
zastosowanie skoriczona ilosé razy regut dedukcji. ”

!
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Opisang ide¢ otrzymywania twierdzen teorii najlatwiej wypowiedzie¢
w spos6b bardzo écisty, wprowadzajac pojecie dowodu. Ciag formut

3) D, ...,D,

nazywamy dowodem formuly @, jesli @, = @, gdzie liczbg n nazywamy
dlugoscig dowodu, oraz jesli dla kazdej formuly P, (1 < i < n) zachodzi
jeden z ponizszych warunkow:

0’ &, jest aksjomatem teorii;

1’ @, jest szczegblnym przypadkiem aksjomatu logicznego;

2' istnieja dwie formuly @; i @,, gdzie 1 < j <ioraz 1< k < i takie,
e @, ma nastgpujaca postaé:

o D, =>D;;

3’ istnieje formuta @, I < i, stojaca w ciagu (3) przed formula @,,
taka Ze
‘ ¢I= @I(xl, ...,xj__l,.@,xi_,_l, ...xs)
za$

¢i = ¢l(x1, Y ,xj__l,f(xal, ...,xa‘), xj+1, ceay xs),

gdzie f(Xg,s ---»X,) jest termem;

4’ istnieje formuta @, 1< i, taka ze @; jest postaci Ax D,(x), gdzie
x jest jaka$ zmienna indywidualna.

Oczywiscie z okreflenia dowodu widaé natychmiast, Ze punktom
1, 2, 3', 4 odpowiada stosowanie regut 1, 2, 3, 4.

Zbiér twierdzefi jakiej§ teorii o zbiorze aksjomatéw A, to zbidr tych

- formut poprawnie zbudowanych, dla ktérych istnieje dowéd. Zauwazmy,

ze w my$l tego okreslenia kazdy aksjomat jest twierdzeniem teorii. Istotnie
dowéd aksjomatu @ jest to, jak latwo sprawdzié, jednowyrazowy ciag
ztozony z tej formuly &.

Jedli jako zbidr aksjomatéw A4 przyjmiemy zbidr pusty (nie zawierajacy

~ 7adnego elementu), wéwczas zbiorem twierdzen takiej teorii bedzie zbidr

tautologii rachunku kwantyfikatoréw.

Zbi6r twierdzen sformalizowanej teorii matematycznej jest w ten sposob
poprawnie okreslony. Jezyk teorii i reguly pozwalajgce otrzymywaé twier-
dzenia teorii zostaly precyzyjnie okreslone. Wiadomo co to sg fonﬁuly
poprawnie zbudowane i wiadomo co to jest dowdd twierdzenia.

I Log;ka dla inzynieréw
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Powstaje pytanie czy z podanych okresleri potrafimy wywiioskowac,
ktére formuly teorii sa jej twierdzeniami. Podana zostala definicja twier-
dzenia teorii. Jezeli dla formuly @ istnieje jej dowdd z aksjomatéw A4,
to formula jest twierdzeniem teorii. Jezeli takiego dowodu nie ma, to lfor-
mula nie jest twierdzeniem teorii. Nie wynika stad jednak, Ze potrafimy
dla kazdej formuly stwierdzié efektywnie czy jest ona twierdzeniem teorii,
czy nie. Przeprowadzenie dowodow jest czynnoécig trudna. Wprawdzie
kroki postgpowania dowodowego, tzn. reguly dedukcji zostaly precyzyjnie
opisane, tak ze mozna je stosowaé w sposob mechaniczny, jednak na ogdt
nie widaé zadnej ogdlnej metody pozwalajacej znajdowaé dowody danej
formuly. Fakt, ze po pewnych prébach dowodu formuly nie uzyskali$my,
nie pozwala wnioskowaé, Zze jej dowodu nie ma. By¢ moze korzystajac
z regul dedukcji w innej kolejnosci dowdd znajdziemy, a byé moze formuta
po prostu nie jest twierdzeniem teorii. ~

Dla wigkszosci teorii sformalizowanych nie ma zadnej ogdblnej metody
stwierdzenia czy dowolna formula jest twierdzeniem teorii, czy tez nie.
Sytuacja jest podobna jak w rachunku kwantyfikatoréw, gdzie nie bylo
metody rozstrzygania czy formuta jest tautologia, czy tez nie. Teorie ma-
tematyczne sa na ogél nierozstrzygalne, tak jak rachunek kwantyfika-
torow.

Streszczenie

Podalismy reguty dedukcji matematycznych teorii sformalizowanych:

1. regule uznania za twierdzenie kazdej formuly, ktéra jest szczegblnym

przypadkiem tautologii logicznej. 2. regule odrywania, 3. reguly podsta-

wiania. 4. regul¢ uogélniania. Podaliémy pojecie dowodu teorii i twier-

dzenia teorii. Zwréciliémy uwage na fakt, Ze mimo precyzyjnego okreslenia

 krokéw dowodowych na ogét nie ma metody rozstrzygania czy formula
jest twierdzeniem teorii, czy tez nie.

Zadania

1. Uzasadnié, ze jezeli ciag @4, ..., P, jest dowodem formuly @, to formule da si¢
uzyskaé za pomoca n-krotnego stosowania regut 1, 2, 3, 4/ *

g

!
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2. a) Z jakich tautologii nalezy korzysta¢, zeby udowodnié, Zze jezeli formuly @
oraz ¥ sa twierdzeniami teorii, to twierdzeniami teorii sg formuly: & v ¥, o & V¥,
=¥ oraz P=V¥ 17 ) ‘

b) Z jakiej tautologii rachunku kwantyfikatorow i jakich regul nalezy skorzystaé,
aby udowodnié, ze jezeli formula Ax,®P(x,) jest twierdzeniem teorii, to formula P (x,)
jest twierdzeniem teorii? ,

c) Udowodnié, ze jezeli formula Ax,@P(x,) jest twierdzeniem teorii i zmienna x,
nie wystepuje w formule, to formula Ax,®P(x,) jest twierdzeniem teorii.

d) Niech 4,, 4,, ..., 4¢ beda aksjomatami teorii. Podaé pelny dowéd formuty

A & A, &... & A, jaka bedzie jego dlugo$é? Przypominamy, ze dlugoscia dowodu

D,,D,,...P, nazywamy liczbe wystepujacych w nim formui, tj. n.
Wskazoéwka: Skorzystaé z tautologii:

Dy = (p2 = ( (p,, =>py &Py & (... & py) ))) ) .
3. a) Uzasadni¢, ze jezeli liczba émiennych predykatywnych i liczba dzialan jest
skoriczona, to wyrazenia poprawne teorii mozna ustawi¢ w ciag.
b) Uzasadnié, ze w tym wypadku mozna ustawi¢ w ciag wszystkie dowody.
~ ©) Uzasadnié, Ze mozna w ten sposéb ustawi¢ w ciag wszystkie twierdzenia teorii.
4, Teoria, w ktérej z kazdej pary zdafh @ oraz ~ @ dokladnie jedno jest twierdze-
niem, nazywa si¢ feorig zupeing. Opierajac si¢ na zadaniu 3, podaé metodg rozstrzyga-
nia czy formula jest twierdzeniem teorii, czy tez nie.
- Wskazéwka: W ciagu dowodéw znajdziemy albo dowod formuty @, albo dowdd
formuty ~ .
8. Teoria nazywa si¢ sprzeczna, jezeli istnieje taka formula @, ze @ oraz ~ @ sa
twierdzeniami teorii.
Korzystajac z tautologii rachunku zdahn (p & ~ p) = ¢, udowodnié, ze w teorii
sprzecznej kazda formula poprawna jest twierdzeniem teorii.

§ 26. MODELE TEORII ELEMENTARNYCH

-+ Teorie w jezyku opisanym w paragrafie 23 tego rozdziatu i o regutach
dedukcji opisanych w poprzednim paragrafie nazywamy teoriami elemen-
tarnymi (lub teoriami pierwszego rzedu).

- Nazwa ta pochodzi stad, ze operacje kwantyfikatora mozemy stosowaé
tylko do zmiennych elementarnych, a nie mozemy ich stosowaé do predy-

katéw czy tez symboli dzialafi. Predykaty i dziatania sg w teorii ustalone

w tym sensie, Ze ich wlasnosci (czy lepiej powiedzieé mozliwosci interpre-

tacji) wyrazane sa przez aksjomaty specyficzne. Stwierdzenie to wymaga
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blizszego wyjasnienia. Predykaty jak i funktory (ogdlniej méwiac termy)
w teorii sformalizowanej sa pewnymi symbolami. Aksjomaty méwia jak
moZemy interpretowaé predykaty i termy (§ 24 tego rozdziatu). Mozemy
korzystaé tylko z takich interpretacji, przy ktérych aksjomaty specyficzne
s prawdziwe.

Modelem teorii o zbiorze 4 aksjomatéw specyficznych nazywamy model
zbioru formut nalezacych do A (zob. str. 94), a wigc modelem teorii bedzie
model zbioru aksjomatéw specyficznych teorii.

Model taki ustala taka interpretacje zmiennych predykatywnych
i funktoréw (symboli dzialad) wystgpujacych w aksjomatach specyficznych,
3 przy ktérej aksjomaty beda funkcjami zdaniowymi prawdziwymif _
e Aksjomaty logiczne sa tautologiami rachunku kwantyfikatoréw, a wiec
;' beda prawdziwe przy kazdej interpretacji, nie tylko przy podanej w modelu.
Reguty dedukcji 1-4 teorii prowadza od funkcji zdaniowych prawdzi.wych
przy jakiej$ interpretacji do funkcji zdaniowych prawdziwych. Ifomewaz
kazde twierdzenie teorii uzyskuje si¢ z aksjomatéw logicznych i aksjomatow
dedukcyjnych, a wiec przy zadanej interpretacji w modelu wszystkie twier--
dzenia teorii beda funkcjami zdaniowymi: prawdziwymi.: )
Teoria nazywa si¢ niesprzeczna, jezeli wéréd jej twierdzen nie wyste-

puje para formut @ oraz ~ @. W przeciwnym przypadku teoria nazywa
‘H Wogr Sie sprzeczna. Teorie sprzeczne na pewno modeli nie majq Teorie mesprzecz-
:\MMW ne majg modele.
, ‘”'“°\§w,& Reguly 1-4 dedukcji prowadzily od formul prawdziwych do formul
i w:;‘ W\ @rvhprawdmwych Aksjomaty logiczne byly formulami prawdziwymi. Inaczej
i nieco ma si¢ sprawa z aks_lomatam1 specyficznymi teorii. Kazda teoria
i -°g3“.,\,i,,“,elementarna ma wiele modeli. Na przykiad w teorii o jednym predykacie
1 RG ‘ O dwuargumentowym i jednym aksjomacie (1) (poganym w paragrafie
‘ noc&oJNMQ4), mozemy interpretowaé zmienne Xy,X,, ... jako np. liczby naturalne
i nalezace do jakiego$ zbioru N liczb naturalnych. Predykat Q mozemy inter-
pretowaé jako np. réwnosé (tzn. Q(ay, a,) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy a; = a,). Ale réwnie dobrze aksjomat (1) bedzie spelmony,. jezeli
zinterpretujemy predykat Q, jako rézpoéé (Q(a,, a,) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy a, # a,).

Przyktad ten nieco drastyczny pokazuje, Ze teoria podana w tym pr-zy-
kladzie jest bardzo uboga. Nie chodzi tylko o to, Ze ma mato pojeé p%er-
wotnych i jedno dziatanie. Ma ona mato aksjomatéw, co dopuszcza witle
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interpretacji poje¢ (jak widzimy w oméwionym przykladzie nawet w sposéb
diametralnie przeciwny).

Wszystkie teorie elementarne maja t¢ ceche. Zawsze mozemy pojecia
wystepujace w teorii interpretowaé na wiele réznych sposobéw — mate-
matycy mowia, ze teorie elementarne maja wiele modeli. Cecha ta wcale
nie jest wada teorii elementarnych. Wiele interpretacji dopuszcza wiele

~ zastosowan. Kazde twierdzenie teorii bedzie spelnione przy kazdej inter-

pretacy{ przy ktdrej spelnione s3 aksjomaty.
Pozostaje jeszcze kwestia prawdziwosci twierdzefi teorii elementarnych.
Nalezy tu zwrdcié uwagg, ze aksjomaty specyficzne teorii moga byé
dowolnymi formulami poprawnymi. Przez ich wybér wybieramy sens

- jaki chcemy przypisywaé pojeciom pierwotnym ~ predykatom i dziataniom

teorii wystgpujacych w aks_]oyaatach specyficznych. Stwierdzenie, ze aksjo-
maty specyficzne teorii maja sens prawdziwy, znaczy tyle, Ze predykatom
i dzialaniom w nim wyst¢pujacym mozemy przypisywaé tylko taki sens, przy
ktérym aksjomaty beda,, prawdziwe” w intuicyjnym rozumieniu tego slowa.

Twierdzenia teorii s3 dzigki definicji modelu zdaniami prawdziwymi, tzn.
sq prawdziwe w kazdym modelu.

W przypadku teorii zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne. Kazda
formuta prawdziwa, tzn. prawdziwa w kazdym modelu teorii jest twier-
dzeniem teorii. Matematycy méwia, Ze teorie elementarne sq peine(*). Fakt
ten nie jest tak oczywisty jak by si¢ moglo na pierwszy rzut oka zdawaé
i dla innych teorii nie jest prawdziwy (por. § 27). Twierdzenie o petnoéci
teorii elementarnych méwi, ze w przypadku teorii elementarnych reguly
dedukcji sa dostatecznie poteznym narzedziem by za ich pomoca mozna
bylo udowodni¢ (wywnioskowaé z aksjomatéw) kazdy prawdziwy fakt

" dajacy si¢ wyrazi¢ w teorii. Wynik ten §wiadczy jednak o ubdstwie jezyka
1 poje¢ teorii elementarnych. Kwestie te sa oméwione w nastegpnym para-
grafie.

_Streszczenie
DEHE

- Zdefiniowali$my pojecie teorii elementarnych. Oméwilimy role aksjo-

' matéw specyficznych i zwmzanq Z nimi sprawg interpretacji pojeé teorii —

(*) Nalezy odréimiaé to pojecie od pojecia zupelnos$ci podanego na str. 99.
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modelu teorii. Teorie elementarne dopuszczaja wiele interpretacji. Poda- § 27. TEORIE MATEMATYCZNE

lismy pojecie formuly prawdziwej, tzn. formuly prawdziwej w kazdym _

modelu teorii. Twierdzenia sa formutami prawdziwymi te_orii. W przypadku : . Ten koficowy fragment poswigcony jest oméwieniu wiadomosci z po-

o przednich paragraféw i ich powiazaniu z dalszymi fragmentami ksiazki.

Ponadto oméwione sa zagadnienia zwigzane z teoriami nieelementarnymi
i innymi teoriami sformalizowanymi. -

teorii elementarnych kazda formuta prawdziwa jest twierdzeniem te?rii.

Zadania . .. . . . . .
Zajmujac si¢ matematyka, spotykamy si¢ z dwoma rodzajami pojec.

1. Dla teorii o jednym predykacie Q(xy, x;) i aksjomacie ) Pierwsze to pojecia czysto matematyczne, drugie to pojecia logiczne.
*) Qxy, %) = Qxg, %) Pojeciem matematycznym jest np. pojecie liczby naturalnej. Bada sie

zbiory liczb naturalnych, wlasnosci dziatan takich jak dodawanie czy mno-

i i i j i za$ jako zwiazek Q(aq, a5), . . . . . . . sy .
interpretujemy zmienne jako liczby naturalne, predykat Q zas ja aek 0(ay, o Zenie, wlasnosci stosunkéw migdzy liczbami naturalnymi, takich jak sto-

ktéry zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a,+1 lub a, = a;+1.

a) Czy prawdziwy jest w tym modelu aksjomat (x)? ' . sunek réwnofci, mniejszosci, podzielnoéci i inne.

b) Udowodni¢, ze formula Ax,(Q(x;,*,)) nie jest twierdzeniem teorii. Drugi rodzaj pojeé, ktére juz oméwilismy, to pojecia pozamatema-

2. Uzasadnié, Ze teoria z zadania 1 jest niezupeina. Rozpatrzyé.w tym celu formule ‘ tyczne — pojecia logiczne. W wypowiedziach matematycznych spotykamy
(xs) By (Q0xy, x1). ' : si¢ ze zwrotami ,,jezeli ..., to”, ,nieprawda, ze...”, ,,dla kazdej liczby

naturalnej ...”, ,,istnieje element taki, ze ...”. Zwroty te, to jak wiemy sp6j-
niki zdaniowe i kwantyfikatory. Bez ich pomocy wyslowienie twierdzen
matematycznych byloby niemozliwe.

i interpretowad Q raz jako relacj¢ rownosci, raz jako relacje réinosci. Przy pierwszej

interpretacji formuta bgdzie prawdziwa, przy drugiej za$ nie. Pozwala to wywnioskowaé
(dlaczego?), Ze ani formula () ani jej negacja nie sa twierdzeniami teorii. -

3. Jezeli formula @ jest twierdzeniem teorii o aksjomatach Ay, ..., 4,, to formula - ~ Badaniem wtasnodci spdjnikéw zdaniowych i kwantyfikatoréw oraz

‘ praw postugiwania si¢ nimi zajmuja si¢ teorie logiczne zwane rachunkiem

(A & (A & (.. & ) ..)) = P zdan i rachunkiem kwantyfikatoréw, omdéwione w rozdziale II i III. Twier-

jest tautologia logiczng.

Twierdzenie to nazywa sie twierdzeniem o dedukcji. Udowodni¢ twierdzenie o de- & dzenia tych teorii nosza nazwe tautologii logicznych. Tautologie logiCZIlt?
dukcji w przypadku, gdy w dowodzie korzystamy z regut 1’ i 2" ze str. 97. ' F sa to po prostu prawa logicznego rozumowania podajace jakie wypowiedzi
Wskazéwka: Dowdd przeprowadzié indukeyjnie wzgledem diugosci dowodu n. f sa prawdziwe nie z powodu takiej czy innej tresci zdain w nich wystepu-
4. Udowodnié, ze teoria sprzeczna nie moze mie¢ Zzadnych modeli. C P 1. jacych, lecz z powodu samej struktury wypowiedzi.
seli ~ @D ierdzeniami teorii o aksjomatac! yeee Ay, ] j . ., . .
to imvgliskii'ze(mka. Jeieli @ oraz s twier ! Lo : Wiasnodci poje¢ matematycznych opisane sq przez aksjomaty specy-
J (4; & (... & 4) = P - ficzne. Z aksjonTatéw drogg stosowania znanych nam juz regut dedukcji
oraz otrzymujemy twierdzenia teorii matematycznych.

(A & (.. &d)) >~ O Na ogdt symbolom matematycznej teorii sformalizowanej mozemy przy-

pisywac sens na wiele réznych sposobéw — matematycy méwia, Zze mo-
zemy budowaé wiele modeli jakiej§ teorii sformalizowanej. Przyklady
modeli takich teorii podane sa w rozdziatach VII i VIII. Pewne formuty
teorii, a wéréd nich z koniecznosci aksjomaty (a wigc i twierdzenia) beda
i . prawdziwe we wszystkich modelach. F ormuly takie zgodnie z nasza intuicjg
nazywamy zdaniami prawdziwymi teorii.

sg tautologiami. Implikacja
(4, & (.. &A)) = (D&~ D)
bedzie rowniez tautologia. A wiec tautologia bedzie formula
~ (Al &(... &An)).

Wywnioskowaé stad, Ze aksjomaty A;,..., 4, nie moga by jednoczesnie spglnione
w modelu. »
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Mamy wigc dwa pojecia: pojecie twierdzenia teorii i ‘pojecie zdania
prawdziwego teorii. Jaki zachodzi miedzy nimi zwigzek?.

Twierdzenia ‘teorii sa jak wiemy zdaniami prawdziwymi teorii_(por.
par. 26 .tego rozdziatu). Zachodzi pytanie czy s one wszystkimi zda;liami
prawdziwymi teorii. Jak wiemy z par. 26 tego rozdzialu dla teorii elemen-
tarnych tak jest. Twierdzenia pokrywaja si¢ ze zdaniami prawdziwymi.

.Na ogot jednak, jezeli teoria jest do§¢é bogata — jezeli mozna w niej
zamtf:rpretowaé dostatecznie duZzo pojg€é matematycznych, to reguly de-
dukcji nie sg (i nie moga by¢) do$¢ mocne by mozna byto poda¢ taka aksjo-
matyke, ktorej kazde zdanie prawdziwe teorii daloby si¢ uzyskaé jako
twierdzenie teorii(*).

W tym ostatnim zdaniu winny ulec wyjasnieniu stowa ,,dosé bogata”.
?ogac'two teorii polega na jej jezyku. Teorie elementarne sa ubogie, gdyz ich
| jezyk jest ubogi. Nie pozwala na przyktad opisa¢ zdan: ,,dla kazdego predy-
katu P(x)” czy tez ,dla kazdego dziatania f(x,,...,x,)”, gdyz kwanty-
fikatorami mozZna dzialaé¢ tylko na zmienne elementarne przebiegajace
przedmioty, a nie predykaty czy tez dziatania.

Sformalizowane teorie matematyki, w ktérych jezyku wystepuja for-
muly typu )

AP,
) P, D(xy, ...,x,, Py, ..., P),

EP,P(xy,...,x,, Py ..., P),

gdzie P jest pewna formula zawierajaca zmienne Xy, ..., X, przebiegajace
przedmioty, i zmienne P,, ..., P, przebiegajace predykaty nazywaja si¢ teo-
riami nieelementarnymi. Formuly postaci (1) nazywaja sie formulami nie-
elementarnymi (§cislej méwiac formulami nieelementarnymi drugiego rzedu).
Odnosnie szczegdlow odsylamy czytelnika do literatury specjalnej: Mostow-
skiego, Grzegorczyka [1961], Rasiowej i Sikorskiego.

. (.1) Wynik ten stanowi tre$é stynnego twierdzenia Godla. Oméwienie go choéby po-
bieznie vs‘rymagaloby oddzielnego rozdzialu. Nie uczynimy tego, gdyz te kwestie wyplynely
-na ’margmesie naszych rozwazan. Odsylamy czytelnika do bardziej specjalnych opraco-
wan np. E. Nagel i J. R. Newman, wzglednie do podrecznikéw logiki, Mostowskiego.
Grzegorczyka [1961], Kleene’a [1952]. Twierdzenie Godla jest omowione rowniez w wie:
Iu ksigzkach zwiazanych z teoria maszyn matematycznych. W cytowanych ksigzkach
ja:k roéwniez Arbiba, Gluszkowa, jak tez Rasiowej i Sikorskiego znajdzie czytelnik réw:
niez obszerne wiadomosci dotyczace innych zagadnienn omawianych w tym rozdziale.

Lo T
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§27. Teorie matematyczne

Teorie nieclementarne maja jezyk na tyle bogaty, Ze mozna nim opisaé
calg matematyke, arytmetyke liczb naturalnych, teori¢ liczb rzeczywistych,
analize matematyczna, geometri¢ i inne dzialy matematyki.

Oprécz teorii sformalizowanych matematyki bada si¢ réwniez zar6wno
w calej matematyce, jak i w innych galeziach nauk jej pokrewnych np.
lingwistyce matematycznej, inne teorie sformalizowane oparte na innych

_ regutach dedukcji nie zwigzanych z prawami logiki.

Opisane w rozdziale IX systemy Posta i Thuego podpadaja réwniez
pod podane przez nas okreslenie teorii sformalizowanej. WyraZenia po-
prawne w tych systemach (teoriach) mozna interpretowaé jako elementy
pewnych pélgrup (por. rozdziat VIII).

System Chomskiego opisany W paragrafie 52 rozdzialu IX réwniez

~ podpada pod okreSlenie teorii sformalizowanej. Twierdzenia tej teorii

mozna interpretowaé jako zdania poprawne gramatycznie w jakim§ uprosz-
czonym jezyku naturalnym.
Wymienione powyzej teorie sa teoriami dedukcyjnymi i to nawet

" sformalizowanymi, ale nie sg teoriami stricto sensu matematycznymi,

choé sa zmatematyzowane i postuguja si¢ jezykiem wiasciwym matematyce.
Systemy Posta i Thuego cho¢ stworzone przez matematykow nie sa matema-
tycznymi teoriami dedukcyjnymi, gdyz reguly dedukcji uzywane w tych
systemach nie sa oparte o reguly whnioskowania logicznego, a tylko o pewne
reguly przeksztalcenia wyraZen teorii. Teoria Chomskiego jest teoria
lingwistyczng (lingwistyki matematycznej).

W teoriach tych nie ma potrzeby méwi¢ o prawdzie czy falszu twierdzen,
gdyz nie interpretujemy jej formul jako wypowiedzi. W zwiazku z tym
wazng sprawa jest problem rozstrzygalnosci teorii sformalizowanych.

Streszczenie

W paragrafie tym stresciliSmy pokrotce problemy formalizacji teorii,
rozpatrywane w poprzednich paragrafach. Wspomnieli§my réwniez o teo-
riach nieelementarnych oraz o wyniku Godla. Ponadto wspomnieli§my
o przyktadach teorii sformalizowanych, o regutach dedukcji nie zwigzanych
z prawami logiki.



Rozdziat 5 -

RACHUNEK ZBIOROW

W matematyce badamy przer6zne zbiory: zbiory punktéw plaszczyzny,
zbiory jakich§ funkcji, figur geometrycznych lub innych abstrakcyjnych
elementéw. Z tego wzgledu pojecie zbioru jest bardzo waznym pojeciem
matematyki.

Odroéznia sig¢ przy tym dwa pojecia: pojecie elementu i pojecie zbioru.
'Zbior sklada sig¢ z elementéw, co matematycznie wyrazamy moéwiac, Ze
migdzy elementami a zbiorem zachodzié moze stosunek naleZenia, co pi-
szemy xeX, a czytamy ,.element x nalezy do zbioru X”. WypowiedZ ta
znaczy, ze element x jest jednym z elementéw, z ktérych sklada sie
zbiér X.

Od elementéw, z ktérych sklada sie zbidr, nie zadamy by byly jedno-
rodne lub jednakowego rodzaju. Jednakowo jest do pomyélenia zbi6r
kamykdw, jak i zbidr ztozony z kota, psa, tréjkata, bokdw tréjkata i ponia—
ranczy, a wigc przedmiotéw najzupelniej réznej natury. :

Zadamy tylko, by dla elementéw kazdego rozpatrywanego zbioru
byto dobrze okreslone czy element nalezy do tego zbioru, czy nie. Ponadto
zbiory rozpatruje si¢ niezaleznie od porzadku elementéw w nich wyste-
pujacych: dwa zbiory sa identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same
elementy.

Omoéwione tutaj pokrétece pojecie zbioru jest pojeciem intuicyjnym
jednak nieogledne postugiwanie si¢ nim prowadzi do wielu niebezpieczenistw
(zob. rozdziat I § 3). Dlatego pojecie zbioru zostalo zaksjomatyzowane.
W wieku XX matematyk wloski E. Zermelo stworzyt aksjomatyczna teorie
zbior6w — zaksjomatyzowal pojecie zbioru. Badania nad t3 teoria konty-
nuowane sg do dziS. Z uwagi na specjalny charakter przedmiotu, aksjo-
matyki pojecia zbioru nie bedziemy rozpatrywaé w naszej ksigzce, odsy-

t
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lajac czytelnika, ktérego ten przedmiot méglby zainteresowaé do ksiazek
specjalnych: Kuratowskiego i Mostowskiego, Fraenkel’a lub do podrecz-
nika Kuratowskiego wzglednie Stupeckiego i Borkowskiego lub ksiazeczki

. Sierpinskiego.

W rozdziale tym zajmiemy si¢ natomiast malym fragmentem teorii
mnogosci, dajacym si¢ przedstawi¢ w oparciu o opisane intuicyjnie pojecie
zbioru, tak zwanym rachunkiem zbioréw badajacym rézine operacje jakie

. mozna wykonywaé na zbiorach i zwiazki migdzy tymi operacjami a rachun-
kiem zdan czy rachunkiem kwantyfikatoréw. Rozumienie rachunku zbioréw
jest niestychanie wazne dla rozumienia nie tylko réznych dalszych frag-
mentéw tej ksiazki, lecz réwniez do rozumienia matematyki.

w

§ 28. ZBIORY JAKO WEASNOSCI ELEMENTOW

Wez'my jaki$ zbidr elementéw X, i rozpatrzmy wszystkie zbiory ztozone
z elementéw tego zbioru. Zbiory te nazywaé bedziemy podzbiorami zbioru X.
Dla ustalenia uwagi i unikniecia pomylek, zbiér X zlozony z wszystkich ele-
mentéw przez nas rozpatrywanych nazywaé bedziemy zbiorem pelnym,
zbiory za$ przez nas rozpatrywane, tzn. podzbiory zbioru pelnego nazywaé
bedziemy krétko zbiorami. Zbiér ztozony z elementéw ay, ..., a, oznaczaé
bedziemy symbolem {aj, .:., a,}.
Jezeli na przyklad rozpatrywaé bedziemy elementy 1, 2, 3, 4, 5, to zbio-
‘rem pelnym X bedzie X = {1, 2, 3, 4, 5}.
Zbiorami przez nas rozpatrywanymi beda np. nastgpujace podzbiory:
+ {3} (podzbiér zlozony z jednego elementu), {1, 2, 5}, {2, 4}, {2, 3, 5} i inne
podzbiory X. Zbidr elementéw {1, 5, 7, 9} nie bedzie w naszym rozumieniu
zbiorem, ktéry mozemy rozpatrywaé, gdyz zawiera elementy nie nalezace
do zbioru pelnego, mianowicie 7 i 9. '
W takim rozumieniu zbiory sa wlasnoSciami uprzednio ustalonych
- przedmiotéw zbioru pelnego. Kazdemu zbiorowi odpowiada pewna wia-
- sno$¢ tych przedmiotéw, kazdej za$ wlasnosci pewien zbidr.

Na przyklad kazdemu elementowi zbioru A4 = {2, 3, 5} bedzie przy-
stugiwaé wiasno$é: by¢ liczba pierwsza; sposrdd wszystkich elementow
. zbioru pelnego tylko tym elementom zbioru A4 ta wlasno$é bedzie przy-

: tugiwad.
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Na odwrét, wlasnoéci: by¢ liczba podzielna przez dwa, okrelonej dla
zbioru pelnego X bedzie odpowiadaé zbiér wszystkich tych elementéw
zbioru pelnego, ktdre t¢ wiasno$¢ maja, czyli zbiér B = {2,4}.

Niech 4 bedzie podzbiorem zbioru petnego X, P(x) za§ pewna funkcja
zdaniowa zmiennej x okreslona dla x nalezacych do X. Méwimy, ze futtkcja
zdaniowa P(x) wyznacza zbiér A4, jezeli:

(1) A.x(P(x) = xeA).

Stowami mozemy powiedzieé, ze funkcja zdaniowa P(x) okreslona w zbiorze
X wyznacza podzbiér A4 zbioru pelnego, ztozony z tych wszystkich przed-
miotéw, ktore spetniaja P(x). Réwnowazno$é (1) méwi, ze dla elementu
aeX, jezeli P(a) jest zdaniem prawdziwym, to aeA, i na odwrdt, jezeli
P(a) jest zdaniem falszywym, to nieprawda Ze aeA (to ostatnie zapiszemy
w skrécie a¢A i czytamy, Ze przedmiot @ nie nalezy do zbioru A).
Oczywiscie wiele funkcji zdaniowych okreslonych na X moze wyznaczaé
ten sam podzbidr 4 zbioru petnego. Na przyktad podzbiér 4 = {2, 4} zbioru
petnego X = {1,2,3,4, 5} wyznaczony bedzie przez funkcje zdaniowa

Pi(x) = By (x = 2y),
jak 1 przez funkcje zdaniowa

P =[(x=2)v (x= 4.

Obie te funkcje mimo réznego zapisu wyznaczaja t¢ sama wlasno$é przed-
miotéw ze zbioru pelnego X, mianowicie wlasno$é: byé liczby parzysta.

Sposréd wszystkich funkcji zdaniowych dwa rodzaje zastuguja na
szczegdlng uwage. Jeden rodzaj to funkcje zdaniowe P(x) zawsze prawdziwe
dla elementéw zbioru petnego (np. funkcja x = x), drugi — to ich zaprzecze-
nie, funkcje zdaniowe ~ P(x) zawsze falszywe dla elementéw zbioru pelnego
(op. funkcja x 7 x).

Zbiér przedmiotdw spetniajacych kazda funkcje pierwszego rodzaju,
bedzie si¢ skladal ze wszystkich przedmiotéw zbioru pelnego. Dla odréz-
nienia od zbioru pelnego zbiér ten traktowany jako podzbidr zbioru
pelnego X, bedziemy oznaczali przez 1. Jest wiec

)] Ax(xel).

Dla funkcji zdaniowych drugiego rodzaju, nie bedzie przedmiotéw
ktore ja spelniaja. Wyznaczony przez nie podzbidr zbioru pelnego ‘ozna-
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czamy symbolem O i nazywamy podzbiorem pustym. Zaden element nie
nalezy do zbioru pustego. Jest wigc
op (3j Ax ~ (x€0).
' Gdy zbi6r pelny jest ustalony, to jego podzbiory bedziemy krétko
nazywali zbiorami. Analogicznie m6wié bedziemy o zbiorze petnym i zbio-
‘rze pustym, dla oznaczania podzbioréw 1 oraz 0.

Streszczenie

- Okredlilismy pojecie zbioru pelnego i podzbiory tego zbioru jako
wlasnoéci elementéw zbioru pelnego. Kazda funkcja zdaniowa wyznacza
pewien podzbi6r zbioru pelnego. ZdefiniowaliSmy podzbiér petny i pod-
zbiér pusty.

Zadania

1. Okresli¢ zbiory lezace na prostej liczbowej (tzn. podzbiory zbioru pelnego skia-
dajacego sie z liczb rzeczywistych) odpowiadajace nastgpujacym funkcjom zdaniowym:
2<x i x24+5x+6=0,

x+1=1x,

x <0, x<<5, x=17,

x=x, Xx=x2

: ‘ 2. Niech zbiér pelny X bedzie zbiorem liczb naturalnych. Przy uzyciu relacji x =y,
b z=x+y, z=xy, x|y, (x dzieli y) i kwantyfikatoréw zapisa¢ funkcje zdaniowe jednej
zmiennej wyznaczajace zbiory:

a) liczb parzystych; b) liczb nieparzystych; c) liczb pierwszych; d) zbi6r ztozony
z jednej liczby 3; €) zbiér pelny 1; f) zbi6r pusty 0.

§ 19. DZIALANIA NA ZBIORACH

Obierzmy jaki§ zbiér pelny X przedmiotéw. Wezmy dwa zbiory 4 i B

(tzn. podzbiory zbioru X) i okreslmy nowy zbidr ztozony z tych elementéw

zbioru pelnego X ktére naleza ‘do 4 lub B. Precyzyjniej mozemy zbidr
C,"okres’,lié nastgpujaco: ) )

Ax[(xeC) = (xed) v (xeB)]
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Zbidr ten nazywamy sumq zbioréw A i B i oznaczamy przez 4 U B. Znak
»\J” jest znakiem dziatania, ktére dwém zbiorom A4 i B przyporzadkowuje
nowy zbiér C =4 U B. Na przyklad jezeli 4 = {1, 3, 5, 6, 9}, za§ B =
={2,3,5,6}, to AUB={1,2,3,5,6,9}. {

W podobny sposéb okreslamy przekrdj zbioréw A i B. Jest to zbidr
zlozony z tych elementéw zbioru pelnego, ktére naleza jednocze$nie i do
zbioru A4 i do zbioru B, tj.

Ax[(xeD) = (xed) & (xeB)].

Przekr6j zbioréw 4 i B oznaczamy symbolem 4 N B.

Przekrojem zbioréw 4 ={1,3,5,6,9} i B={2,3,5, 6} jest ANB =
= {3, 5, 6}.

Przyjelismy wigc nastgpujaca definicje sumy i przekroju zbioréw:

DEFINICIA 1. Sumq A U B i przekrojem A 0 B zbioréw A oraz B nazy-
wamy takie zbiory, dla ktérych

Ax[(xeA U B) = (xeAd) v (xeB)],

Ax[(xed N B) = (xeAd) & (xeB)).
Siowm:e nasza definicj¢ moglibySmy wypowiedzieé nastgpujaco. Ele-
menty zbioru 4 maja pewna wlasnoéé P. Elementy zbioru B — pewna
wiasnos¢ Q. Elementy sumy 4 U B maja wlasno$é Pv Q (przynajmniej

jedng z wilasnoéci P, 0), elementy za§ przekroju maja wlasnosé P & Q
(obie te wlasnoéci Iacznie).

Suma i przekréj zbior6w maja prosta interpretacje geometryczné,
podang na rysunku 1. Zbiér pelny jest przedstawiony na tym rysunku

a) b ) d)

A 8 AuB AnB8

. v "

' Rys. 1. Interpretacja sumy i przekroju zbioréw

jako kwadrat. Jego elementami sa punkty. Elementy x zbioru pelnego
takie, Zze xed leza wewnatrz zakreskowanego okregu (rys. 1a). Podobnie
rysunek 1b przedstawia elementy x takie, ze xeB. Na rysunku lc wyré%-

g
A

) :
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niono takie elementy x, ktére spelniaja funkcje zdaniowa (xed) v (xeB),
czyli takie, ktére naleza do zbioru 4 U B. Podobnie na rysunku 1d wyréz-
niono takie x, ktére spelniaja funkcje zdaniowa (xeA) & (xeB), czyli te,
ktére nalezag do 4 N B.

Podamy teraz definicje dopetnienia zbioru. Dopelnienie zbioru A, to
zbiér tych elementéw zbioru pelnego X, ktére do zbioru A nie naleza.
‘Dopehienie zbioru 4 oznaczamy symbolem A’. Na rysunku le wyr6z-
niono te x, ktére naleza do zbioru pelnego i spelniaja funkcje zdaniowa
,,x nie nalezy do 4”, czyli x nalezace do dopelnienia 4’ zbioru 4.

DEFINICIA 2. Dopelnieniem zbioru A nazywamy taki zbidr 4’, ze:
Axf(xed) = ~(xeA).
Jezeli zbiér pelny byt zbiorem liczb {1,2, ..., 10}, to dopetnieniem
zbioru 4 = {1,3,5, 6,9} bedzie zbiér 4’ ={2,4,7,8,10}.
Z tego co powiedzieliimy na poczatku tego rozdzialu wynika naste-
pujaca definicja réwnosci:
DEFINICIA 3. Dwa zhiory A i B sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

60 Ax[(xeA) = (xeB)].

Okreslmy jeszcze stosunek zawierania (albo inaczej inkluzji) migdzy
zbiorami. Bedziemy mdwié, ze zbior A jest zawarty w B wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Stosunek zawierania
zbioréw oznaczamy zazwyczaj symbolem ,,c” i nazywamy inkluzjq. Jezeli
chcemy napisaé, ze zbiér A4 jest zawarty w B piszemy krétko 4 < B.

DEFINICIA 4. MSwimy, Ze migdzy zbiorami A i B zachodzi stosunek
inkluzji, co zapisujemy A < B, wtedy i tylko wtedy, gdy

Ax[(xeA) = (xeB)).

Kazdy zbidr jest zawarty w zbiorze 1:
@) Acl.

.- Rzeczywiscie trzeba sprawdzié, Ze

Ax[(xeX) = (xel)].

Poniewaz jednak mieliSmy Ax(xel), wiec nastepnik implikacji stojacej
w wyrazeniu (1) pod kwantyfikatorem bedzie prawdziwy, gdy x bedzie
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dowolnym konkretnym elementem zbioru X. A wigc prawdziwa bedzie
implikacja

(xed) = (xel).
dla dowolnego elementu xeX, czyli (2) bedzie prawdziwe. L

Podobnie latwo mozna sprawdzié, ze kazdy zbidr jest zawarty w sobie
samym

3 Ac A

Rzeczywiscie wyrazenie Ax[(xeA) = (xeA)] jest prawdziwe, gdyz daje si¢
uzyskaé z tautologii p = p, przez podstawienie za p funkcji zdaniowej
xed, i opatrzenia wyraZzenia duzym kwantyfikatorem.

Dla inkluzji ,,=” zachodzi nast¢pujace prawo

“) (4 c B) & (B = A) wtedy i tylko wtedy, gdy 4 = B.

Fakt ten stanowi po prostu inny zapis definicji réwnosci zbioréw.
Podamy jeszcze prawo przechodnioSci inkluzji zbiorow:

) Jeteli AcBiBc C,to A= C.

Streszczenie

Zdefiniowali§my sume 4 U B, iloczyn A N B i uzupelnienie A’ zbioréw.
Okresliliémy zawieranie (inkluzjg) miedzy zbiorami 4, B, i podaliSmy, ze
jest ona zwrotna i przechodnia, tzn. Ze spelnia prawa (3) i (5). Rownoéé
zbioréw A = B podana w definicji 3 moze by¢ takze okre§lona prawem (4).

Zadania
1. Wychodzac z tautologii rachunku zdan

P=>&@=nN=>(@=r1),

udowodnié prawo przechodniodci inkluzji zbioréw.
2. Udowodnié, 7e zbi6r pusty 0 zawarty jest w kazdym zbiorze:

0c A *
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3. a) Udowodnié, ze jezli 4 < B, to Bcd.
b) Udowodnié, iejez':eliAc:B,toAuCcBuCiAnCcBu C.
¢) Wywnioskowaé stad nastgpujgce prawa:

jezeliA=B, to AUC=BUC;
jezeli A=B, to ANnC=BnNC;
jezeli A=B, to A" =FB.

4. Opierajac si¢ tylko na zadaniu 2 i prawach dotyczacych inkluzji podanych w tek
dcie tego paragrafu udowodnié, ze roéwno$¢ jest

a) zwrotna: A =A4;
b) przechodnia: jezeli A=B i B=C, to A=C;
~ ©) symetryczna: jezeli A =B, to B=A.

5. a) Niech zbiér pelny X bedzie zbiorem liczb rzeczywistych (punktow prostej licz
—bowej), A za§ — przedzialem 1<x<5, B przedziatlem 3 < x < 6. Znalei¢ AU B
AnB, AiB’.
b) Znalesc AVB,ANB, AiB,gdy 4 jest polprosta x < 0, B pélprosta x> €
6. Udowodnié, ze z definicji uzupelnienia zbioréw i réwnosci zbioré6w wynika
701" =0 oraz 0’ = 1.

§ 30. PRAWA RACHUNKU ZBIOROW

Dzieki odpowiedniosci migdzy dziataniami na zbiorach a spéjnikam
zdaniowymi mozna bardzo latwo podaé i udowodnié caly szereg pra
rachunku zbioréw.

W paragrafie tym pokazemy jak si¢ takie prawa znajduje i dowodz

' 'Na poczatek udowodnimy nastgpujace prawo:

Q) AUd=A4, AnAd=A.

Wychodzac z tautologii rachunku zdan

pV p=p, wzglednic p &p = p,

. mamy, podstawiajac za p funkcj¢ zdaniowa keA,

(xed) v (xed) = (xeA),
(xed) &(xeA) = (xeA).

8 — Logika dla inzynierow




114 5. Rachunek zbioréw

Stad opatrujac réwnowazno§¢ duzym kwantyfikatorem, otrZymujemy

Ax[(xed) v (xed) = (xeA)];
wzglednie ' ,
Ax[(xeAd) & (xed) = (xeA)).
Zgodnie z definicja sumy i przekroju zbioréw daje to
Ax[(xed U A) = (xeA)],
wzglednie
: Ax[(xed N 4) = (xeA)].

Stad z definicji réwnosci zbioréw otrzymujemy wiasnie prawa (1). Prawa
te sa bardzo cickawe. Mdwig one, ze sumowanie zbioréw i przekrdj zwany
réwniez iloczynem zbioréw sa operacjami idempotentnymi tzn. wykonane
na takich samych zbiorach dowolna ilo$¢ razy daja w wyniku pierwotny
zbior. '

Pokazemy teraz przykladowo jak z tautologii rachunku zdan mozna
wyprowadzi¢ odpowiadajace jej prawo rachunku zbioréw. Wezmy tauto-
logie zwang prawem podwojnego przeczeaia: ’

~(~p)=p.
Stosujac podstawienie takie jak poprzednio za p, otrzymamy

Ax[~ (~ (xed)) = (xed)],
czyli
Ax[~ (xe(4)) = (xed)),

Ax[(xe(4)) = (xed)].

Z definicji réwno$ci zbioréw otrzymamy wyprowadzone z prawa pod-
wojnego przeczenia prawo rachunku zbioréw.

@] 'y = 4

mowiace, ze operacja dwukrotnego dopetniania zbioréw jest operacja
idempotentna.

W podobny sposéb mozemy otrzyma¢ prawa de Morgana dla rachunku
zbioréw; pierwsze z nich to prawo

3) (AUBY =4'NB. *

o

czyli

wiec
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Z pierwszego brawa de Morgana dla rachunku zdan

~@vgy=s~p&~ayg,

podstawiajac za p funkcje zdaniowa xeA,»x\za g za$ funkcje zdaniowa xeB,
otrzymamy
~[(xed) v (xeB)] = ~ (xed) & ~ (xeB).

Stad mamy
Ax[~((xed) v (xeB)) = ~(xed) & ~(x<B)],
czyli
Ax[~(xed U B) = (xeA") & (xeB")],
dalej

Ax|(xe(4 U BY) = (x<(4’ 0 B))],
w my$l definicji 2 daje to prawo:
(AuBY =4"NnB.

Podobnie z tautologii stanowiacej drugie prawo de Morgana dla
rachunku zdan:
~@&q)=~pv ~q,

mozemy otrzymaé drugie prawo de Morgana dla rachunku zbioréw:

@ (ANBY =4 UB.

Z prawa wylaczonego $rodka

pv ~p,

podstawiajac za p funkcje zdaniowa xed, gdzie 4 jest dowolnym zbio-

' rem, otrzymamy

(xed) v ~(xeAd),
Ax[(xed) v ~ (xeA)],

Ax[(xed) v (xed)],

co daje

Ax[xe(4 U 4)].
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Wobec definicji zbioru pelnego i definicji réwnoséci zbioréw otrzymujemy
prawo ‘

o AuA =1.

mowiace, ze suma zbioru i jego uzupelnienie daje zbiér pelny X.
Podobnie z prawa wylaczonej sprzecznosci

~(p &~p)
otrzymujemy :
Ax [N ((xeA) &~ (xeA))] ,
czyli .
Ax[~ (xe(d A 4Y)],
co wobec

Ax[~ (x<0)]
i 'deﬁnicji zbioru pustego daje prawo
6) ANA =0

méwiac, ze przekr6j kazdego zbioru ze swoim uzupehlieniem jest zbiorem
pustym.

Zadania

1. Wychodzac z tautologii pvg =qvp oraz p &q=gq & p, udowodni¢ prawa
rachunku zbioréw

AUB=BUA i AnNnB=BnNA.

2. Z jakich tautologii mozemy otrzymaé nastepujace prawa:
AvBUCO=AUVBUC,
AN(BNC)=(ANBNC?

3. Jakie prawa otrzymamy, wychodzac z tautologii

p&gvr)=p&qvp&r
oraz

pv@&nN=@vey &(pvr?

4. a) Udowodnié drugie prawo de Morgana (p;awo @).
b) Zinterpretowaé oba prawa na rysunku takim jak rys. 1.
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/
5. Okre$lmy operacje réznicy A — B dwoch zbioréw A i B nastgpujaco:

Ax[(x eA—B)=x e A& ~ (x eB)].

a) Podaé interpretacje operacji réznicy na wykresie analogicznym do rysunku 1.
b) qdowodnié, 7e \
Ac(A—B)UB
i podaé przyklad, ze moze byé

' _ A# (4—B)U B.
Wskazaé tautologie rachunku zdad z jakich nalezy korzysta¢ w dowodzie.

¢) Udowodni¢ prawo

(4—B)—C=A—(B U C).

d) Udowodni¢ prawo '
- (A—B) " (A—C) = A—(BU O).

e) Czemu si¢ réwna: 1—4, A—1, A—0, 0—A4?
6. Operacja A—B = (A—B) U (B—A) nazywa si¢ rdimicq symetryczna.
a) Poda¢ interpretacje operacji roznicy symetrycznej na rysunku analogicznym do
rysunku 1. ’
b) Udowodnié, z¢ 4~A4 = 0.
¢) Udowodnié, ze (4=~B)=C = A=—(B~C) oraz A~B =B—-A.
d) Udowodnié, ze 0+~4 = A oraz 1-4 = 4",
e) Udowodni¢, z¢ ANB=-C)= (AN B)-(ANC).
f) Udowodnié, ze jezei A NB=0, to A~B= A VU B.
7. a) Udowodnié, ze A < B wtedy i tylko wtedy, gdy A U B = B.
b) Udowodnié, ze 4 < B wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = A4.
¢) Udowodnié, ze 4 < Bwtedy i tylko wtedy, gdy BU A’ = 1.
. d) Udowodnié, ze 4 — B wtedy i tylko wtedy, gdy B N A =0.

§ 31. KOMBINATORYKA

Nie roszczac sobie pretensji do $cistosci tego sformulowania, mozemy
powiedzieé, ze kombinatoryka bada liczbe elementéw zbioréw skori-
czonych. Jako taka moze by¢ uznawana za cze$¢ fragmentu teorii mnogosci,
zajmujacego si¢ zbiorami skorniczonymi.

Kombinatoryka nie jest wigc dzialem zwigzanym bezposrednio z ra-
. chunkiem zbioréw. Podaje ona jednak wzory pozwalajace obliczyé np.

. liczbg podzbioréw zbioru skoriczonego, liczbg podzbioréw zawierajacych
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po k elementéw, liczbe funkcji, ktére maja argumenty w jednym zbiorze
skoficzconym a warto$ci w drugim zbiorze skoficzonym.

Podamy tylko najwazniejsze wzory z kombinatoryki dotyczace zbio-
téw, ze wzgledu na praktyczne zastosowania. Wzory dotyczace funkcji
znajdzie czytelnik w ostatnim paragrafie nastepnego rozdziatu dotyéza-
cego funkciji. '

TWIERDZENIE 1. JeZeli zbidr peiny X jest skoriczony i ma n elementow,
to zbior wszystkich jego podzbioréw ma 2" elementéw.

Dowdd. Jezeli n =0, tzn. gdy zbidr X jest pusty, to ma on tylko jeden
podzbiér — mianowicie pusty. Teza twierdzenia jest dla n = 0 prawdzi-
wa, gdyz ilo$¢ podzbioréw wynosi 2° = 1.

Dalej dow6d bedziemy prowadzié przez indukcje wzgledem n. W tym
celu winniémy udowodnié, ze dla dowolnego s jesli zbidr s-elementowy
ma 2° podzbioréw, to zbidr (s+1)-clementowy ma 25+t podzbioréw.

Niech zbior s-elementowy ma elementy ay, a,, ..., 4, zbidr zas (s-+1)-
-clementowy te same elementy oraz jeszcze element a.,, a wigc ele-
mentami tego zbioru beda ay, ..., d,y;. Wypiszemy wszystkie 2° pod-
zbioréw A4, B, C, D, ... zbioru {a,, ..., a;}, s-elementowego. Beda to nie-
ktére podzbiory zbioru {ay, ..., a,, a,,,} (s+1)-elementowego. Dopisujac
do kazdego z podzbioréw

¢)) A, B, C, D, ...

jeszcze podzbiory otrzymane z poprzednich przez dolaczenie do kazdego
z nich elementu a,,,, otrzymamy podzbiory

(2) {A’ as+1}’ {B’ as+1}’ {Cs as+1}’ {D’ as+1}’

Wszystkie podzbiory (1) i (2) beda rdézne (dlaczego?) i lacczme beda dawacé
wszystkie podzbiory zbioru.

W wierszu (1) jak i w wierszu (2) stoi po 2° podzbioréw. Razem wiec
podzbioréw zbioru (s-+1)-elementowego jest

2s+23 =22 = 2s+1.

Na mocy zasady indukcji twierdzenie 1 zostalo udowodnione dla kazdej
liczby naturalnej n. -

)
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;

/

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem liczby tych podzbioréw zbiotu
pelnego X, n-elementowego, ktére maja k elementéw. Oznaczmy liczbe

tych podzbioréw przez (2)
Oczywiscie jest tylko jeden podzbior zbioru X, zero-eclementowy —
podzbidér pusty. A wigc (g) =1.

Udowodnimy teraz, ze dla dowolnego k, 0< k< n—1

~ n\ |(n .n——-k
@ (k+1)_(k) k+1°

. A za$ jest jakim§ podzbiorem

Jezeli zbior X ma n elementéw a4, a,, ..

- k-elementowym, np. dla ustalenia uwagl podzblorem {ag, ..., aq} =

| (n )- (i) o—» _ (")’]:'1‘

to dotaczajac do A ktdrykolwiek z pozostalych n—k elementow ak_,_ 1
., @, otrzymamy z podzbioru 4, n—k podzbior6w (k+1)-elementowych

{ar, 2, s G @1} = {A s}y {00, G0 G} = {4, a2}
{ay, ..., a, a,} = {4, a,}. Niech 4, B, C, ... beda wszystkimi podzbiorami

X k-elementowymi. Przez opisana operacj¢ otrzymamy z nich (Z) (n—k)

zbioréw (k+ 1)-elementowych. Nie wszystkie one beda rézne. Na przyklad
ze zbioréw: Ay ={ay, ..., a4}, Az ={a1, .., Gy, Gi1}s s Apry =
= {a,, ..., G, G4 ,}, dolaczajac odpowiednie elementy @py, G -5 @
otrzymamy k-1 identycznych podzbioréw {ai, ..., @, Gryi}- A Wige
poséréd (Z) -(n—k) otrzymanych zbioréw, beda wszystkie podzbiory

(k—1)-elementowe i kazdy z nich bedzie wystgpowal k-+1 razy. A wigc

' , czyli zgodnie z wzorem (3).

k+1]7 k41
Ze wzoru (3) otrzymujemy przez indukcj¢ natychmiast twierdzenie:
~ TWIERDZENIE 2. Liczba podzbioréw k-elementowych zbioru n-elemen-

’ n .
towego oznaczana przez (k)’ WwWynosi

(n) _ n(n—1).. (n—k+1)

= , diak=1,..,n
k 1:2-...¢k

(n) =1, (Z) =0, zas$ dla k> n.
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Wzdr ten jest bardzo tatwy do zapamietania. W liczniku i mianowniku

jest k czynnikéw. W liczniku maleja one o 1 zaczynajac od n, W miano-

wniku rosng o 1, zaczynajagc od 1. _ _
Na przykiad bedziemy mieli (;’) = n podzbioréw jednoelementowgch
n(n—1)

2
zbioru n-elementowego, itp. Ale na przyktad zbiér Pigcioelementowy

‘ " .
zbioru n-elementowego, (2) = podzbioréw dwuelementowych

mie bedzie miat weale podzbioréw siedmioclementowych, wico (;) — 0.

Streszczenie

Udowodnili$my, ze liczba podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi
2", Liczba (Z) podzbiordéw k-elementowych zbioru n-eleﬁientowego, dana

jest za pomoca wzoru

(n) _nm—1)...(n—k+1)

dla k=1,2,.0,n,
k 12- ..k ar=1L2...n

n - n
(O) — 1, za$ (k) —0dla k>

Zadania

1. Wypisaé wszystkie podzbiory zbioru tréjelementowego {ay, a,, as}. Potem
wypisaé wszystkie zbiory uzyskane przez dopisanie do kazdego ze zbioréw tréj-
elementowych elementu a5, tak jak w dowodzie twierdzenia 2. W Kktérej grupie
bedzie zbidr pusty 0, a w ktérej grupie zbitr 1, zbioru pelnego {a,, a,, a;, a.}

.. ... [n ("M _(n
2. Udowodnié z definicji (k)’ z© (k) = (,,_k)'

N ] n (n4-1
3. Udowodnié, ze (k) -+ (k ) (

+1) =z +1)’ réwniez wychodzac z podanej

w ksigzce definicji.
4. Z definicji (Z) oraz z twierdzenia 1 wywnioskowaé, ze

o)+ ()Gt () -

. Zinterpretowaé ten wzor. *

t
) § 31. Kombinatoryka

5. Udowodni¢ wzér Newtona:

o= o sy (v ] o

h ¥
6. Udowodni¢, ze

(g) _ (;') + (g) - (;‘) Foot (=1 (:) =o.

Czy mozna uzasadni¢ ten wzor nie korzystajac z wzoru Newtona?
7. Zapisaé wzor (4) w postaci

. n _ nl
(k) " klm—k)!’

obliczajac (a+-by)- (a+by)(@+bs)...(a+by) i k*%flqc by=by=...=b,= b_'

123



Rozdziat 6

RELACJE

.W rozdziale tym omdéwimy pojecie relacji. W szczegélnosci szerzej
zajmiemy si¢ relacjami réwnowaznosci (§ 33) i omSéwimy znaczenie dla
matematyki tak zwanej zasady abstrakcji (§ 34). W dalszym ciagu omd-
wimy pojecie relacji czesciowego porzadku (§ 35). W paragrafie przed-
ostatnim podamy definicje struktury (§ 36). Paragraf ostatni (§ 37) pos-
wiecimy funkcjom.

Sadzimy, Ze znajomo$¢ materialu zawartego w tym rozdziale . utatwi
czytelnikowi' zrozumienie wielu rozwazahi podanych w tej ksiazce. Utatwi

rowniez lekture prac specjalistycznych, czy to z matematyki, czy logiki,

wzglednie bardziej specjalnych prac z teorii automatéw, czy tez lingwistyki
matematycznej. Material wykladany w tym rozdziale mozna znalezé
w ksigzkach Mostowskiego, Stupeckiego i Borkowskiego, Rasiowej [1969].

§ 32. DEFINICJA RELACIJI

Definiujac relacje wychodzi si¢ od pojecia pary uporzadkowanej.
Parq uporzqdkowang (x, y) dwéch elementéw nazywamy taka pare, w ktérej
gra rolg porzadek elementéw. Element x jest pierwszym elementem pary,
a element y drugim. Tak wigc dla par uporzadkowanych pary (x, ) i (3, x)
beda réine, chyba ze x jest réwne y.

Zbidér Z, ktérego elementami sa wszystkie uporzadkowane pary x, y,
gdzie xeX, za§ yeY, nazywamy produktem kartezjariskim i oznaczamy
Z = XX Y. Na przyklad jezeli zbior X bedzie si¢ sktadat z dwéch ludzi:
Japa i Pawla, zbidr Y za$ z pigciu potraw: krupniku, befsztyku, lodéw,
b}ldyniu, ciastek, to produkt kartezjafiski bedzie sie skladat z dziesie-
ciu par:
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(Jan, krupnik), (Pawet, krupnik),
(Jan, befsztyk), (Pawet, befsztyk),
(Jan, lody), (Pawet, lody),
(Jan, budyn), (Pawel, budyn),
(Jan, ciastka), (Pawel, ciastka).

Elementy ze zbioru X (ludzie) stoja zawsze na pierwszym miejscu pary,

elementy za$§ zbioru Y (potrawy) na drugim.
Jezeli wezmiemy zbiér X ztozony z liczb od jeden do szeSciu

X={1,2,3,4,5,6},

to produkt kartezjariski X x X skiadaé si¢ bedzie z 36 par uporzadkowanych
(i,/) dla wszystkich 1<i<6, 1<j<6.

Rozpatrzmy podzbiér U produktu XXX zlozony z elementéw (par
uporzadkowanych): :

1Ly, G2, 13, €49 ¢35, 0,90,

2,2, 2,49, 26, 33, G6),

44, 6,5, (606,
Jaka wlasno$é zachodzi miedzy elementami x i y zbioru X takimi, ze
(x,y)eU? Latwo si¢ przekonaé, ze dla dowolnych x, yeX para (x,»)eU
wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli y, co zapisujemy:
o dla kazdych x, yeX: (x,»)eU= x|y.

Zwiqzek podzielnosci, czyli jak matematycy mowia, relacja podziel-
nosci liczb zbioru X zostata opisana przez podanie par tych elementéw,
ktére ja spetniaja. Taki sposéb okre§lania relacji moze si¢ wydawac dziw-
nym, jednak w wielu przypadkach okreslenie relacji przez podanie zbio-
ru wszystkich par tych elementéw, ktére pozostaja w relacji, jest jedy-
nym sposobem jej okreslenia. Na przyklad jezeli chcemy okresli¢
relacje: x lubi potrawe y, to musimy wyliczy¢: Jan lubi krupnik, Jan lubi
befsztyk, Pawet lubi lody, Pawet lubi budyn, Pawet lubi ciastka. Otrzy-
mujemy wtedy opis pewnej relacji miedzy dwoma ludZmi, a pigcioma
potrawami. ,

Powyisze rozwazania daja podstawe do nastgpujacej definicji relacji:

. DeEFINICIA 1. Zbiér R zlozony z pewnych par uporzadkowanych (x, y),
gdzie x i y naleza do X, tzn. podzbiér produktu kartezjanskiego XXX,
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nazywaé bedziemy relacjq okreSlona w zbiorze X (inaczej méwigc- relacjg
dwuczlonowq o polu X).
Fakt, ze para (x, y)eR, zapisujemy nast¢pujaco:

) xRy

i czytamy: przedmiot x jest w relacji R z przedmiotem y.
Taka definicja relacji jest w istocie definicja geometryczng. Na ogét
moéwige o relacji rozumie si¢ przez nia jaki§ zwiazek (1), a nie zbiér R mé-
uh

6 L

1 Z 3 4 5 6

Y

Rys. 2. Wykres relacji x|y w zbiorze X = {1,2,3,4,5,6}

-wigey dla jakich x i y ten zwigzek zachodzi. Sam zbidr par nazywa sie
wtedy wykresem relacji R.

‘Przyjmujac jednak definicje 1 jesteSmy w zgodzie z naturalnym rozu-
mieniem tego, ze jaki§ zwiazek jest okreSlony wtedy, gdy wiemy dla jakich
par-on zachodzi, a dla jakich nie.

Relacje mozna bardzo prosto przedstawi¢ geometrycznie Na przyktad
dla relacji okreélonej w przyktadzie 1 zaznaczmy na osiach x i y punkty
zbioru X. Parom (x,y) odpowiada¢ beda pewne punkty plaszczyzny.
Na rysunku 2 pary ze zbioru R zaznaczone zostaly krzyzykami.

-
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Mozliwe jest réwniez przedstawienie relacji w postaci tzw. grafu tak
jak na rysunku 3. Wypisaliimy na nim elementy zbioru X polaczone
strzatkami. Relacja xRy zachodzi wéwczas, gdy z punktu x mozemy przejsé
do punktu y poruszajac si¢ zgodnie z kierunkami strzalek.

Podobnie okrefla si¢ relacje zachodzacg mn;dzy przedmiotami dwoch
réznych zbiorow.

Relacjq zachodzaca migdzy przedmiotami ze zbioru X a przedmiotami
ze zbioru Y nazywaé bedziemy kazdy podzbiér R produktu X'x Y. Fakt,

Rys. 3. Graf relacji x|y (x dzieli y) w zbiorze X = {1,2,3,4,5,6}

7e para (x,y)eR, zapisujemy xRy i czytamy: przedmiot x jest w relacji
R do przedmiotu y. Zbiér X nazywamy w tym przypadku dziedzing, zbidr
Y za$§ przeciwdziedzing relacji R.

Na przykiad, jezeli podzbiér bedzie si¢ skladat z par:

(Jan, krupnik), (Jan, befsztyk), (Pawel, lody),
(Pawet, budyn), (Pawel, ciastka), (Pawel, befsztyk),

to otrzymamy rozpatrywana juz relacje ,,lubi” majaca zachodzi¢ miedzy
dwojgiem ludzi, dziedzing relacji (zbiér X) i p1Q01oma potrawami, prze-
ciwdziedzing relacji (zbiér Y).
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Streszczenie . o

Podali$my definicj¢ relacji dwuargumentowej okreslonej na zbiorze X.
Kazda relacja R jest pewnym podzbiorem U < XxX. Podobnie okresli-
lismy relacj¢ o dziedzinie X i przeciwdziedzinie ¥ jako podzbidér X'x ¥
Para (x,y) pozostaje w relacji R, co zapisujemy xRy, wtedy i tylko
wtedy, gdy (x,y)eR.

Zadania
1. Narysowaé wykresy relacji x = y, x<y i x>+y*> = 1 w zbiorze X liczb rZe-
czywistych,

2. Udowodni¢, ze wszystkich relacji okreslonych na zbiorze X, majacym n ele-

mentow jest 272, Wypisaé tabelki wszystkich relacji okreslonych na.zbiorze dwuele-
mentowym.

3. Niech R i S beda dwoma relacjami w zbiorze X, Relacje T taka, ze
xTy=(x,»)eRUS
nazywamy sumaq relacjiR i S i piszemy R U S = T. Relacje Q taka, ze
xQy=x,»eRNS

nazywamy iloczynem relacji R i S i piszemy RN S = Q.
Relacjg M taka, ze
xMy=(x,y) ¢R
nazywamy negacjq relacjii R i piszemy M = R’.
Udowodni¢, ze dla kazdych x,y € X:
xXRUSy=(xRyvxSy),
xRN Sy= xRy & xSy),
xR’y = ~ (xRy). .

,’Uwaga. Przy takim okre§leniu operacji ,,u”, ,,N” i » " zbibr wszystkich relacji
okreslonych na zbiorze X tworzy algebrg Boole’a (por. rozdziat VII). Jakimi relacjami
sa elementy wyrdznione 0 i 1 tej algebry?

4. Relacje N taka, ze:

xNy=Ez(xRz & z8y)

nazywamy iloczynem wzglednym lub zlozeniem relacji R i S i oznaczamy S-R.
Pokaza¢ na przykladzie, ze

R:S#S:R. *
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Czy skladanie relacji jest laczne, tzn. czy zachodzi réwnosé
R:S)-T=R-(S-T)?

5. Podaé definicjg relacji tréjargumentowej — ogdlnie definicje relacji k-argumen-
towej. Relacj¢ taka zapisujemy zwykle R(x, y, z); tak jak zamiast xRy mozemy pisaé
R (x, y). Udowodnié, ze r6znych relacji k-argumentowych na zbiorze X n-elementowych
jest 27, Czy relacje dwuargumentowe mozna uwazaé za relacje trdjargumentowe?

6. Udowodnié, ze:
a) jezeli X; <« X, zas X, < ¥, to X; XX, < XXY;

b) (XXY)U(@XXxZ)=XxX(YVU2Z),
XXY)U@ZXY)=XvV2I)XY;

c) (XXY)N(XXZ)=XX(¥YNnZ2),
XXY)N(ZXY)=XNZ)XY.

7. Uzasadnié, ze liczba relacji, ktére moga zachodzi¢é miedzy przedmiota-
mi ze zbioru s-elementowego X, a przedmiotami zbioru r-clementowego Y jest réw-
na 2Ms.- .

8. a) Uzasadni¢, Ze kazda funkcja zdaniowa dwuargumentowa @ (x,y) okreslona
w zbiorze X wyznacza pewna relacje R w zbiorze X, taka ze aR b, dla a, b € X zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy przedmioty a, b ¢ X spehiaja funkcje zdaniowa D (x, y) (tzn.
gdy D(a, b) jest zdaniem prawdziwym).

b) Funkcje zdaniowe ®(x, y) oraz ¥(x, y) wyznaczaja odpowiednio relacje R i S.

Napisa¢ funkcje zdaniowe wyznaczajace relacie R U S, RN S, R’ oraz relacie R+ S
(por. zad. 31i 4).

§33. RELACJE ROWNOWAZNOSCI|

W tym paragrafie zajmiemy si¢ szeroka klasa relacji zwanych relacjami
réwnowaznodci, stanowigca uogdlnienie relacji réwnoéci. Omdéwimy wigc
najpierw relacje réwnosci. Relacja réwnoéci ,,=" zachodzi w zbiorze
X miedzy dowolnym przedmiotem a jedynie nim samym. Jest to relacja
okredlona przez zbiér par E postaci (x,x). Ma ona szereg waznych wia-
snosci:

1. Dla kazdego xeX: x=x.

2. Dla kazdych x,yeX: jezelix=yp, to y =x.
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3. Dla kazdych x,y,zeX: jezeli x =y i y =z, to x = z. Wlasnosci
te wyrazamy mowiac, Ze relacja ta jest:

zwrotna (wiasnosé 1),

symetryczna (wlasno$é 2),

przechodnia (wlasnos$é 3).

Ponadto cecha szczegdlng réwnosci jest nastepujaca wlasnoéé

4. Dla kazdych x,y,z, teX: jezeli x=12z 1 y=1, to xRy« zRt
dla dowolnej relacji R okreSlonej na zbiorze X. Jest ona zwana wilasnosciq
ekstensjonalnosci.

Podane cztery wlasnosci charakteryzuja relacje réwnosci. Mozna latwo
udowodnié, ze kazda relacja okreslona w zbiorze X i spelniajaca warunki
1-4 musi byé identyczna z relacja réwnoéci ,,=. /

Dalej zajmiemy si¢ relacjami okre§lonymi w jakim§ zbiorze X i spel-
niajagcymi nastgpujace trzy warunki bedace odpowiednikiem wiasnosci 1-3:

5. Prawo zwrotnoéci:  dla kazdego xeX: xRx.

6. Prawo symetrii: dla kazdych x, yeX: jezeli xRy, to yRx.

7. Prawo przechodnioéci:  dla kazdych x, y, zeX: jezelixRy i yRz,
to xRz.

‘Wprowadzimy nastgpujaca definicje.

DEerFINICIA 2. Relacje R okre§lona na zbiorze X nazywamy rdéwno-
wazno$ciq w tym zbiorze, jezeli spelnia ona warunki 5, 6 i 7 (zwrotnosci,
symetrii i przechodnioéci).

Jedng z relacji réwnowaznosci jest jak widzimy relacja réwnosci. Na
podanych dalej przyktadach zobaczymy, ze relacji takich jest wiecej. Prze-

konamy si¢ tym samym, Ze wlasnosci 1-3 bez prawa ekstensjonalnosci

4 nie charakteryzuja réwnoéci.

Podamy teraz przyklady relacji réwnowaznosci.

Relacja przystawania figur geometrycznych jest relacja réwnowaznosci
w zbiorze figur geometrycznych. Prawa zwrotnoéci, symetrii i przechod-
nioSci uznawane sg czgsto po prostu za jedne z aksjomatéw relacji przy-
stawania figur geometrycznych.

Podobnie relacja réwnoleglosci prostych jest relacja réwnowaznosci
W zbiorze wszystkich prostych na plaszczyznie.

Natomiast relacja podzielno$ci okreslona w zbiorze liczb naturalnych
1,2,3, ... jak réwniez relacja podzielnosci omawiana w przyktadzie 1,
z poprzedniego paragrafu nie sa réwnowazno$ciami. Wprawdzie prawo
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5 zwrotnoéci i prawo 7 przechodnioéci sa spelnione, natomiast prawo 6
symetrii nie jest speinione, gdyz np.: 2 dzieli 4, lecz 4 nie dzieli 2.
Dalsze przyklady relacji rownowaznoéci znajduja si¢ W zadaniach.

—

Streszczenie

Relacje R okreslong w zbiorze X nazywamy w tym zbiorze réwnowaz-
noScia, jezeli jest ona zwrotna, symetryczna i przechodnia (warunki 5-7).
Relacje réwnowaznosci stanowia uogélnienie pojecia réwnosci.

Zadania

1. Udowodnié, ze relacja I okre§lona w zbiorze X, zachodzaca dia dowolnych dwéch
elementow z tego zbioru (tzw. relacja peina) jest relacja roéwnowaznoéci . Udowodnié, ze
relacja zachodzaca tylko miedzy przedmiotem a nim samym jest relacja rownowaznosci.
Co to za relacja?

2. Niech X bedzie zbiorem podzbjoréw X, Y, Z, ... ustalonego zbioru A. Okre§lmy
w zbiorze X relacje rownolicznosci X rwl ¥, nastepujaco: X rwl ¥ wtedy i tylko wtedy,
gdy istniegje odwzorowanie jednoznaczne zbioru X na zbiér Y. (Patrz ostatni paragraf
tego rozdziahu). )

Udowodnié, ze relacja réwnolicznosci jest rownoscia w zbiorze X.

3. a) Udowodnié, ze relacja zachodzaca pomiedzy liczbami zespolonymi z oraz t
wtedy i tylko wtedy, gdy |z| = [¢], jest relacja réwnowazmosci.

b) Udowodnié, ze relacja zachodzaca migdzy z oraz ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie ¢ bedace liczba rzeczywista # 0, ze z = ¢t, jest relacja réwnowaznosci
w zbiorze liczb zespolonych.

¢) Udowodnié, ze relacja zachodzaca miedzy z oraz ¢t wtedy i tylko wtedy, gdy
z—1 jest liczba rzeczywista, jest relacja réwnowaznosci.

Jaki jest sens geometryczny tych relacji?

4. Udowodnié, ze relacja zachodzaca pomigdzy liczbami naturalnymi x i y wtedy
i tylko wtedy, gdy x- jest liczba parzysta, jest relacja rownowaznosci.

§ 34. ZASADA ABSTRAKCJL

W paragrafie tym zajmiemy si¢ waznym twierdzeniem dotyczacym
relacji réwnowaznosci, tzw. zasadq abstrakcji. Rozpatrzmy wpierw nastg-
pujacy przykiad. )

9 — Logika dla inzynieréw
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PrzYKLAD 2. Rozpatrzmy zbiér X wektoréw zwiazanych, lezacych
na plaszczyznie; tzn. wektoréw zaczepionych w jakich§ punktach. Dwa
takie wektory bedziemy uwazaé, za réwnowazne, jeZeli jeden z nich mozna
tak przesunaé réwnolegle by pokryt si¢ z drugim. Tak okreslona relacja
miedzy wektorami, bedzie zwrotna, symetryczna i przechodnia, wigc bedzie
réwnowaznoécia nie tylko z nazwy, lecz réwniez w sensie definicji 2. Wek-
tory zwiazane dzielimy na klasy, abstrahujac od ich polozenia (punktu
zaczepienia), zaliczajac do jednej klasy te i tylko te wektory, ktére przez
przesunigcie réwnolegle przechodza na siebie. Mdéwiac inaczej tworzymy
klase wektoréw réwnowaznych. Kazda taka klasa scharakteryzowana
jest juz nie przez polozenie, lecz przez zwrot, kierunek i dtugo$¢ swoich
elementéw. Takie klasy wektoréw réwnowaznych nazywamy wektorami
swobodnymi. Wektor swobodny nie ma okreslonego polozenia na plasz-
czyznie (czgsto méwi sig, ze moze byé polozony w dowolnym miejscu
plaszczyzny) ma jedynie dlugos¢ i zwrot.

Zasada abstrakcji jest twierdzeniem, pozwalajacym uogélni¢ postgpo-
wanie takie jak opisane w przykladzie 2, na dowolny zbiér w ktérym
okreslona jest relacja réwnowaznosci. ‘

TwIERDZENIE 1. (Zasada abstrakcji) Jezeli w zbiorze X okreslona
jest relacja réwnowaznosci ,,=", to klasy (podzbiory): [x], ¥ ... (zwane
klasami abstrakcji relacji ,,=""), okre§lone nastepujgco:

ze[x] wtedy i tylko wtedy, gdy z = x,

spelniajq nastepujgce warunki:

1. kazda klasa jest niepusta,

2. suma wszystkich klas daje zbior X

3. kazde dwie klasy sq albo rozlaczne albo identyczne; .

4. dwie klasy sq identyczne [x] = [z] wtedy i tylko wtedy, gdy x = z.

Dowdd. Niech w zbiorze X okreS$lona bedzie relacja ,, =", réwno-
" wazno$ci. Wezmy dowolny element xeX i utwérzmy podzbidr [x] zbioru
X, zwany klasq elementu x, ztozony ze wszystkich tych elementow yeX,
ktére sa réwnowazine x-owi, tj.

ye[x] wtedy i tylko wtedy, gdy y = x.
Wobec zwrotnodci relacji ,,=”, mamy x = y dla kazdego xeX, a wigc
dla kazdego xeX, mamy xe[x].

*
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Wynika stad wlasno$¢ 1 klas abstrakcji, Ze klasy te nie sa puste, oraz
wlasnoéé 2, ze suma wszystkich klas daje zbiér X. Rzeczywiscie kazdy

‘element nalezy do jakiej§ klasy, mianowicie do klasy, ktora wyznacza.

Udowodnimy teraz, korzystajac z wilasnosci relacji réwnowaznoéci
(dotychczas wykorzystaliSmy tylko zwrotno$€), Zze spelniona jest wlasno$c
3 i 4. Udowodnimy mianowicie, Ze

5. jezelix=y, to [x] = [yl
zas

6. Jjezelix#y, to [x]N[y]=0.

Przypusémy, e x = y. Niech teraz ze[x], wtedy jest z = x, a wobec prze-
chodnioéci relacji ,,=”, z =y, czyli ze[y]. Dowodzi to, Ze [x] = [y]. Po-
dobnie jezeli ze[y], to z= y. Z zalozenia x = y, wobec symetrii relacji
jest y =x, a wobec przechodnioéci jest z= x, czyli ze¢[x]. Dowodzi to,
ze [y] < [x]. Wynika stad réwno$é klas [x] = [y], a wigc spelniona jest
wlasno$é¢ 5. Whasnos$é 6 wynika z nastgpujacych rozwazan. Gdyby [x] N [y]
bylo niepuste, to istnialby element z taki, Ze ze[x]ize[y]. Stad z=xiz = y,
a wobec symetrii i przechodnioci x = y. Stad jezeli x # y, to przekrdj
[x] N [y] musi byé pusty.

Wilasnoéci 3'i 4 wynikaja natychmiast z wiasnoécl 5 1 6.

Zbadamy teraz jak wygladaja klasy abstrakcji dla réznych relacji réw-
nowaznosci. ‘Dla relacji rownosci ,,=", klasy abstrakcji beda jednoele-
mentowe, gdyz wszystkie elementy jakiej$ klasy bgda musialy by¢ réwne.
‘W drugim skrajnym przypadku bedzie tylko jedna klasa abstrakcji ztozona
z calego zbioru X. Bedzie to mialo miejsce wtedy, gdy relacja réwnowaz-
nosci, dla ktérej tworzymy klasy abstrakcji bedzie relacja zachodzaca

' miedzy kazdymi dwoma elementami zbioru X. (Por. zadania 1 poprzed-

niego paragrafu). '

PRZYKELAD 3. Rozpatrzmy teraz podzial zbioru X na jakie§ podzbiory
(Klasy) X = K; U K, U K3 U ... spelniajace warunki 1, 2 i 3 twierdzenia 1.
Okreslmy w zbiorze X relac;q nastgpujqco

x= y wtedy i tylko wtedy, gdy x i y nalezg do tej samej klasy.

‘ Tak okreslona relacja jest relacja réwnowaznoéci. Rzeczywiscie wobec 2,
element x nalezy do jakiej§ klasy. Powiemy to nieco inaczej, cho¢ troche
sztucznie, x i x nalezag do tej samej klasy, wigc x = x. Prawo zwrotnosci

kK

i
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musi wigc zachodzi¢. Jezeli x i y naleza do tej samej klasy, to y-i x tez na-
leza do tej samej klasy, wiec zachodzi prawo symetrii:
jezeli x = y, to y = x.
k k

Niech terazx=yiy= z. Z definicji relacji ,,= ,, ”wynika, ze x i y naieZq
k k

do jakiejs klasy K;, y i z za$ do jakiej$ klasy K. Udowodmmy, ze K; = K,.
Rzeczywiscie pomewaz zeK, N K;, wige zgodnle z wlasnoécia 3 klasy
K iKk; musza by¢ identyczne. Wynika stad, Ze elementy x i z naleza do
tej samej klasy, wigc x = z. Dowodzi to przechodnioéci relacji ,,=".

2 k

Z przyktadu tego wynika, ze dowolne podzbiory spelniajace warunki
1, 2'1 3, sa klasami abstrakcji jakiej$ relacji réwnowaznoéci.

TWIERDZENIE 2. Jezeli dla relacji réwnowaznosci ,,=> w zbzorze X
okreslimy K, = [x], K2 L ..., to relacja ”f” bgdzie\ identyczna z re-

lacjq ,;=". Na odwrdt Jezeli dla relacji ',,...” wyznaczonej przez podzial

na klasy taki jak w. przyklaa’z:e 3, okreslzmy klasy abstraqu (x1, D, ...,
to bedq one identyczne z klasami Kl, K, ... '

Zasada abstrakcji ma dla matematyki wielkie znaczenie. Pozwala ona
z elementéw jakiego$ zbioru przedmiotéw, w ktérym jest okreslona relacja
réwnowaznosci, tworzyé nowe obiekty — klasy abstrakcji tej relac_]l
utozsamiajac . wszystkie przedmioty réwnowazne. ;

UtozsamJanc na przyklad posréd zbioréw skonczonych wszystkle
zbiory réwnoliczne otrzymamy nowe obiekty — liczby elementdw zbioru,
czyli liczby naturalne. (Por. zad. 2 poprzedniego paragrafu, i zadanie
4 tego paragrafu). Liczby naturalne sa przy takim rozumieniu pewnymi
abstrakcyjnymi — wspélnymi — wlasnosciami zbioréw skoficzonych
réwnolicznych. Zbiory takie maja tylko jedna wlasnosé wspolna‘ — maja
tyle samo elementéw.

Podobnie utozsamiajac na plaszczyZnie wszystkie figury przystajace
otrzymamy pewne abstrakcje — figury geometryczne niezalezne od polo-
zenia na plaszczyznie. Wiasnosci takich figur stanowig przedmiot badania
geometrii. Sg to wlasno$ci wspélne wszystkim figurom przystajagcym —
te wlasnoéci, ktére nie zmieniajg si¢ przy przesunigciu lub obrocie figury,
np. pole, lub ilo$é bokow sa wiasnosciami geometrycznymi wielokatow, ale
polozenie wielokata na plaszczyZnie nie jest jego wiasnoscia geometryczaa.
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Streszczenie

UstaliliSmy zwigzek miedzy relacjami réwnowaznoéci w zbiorze X
a podzialami zbioru X na klasy Kj, K, ... takie, ze suma K; U K, U
U ... = X oraz K, K,, ... 53 to klasy niepuste-i roztaczne. Dla elementu
xeX oznaczamy przez [x] zbior takich yeX, Zze y = x. Zbior [x] nazywamy
klasq abstrakcji elementu x, wzgledem relacji ,,=>’. Rézne klasy abstrakcji
relacji réwnowaznoéci sa niepuste i rozlaczne i daja w sumie caty zbidr X.
Na odwrét kazdy podziat X na takie klasy wyznacza pewna relacj¢ réw-
nowaznosci.

Zadania

1. Udowodni¢ twierdzenie 2.

2. Opierajac sie na przykladzie 2 i twierdzeniu 2 obliczy¢ liczbg rémych relacji
réwnowaznosci w zbiorze n-elementowym.

3. Wezmy n zmiennych py,..., D Drzebiegajacych zbiér zdah. Wezmy wszystkie
formuly poprawne f(p,, ..., Pn) zbudowane z tych zmiennych, za pomoca funktoréw
zdaniowych implikacji i negacji. Oznaczmy ten zbiér wyrazenn przez X. Udowodnié,
7e relacja ,,&” okre§lona dla f(py,...,Pn), £€Py,s ..., Pn) € X nastepujaco:

fDyseesPn) ® g(Dy,...,Pn) Wiedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie f(py,...,Pn) =

= g(py, ..., Pp) jest tautologia, jest relacja réwnowaznosci.

Udowodnié, ze liczba klas abstrakcji tej relacji w zbiorze X jest rowna 2. Czym s3
te kiasy abstrakcji?

4. Czym sa klasy abstfakcji relacji rownolicznosci rwl, okreslonej w zadaniu 2 po-
przedniego paragrafu? Ile jest tych klas w przypadku, gdy zbiér 4 zawiera n elementéw?

5. Udowodnié, ze dla dwéch relacji réwnowaznodci ich iloczyn (por. zad. 3, § 32)
jest relacja réwnowaznosci. Jak beda wygladaé klasy. abstrakcji tego iloczynu?

6. Podaé klasy abstrakeji relacji rOwnowaznosci podanych w zadamu 3 poprzed-
niego paragrafu.

7. 1le jest klas abstrakeji relacji okreslonej w zad. 4 z poprzedniego paragrafu?

§.35. RELACJE PORZADKU

W paragrafie tym rozpatrzmy relacje majace nieco odmienne wiasnosci
niz relacje réwnowaznoéci. Rozwazmy trzy wlasnosci relacji R okreslone_]
w jakim$§ zbiorze X:



134 6. Relacje

1. Zwrotno$é:  dla kazdego xeX: xRux. -

2. Antysymetria:  dla kazdego x, yeX: jezeli xRy i yRx, to x = y.

3. Pt_*zechodnio.s‘é: dla kazdych x, y, zeX:  jezeli xRy i yRz, to xRz

Przyjmijmy nastepujaca definicje: , .

DEFII\TICJA 1. Kazda relacje R okreflong w jakim$ zbiorze i miijch
wlasr.loém 1, 2, i 3, (zwrotnoséci, antysymetrii i przechodnio$ci) nazywaé
b@d’ZICmY relacjg porzqdku. (Czgsto uzywa sie réwniez terminu porzadek
czgsciowy).

.Wlas'nos'ci 1 i 3 juz znamy, sa to wiasnosci wspdlne relacjom réwno-
wa’zr%os’m i relacjom porzadku. Wiasnoéé 2 jest inna niz wiasnosé symetrycz-
nosci. M6éwi ona, Ze jezeli element x jest w relacji R do y i jednoczeénie
¥ w relacji R do x to oba elementy musza byé réwne.

Podamy teraz przyklady relacji porzadku.

.PRZYKLAD 1. Relacja podzielnoéci x|y w jakims$ “zbiorze ztozonym
z liczb naturalnych jest relacja porzadku. Prawo zwrotnosci zachodzi
gdyz kazdy element dzieli siebie samego: x|x. Prawo przechodnio$ci réw:
niez, gdyz jezeli x|y i y|z, to x|z. Antysymetria wynika ze znanego prawa

8

. 1
Rys. 4. Graf relacji cze$ciowego porzadku w zbiorze X = {1,2,..., 10}

'arytmet}./ki liczb naturalnych, méwiacego, Ze jezeli x|y i y|x, to liczby natu-

ralne X 1y sa réwne. Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi 4. Na rysunku tym poka-
zany _]est. graf relacji porzadku, dla relacji podzielnosci w zbiorze X ztozo-
nym z liczb naturalnych od 1 do 10:

X=1{1,2,3,4,56,7,8,9, 10} »
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narysowany trochg inaczej niz na rysunku 3. Dla prostoty pominigtc
w ogdle strzalki z x do x. Kierunku strzalek nie wyrézniano, przyjmujac
~ ze jest zgodny z wznoszeniem do gory. '
2 Graf ten odczytuje si¢ nastgpujaco: x dzieli y wtedy i tylko wtedy
gdy x jest réwne y lub gdy z x do y mozna "ﬁrzejéé, poruszajac si¢ w gor¢
po jakiejé tamanej. Z grafu tego widaé, ze np. 2|6, gdyz po lamanej graft
mozemy sie poruszaé od 2 do 6 w gére. Ale na przyklad 2 nie dzieli 3
-~ gdyz nie mozemy przejéé od 2 do 3 idgc stale do géry. Widaé stad,
dla relacji R porzadku moga istnie¢ pary elementéw nieporéwnywalnych
takich, Ze nie zachodzi ani xRy, ani yRx. W przypadku relacji podzielnosc
jest wiele takich par, np. pary: 2,3; 4,10; 10,4; i inne.
PRZYKEAD 2. Niech X bedzie zbiorem podzbioréw ustalonego zbion
A. Elementy x, y, z, ... zbioru X beda wigc podzbiorami zbioru 4. Relac;j:
inkluzji czyli zawierania tych podzbioréw: x < y opisana w rozdziale V
' bedzie relacja czgéciowego porzadku w zbiorze X. Prawa:
prawo zwrotnodci: X < X;
prawo antysymetrii: jezelixcyiycx, tox=y;
prawo przechodniodci: jezelixcyiycz, to xcz, s3 bowier
prawami rachunku zbioréw.
Graf tej relacji, w przypadku gdy zbiér 4 = {1,2, 3} jest zbiorer
tréjelementowym, podany jest na rysunku 5. Grafu tego nie mozna przec

L a) (.2,3) b)

{2.3}

| {1\,2} 5

ol ¥

_A_ .
Rys. 5. Graf relacji inkluzji zbioru X podzbioréw zbioru 4 = {1,2, 3}
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stawi¢ plasko, nie rysujac przecigé (rys. 5a) natomiast mozna przedstawié
przestrzennie przez krawedzie szeScianu postawionego na jednym z wierz-
chotkéw (rys. 5b). Z grafu widaé, ze istnieja elementy nieporéwnywalne.
“PrzykLAD 3. Rozpatrzmy relacje x < y mnigjszoéci lub réwnosci
w jakim$ zbiorze liczb. Relacja ta jest relacja porzadku, gdyz wlasnodci
takie jak:

zwrotno$§¢: x<x,

antysymetria: jezeix<yiy<x, to x=y,

przechodnio$é: jezelix< yi y< z to x<z,
wynikaja z wlasnoéci relacji ,,x mniejsze lub réwne y” dla liczb. Relacja
ta rézni si¢ jednak swoimi wlasnosciami od relacji pokazanych w przy-
kiadach 2 i 3. W zbiorze liczb nie ma bowiem elementéw nieporéwny-
walnych, gdyz relacja ,,<” spelnia nastgpujace prawo, zwane prawem
spdjnosci ~

dla dowolnych liczb x i y jest: x< y lub y < x.

Przyjmuje si¢ nastepujaca definicje: ‘

'DEFINICIA 2. Relacje R porzadku w zbiorze X nazywamy relacjq
liniowego porzqdku (%), jezeli spelnia nastgpujaca wlasnoéé spéjnosci:

4. dla kazdych x i y: xRy lub yRx.

Przyktadem relacji liniowego porzadku jest relacja ,,mniejsze lub réwne”
z przykiadu 3. Innym waznym przykladem relacji liniowego porzadku jést
tak zwane uporzqdkowanie leksykograficzne, ktére wyjasnimy w poniz-
szym przykladzie. :

PRZYKLAD 4. Rozpatrzmy zbiér X ciagédw x = x;, X5, X3, ..., ktérych
wyrazami sg liczby i okreslmy relacje x <3 y dla dwéch' ciagéw x = x;,
. X2,X35 .- X3 Y = V1, V2, Vas -..» ¥, Dastepujaco:

x < y wtedy i tylko wtedy, gdy albo x; = y; dla kazdego i (tzn. x = y),
albo istnieje takie i, ze

X1 = Y1, X3 =Ya, ey X1 =Yy 1 X<y

(') W literaturze uzywa si¢ réwniez czesto stow: czesciowy porzadek na oznacza-
nie porzadku, oraz porzadek na oznaczanie porzadku liniowego. Nazwa porzadek
liniowy pochodzi z tego, ze wykres relacji tego porzadku bedzie jedna linig bez odga-
lezien. *

rape s 14w

o=

st bt

t
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Na przyklad w my$l tej definicji bedzie:
1,3,2,7,54 3 1,3,52,1,5.

7 = =3= =2<y; =3, ...
gd)’; x<11e§n§cj; Jv);;/n)ilzca— Satycﬁ;li);:t x =3 ;3 Sp/rawdz’my przechodnio$¢ :
Relacja x = ¥ méwi, Ze istnieje i dla ktorego
Xy = Y15 s X1 =Vix 1 % <De
Relacja y <3 z mowi, Ze istnieje j, dla ktdérego
Yi=24 s Vi1 =Zo L ¥ <7
Poiéimy k = min (i, ), wtedy bedzie
X1 = Zp—1¢

X1 = 23, X2 = 23, s

5 i i ié j trzech mozliwoéci:
Dla wyrazéw X, ¥, i z; bedzie zachodzi¢ jedna z

X =V 1 Ye<Z
X <V 1 V<2
X <Vr 1 Y= Zp

czyli zawsze bedzie x; < z;. To dowodzi, ze x =3 z, czyli prawo przechod-
nioéci relacji ,,—3” zachodzi. . - o
Latwo zauwazyé, zejezelix € yiy 3 xto dla kazdego ¢ musi by¢ x; =

' i x = i lasnosci antysymetrii.
=y, czyli x = y. Dowodzi to W i : '
Il)la wykazania, ze ,,~3” jest relacja liniowego porzadku tr?eba. pokazac
jeszcze spéinosé relacii,, 3 . Jezeli x = y, to zaréwn'ox'—%‘ yjakiy -%.)i:
Jezeli x # y, to oznaczmy przez i najmniejsze takie j, ze x; 7%~ ;. Jezeli
teraz x; < y;, to x 3, jezeli za§ y, <X;, to y 3 x o -
A wiec zachodzi spéjnosé, gdyz dla dowolnych x i y jedna z relacp:

: x<y lub y=sSx

musi zachodzié. . PR
Uporzadkowanie to nazywamy uporzqdkowaniem leksykograﬁcznym.

Jest to takie uporzadkowanie jak uporzadkowanie stéw w stowniku.

Na zakoficzenie rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad.
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PrzykraD 5. Niech R bedzie  jaka$ relacja okreSlonag w zbiorze X.
Zdefiniujemy w tym zbiorze nowa relacje R* w nastgpujacy sposéb: Dla
dowolnych x, ye X: xR*y wtedy i tylko wtedy, gdy yRx. Relacjg te nazywamy
relacjq odwrotng do R. Latwo widaé, ze (R*)* daje z powrotem relacje R.
Na przyklad relacja ,,<*” jest relacja ,,>”, relacja ,,<<** jest relacja ,,>,
jesli zas relacja R jest relacja réwnowaznosci, to R* jest ta sama relacjéc R.

Z postaci aksjomatéw relacji porzadku latwo wynika, Ze jezeli R jest
Telach porzadku, to relacja R* jest rowniez relacja porzadku. Ponadto
Jjezeli R jest relacja porzadku liniowego, to R* jest réwniez relacja porzadku
liniowego.

Streszczenie

_ .Podaliémy pojecie relacji porzadku i relacji linioWego\porzqdku. Omoé-
W1%1§my przyklady relacji porzadku podzielnosci liczb naturalnych, inkluzji
zbioréw, mniejszosci réwnosci dla liczb oraz porzadku leksykograficznego.
Dwa ostatnie sa przyktadami relacji porzadku liniowego

Zadania

1. Opisa¢ wszystkie relacje porzadku na zbiorze trojelementowym. Podaé ich g;'afy.
Ktore sposréd nich sa relacjami porzadku liniowego?

2. Podac¢ graf relacji ,,<<”* w zbiorze liczb x = {1, 2, 3, ..., 10} i poréwnaé z grafem
podanym na rysunku 4,
s 3. Pokazaé, ze relacja mniejszo§ci w zbiorze liczb nie jest relacja porzadku. Por. zad.
4. Udowodni¢, ze na zbiorze n-elementowym mozna okreslié dokladnie
1-2-3-...-n=n! rézych relacji porzadku liniowego. A

5‘. l_Id(.)woc?njé, ze jedyna relacja R porzadku, taka ze R = R* jest rownoéé. Udo-
.wodmé, ze jezeli R jest relacja porzadku w zbiorze X, to relacja S zdefiniowana nastepu-
Jjaco:
. dla dowolnych x,y e X: xSy wtedy i tylko wtedy, gdy xRy lub x = y jest
identyczna z R.

6. Dla danej relacji porzadku R okre§lonej w zbiorze X, zdefiniujemy relacie T
nastepujaco:

dla dowolnych x,y e X: xTy wtedy i tylko wtedy, gdy xRy i x 5% y. -

S
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Udowodnié, ze relacja T spelnia nastgpujace prawa:

1) przeciwzwrotnosci:  dla kaidego x e€X, nieprawda, ze xTx.

2) przeciwsymetrii: dla dowolnych x, y eX:  jezeli xTy, to nieprawda, ze yTx.

3') przechodniofci:  dla dowolnych x,y,z e X: jezeli xTy i yTz, to xTz.

Tak okre§lona relacje nazywamy czasem relacjq ostrego porzqdku.

7. Niech R, i R, beda relacjami porzadku okreslonymi odpowiednio na zbiorach
X, i X, rozlacznych. Niech zbi6ér X bedzie suma zbioréw X, i X,. Okre§lmy na zbiorze X
relacic R w nastepujacy sposéb:

I dlax,yeX;: xRywtedyitylko wtedy, gdy xR,,

II. dlax,yeX,: xRy wtedyitylko wtedy, gdy xR,»,

I dla x eX;, yeX,: xRy zachodzi zawsze;

dla xeX,, yeX;: xRy nie zachodzi nigdy.

Udowodnié, ze relacja R jest relacja porzadku w zbiorze X.

8. Okresli¢ uporzadkowanie leksykograficzne ciagow nieskoficzonych i udowodni¢,
Ze jest to relacja porzadku liniowego.

9. Udowodnié, ze jezeli R jest relacja liniowego porzadku w zbiorze X, to zZlozenie
(por. zad. 4, § 26, tego rozdziatu) R-R* jest relacja pelna zachodzaca miedzy kazdymi
dwoma elementami zbioru X. '

§ 36. SIATKI

Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym przez jakas relacje porzadku,
ktéra w dalszym ciagu oznaczaé bedziemy przez ,,<”. O relacji tej nie
bedziemy jednak wcale zakladad, ze jest ona relacja porzadku liniowego.
Nie nalezy wiec jej myli¢ z relacja mniejsze lub réwne dla liczb, wprowa-
dzona w przykladzie 3 z poprzedniego paragrafu oznaczang tam tym
samym symbolem.

Wprowadzmy nastgpujaca definicje.

DEerINICIA. 1. Element ¢ nazywaé bedziemy ograniczeniem gornym pary
elementéw a i b, jezeli @ < ¢ i b <c. Podobnie jezelid< a id< b, to ele-
ment d nazywaé bedziemy ograniczeniem dolnym pary elementéw a i b.

Na przyktad dla zbioru uporzadkowanego podanego w przykltadzie
1 z poprzedniego paragrafu (por. rys. 4) ograniczeniem goérnym pary
a=2 i b= 3 bedzie element ¢ = 6. Ograniczeniem dolnym bedzie ele-
ment d = 1. Podobnie dla pary a =4, b= 8, ograniczeniem gornym
bedzie element ¢ = 8. Ograniczenia dolne beda trzy. Jedno d; = 4, drugie
d, = 2, trzecie d; = 1. Paraa = 51 b = 7 bedzie miala jedno ograniczenie
dolne d = 1, ale nie bedzie miala ograniczenia gornego.
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Jezeli relacja ,,<” jest relacja porzadku liniowego w zbiorze X, to kazda
para (@, b) ma co najmniej jedno ograniczenie gérne i co najmniej jedno
ogran}czenie dohic, Mianowicie z warunku spdjnosci wynika, ze a < b
lub b < a. W przypadku a < b ograniczeniem dolnym bedzie a, gérnyfn
za§ b. W przypadku b < a bedzie przeciwnie. o -

DEFINICIA 2. Ograniczenie gérne ¢ pary (a@,b) nazywamy kresem
gornym tej pary, jezeli dla kazdego ograniczenia gérnego c, tej pary jest
¢ < ¢;. Podobnie ograniczenie dolne d pary (a, b) nazywamy kresem dol-
nym tej pary, jezeli dla kazdego ograniczenia dolnego d; tej pary jest
d, <d. "

Z definicji wynika, ze dla kazdej pary (a, b) zbioru uporzadkowanego
X moze istnieé co najwyzej jeden kres gérny i co najwyzej jeden kres dolny.
Kresy te o ile istnieja oznaczamy przez a U'b i a N b. Mozna latwo udo-
wodnié, Ze jezeli kresy te istnieja, to aNb << a U b. ~

TWIERDZENIE 1. Dla kreséw, jezeli one istniejq, zachodzq nastepujace
prawa:

I. xnx=x, xXUXx=x,

2. xNy=ynNx, xUy=yuUx,

3. xn(yna)=xNynz xU(@uUuz=xuUy Uz,

4. xNxVy =x, xU@xnNny =x
zwane prawami idempotentnosci, przemiennoSci, Iqcznosci i pochlaniam:a.

Z poprzednich rozwazan tego paragrafu widzieliSmy, ze kresy nie
zawsze musza istnieé. Przyklad 2 z poprzedniego paragrafu byt o tyle

ciekawy, ze dla relacji ,,=” inkluzji w zbiorze wszystkich podzbioréw
ustalonego zbioru, kres gérny a U b i kres dolny @ N b zawsze istnieja.
Kresem gérnym jest suma zbioréw, kresem za$§ dolnym ich przekrdj.

DErINICIA 3. Zbiory uporzadkowane, w ktérych dla kazdej pary (a, b)
istnieja kres gérny a U b i kres dolny a N b, nazywaja sie' siatkami lub
strukturami(*). _

Strukturami sg wigc np. zbiory uporzadkowane liniowo (por. zad. 3).
Struktura jest réwniez zbiér wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru,

(*) Termin siatka jest wiernym tlumaczeniem slowa angielskiego ,.lattice” i roz-
powszechnia si¢ coraz bardziej, Mimo, ze dotad w powszechnym ujeciu jest termin
struktura uzyliSmy w ksiazce terminu siatka, gdyz termin ten nie powoduje niejednoznacz=-
nosci. *

P . ‘

czefciowo uporzadkowany przez relacje inkluzji. Inne przy
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.

ktady struktur

sa podane w zadaniach 4 i 6. ‘ .

Podaliémy tutaj tylko definicjg struktury. T'eona str}lktur 'stanc?w1
obszerng dziedzing badan ‘matematycznych, majacy roz:‘hczne i Y;:ge
zastosowanie. Teorii tej po$wigcona jest monografia Birkhoffa [1948].

-7 elementami teorii struktur najlatwiej jest zapozr%aé si¢ z ksigzki .Blrkj
vhoffa i Mc. Lane’a lub nieco obszerniej z ksiazki Jacobsona, ‘Rasmwe]

i Sikorskiego, Hermesa [1955).

Streszczenie

Podaliémy definicje kresu gornego i kresu dolfxego pary elementow
zbioru uporzadkowanego. Podali$my definicje siatki (struktury).

Zadania

1. a) Udowodni€, ze jezeli ¢ jest ograniczeniem gornym pary (@, b), za$ c< ¢y,

. . . . . B, :
to ¢, jest rOwniez ograniczeniem gbrnym pary -(a, ) _
1l:)) Podobnie jezeli d jest dolnym ograniczeniem pary (a,byzas dy <d,to dy Jm_t dol

nym ograniczeniem pary (@, b). . o
ymc) Uzasadnié, ze w kazdym zbiorze uporzadkowanym para (a, @) ma ograniczenie

dolne i ograniczenie gorne. y
: . . . - . . n
2. a) Udowodnié, ze kres gorny jest co majwyzej jeden. ]
Wskazdéwka: Je’zeli ¢ ic; sa kresami pary (fz,.b), tomusi byé c<cyicyg<c.
b) Udowodnié, ze kres dolny jogt co najw'y?ej jeden. ,
¢) Udowodnié, ze jezeli a N biav bristmej’q,_ to
| anb<a<kauvb,

anb<b<auvb.
d) Wywnioskowaé stad, Ze jezeli anb=awvb, to

a»==(b=a‘hb\=an.

3. Udowodnié, ze jezeli relacja ,<™ jo@t relacja porzadku liniowegq w zb.io(r:e ;)(,
to zawsze istnieje a\U b i anb. Wtedy a U b = max(a, b), za§ an b =min(a, b).

(Przypominamy, Zze jezeli »<” jest relacja porzadku liniowego,. to ZAWSZe 4 < b lub
v<a. )
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' 4. Udowodflié, ze jezeli w zbiorze N* liczb naturalnych dodatnich przyjaé za re-
lacje x < y relacje x|y (x dzieli y), to zawsze istnigjaa W bian b oraz

ayvb=nww.(a,b),
anb=nw.d.(a,b). ’
\iV nazwie ,.,.najmnigjsza wspélna wielokrotno$é” (n.w.w.) wyraz ,, najmniejsza’” odﬁosi
su? do I.'el‘ac_ll podzielnosci okreSlonej powyzej, a nie do wielkosci liczb. Podobnie w naz-
wie najwigkszy wspolny dzielnik (n.w.d.)
5. Udowodnié twierdzenie 1.

6: Niech Z(X) b@dz.?e zt‘)iorem wszystkich relacji zachodzacych w zbiorze X. Okre§l-
my miedzy dwomzf relacjami R, S € Z2(X) relacje¢ R < S w nast¢pujacy sposéb:

R<S wtedy.l t)‘llko wtedy, gdy dla kazdych x, y ¢ X: jezeli xRy, to xSy.

a) Udowodn{é, ze relacja ,,<<” jest relacja porzadku w zbiorze Z(X).

b) Udowodnié, 7e zbior #(X) tworzy siatke (strukture) wzgledem relacji ,, <.

7. Wskazaé na rysunku 4 wszystkie podzbiory czteroelementowe bedace siatkami.

8. Udowo@é, Ze jezeli zbidr X jest siatka L wzgledem relacji ,,&”’, to jezeli okresli-
my nowa relacje ,,<*” nastepujaco:

x <* y wtedy i tylko wtedy, gdy y < x,

to zbidr X bedzie siatka L wzgledem relacji ,, < *. Siatke L nazywamy dualng wzgledem L.
9. Udowodnié, ze zbiér X w ktérym okreslone s ialani i
< ‘ A g dzialania x U N
spelniaja aksjomaty: y 1x0Y, ladre
L;. prawo idempotentnosci: xNx=x, xUx=ux;
L,. prawo przemiennoici: xNy=ynNx, xVy=yuUx;
L;. prawo 1@0zno§ci: xn(ynz) =xnNnynz, xu@uz= (xuy)@z;
L,. prawo pochlaniania: xN@(xuy)=x, xU@ExnNy=x l
Jest siatka wzgledem relacji okreSlonej nastepujaco: i ‘
epujaco: a< b
e puja < b wtedy i tylko wtedy, gdy
Udowodnig, ze kres gérny (a, b) wzgledem relacji ,,<” jest réwﬁy a U b, dolny za$
réowny an b. ’
10. Udowodnié, ze z aksjomatu L, z poprzedniego zadania wynika aksjomat L.
11. Narysowaé grafy wszystkich siatek
a) czteroelementowych,
b) piecioelementowych.
c) W otrzymanych w zadaniach a) i b) zbiorach siatek wskazaé pary siatek dualnych
wzgledem siebie.

* 12. Udowodni¢, ze w kazdej siatce L skoriczonej istniej sni
i g j istnieja dwa element; .
01 1 takie, ze dla kaxdego x 93 nty wyrbznione

) , o<x< 1.

Uwaga. Ze wzoru (*) hie wynika, ze kazda siatka jest zbiorem liniowo uporzad-
kowanym. -
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13. Strukture L nazywamy siatkq modularng (mo6wi si¢ czasem dedekindowskq),
jezeli zachodzi prawo zwane prawem modularnosci:

Ls. jezeli x< z, tox VN =Exuvynz. .
. a) Wyrézmié, ktore z graféw siatek piecioelementowych przedstawiaja siatki modu-
larne.

b) Udowodni¢, ze prawo dualne do prawa modularnosci jest znowu prawem mo-

- dularnosci.

¢) Udowodni¢, ze kazda siatka, ktorej elementami sa zbiory, dziataniami za§ bra-
nia kreséw, suma a U b i przekrdj a 0 b zbioréw sa modularne.

14. Siatka L nazywa si¢ rozdzielng, jezeli zachodzi w niej prawo rozdzielnoci.

Lg. xn(yUz)=(xny)u(xnz).

a) Udowodnié, ze kazda siatka rozdzielna jest modularna (por. zad. 13).

b) Udowodnié, ze w kazdej siatce rozdzielnej zachodza prawa:

L'6. xU@N)=EuUNNxVa2).

L. =0y VEPNYIVUENR)=EUNNGYI)NEZUX).
¢) Udowodnié, ze jezeli siatka spelnia ktérekolwiek z praw L, lub LY, to jest

rozdzielna.

d) Udowodnié, ze kazda siatka, ktoérej elementami sq zbiory, za$ a Y bianbsa
suma i przekrojem zbioréw, jest rozdzielna.

15. a) Kazdy podzbior S siatki L uporzadkowany liniowo wzgledem relacji ,<”
nazywa. si¢ fasicuchem. Udowodnié, ze kazdy latcuch jest siatkg rozdzielng siatki L.

b) Wywnioskowa¢ stad, ze kazdy zbi6r uporzadkowany liniowo przez jaka$ relacje
< tworzy siatke rozdzielna wzgledem tej relacji.

¢©) Udowodnié, ze kazda siatka L, taka jak kazdy jej podzbir jest siatka wzgledem
relaciji ,,<<” tej samej co w L, jest zbiorem uporzadkowanym liniowo wzgledem relacji ,,<”’.

§ 37. FUNKCJE P
W paragrafie tym zajmiemy si¢ definicja funkcji oraz podaniem pewnych

- pojeé i terminologii zwiazanej z funkcjami.

Przez funkcje f na zbiorze elementéw X, o warto§ciach nalezacych do
zbioru Y rozumiemy relacje f o dziedzinie X i przeciwdziedzinie Y,
a wigc pewien podzbiér U produktu X'x Y taki, Ze

1° Dla kazdego xeX istnieje yeY takie, Ze (x, »)eU.

- 2° Jezeli (x,y)eU i (x,y2)eU, to y1 = ¥a.
~ Pierwszy element pary (x, y)eU nazywa si¢ argumentem.

Drugi element pary (x,y)eU nazywany jest wartosciq funkcji f dla
argumentu x. Oznaczamy go pPIzez f(x) i zamiast pisa¢ xfy tak-jak zwy-
kliémy to czynié¢ dla relacji piszemy y = f(x). :

!
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7, warunku 1° wynika, ze dla kazdego argumentu xeX istnieje warto$¢
funkcji y = f(x). Z warunku 2° wynika, Ze kazdemu argumentowi jest
przyporzadkowana co najwyzej jedna warto$é funkcji. Zbiér U na?ywa
si¢ wykresem funkcji.

Podana definicja funkcji na gruncie teorii relacji jest bardzo intujéiyjna
i ogdlniejsza niz rozumienie funkcji okreélonej wzorem. Dla okreélenia
funkcji nie potrzeba wzoru, wystarcza podanie wszystkich par (argument,
warto$¢ funkcji). Dla okreslenia funkcji y = 2x nie trzeba podawaé wzoru,
lecz wystarczy wypisa¢ wszystkie pary (x, 2x), czyli (1, 2), (2,4), (3,6), ...
W praktyce nie daje to korzysci, jednak znakomicie ulatwia rozwazania
teoretyczne i pozwala rozumieé jak ogdlne jest pojecie funkciji.

Czesto zamiast terminu funkcja f okreS§lona na zbiorze X o wartosciach
ze zbioru Y méwimy o odwzorowaniu zbioru X w zbior ¥, lub o jednoznacz-
nym przyporzqdkowaniu elementom ze zbioru X elementow ze zbioru Y.
Wszystkie trzy terminy: funkcja, odwzorowanie i przyporzqdkowame
jednoznaczne sa synonimami. Termin przyporzadkowanie uzywa sig¢ cza-
sem wymiennie z terminem relacja.

Moéwimy o funkcji réznowartosciowej lub o przyporzqdkowaniu wzaje-
mnie jednoznacznym, jezeli -

3°  z tego, Ze f(x,) = f(x,) wynika, Ze x; = x, (tzn. réwnym wartos-
ciom funkcji odpowiadaja réwne argumenty).

Méwimy o funkcji odwzorowujgcej zbiér X na zbiér Y lub Krdcej
o odwzorowaniu zbioru X na zbidr Y, jezeli

4° dla kazdego yeY istnieje takie x, ze y = f(x) (tzn. kazdy element
zbioru Y jest wartoscia funkcji dla jakiego$§ argumentu). e

Funkcje spelniajace warunki 3° i 4° nazywaja si¢ funkcjami odwréecal-
nymi. Wtedy relacja f~! o dziedzinie Y i przeciwdziedzinie X okre§lona
nastgpujaco: -

¥ 1x wtedy i tylko wtedy, gdy y = f(x) jest funkcja. Dla zapisania
tego, ze relacja yf~'x zachodzi dla pary (y,x) piszemy x = f~!(y).

Rzeczywiscie warunek 4° zapewnia, ze dla kazdego yeY tzn. y be-
dacego argumentem f~*, istnieje warto$é x =f "l(y). Dowodzi to spel-
nienia warunku 1° dla relacji £,

Zalozenia warunku 2° dla funkc_u 71 zapisujemy: x; = f~1()) i x; =
= f~1(y). Daje to y = f(x,) i y = f(x;). Stad wobec warunku 3° mamy
Xy =X,. A wiec réwnym argumentom f ' odpowiadaja réwne wartagci.
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Dla dowolnej funkcji f okreslonej na zbiorze X o wartosciach ze zbioru
Y zbiér tych yeY, dla ktérych istnieje xe X takie, ze x = f(x), nazywamy

‘obrazem zbioru X przez funkcje f. Obraz ten oznaczamy przez f(X).

Na przyklad dla funkcji y = x? okreSlonej na zbiorze liczb rzeczy-
wistych o wartoéciach. w zbiorze liczb rzeczywistych, obrazem funkcji
jest zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych. Podobnie dla funkcji y =x3
obrazem zbioru liczb rzeczywistych jest caly zbidr liczb rzeczywistych.

Zawsze f(X) c Y. Méwimy o odwzorowaniu w lub o funkcji prze-
ksztalcajacej zbiér X w zbidér Y, jezeli chcemy wyrazi¢ fakt, ze f(X) = ¥
Jezeli chcemy specjalnie zaznaczyé, ze f(X) = Y méwimy o odwzorowaniu
na zbiér ¥, zgodnie z tym co powiedzielismy poprzednio.

Wezmy funkcj¢ f okreSlona na zbiorze X o wartoéciach ze zbioru
Y i podzbidr 4 zbioru Y. OkreSlmy na zbiorze 4 nowa funkcj¢ f, naste-
pujaco:
' fa(x)=f(x) dla xed.

Funkcja f,(x) nazywa si¢ obcieciem funkcji f do zbioru A.

Analogicznie dla zbioru X* zawierajacego X, kazda funkcje f* okre-

$long na calym zbiorze X* o wartosciach ze zbioru Y taka, ze

f*(x) =f(x) dla kazdego xeX
nazywamy przediuzeniem funkcji f na zbiér X*. Dla przedluzenia mamy
[*x(x) = f(x).
Udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. Niech zbiér X bedzie zbiorem n-elementowym, zbidr
Y za$ — zbiorem m-elementowym. Liczba funkcji okreslonych na zbiorze X,

- ktérych wartosci nalezq do zbioru Y jest réwna m".

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Jezeli
zbior X jest jednoelementowy, to funkcje okreslone na zbiorze X otrzymamy
przyporzadkowujac jedynemu elementowi X ktorykolwiek z m elementow
zbioru Y. Funkcji na zbiorze jednoelementowym o wartosciach z Y bedzie
wiec m, zgodnie z naszym wzorem, gdyz m! = m.

~ Prowadzac dowdd przez indukcje musimy udowodnié, ze jezeli funkcji
okreslonych na zbiorze n-elementowym, ktérych wartoéci naleza do Y jest
m", to funkcji okreSlonych na zbiorze (n+ 1)-elementowym, ktérych war-
tosci naleza do Y jest m"tl. ‘

10 — Logika dla inzynieréow
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Niech zbiér Xy =ay,...,a, ma n elementéw, X =ay, .., aq, a,,,
za§ — n--1 elementéw. Wezmy funkcje f okre$long na X;. Utwérzmy nowa
funkcje f* bedaca przedtuzeniem f na X. Bedzie wiec -

fHa) =fla), f*@)=fla), .., f*@)=f@). '

Jako warto$§¢ f*(a,4,) funkcji f* na a,,; mozemy obra¢ dowolny sposréd
m elementéw zbioru Y.

Kazda funkcje okre§lona na X; mozemy wigc przedtuzyé do funkcji
okreflonej na X, na m réznych sposobéw. Ponadto zauwazmy, ze jezeli
dwie funkcje i g byly na X rdzne, to i ich przedtuzenia na X beda rézne.

Wszystkie przedtuzenia funkcji okreSlonych na X, beda to wszystkie
funkcje okreslone na X. Funkcji okre§lonych na X jest wigc m razy wigcej
niz funkcji okreSlonych na X;. Tych ostatnich bylo wobec zalozenia in-
dukcyjnego m", Wiec funkcji okre$§lonych na zbiorze X (n-+1)-elementowym
bedzie m - m" = m"t1,

Na mocy zasady indukcji dowdd twierdzenia zostal zakonczony.

Zauwazmy jeszcze, ze dowdéd prowadziliSmy, zaktadajac milczaco, ze za-

réwno 7 jak i m sa rézne od zera, czyli Ze zbiory X i Y sa niepuste. Zasta-
nowimy si¢ teraz czy twierdzenia tego nie mozna uogélni¢ na przypadek,
gdy ktory$ z tych zbiordw jest pusty.

Jezeli zbiér Y jest pusty, to nie ma funkcji okreSlonych na zbiorze
niepustym, ktérych wartoéci naleza do zbioru pustego. Mdwiac inaczej
liczba tych funkcji réwna sig zero. Jest to zgodne z tym, ze dla n # 0,
0" = 0. Jezeli zbiér X jest pusty (Y za$ jakikolwiek, pusty lub nie), to na
zbiorze pustym istnieje zawsze tylko jedna funkcja, ktdrej wartosci naleza
do Y. (Funkcja ta bedzie relacja pusta z X do Y). Jest to zgodne z tym,
ze m° = 1, dla kazdego m.

Widzimy, ¢ udowodnione twierdzenie jest prawdziwe ogdlnie, nie
tylko w przypadku, gdy X i Y sa niepuste.

Streszczenie

Podali$my definicje funkcji, jej argumentéow i wartoéci.. Stowa prze-
ksztalcenie i odwzorowanie uzywane sa jako synonimy slowa funkcja.
PodkresliliSmy roéznice w terminologii pomigdzy ,,odwzorowaniem w*
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a ,,odwzorowanie na”. Zdefiniowaliémy funkcje odwracalne i okreéh-
lismy dla takich funkcji odwrotnos¢.

Wprowadziliémy pojecie obcigcia i przedluzenia funkcji. Udowodni-
lismy, ze funkcji okreslonych na zbiorze m-elementowym o warto$ciach

~ze zbioru n-elementowego jest m".

Zadania

1. Jezeli funkcja f odwzorowuje zbiér X w ¥, funkcja za§ g — zbior ¥ w zbidr Z,
to relacja gf o dziedzinie X i przeciwdziedzinie Z okre$lona nastepujaco:
xgfz wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje y € Y takie, ze xfy i ygz,

.jest funkcja. Funkcje gf nazywamy zlozeniem funkcji f z funkcja g.

a) Udowodnié, ze zlozenie funkcji jest funkcja i pokazaé, ze dla kazdego x e X
&f(x) = g(f(x)) = warto$¢ funkcji g dla argumentu bedacego wartoscia funkgcji f dla x.

b) Udowodnié, ze h(gf) = hg(f). Co trzeba przy tym zalozy¢ o dziedzinach i prze=
ciwdziedzinach funkcji f;, g oraz h?

¢). Udowodni¢, ze zlozenie funkcji odwracalnych jest funkcja odwracaina.

2. a) Udowodnié, ze jezeli f jest funkcja odwracalng to f— 1 £(x) = x dla kazdego
xeX, za§ ff~1()) = y dla kazdego y ¢ Y.

b) Udowodnié, ze dwie funkcje f o wartosciach z X i argumentach z Y'i g o warto-
‘§ciach z ¥ i argumentach z X takie, ze gf(x) jest tozsamoscia na X, fe(») za$ jest tozsa-
moscia na ¥ musza byé odwracalne i f~1 =g, za§ g~ = 1.

¢). Wywnioskowaé z punktu b), ze jezeli f jest odwracalne, to f—1 jest odwracalne
i (f~1)~1 = f dla kazdej funkocji odwracalnej f.

d) Udowodnié, e jezeli f i g sa odwracalne to zlozenie fz jest odwracalne oraz
()~ t=gtr 1.

3. Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze X, przyjmujaca wartosci ze zbioru Y.
Okreslmy dla A = X podzbi6r f(4) < Y zwany obrazem zbioru 4 w nastepujacy sposob:

y e f(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje x € 4 takie, Ze y = f(x).

Okreslmy dla B < Y podzbibr f —1(B) zbioru X zwany przeciwobrazem zbioru B
W nastepujacy sposob:

x ef—1(B) wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) B.

Napls f~1(B)nalezy rozurmec jako caloéé. Ma on sens dla dowolnej funkcji f niekoniecz-
; nie _odwracalnej. Znak f w tym zapisie nie oznacza funkcji odwrotnej. .

‘ a) Udowodmc,
f(f‘l(B)) = B.

(@) > 4,
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b) Udowodnié zwiazki: -
fA4; U 4y) = f(4)) Y f(4y),
f~1(By U By) =f~1(Bp v f1(By),
f(dy 0 4y) < f(4) 0 fAy). {
(Uwaga. R6wnos$¢ nie musi zachodzié, jezeli funkcja nie jest réwnowartoécibwa).
1By "By =f~1(B) N (B).
©) Udowodnié, ze dla zlozenia funkcji zachodza nastgpujgce zwigzki:

&f(4) = g(f(4),
(1B =" 1(®B)).
4. a) Podaé wszystkie funkcje okreflone na zbiorze X = {a;, a,, a3}, ktorych
wartosci naleza do zbioru ¥ = {by, by, bs}.
b) Podobnie jak w a) przyimujac X = {ay, a3, a3, a4, as} i Y. ={b4}.
) 5, Metoda podana w dowodzie twierdzenia 1 udowodnic, ze liczba funkcji rézno-
wartosciowych okre$lonych na zbiorze n-elementowym X, ktérych wartoécei naleza do
zbioru m-elementowego Y, jest rowna:
0, gdy
m-(m—1)+(m—-2)- ... - (m—n+1), gdy

m<n,
mZ>n.

b) Wypisa¢ wszystkie funkcje rownowartosciowe okre§lone na zbiorze trzyelemen-
towym X = {a,, a,, a3}, 0 wartosciach w zbiorze Y = {by, by, bs, bs}-. ,

¢) Funkcje wzajemnie jednoznaczne okreslone na zbiorze n-elementowym X,

ktérych wartodci naleza tez do tego samego zbioru nazywaja si¢ permutacjami n elemen-
téw. Uzasadnié, ze liczba permutacji zbioru n-elementowego jest réwna:

1-2-3-...-n=nl.
d) Wypisa¢ wszystkie permutacje zbioru czteroelementowego. .
6. Funkcjep, okre§lona na zbiorze X o wartoéciach ze zbioru Y = {0, 1} taka, ze

_Jo, edy x4,
Pa(x) = 1, gdyxed

nazywamy funkch charakterystyczng podzbioru A zbioru X.
a) Udowodni¢, ze odpowiednio$é

A QP4
przyporzadkowujaca kazdemu podzbiorowi 4 Zbioru X, jego funkcje charakterystyczna
okre§lona na X jest wzajemnie jednoznaczna.

b) Wyprowadzi¢ na tej drodze twierdzenie 1 z ostatniego paragrafu poprzedniego
rozdzialu z twierdzenia 1 tego rozdziahu. *

L O

Rozdziat 7

ALGEBRY BOOLE'A

Algebry Boole’a sa ciekawym przyktadem kaprysnej i powiklanej linii

~ rozwoju nauki. Nazwa tych algebr pochodzi od nazwiska matematyka

i filozofa angielskiego, kt6ry okoto 100 lat temu sformutowat podstawowe
koncepcje i prawa tychze algebr w zwiazku z badaniami nad formalizacja
praw rzadzacych poprawnymi rozumowaniami. Prawa Boole’a stanowily
ukoronowanie blisko 2000 letnich spekulacii filozoféw na temat struktury
wnioskowania. W dalszych latach badania réznych wiasnoci algebr Boole’a
rozwijaly sie z rézna intensywnoscia, nie wykraczajac wszakze w zasadzie
poza ramy nakre§lone przez ich twérce. Od okolo 30 lat datuje
sie nowe, intensywne zainteresowanie algebrami Boole’a, do czego w znacz-
nym stopniu przyczynily si¢ niespodziewane ich zastosowania nie tylko
w matematyce, lecz réwniez w technice, poczatkowo w teorti sieci elektrycz-

’nych, a pdZniej W maszynach matematycznych. W zwiazku z tymi zasto-

sowaniami powstalo szereg mowych probleméw algebraicznych, waznych

zaréwno z matematycznego jak i technicznego punktu widzenia. Na mar-

ginesie warto doda¢, ze wiele z nich do tej pory nie zostato jeszcze zado-
walajaco rozwigzanych. Tak wigc znajomoéé elementéw algebry Boole’a
obowigzuje dzisiaj konstruktoréw maszyn matematycznych w réwnym
stopniu jak znajomosé innych dzialow matematyki. ‘ )

Celem naszym nie jest jednakze podanie w tym rozdziale zastosowar

- algebr Boole’a do rozwiazywania zagadnief technicznych, temat ten jest

bowiem szczegSlowo przedstawiony w wielu podrecznikach specjalistycz-
nych (patrz np. Mostowskiego, Whitesitta). Chcieliby§my natomiast, na-
wigzujac.do zagadniedi poruszanych w rozdziale I i IV, przedstawi¢ zasad-
nicze idee i koncepcje lezace u podstaw algebr tego rodzaju. ‘
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§ 38. DEFINICJA ALGEBR BOOLE’A -

Algebre charakteryzujemy przez podanie zbioru przedmiotéw rozwa-
zanych w algebrze, elementéw wyrdéznionych w tym zbiorze, oper'cicji
okreSlonych w zbiorze rozwazanych przedmiotéw oraz pewnych relatji
zachodzacych migdzy nimi, a takze aksjomatdw charakteryzujacych ope-
tacje oraz relacje.

DEerFINICIA 1. Algebrq Boole’a nazwiemy zbidr X co najmniej dwdch
elementéw, jeZeli spelnione sga nast¢pujace warunki:

1. W zbiorze X istnieja dwa elementy wyrdznione, ktore oznaczymy
przez 0 i 1. Zakladamy, ze sg one roine.

2. W zbiorze X okreSlone sa trzy operacje (dzialania) A W B, A N B,
A', zwane odpowiednio sumq boole’owskq, iloczynem boole’owskim
i dopelnieniem — tzn. dla kazdych elementéw A i B nalezacych do X,
réwniez A', A U B, A N B naleza do X. Méwimy wtedy, ze zbiér X jest
zamkniety ze wzgledu na operacje sumy, iloczynu i dopetnienia.

3. Na elementach zbioru X okreSlona jest relacja réwnowaznosci

oznaczona przez ,,=’’, spelniajagca nastepujacy warunek: dla kazdych‘

elementéw A, B, C nalezacych do zbioru X, jezeli A = B, to rdowniez
A =B, AuC=BuUCoraz ANC=BnNC.

4. Operacje wymienione w punkcie 2 spelniaja nastepujace aksjomaty. (1)
A,. AUB=BUA,

A, AUBNC)=(AUBNAUVO),

As. AU0=4, '

A, Avud =1,

B, ANB=BnNA,

B,, ANnBuUCO)=AnNnBuUdn(O),

B;, Anl=4,

By, AnNnA =0.

" Jezeli zbior X zawiera tylko dwa elementy, méwimy, ze algebra Boole’a
jest dwuelementowa.

. (*) Ten uk?a.d aksjomatéw zostal zaczerpnigty z Goodsteina [3] Mozliwy jest réwniez
inny uklad aksjomatéw algebry Boole’a patrz np. Mostowski A. W., str. 21. *
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Zwréémy od razu uwage na podobienistwa i réznice aksjomatéw algebry
Boole’a z prawami arytmetyki znanymi nam ze szkoty $redniej. Gdyby$my
sume i iloczyn boole’owski traktowali odpowiednio jako sumowanie i mno-
zenie liczb naturalnych a 0 i 1 alggbry Boole’a jako zero ijeden, to réwniez
prawdziwe bylyby aksjomaty 4,,j ,, A, B;, B3, natomiast pozostale aksjo-

‘maty nie beda zachodzily. Szczegélnie interesujace sa tu aksjomaty Agoraz
Ba Pierwszy z nich jest nazywany prawem rozdzielnosci dodawania Wzgle-

déth mnozenia, &ru% prawem ‘rozdzielno§ci mnozenia wzgledem doda-
wania. O 11e %; Z tych praw obowiazuje zarowno dla arytmetyki
liczb naturalnych jak i dla algebry Boole’a, to aﬁ;‘i&ﬁast jest wazne
tylko dla algebry Boole’a.

Zwréémy jeszcze uwagg na jeszeze jedng cechg charakterystyczna aksjo-

'matow algebry Boole’a. Zauwaimy, ze jezeli w dowolnym aksjomacie

grupy 4, wszystkie symbole ,,1”, ,, v”, ,,0”, ,,1” zastapimy wedlug poniz-
szej tabelki

& v
|V ‘ N
0 1
1
o 1 0

to otrzymamy aksjomat grupy B i odwrotnie. Na przyklad zastgpujac
w aksjomacie A, symbole operacji zgodnie z podana tabliczka, otrzymamy
aksjomat B,. Wtasnosé ta nosi nazwg zasady dualnosci albo dwoistosci
algebry. Zasada dwoistoéci odnosi si¢ w algebrze Boole’a nie tylko do aksjo-
matéw, ale i do dowolnych réwnosci miedzy termami (zob. r. IV, § 22,
str. 84) tej algebry. To znaczy jezeli w jakiej$ réwnoéci dwéch wyrazen alge-

“bry Boole’a symbole operacii i stale zastapimy wedlug podanej powyzej

zasady, to otrzymamy réwniez réwnos¢ algebry Boole’a. Réwnoéci praw-

" dziwe przejda na réwnosci prawdziwe, spetnione na spetnione, falszywe za$

na falszywe.

L 4

" Streszczenie

Podaliémy definicje algebry Boole’a wypisujac jakie dziatania musza
byé okreslone i jakie aksjomaty maja spetniaé.
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Zadania

1. Udowodni¢, ze zbior zlozony z elementéw 0 i 1 z dziataniami ,,U”, ,,A” i ,,”
okreSlonymi nastepujaco: 1V1=0Ul=1uU0=1, 0U0=0, 1n1=1,
1n0=0Nn1=0n0=0,0=1, 1I’=0, tworzy algebr¢ Boole’a. L

2. Udowodnié, Ze algebra Boole’a nie moze mieé trzech elementow.

Wskazoéwka: Przypuszczajac, ze elementami algebry sa 0, 1, 4, nalezy rozwazyé
trzy mozliwosci: A" =0, A’ =1, A’ = A (por. zas. 1, § 39 tego rozdziah).

3. Wskazaé algebr¢ Boole’a czteroelementowa. Czy algebra Boole’a moze byé
pigcioelementowa?

4. Udowodni¢, ze jezeli zbiér B z dzialaniami ,,n", ,,U” oraz ,,’”, jest algebra
Boole’a, to okreslajac na zbiorze elementéw tej algebry nowe dzialania U*, n*:

xU¥y=xNy, xN*y=xuUy

dla dowolnych x, y ¢ B tzn. dla zbioru element6w tej algebry, negacje zas tak jak poprzed-
nio, otrzymamy nowa algebre Boole’a B*. Pokazaé, 7ze 0* = 1, 1* = 0. Algebra ta
nazywa si¢ algebrq dualng wzgledem B.

5. Udowodni¢, Ze algebra dualna wzgledem algebry dualnej jest algebra wyjscio-
wa, tj.
B* =B

§ 39. PRZYKYADY ALGEBR BOOLE’A

W podanej w poprzednim paragrafie definicji algebr Boole’a nie precy-
zowali$my blizej czym s3 elementy algebr Boole’a (tj. elementy zbioru X).
Podana definicja ma charakter ogdlny, w tym sensie, Ze elementami algebry
Boole’a moga by¢ jakiekolwiek przedmioty, operacje za$ ,,U”, ,,N” oraz
» ~ moga by¢ dowolne byleby spelnialy aksjomaty algebry. W ten
sposo6b z jednego zbioru przedmiotéw przy réznej definicji dziataii mozemy
otrzymywa¢ rézne algebry Boole’a. Kazda taka algebra jest oczywiscie

~pojeciowo czym$ réznym, jednakze wszystkie one maja wspdlne cechy
wyrazone w aksjomatach. Kazda algebra Boole’a jest modelem teorii,
ktorej aksjomatami’ specyficznymi sa aksjomaty wymienione w punkcie
1-4. Zamiast dowodzi¢ twierdzed o kazdej algebrze Boole’a oddzielnie,
dowodzimy twierdzefi korzystajac z aksjomatéw. Beda one prawdziwe
w kazdej algebrze Boole’a.

Podamy teraz kilka przykladéw algebr Boole’a by zilustrowaé rézno-
rodno$¢ mozliwosci interpretacji teorii algebr Boole’a. "

"o
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PrzykiaD 1. Tradycyjnie jako przykiad algebry Boole’a jest podawaiixa
algebra zbioréw. Pojecie zbioru, dziatania na zbiorach i réwno$¢ zbioréw
byly wyjasnione w rozdziale V. Przyjmijmy, Ze elementami zbioru X ele-
mentéw algebry sa podzbiory jakiego§ ustalonego zbioru Z. Jezeli 11]-).
Z jest zbiorem trzech liczb {1,2,3}, to elementami zbioru X beda wszystkie
nastepujgce podzbiory zbioru Z:

{1,2,3} =1, {1} =e,,
{12} =e;, {2} =es,
{1,3} = e, {3} = e,
{2,3} =e;, {0} =0.

Cayli X = {123}, {12}, {13} 2.3} (1} {2 3}, O} = {Les x5,

ey, es, €g, 0}. . -
Zbiér Z uwazamy réwniez jako podzbiér zbioru Z. Elementami wyroz-
nionymi zbioru X beda: zbiér pelny Z = {1,2,3}, ktdry jest jednoscia
w naszej algebrze oraz zbiér pusty {0}, ktdry jest zerem algebry zbioréw.
(Nie myli¢ _]edIIOSCI zbioru X z elementem 1 zbioru Z). Latwo sprawdzic,
ze dzialapia sumy 2bioréw, iloczynu zbioréw oraz uzupelnienia zbioréw
spetniaja aksjomaty algebry Boole’a. Dla ilustracji sprawdzimy niektdre
aksjomaty algebry Boole’a:
| (230 {123} ={23}, B;
(1,3 {2} ={1,2,3}, A,
{3} n{1,2} = {0}, B,

Oczywicie zbiér Z moze zawieraé jako elementy jakiekolwiek inne

. -przedmioty niekoniecznie liczby, jak to przyjelismy w naszym przykiadzie.

Zbiér Z moze byé réwniez zbiorem nieskoriczonym. W kazdym z tych przy-
padkéw dzialania na zbiorach beda spelnialy aksjomaty algebry Boole’a.
PrzZYKEAD 2. W rachunku zdaf mozna réwniez skonstruowaé przykiad
algebry Boole’a.
. Niech X bedzie zbiorem wszystkich formul rachunku zdan zawiera.l-
’ chych 0, 1 i zmienne p,,p,,..., zamknigtych ze wzgledu na operacje
SV, ,,&” oraz ,,~". (Oczywiscie X jest wtedy zbiorem meskonczonym)

Tak wigc zbiér X ma postac:

X= {0319p1’p25p3: cery ~P1, s D1 v D2, "'}'



i
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Formuly réwnowazne bgdziemy uwazac za réwne elementy algebry Boole’a.
Tak wiec elementami algebry Boole’a beda wiasciwie nie pojedyncze for-
muly, a klasy formut réwnowaznych.

Operacje algebry Boole’a bedziemy odpow1edn10 interpretowali Jako
spdjniki logiczne wedlug tabeli ponizej

v Y% (lub)
N & @)
’ ~ (nie)

W ten sposéb operacje algebry pozwalaja nam tworzy¢ z jednych
formul nowe formuly, spelniajac tym samym warunek, aby argumenty
i wyniki tych operacji nalezaly do zbioru X.

0 i 1 sa oczywiscie interpretowane jako symbol zdama prawdziwego
t jako symbol zdania falszywego.

Pozostaje nam sprawdzi¢ czy przy podanej interpretacji sa spelnione
aksjomaty algebry Boole’a. Podamy tylko kilka przykladéw sprawdzen
aksjomatéw, reszt¢ pozostawiajac Czytelnikowi jako C¢wiczenie. Spraw-
dzania bedziemy dokonywali metoda zero-jedynkowa. Na przyktad aksjo-
mat A, przy podanej interpretacji przechodzi w formule

¢)) (pv 0=

Jezeli za p podstawimy w formule (1) warto$¢ 0, to otrzymamy w wyniku
formule prawdziwa, podobnie jezeli podstawimy za p warto§¢ 1. Formuta (1)
jest wiec zawsze prawdziwa, co znaczy, Ze aksjomat A; przy podanej
interpretacji jest spetniony. Podobnie aksjomat B; przejdzie na formule

1¢)) @ &1)=p.

Formula (2) dla p réwnego O jest prawdziwa i podobnie dla p réwnego 1.

Jest wigc ona zawsze prawdziwa.

W ten sposéb mozna sprawdzié, ze wszystkie aksjomaty algebry Boole’a
przejda w podanej interpretacji w prawa .logiki (tautologie logiczne tj.
zdania, ktére sa zawsze prawdziwe, niezaleznie od wartosci logicznej
wystepujacych w nich zmiennych zdaniowych). Prawa te beda mialy
postaé: -
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Ay (va=Q@vp

A, (v @&m)=(eva&@vr),

AS- (P Vv 0) =p,

A4' (.p \% Np) = 1’

By, (&g =(g&p),

B (&@vm)=@&gv (p&r),

B3' (P & 1) =D

By (@&~p=0

PrzyYKLAD 3. Niech X bedzie zbiorem liczb 1,2,3,5,6, 10, 15, 30,
1. X=1{1,2,3,5,6, 10, 15, 30}.(})

Jako zero zbioru X przyjmiemy liczbe 1, a jako jednos¢ liczbg 30.

Przyjmijmy nastepujaca interpretacj¢ dzialai boole’owskich:

A U B — najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ liczb 4 i B;

A N B — najwigkszy wspdlny dzielnik liczb 4 i B;

A" —30/4 (30 podzielone przez A).

Wedlug przyth‘ej interpretacji na liczbach nalezacych do zbioru X" mo-

zemy wykonywaé dzialania, jak to pokazano przyktadowo nizej:

3U5=15 2n 3=1,
2U6=6, 5010=>5,

3 = 30/3 = 10,
5" = 30/5 = 6.

Prawdziwosé aksjomatéw Aj i B; przy podanej interpretaciji jest oczy-
wista. Aksjomat Az méwi bowiem, ze dla dowolnej liczby 4 nalezacej do
X najmniejsza wspllna wielokrotnoscig tej liczby oraz liczby 1 (zera
zbioru X) jest A. Natomiast aksjomat B, stwierdza, ze dla dowolnej liczby

" A nalezacej do X najwigkszym wspdlnym dzielnikiem 4 oraz 30 (jednosci

zbioru X) jest liczba A.

Wykazanie prawdziwosci pozostalych aksjomatéw jest mniej oczywiste
jednakze nie sprawia wigkszych trudnoéci. Pozostawiamy to Czytelnikowi.
Nalezy tylko pamietaé, Ze najmniejsza wspdélna wielokrotno$¢ liczb 4 i B
jest iloczynem czynnikéw pierwszych obu liczb 4 i B (kazdy czynnik jest
brany tylko raz), najwigkszy za§ wsp6lny dzielnik liczb 4 i B jest iloczynem
czynnikéw pierwszych wystgpujacych w obu liczbach 4 i B. Zwréémy

- (Y) Przyklad ten jest zaczerpnigty z ksigzki Goodsteina.
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jeszcze uwagg, ze jezeli liczba A ma czynniki pierwsze P(a), to czynnikami
pierwszymi liczby 4’ beda wszystkie czynniki pierwsze liczby 30 zbioru X
(elementu 1 algebry) — nie wystepujace w liczbie 4. Teraz juz sprawdzenie
prawdziwosci aksjomatéw algebry Boole’a nie powinno sprawié¢ trudnosci.
Przejda one w prawdziwe zdania arytmetyki. :

PrzYKLAD 4. Ciekawym przykladem algebry Boole’a jest algebra par
(patrz Goodstein i Pawlak). Elementami algebry par beda pary elementéw
algebry Boole’a. W szczegblno$ci zerem algebry par bedzie para [0, 1]
jednoscia natomiast — para [1, 0]. Ogdlnie elementy algebry par bedziemy
oznaczali przez [4, B, gdzie A i B sa elementami algebry Boole’a. Wpro-
wadzimy nastgpujace definicje operacji na parach: .

[4,B] = [4', B'].
To znaczy aby znaleZé dopelnienie pary, dopelniamy oba jej elementy.
Suma par [4;, B;] oraz [A4,, B,] jest okre§lona w pomzszy sposéb

; [41, B;] Y [43, By] = [4; U 43, B, N By),
iloczyn par za$ ,
[41, Bi]1 N [42, By] = [4, 1 4y, B, U B,].
Powiemy, ze pary [4y, Bi]i [4,, B,] sa réwne: [4,, B;] = [A4,, B,], jezeli
A1=A2iBl=B2. )
Dla przykladu wykazemy tylko prawdziwosé aksjomatéw Aj, A,, Bs,

i B4, pokazanie za$§ prawdziwosci pozostalych aksjomatéw pozostaw1my
Czytelnikowi.

Aksjomat A; w algebrze par bedzie miat postaé

[4, B]U [0, 1] = [4, B].
Poniewaz

wigc aksjomat Aj jest spelniony. Podobnie dla aksjomatu B; mamy
[4,B]A[1,0]=[4AN1,BU0] = [4, B],
a wigc jest on réwniez prawdziwy. Dla aksjomatéw A, i B, otrzymamy
[4,B]uU [, B]’ [4,Blu [4, B’]— [AUAd,BNnB=]l, 0],
[4,B] N [, B] = [4,B] N [4,B]=[d A, BUBT=[0,1]. =
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Aksjomaty te sa wigc réwniez prawdziwe. Podobnie mozemy sprawdzi
. prawdziwo$é pozostalych aksjomatéw. '
PrZYKEAD 5. Algebra sieci kontaktowych. Obecny przyklad oc
biega nieco od przykladéw rozwazanych do tej pory, elementami rozwe
zanej algebry beda bowiem nie pojecia abstrakcyjne jak zbiory, liczb
czy funkcje, lecz pewne przedmioty materialne, a mianowicie sieci kontak
_ towe. Niech wiec X bedzie zbiorem wszystkich mozliwych dwubiegt
- nowych sieci kontaktéw, z ktérych kazdy moze byé zamknigty, bad
' otwarty. Elementami wyréznionymi zbioru X beda: sie¢ skladajaca si
z jednego, ciagle otwartego, kontaktu, ktéra przyjmiemy za element (
oraz sie¢ skladajaca sie z jednego, ciagle zamknigtego kontaktu, ktor
" przyjmiemy za element 1 algebry.
Na sieciach kontaktowych sa okre$lone trzy operacje, sumowanie siec
mnozenie sieci oraz dopelnienie() sieci.
Jezeli A i B sa sieciami nalezacymi do X, to ich sumg 4 U B jest si¢
otrzymana przeg réwnolegle polaczenie sieci 4 i B. Na przyklad jeze
A i B s3 pojedynczymi kontaktami, to ich suma ma postaé

A

B

Tloczyn sieci nalezacych do X otrzymamy laczac sieci 4 i B szeregow
jak to pokazano nizej

o 7
A B

Dopelnienie sieci nalezacej do X jest operacja nieco bardziej skomp
‘kowang. Aby dopelni¢ sie¢ 4, nalezy zamieni¢ w niej wszystkie zamkni¢

(1) W jezyku teorii sieci nie uzywamy na ogo6l terminu dopelnienia sieci wmqte
4 algebry Boole’a — czgbciej przyjety jest termin negacja sieci.
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kontakty na otwarte i odwrotnie wszystkie otwarte na zamknigte oraz

wszystkie polaczenia réwnolegle zamieni¢ na polaczenia szeregowe, wszy-

stkie za$ polaczenia szeregowe — na réwnolegle(?). ;
Dopelnienie sieci ;

A
[ ———— 0
B
bedzie miato postaé
o— —
A’ T —o

Kontakty 4 i B sa kontaktami biernymi, natomiast koritakty 4’ i B’ sa
— czynnymi.

Musimy jeszcze okreSli¢ relacje réwnowazno$ci miedzy sieciami. Dwie
sieci A 1 B uwazamy za réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych
mozliwych poloZend kontaktéw obie sieci przewodza, badz nie przewodzg
pradu. Latwo sprawdzié, ze okreSlone w ten sposéb sieci kontaktéw
spelniaja aksjomaty algebry Boole’a.

SprawdZmy dla przyktadu aksjomat A,. Sieé 4 U 0, sktada si¢ z dwéch
kontaktéw A oraz O polaczonych réwnolegle jak to pokazano nizej :

A

-
0

Kontakt 0 jest stale otwarty (nie mozemy nim manipulowaé), natomiast
kontakt 4 (bierny) moze by¢ w stanie zamknigtym badZ otwartym. Dzia-

(¥ Scislej biorac nie chodzi tu o zmiang polozenia kontaktéw z zamknietych na
otwarte i odwrotnie; lecz o zmiane kontaktu, ktéry jest w stanie spoczynku otwarty,
a w stanie pracy zamkniety (jak np. przycisk dzwonka) — kontaktem, ktbry jest w stanie
spoczynku zamknigty, a w stanie pracy otwarty — i na odwrét. Pierwszy rodzaj kon-
taktéw jest czasami nazywany biernym, drugi za$ czynnym. Nalezaloby wigc w definicji
sieci dodaé, ze jest ona zbudowana z dwu rodzajéow kontaktéw biernych i czynnych.

v
o
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lanie sieci zalezy wiec jedynie od kontaktu A i przewodzenie jej, badZ nie

_przewodzenie nastgpuje zawsze, gdy przewodzi badZz nie przewodzi kontakt
‘A. Sieci AU 0 oraz A sa wigc réwnowazne, czyli :

Aul=4

~ lub inaczej

As

o

* co. znaczy, Ze aksjomat Aj jest spelniony.

Podana w tym przykladzie interpretacja algebry Boole’a ma duze zna-
czenie w technice. Pozwala ona projektowaé sieci kontaktowe o zadanych

- wlasnodciach, co ma zastosowanie przy projektowaniu réznego rodzaju

aparatury lqczﬁoéci, jak np. central telefonicznych, ukladéw automatyki

itp. Na temat zastosowania algebry Boole’a do sieci kontaktowych istnieje
olbrzymia literatura, w tym wiele podrecznikéw, z ktérych kilka podajemy

w spisie literatury: Hohn, Mostowski, Roginskij, Whitesitt.

Streszczenie

~ PodaliSmy przyktady algebr Boole’a: algebre zbioréw, algebr¢ zdad,

algebre par i algebre sieci kontaktowych.

Zadania :

" 1. Niech X bedzie zbiorem wszystkich zbior6w punktéw na prostej. Zbiér ten two-

rzy algebre Boole’a, kibrej elementami sa podzbiory prostej a dzialaniami ,,\J”, ,,"”" oraz
., suma, przekrdj i uzupelnienie zbioréw.
- a) Wezmy podzbidér Y zbioru X (tzn. zbiér podzbioréw prostej) niepusty i taki,
zejezeli A,BeY,t0 AUB eYijeili A ¢ ¥, to A’ ¢ Y. Udowodnié, ze zbiér Y tworzy
algebr¢ Boole’a wzgledem dzialan okre§lonych tak jak w X. Algebra ta nazywa si¢ pod-
algebrq algebry Boole’a.
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b) Udowodnié, ze podzbi6ér niepusty Y tworzy podalgebre algebry Boole’a, jezeli
dla kazdego A,B ¢ Y réwniez ANB eY oraz dla A € YrOwniez A" ¢ Y.

2. a) Sprawdzi¢, Ze opisana w przykladzxe 4 algebra par spelnia wszystkie akSJo-
maty algebry Boole’a.

b) Ile elementéw bedzie miala algebra par, gdy elementy par s3 brane z algebry
Boole’a majacej 27 elementow?(t)

¢) Udowodnié, ze dla algebry par [4, B], gdzie elementy A, B sa elementami jakwj§
algebry Boole’a X, odwzorowane

[4,B]— A

.. 1) .odwzorowuje algebre par na cala algebre X,
2) przeprowadza sume¢ par na sume¢ elementéw z X,
3) iloczyn par na iloczyn elementéw z X,
4) negacj¢ pary na negacj¢ elementow.
Moéwimy, ze odwzorowanie to jest homomorfizmem algebry par na algebre X.
d) Udowodnié, ze algebra par [4, B], gdzie 4, Bsa elementami jakiej$ algebry Boole’a,
zawiera podalgebr¢ izomorficzna z X. ~
Wskazédwka. Algebra skladaé si¢ bedzie z par postaci [4, A')
3. Rozpatrzmy zbiér ciagbw B¥, (tzn. produkt kartezjanski BX ... X.B, por. zad.
w rozdz. 6)
{Ay, Az, ..., A},

gdzie Ay, A,, ..., Ay sa elementami jakiej§ algebry B. Okre§lmy operacje ,,U”, ,,N”
i, w BF nastgpujaco:

{Al’ AZ: '"’Ak} v {Bl,BZa ---sBk} = {Al U‘Bl’ A2 UBZ: seey Ak d Bk}i»‘
{Al’ AZ’ '-'9Ak} N {Bls BZs "-:Bk} = {Al nBl’ A2 nBZ’ ses Akan}’ ‘
{Ay, Agy oo, ArY = {41, A5, ..., Ai}.

v a) Udowodnié, 7e przy takim okre$leniu dziatan B jest algebra Boole’a. Jakie ciagi
beda elementami wyréznionymi 0 i 1?
b) Udowodni¢, ze jezeli algebra B byla skoficzona i miala 2’l elementéw, to algebra
Bk ma 27% elementow.
4. Niech B bedzie algebra Boole’a z zadania 1. Rozpatrzmy zbior B, funkcji » zmien-
" nych Xy, ..., Xy, ktOre sa postaci

fXas X = U @, anXin..nX", ()

€15...56n

(%) Jak wynika z rozwazan par. §40 tego rozdziahi ilo§é elementéw skoficzonej
algebry Boole’a wyraza si¢ zawsze liczba bedaca potega 2.
(?) Czesto zamiast A; U 4, U ... U 4, piszemy | ] 4;.

i<n -
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gdzie sumowanie jest po wszystkich ukladach ey,...,e,, gdze e,={2, elementy
a,,....c, Sa stalymi O lub 1 algebry B, X© za§ oznacza X’, natomiast X! oznacza X.
a) Udowodni¢, Ze zbiér funkcji B, jest zamknigty ze wzgledu na operacje:
f(Xl, ceey Xll) Ug(Xl,...,X,,),
Xy, X)) ngXy, ..., X,
S&Xy, o XY
b) Udowodnié, ze dwie funkcje
& X)= U @, N X10..0XD)

€1 5... 560 '
oraz

g(Xl""7XH)= U (bel,.,.,ennX;ln"-nX:n)

€ny.eesCn
~sq sobie roéwne: f(X;,..., X,) = g(X; ..., X,,), tzn,
f(Ay,...,4) =g(4;,...., 4)
dla kazdych A4, ..., 4,¢B wtedy i tylko wtedy, gdy
' .. .en =be,,..

dla kazdego ukladu ey, ..., e, zer lub jedynek.
¢) Udowodni¢, ze zbior B, tworzy algebr¢ Boole’a.. Wskazaé 0 i 1 tej algebry.

.3€n ?

L Z zadania b) wywnioskowaé, Ze algebra ta ma 22" elementow.

“d) Udowodmc, ze kazda funkcja dajaca si¢ otrzymaé ze zmiennej X, .. X, Za
pomocq skonczonej liczby operacji boole’owskich jest réwna jakiej§ funkcji z B .

‘40, TWIERDZENIA ALGEBRY BOOLE’A

W paragrafie tym podamy kilka ciekawszych twierdzes, ilustrujacych

: _niektére wlasnosci algebry Boole’a.

 TWIERDZENIE 1. W kazdej algebrze Boole’a istnieje tylko ]eden wyréz-
mony element O oraz jeden wyrézniony element 1. :

a0 ‘Dowdd. Zalézmy, ze twierdzenie 1 jest nieprawdziwe i Ze istnieja
.:‘dwa r6zne elementy 0 i 0¥ oraz 1 i 1* (tj. 0 % 0* oraz 1 # 1%¥), spetniajace

’(a.kSJomaty algebry Boole’a dla wszelkich 4. Wigc w aksjomacie

‘ AUu0=4
za 4. mozemy podstawié 0*, otrzymujac
: 0* U 0 = 0%,

| ‘
= Logikf dla inzynieréw
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Poniewaz aksjomat Aj; jest réwniez speiniony dla drugiego zera 0%, wiec

AUl*=A4.
Podstawiajac za 4 = 0, otrzymamy : {
(3] ouox=0. .

“Wobec aksjomatu A; z (1) i (2) otrzymamy

0 = 0%,

co wykazuje, ze oba zera sa identyc.zne. -
Postepujac podobnie dla jednosci otrzymamy, ze
1=1*
N

TWIERDZENIE 2. Dla kazdego elementu A dowolnej algebry Boole’a
istnieje dokladnie jeden element B taki, ze AV B = 1iA4nB=0.

Z aksjomatéw wynika, Ze istnieje przynajmniej jeden.
Dowé6d. Zatézmy, ze element 4 ma dwa uzupehienia A4'- oraz A*.

1. A*=4*U0=
2. =A*u(And)= (Bs» 3)
3. =(@*uAd)Nn(4*ud)= (A,, 4)
4. =AUA)Nd* U L) = (A1, 5)
5. —1nU*u4d)= (As, 6)
6. LA U4 = 41,7
7. =@uUAd)N (A UL = (A4, 8)
8. = VAN UL = (A, 9)
9. =A'U(dN4¥) = (B, 10)
10. =AU0= (As, 11)
11. = A’,
a wigc

A" = 4*.

TWIERDZENTE 3. Dla kazdego elementu A algebry Boole’a A"»= A.

(As,2)

A

§ 40, Twierdzenia algebry Boole’a - 163

Dowdd. Na podstawie aksjomatéw A, i B,, aksjomaty A, i B, mo-
zemy napisa¢ w postaci

A’UA‘=1 oraz A"’ N A4 =0.
Wynika stad, ze 4 jest dopelnieniem A’. Poniewaz na podstawie twier-
dzenia 2 dopelnienie takie moze byé tylko jedno, wiec
A" = A.
TWIERDZENIE 4. W kazdej algebrze Boole’a 1/ = 0 oraz ' = 1.

4
Dowdd. Podstawiajac w A; oraz B; zamiast 4 element 1, otrzy-
mamy

Na podstawie aksjomatu A, i B, oraz twierdzenia 2, 0 = 1.
Z twierdzenia 3 za$ otrzymamy

0=1"=1.

TWIERDZENIE 5. Dla kazdego elementu A algebry Boole’a

AVl=1 oraz AnNn0=0.
Dowod
1. Avul=4ulnl= ' (B3)
2 =1Nn4d4ul)= (B, 1)
3 =(Aud)n(4ul)= (As, 2)
4. =A4u(dnl)= (A2, 3)
5 =AUAd = (Bs, 4
6 =1 (As, 5)
.. Podobnie przebiega dowdéd dla drugiego przypadku.
I. AN0=UAN0UO= (As)
2. =0UUAN0)= (A, D
S 30 =ANnA)YvUA4dnNn0)= (B4, 2)
L4, =ANU U0)= (8., 3)
- R =dn4d = (A9
16, = 0.

(B4s 5)
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TWIERDZENEE 6. Dla kazdego elementu A algebry Boole’a  zachodzi:

AuAd=A4 oraz ANA=A
Dowad.
1. A=A4AvV0= (As)
2. =AuvUdnd)= (B4, 1)
3. =dudndu d)= Az 2)
4. =(Audnl= (A‘4,3)
5 =AU A. (B3, 4)
I podobnie otrzymamy dla drugiego przypadku.

i

1. A=4Nn1= . (B3)
2. =AnAduvd)= (As, 1)
3. —AnAHuEnd)= (B2,2)
4. =(ANA)UVO0= (B4, 3)
5 =ANA. (Aj,4)

TwierDZENE 7. Dla kazdych elementéw A i B nalezqcych do algebry

Boole’a zachodzg prawa pochianiania:

Av(AnB)=A oraz ANn(AUB)=A.

Dowdd. ‘ ‘
1 Au(AnB)=(Anl)u(AnB)= (Bs)

2 =ANn(UB)= Bz, D

3 =AnBuUl) = (A, 2)

4, =ANnl= (Tw5,3).
5. = A. ) (Bs, 4

I podobnie otrzymamy dla drugiego przypadku

. AN(AUB=AV)NAVE)= (As)

2 =AVU(OnNB)= (Az, 1)

3 =AUBNO) = By, 2)
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4, =AU0= (’I‘w5, 2
5. = A- i (A-s’ 4
B Podamy jeszcze bez dowodu dwa twierdzenia.

- TWIERDZENIE 8. Jezeli A, B i C sq elementami algebry Boole’a to

_ (AUBYyUC=A4U((BUCQC)
-~ oraz
' ANBNC=A4ANnBnNC).

TWIERDZENIE 9. Dla kaidego A i B nalezqcego do algebry Boole’.
zachodzq pewne prawa zwane prawami de Morgana

(ANBY =A'UB oraz (AUBY = A"NB.

Streszczenie

. PodaliSmy przyklady dowodéw twierdzed w algebrach Boole‘a. Udo
wodniliSmy jedyno$¢ elementéw wyréznionych i dopclniénia. Podalis$m;
prawa dotyczace dopelnienia, prawa lgcznoéci ,,U* oraz ,,N*oraz praw:
de Morgana. ‘

_Zadania

‘ 1. a) Opierajac si¢ na udowodnionych w tym paragrafie twierdzeniach i na aksjo-
matach algebry Boole’a udowodnié, ze kazda algebra Boole’a jest strukturg rozdzielczg
(por. zad. 9 i zad. 14, par. 36, rozdz. V).

b) Co oznacza relacja A < B w algebrze Boole’a?
¢) Udowodnié¢ prawo:

4 UBINBUONCUAD=ANBUBNC)U(CN A

(por. zad. 14, par. 36, rozdz. VI).

,”2. Udowodnié, Z¢ 7aden clement algebry Boole’a nie mozZe spelniaé réwnania
X=Xx"

3. Udowodnié prawa de Morgana podane w twierdzeniu 9.
4. Udowodnié¢ twierdzenie 8.
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§ 41. REPREZENTACJE ALGEBR BOOLE’A .

W paragrafie 2 poznali$émy rézne przyktady algebr Boole’a. Wsréd nich
naczelne miejsce zajmowata algebra zbioréw. Celem rozwazan tego para-
grafu jest pokazanie, 7e kazda algebre Boole’a' mozna traktowaé jako taka
algebre, ktdrej elementami sa zbiory.

Rozpatrzmy nastepujacy przyklad.

PRZYKEAD 1. Rozpatrzmy nastgpujaca algebre¢ B zlozona z o$miu
zbioréw. 0={0}, 4, ={1,2}, 4,=1{3,4,5}, 4;={6}, 4. =1{1,2,
3,4,5}, As=1{3,4,5,6}, 4¢ =1{1,2,6}, 1 ={1,2,3,4,5,6}. Latwo
stwierdzi¢, Ze jest to algebra Boole’a, jezeli za operacje przyjmiemy sume,
przekrdj i uzupeklienie zbioréw. Rozpatrzmy nastgpujace elementy tej
algebry: przyporzadkujemy kazdemu elementowi A4 tej algebry zbidr tych
spo$réd elementéw A4,, A,, A;, ktore sa zawarte (w sensie zawierania zbio-
réw) w elemencie 4. Wtedy elementy przyporzadkowane elementowi
0 beda tworzyé zbiér pusty, elementy przyporzadkowane elementom
A,, A5, A5 utworza podzbiory jednoelementowe {4,}, {4,}, {43}. Podobnie
elementy przyporzadkowane A,, A5, Ag, utworza podzbiory dwuele-
mentowe odpowiednio réwne {4, 4,}, {4, A3}, {4;, A3}, * zbioru
{d,, A, As}. przyporzadkowanego elementowi 1.

Wypiszmy to przyporzadkowanie explicite:

0 « {0},
A; {4},
4; & {4.},
IR
Ago{dr, 4}
4s ‘—’{Az,As}’ |

. Ag & {44, 43},
1 <> {d;, Az, 43},

Podane przypofzqdkowanie jest priyporzqdkowaniem wzajemnie jed-
noznacznym miedzy elementami algebry B, a wszystkimi podzbiorami
zbioru tréjelementowego {4;, A,, A3}. ’ . o

§ 41. Reprezentacje algebr Boole’a 167

-Mozna latwo sprawdzié, ze przyporzadkowanie to przeprowadza sume
elementéw algebry B na sume odpowiadajacych im podzbioréw, iloczyn

‘elementéw na przekr6j odpowiadajacych im podzbioréw oraz uzupel-

nienie elementu na uzupetnienie podzbioru. Obie algebry, algebra B i al-
gebra wszystkich podzbioréw zbioru tréjelementowego, sa wiec nie odréz-

‘nialne pod wzgledem wlasnoséci algebraicznych, tzn. takich wiasnodci,

ktére dadza sig zapisaé za pomoca znakéw dzialah i réwnosci elementéw
algebry.. '

Mbowi sie krétko, Zze algebry sa izomorficzne. Przeksztalcenie wzajemnie
jednoznaczne jednej algebry na druga zachowujace dziatania (tzn. przepro-
wadzajace sum¢ na sumg, iloczyn na iloczyn, uzupehienie na uzupel-
nienie) nazywa sig izomorfizmem algebr Boole’a.

Podany przyktad jest czgécia ogdlniejszego twierdzenia, mowiacego, ze

kazda skoriczona algebra Boole’a jest izomorficzna z algebrq wszystkich

" podzbioréw jakiego$ zbioru skoriczonego.

Przed naszkicowaniem dowodu tego twierdzenia wprowadZzmy naste-

pujace pojecie.
- DermNICIA 1. Element A4 3 0 algebry Boole’a bedziemy nazywali
atomem, jezeli dla kazdego elementu B z tego, z2e 4 N B = B wynika, ze
albo B =0 albo B = A4. Atom A4 taki, ze 4 N X = X bedziemy nazywali
atomem elementu X.

W przykladzle 1, atomami sa tylko elementy Ay, Ay, A5. Na przyklad
A, nie jest atomem, gdyz A, N A, = A4,, ale A; #01i A, #* A,. Element
Ay jest atomem nastgpujacych elementéw A4,, 44, Ag, 1.

- Z prawa AN A=A wynika, ze kazdy atom 4 jest atomem siebie
samego. Podobnie z prawa 1N 4 = 4 wynika, ze kazdy atom A4 _]est

“atomem elementu 1.

‘Atomy algebry sa takimi jej elementami, ze mnozac je przez dowolny
element algebry nie otrzymamy Zadnych nowych elementéw. W wyniku
mnozenia atomu otrzymamy zawsze albo znowu ten sam atom, albo

” zero “algebry.

W przypadku gdy algebra jest skoficzona atomy sa takimi elemen-

*. tarnymi. cegielkami, ktorych przez mnozenie nie mozna rozdrobnié, sumujac
| za$ jé w dowolnych zestawieniach mozna otrzymaé dowolny element al-

gebry

+ Zachodzi mianowicie nastepujace twierdzenie:
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TWIERDZENIE 1. Kazdy rézny od zera element algebry skorczonej ma

przynajmniej jeden atom. Kazdy element jest sumq (skoriczong) swoich
atomow.

Twierdzenie to, ktérego dowdd jest doéé zmudny podajemy bez dowogu. '

Réwniez bez dowodu podamy nastepujace twierdzenie.

TwWIERDZENIE 2. Przyporzqdkujmy kazdemu elementowi B algebry Bo-

ole’a (skoriczonej lub nie) zbior T(B) wszystkich jego atomdéw. Wtedy za-
chodzq zwiqzki

T(B U C) = T(B) U T(C),
T(BNC) = T(B) N T(O),
T(B) = [T(B)].

Moéwiac slowami, przyporzadkowanie kazdemu elementowi algebry
Boole’a zbioru jego atoméw, przeprowadza sume elementéw algebry
na sumeg odpowiadajacych im zbioréw; iloczyn elementéw na iloczyn
odpowiadajacych im podzbioréw, uzupelnienie za$ elementu na uzupel-
nienie zbioru do zbioru wszystkich atomoéw. -

Z twierdzenia 1 mozZna wywnioskowaé, Ze jeZeli algebra jest skon-
czona, to przyporzadkowanie (opisane w twierdzenin 2) algebry B na
zbiér wszystkich podzbioréw zbioru atoméw jest wzajemnie jednoznacz-
ne. Daje to nastepujace: ‘

TwIERDZENIE 3. Kazda algebra Boole’a skoriczona jest izomorficzna
z algebrq wszystkich podzbioréw jakiego$ zbioru (mp. zbioru swoich
atomow). ,

Otrzymawszy taki wynik wiemy juz, Ze skoficzone algebry Boole’a
pod wzgledem elementarnych wlasnosci algebraicznych nie sa odréz-
nialne od . algebr wszystkich podzbioréw zbioréw skornczonych. Nasuwa
si¢ pytanie czy zachodzi twierdzenie ogdlniejsze, ze kazda algebra Boole’a
nawet nieskorficzona jest izomorficzna z algebra wszystkich podzbioréw
jakiego$ zbioru (byé moze nieskoniczonego). Stosunkowo nietrudno po-
kazaé, ze takie twierdzenie nie moze zachodzic.

Prawdziwe jest natomiast twierdzenie nastepujace:

TWIERDZENIE 4. Kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z algebrq
Boole’a pewnych (byé moze nie wszystkich) podzbioréw jakiego$ zbieru.
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Twierdzenie to nazywa si¢ twierdzeniem o reprezentacji algebr Boole’a,
lub twierdzeniem Stone’a. Dowéd, z uwagi na metody jakich trzeba w nim
uzyé, korzystajace z mocnych twierdzen teorii mnogosci, wykracza poza
ramy tej ksigzki. Odsylamy wigc czytelnika do obszerniejszych ksiazek:
Birkhoffa lub Sikorskiego.

Streszczenie

. Naszkicowaliémy dowéd twierdzenia, ze kazda algebra Boole’a skori-
czona jest izomorficzna z algebra wszystkich podzbioréw jakiego§ zbioru
skoriczonego. Zauwazyliémy, Zze prawdziwe jest twierdzenia ogdlniejsze,
ze kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z algebra jakich§ podzbiorow
(moze nie wszystkich) jakiego$ zbioru nieskoriczonego.

Zadania

1. Udowodnié, ze jezeli 1 jest atomem algebry, to algebra jest dwuelementowa.
- 2. Udowodnié, 7e kazdy element algebry Boole’a skonfczonej, tzn. zawierajacej
skoficzona liczbg elementéw, ma atom.
Wskaz6wka. Niech A, ..., 4, beda wszystkimi elementami algebry réznymi
od 0i 1. Jezeli B jest elementem algebry r6znym od zera, to okre§lamy ciag elementéw
B,, ..., B,, nastepujaco,

Bo = B,
Bue Bin A1, 8dy Bin A1 F#0,
17 g, gdy B;nA44;=0.

‘Element A = B, bedzie atomem elementu B.
3. Udowodnié, se w algebrze skoriczonej kazdy element jest suma swoich atomoéw.
4. a) Udowodnié, ze dla odwzorowania T z twierdzenia 2, zachodza zwigzki:
TB)V T(C) = T(BU O),
TBNTEC) c T(BNC),
T(B) v T(B’) = zbiér wszystkich atoméw algebry,
TBYNTB) = o2.
b) W oparciu o powyzsze udowodnié:
T(A NTB) =T(A4NB).
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¢) Udowodni¢, Ze . ) T
’ [TB)Y = T(B).

&) Z b) i ©) wywnioskowas, ze
T(B) U T(C) = T(B U C). {

5, Udowodnié, ze jeSli algebra jest skoriczona to:

a) Opisane w twierdzeniu 2 odwzorowanie przeprowadza rozne elementy na rozne,
tzn. jezeli B+ C, to T(B) # T(C).

Wskazowka. Jezeli B C, to istnieje atom nalezacy do jednego elementu,
a nie nalezacy do drugiego.

b) Dla kazdego podzbioru S zbioru atomédw istnieje element D taki, ze T(D) = S.

Wskazéwka. Wziaé za D sume, w sensie 4y U 4, U ...V Ay, wszystkich atomow
Ay, ..., A nalezacych do D.

6. Z twierdzenia 3 wywnioskowaé, ze kazda algebra Boole’a skoficzona ma liczbg
clementéw postaci 27,

7. Udowodnié, 7e rachunek zdan w przypadku, gdy liczba zmﬁnnych zdaniowych
jest nieskoniczona, traktowany jako algebra Boole'a, tak jak w przykladzie 2, z paragrafu
38, jest algebra Boole’a, w ktérej zaden element nie ma atomu. Algebry takie nazywamy
algebrami bezatomowymi.

§ 42. ZNACZENIE TWIERDZEN O REPREZENTACJ

Oméwimy teraz whioski jakie plth z twierdzenia o reprezentacjf; al-
gebr Boole’a.

Algebry Boole’a wprowadziliSmy aksjomatycznie W § 3§tego rozdziatu,
uzywajac jezyka potocznego. Teori¢ t¢ mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
elementarnej teorii sformalizowanej (zob. r. IV).

Formutami atomowymi sa formuly postaci réwnosci dwoch termow.

[ fexs,

Termy sa to wyraZenia zbudowane w oméwiony sposéb ze zmiennych
Xy,%2,X3, ... Stalych O oraz 1 (dziatadd zeroargumentowych), symboli
,,” dzialania jednoargumentowego, oraz symboli ,,U” i ,,0” dzialad
dwuargumentowych. Na przykiad wyrazenia;

s X)) = 8 (X1, cees Xp)

(X, 0 X3) U (X)) VO U Xy,
X,uX,uX;), 1uvu@0n0, X, X, 0, 1 *
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sa termami, natomiast wyrazZenie:
X, nn'(X;V0)

nie jest termem, gdyZ nie jest poprawnie zbudowane.
Z formut postaci (1) budujemy inne formuly, laczac je spdjnikami

‘zdaniowymi i opatrujac l_(wantyﬁkatorami.

Formula bedzie na przyklad

, Ax; Ex; (x; UXy =X;) &~ 0 =xy),
czy tez
Ax; (x, = x;)-

- Formula ta jest zdaniem, gdyZz nie zawiera zmiennych wolnych. Lecz juz

formula ‘
Ex, [(x; Ux; =x) & (0 =x,)],
czy tez formula

Xy =X

nié sg zdaniami, gdyz zawieraja zmienng wolng X; .
" Aksjomatami teorii bgda nastgpujace zdania:
1. Aksjomat dotyczacy elementow wyréznionych

~0=1).
2. Aksjomaty réwnosci:
Ax; (x1 =X1),
Ax; Ax; [(xy = %2) = (x2 = %)L,
Ax; Ax, Axy [(x; = X2) & (32 =X3) = (%1 = x3)1,
Ax; Axy Axs (% =x5) = {(x, Uxs =%, Uxg) &
& (x; NX3 =X, NX3) & (x; = x)}.
3. Aksjomaty algebry Boole’a:
Ny | g Ax; Axy (X3 UXz =X, Uxy), AxyAx, (xiNx; =X N xy),

Ax; Ax, Axs (x, U (32 N X3) = (1 Ux) N (x5 UXs))s
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Axy Ax; Axs (%3 0 (%2 Uxs) = (%3 NX3) U (X N X3)) "
Ax; (x; V0 =x,), Ax;(x;Nn1=x,),
Ax,(x; Uxp=1), Ax;(x;0x;=0). :
{

Nalezy zwrdci¢ uwage na roznicg miedzy aksjomatami podanymi tuiaj
(aksjomatami teorii) a aksjomatami algebry Boole’a, (aksjomatami al-
gebry) podanymi w § 38 Tamte nie byly zdaniami lecz pewnego rodzaju
schematami zdan, w ktorych za litery A, B, C mozna bylo wstawia¢ do-
wolne elementy algebry Boole’a (tzn. zbioru X) i otrzymywaé konkretne
zwiazki (zdania mdéwiace o tych zwiazkach) miedzy konkretnymi dziatania-
mi okreslajace whasnoéci dziatad ,,U”, ,,n”, ,,”” na elementach zbioru X.

Aksjomaty algebry Boole’a, jako elementarnej teorii sformalizowane;j,
sa pewnymi zdaniami, ktére a priori przyjmujemy za twierdzenia teorii
i poshugujac sie regulami wnioskowania oraz aksjomatami logicznymi
otrzymujemy nowe twierdzenia teorii — konsekwencje aksjomatéw.

Teoria algebr Boole’a jest niesprzeczna. Ma przynajmniej jeden model —
algebre¢ dwuelementowa, w ktdrej zbiér X = {0, 1}.

Badanie teorii jest o tyle warto$ciowe i cickawe, Ze kazde twierdzenie
teorii jest prawdziwe w kazdym jej modelu. Teoria algebr Boole’a jak
kazda teoria elementarna ma nieskoriczenie wiele réznych modeli, nie-
izomorficznych ze soba i bardzo waznych ze wzgledu na zastosowania,
np.: rachunek zbioréw, sieci logiczne, oraz inne modele podane w przy-
ktadach.

Twierdzenie o reprezentacji algebr Boole’a moéwi, Ze kazdego modelu
mozna szukaé, z doktadno$cia do izometrii, w algebrze pewnych podzbio-
réw ustalonego zbioru. Znaczy to, ze zmienne X,,X,, ... mozZna uwazaé
za (interpretowac jako) pewne podzbiory jakiego$ zbioru, state 0i 1'za
zbiér, pusty i zbidr pelny, a symbole dziatad ,,U”, ,,n”, ,,””” za znaki
dzialan: sumowania, przekroju i dopelnienia zbioréw.

Streszczenie

PrzedstawiliSmy algebry Boole’a w postaci elementarnej teorii sfor-
malizowanej. Twierdzenie o reprezentacji pozwala szukaé¢ modeli tej teorii
w algebrze zbioréw. *

. {
§42. Znaczenie twierdzen o reprezentacji 173

Zadania

1. Udowodnié, ze zbiér terméw tworzy algebre Boole’a ze wzgledu na operacje
laczenia term6w znakiem ,,\J”, ,,\”’ oraz stawiania znaku ,,”” po termie.

Uwaga. Termy stanowiace rézne ciggi symboli uwazamy za réime.

2. Rozpisaé aksjomaty A;—B, z § 37 na poszczegélne zdania, w przypadku gdy

" Zbiér X jest dwuelementowy X = {0, 1}. Na przyklad 4 U A = 4 rozpisujemy jako

o0vo=0ilul=l1.
3. Udowodnié, ze jezeli zdanie
Axy oo Ax, (f(ry, oo X)) = 8015 o0y X))

majace postaé réwno§ci dwéch terméw opatrzonych kwantyfikatorem og6lnym jest
prawdziwe dla wszystkich podstawieri za zmienne x; w termie elementéw 01 1 z algebry

‘dwuelementowej X = {0, 1}, to jest twierdzeniem teorii (Wskazdéwka. Udowodni¢,

ze jest prawdziwe w kazdym modelu).
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TEORIA POLGRUP

Teoria pdlgrup stanowi ciekawy przyklad pfzejs’cia od badania kon-
kretnych faktéw matematycznych — wlasnosci zbioréw przeksztalcen,
do teorii aksjomatycznej opisujacej te wilasnosci. Zajmuje sie ona witas-
ciwie badaniem wlasnoéci sktadania przeksztalcen, zakladajac o nich tylko
tyle, ze sa zawsze wykonalne i taczne. Aksjomatyka teorii pSlgrup jest
wigc bardzo uboga, zawiera jeden aksjomat bgdacy réwnoscia wyrazajaca
prawo lacznosci. Ubéstwo zalozeri powoduje sita rzeczy ubdstwo wnioskéw
i ich ogdlnosé.

Zdawa¢ by si¢ moglo, ze przy tak skromnych zalozeniach teoria pot-
grup nie moze stanowi¢ interesujacego obiektu badan. Tak jedndk nie
jest. Bogactwo modeli czyni te teorig interesujaca i nadajaca si¢ do zasto-
sowan w wielu réznych dziedzinach. )

Matematyka zainteresuje teoria polgrup gtéwnie dzieki réznym wzmoc-
nieniom jej aksjomatyki, ktdre wiaza si¢ z pojeciem grupy i pojeciem

piericienia rozpatrywanym w algebrze. Bedac w zgodzie z historig roz-:

woju tych dyscyplin nalezaloby powiedzied, ze teoria pdlgrup moze cie-
kawi¢ matematyka jako uogélnienie teorii grup i teorii pierécieni.

Logika i badacza podstaw matematyki zainteresuje teoria pélgrup,
- jako teoria stosunkowo prosta, lecz juz dostatecznie bogata, by mieé inte-
resujace wlasnoéci — jako prosta ilustracja twierdzen z podstaw matema-
tyki.

Powodem zamieszczenia w tej ksiazce wiadomosci o teorii pSlgrup sa
jej zastosowania do opisu automatéw skoriczonych, oraz brak przystgpnych
wprowadzen w teori¢ pétgrup. Od strony algebraicznej najpelniej wylozona
jest teoria polgrup w monografii Lapina. Pewne wiadomo$ci mozna zna-
lezé réwniez w ksigzce Kurosza [1965]. Z uwagi na brak odpowiednio
przystepnej literatury z teorii pélgrup, opréez definicji i wyjaénienia znae
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czenia pojecia polgrupy (§§ 43-45) poswieciliémy dwa paragrafy (§§ 46-47)

omodwieniu bardziej specjalnych poje¢ algebraicznych: homomorfizmu

i kongruencji. Paragrafy te sa przydatne do zrozumienia § 48, poswigco-
nego okreélaniu polgrupy przez réwnosci okreflajace i najbardziej moze
pod wzgledem logicznym interesujacego § 49 poswigconego zagadnie-
niom rozstrzygalnoéci w teorii pélgrup.

§ 43. WPROWADZENIE

Aby zrozumieé¢ skad wzigla si¢ podana w nastgpnym paragrafie defi-
nicja pélgrupy, rozpatrzmy kilka przykladéw zbioréw, w ktérych okre-
§lona jest operacja ,,sktadania” elementéw.

PrzyYKEAD 1. Rozpatrzmy zbiér M, macierzy kwadratowych usta~-
lonego stopnia np. Jezeli

sy Q13 .- Qyy byy byz ... by,
A |% Gz3 ... Gy i B= byy byy ... by,
anl anz amx bnl bn2 bnn
sg dwoma takimi macierzami, to macierz
C11 C12 - Cin
C= C21 €22 «-- Cop ’
Cpi Cnz ++ Cnn

gdzie
= D auby:

k=1 _

réwniez nalezaca do zbioru M,, nazywamy iloczynem lub zlozeniem ma-
cierzy A i B, co zapisujemy

ci] _a11b11+a12b21+ + m ru

C = A:B.
-Latwo mozna stwierdzi¢, Zze mnoZenie macierzy jest laczne, tzn.
- spetnia prawo
- A-(B-C) = (A-B)-C,

 gdzie A, B i C sa dowolnymi macierzami ze zbioru M, (tzn. mamerzalm
. kwadratowymi stopnia 7).
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Mnozenie macierzy ma tylko niektére wlasno$ci podobne-do mno-
zenia liczb. Na przykiad latwo mozna sprawdzi¢, Ze macierz

10...0 :
01...0 ' {
E=]001..0 (jedynki na giéwnej przekatnej)

......

000..1

gra role jednosci, tzn. dla kazdej macierzy A ze zbiorn M, spelnione
jest prawo

A‘E=E-A=A.
Podobnie macierz
00...0
0= 00...0 (same zera)
00. 0

gra role¢ zera, tzn. spelnia prawo:
0-A=A-0=0,

dla kazdej macierzy A ze zbioru M,.
Dalszych analogii z mnoZeniem liczb jednak nie ma.
Dla mnozenia liczb zachodzi prawo przemiennoS$ci:

a*b=b-a.

Nie zachodzi jednak prawo przemiennosci dla mnozenia macierzy, tzn.
iloczyny A*B i B-A s3 na ogdt rézne. Na przyklad dla macierzy A =

12}. 11 .
:[2 3] 1 B—-[O O] ze zbioru M, mamy

12111 11
| AB"{24{0J=[24’
za$
117112 35
KA:[OJ{2J_{OJ’
a wigc w tym przypadku A:B £ B-A. -
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Dla liczb zachodzi prawo skracania:
Jezeli a-b =a-c, to gdy a # 0 musi byé¢ b =c.

Prawo to nie zachodzi dla mnoZenia macierzy. Na przyktad gdy

10 00 00
s=lia} »=f2o} o= [oo)

10j]00 00
kB:Lo}ko}=bo}
00
AC= [0 0]
mamy A-B = A-C, ale B # C, choé A # O.

PrzYKEAD 2. Podobnie sprawa wyglada, gdy rozpatrujemy skladanie
przeksztalcenn jakiego§ zbioru w siebie. Niech S bedzie zbiorem. Dla
wigkszej pogladowosci przyjmijmy, Ze S jest zbiorem skoficzonym, skla-
dajacym si¢ z elementéw a;, ..., a,. Funkcje F, ktéra kazdemu elementowi
z § przyporzadkowuje znowu element z S nazywamy przekszialceniem
zbioru S w siebie(?).

Jezeli dwa przeksztalcenie F i G opiszemy za pomoca tabelek:

to wobec

a; — F(a,) a; - G(ay)
F B2 F(a,) G a, — G(ay)
a,— F(a,) a,— G(a,)

(*) Stowo ,,na” oznacza wigc odwzorowanie na caly zbior, a ,,w” oznacza odwzo-

; rowanie w czes¢. Inaczej mowiac przeksztalcenie F zbioru S jest przeksztalceniem w zbiér
.- 8, jezeli wszystkie wartosci F(x) dla x « S naleza do S. Nie zadamy przy tym by

MO dlakazdego y ¢ S istnialo takie x « S, ze F(x) = y.

42 - Przeksztalcenie F speliajace warunek (s) nazywamy przeksztalceniem zbioru .S na zbiér
. S. Klasa pxzekszta.lceﬂ ,»Da” jest wigc wezszg klasa niz klasa przeksztalcen ,,w”.

, Loeg — Logika dla inzynierow
; : .
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to ztozenie H przeksztalcen F i G opisujemy za poinoca tabeiki
a;—> G (F(ay))
H=gr 27 OF@) {

---------

- a,— G(F(a,))

Jest to znowu przeksitalcenie zbioru S w siebie. W tym przypadku mé-
wimy, Ze zbiér P(S) przeksztalcen zbioru S w siebie jest zamknigty wzgle-
dem skiadania przeksztalcer. Latwo zauwazyc, ze sktadanie przeksztalcen
jest laczne, tzn. Ze
F(GH) = (F-G)H

dla kazdych przeksztalcen F, G, HeP(S). Role jednosci gra przeksztal-
cenie tozsamo$ciowe, tzn. przeksztalcenie E opisane za pomoca tabelki
| a,—~E(@) =a; ‘ ‘
E }az ’—>'E(a2)‘= as
a,—~E(@)=a,
Rzeczywiscie tatwo zauwazy¢, ze ‘ '

E-F=F-E=F, dla kazdego FeP(S).

Mozna udowodnié, ze w zbiorze P(S) nie ma elementu O takiego, ze

F-0=0-F=0, dla kazdego FeP(S).
Mozna rowniez pokazad, 2e‘nie zachodza prawa skracania:
F-G=FH wynka G=H
~ (prawo lewostronnego skracania),
| G-F=H-F wynika G=H

(prawo prawostronnego skracania).

PrzYKEAD 3. Dzialanie mpozenia okreSlone i wykonalne w zbiorze
N liczb naturalnych 0, 1, 2, 3, ... spelnia wigksza ilo§¢ praw, niz dzialanie
mnozenia macierzy okre§lone w zbiorze M,, czy tez dzialanie skiadania

§ 43.. Wprowadzenie v 17¢

przeksztalcen okreSlone w zbiorze P(S). Dla mnozema liczb naturalnyct

. zachodzi zaréwno prawo lqcznosm

n(m-r)y=(n-m)r, dlan,m,r,cN,
jak i prawo przemiennosci , o
nm=m-n, dlan,meN

oraz prawa skracania przez elementy # 0. Dzigki przemiennos$ci wystarczy
poda¢ jedno z nich np. lewostronne prawo skracama

jezelinm-m=mnr i n#0, to m=r.

Iednosmq jest liczba 1, gdyz

l'n=mn-1 dla kazdego neN.
zerem za$ liczba zero, gdyz
0-n=n0=0 dla kazdego neN.

‘Stad np. 0-n = 0(n-+1), ale pomewaz n n+1 w1qc prawo skracama

- przez 0 nie zachodzi.

" Streszczenie

Oplsahsmy mnozenie macierzy i skladanie przeksztalcer. Zwrdcilismy
uwagg na prawa dotyczace tych operacji, w szczegélnoéci na prawo lacz-
nosci dotyczace tych dzialas. Zbadali$my wlasnosci zera i jedynki oraz

- _vomowﬂlémy prawa skracama

Zadania

1. Podac przyldad, ze dla mnoZzenia macierzy stopnia n, nie zachodzi prawo skra-

cania prawostronnego, tzn Ze z tego, Z2B-A=C-AiA 7 0, nie mozna wnioskowagé,
ze B= C

2. Oplsac tabelkami wszystkie 33 = 27 przeksztalcei zbioru § = {ay, a5, a3}

LW sneble

Sa)- Udowodni¢, e skladanie przeksztalceni jest laczne.
b) Podac przyklad, Ze skladanie to jest nieprzemienne.
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¢) Jakie przeksztalcenie jest jednoscia poigrupy P(S)? -

d) Czy zbidér P(S) ma zero? ‘

€) Czy zachodza lewo i prawostronne prawa skracania? . _

3. Opisaé za pomoca tabelek wszystkie 22 = 4 przeksztalcfama. zbioru S = {a,, a;}
skladajacego sie z dwéch elementéw. Oznaczy¢ te przeksztalcenia symbolami Fy, ... Fy
i opisaé tabelke skladania w P(S) wedlug wzoru:

| P A F, F,
Fy F,-F, | Fi+F,
F, |FF
F3
F, .. |F4-F,

Wskazaé jedno§é zbioru P(S) oraz idempotenty, tzn. takie elementy §A ie.f f=f
4. Udowodni¢, Ze jezeli zbiér S ma n element6w, to zbiér P(S)skiada sie z n" prze-
ksztalcen.

§ 44. DEFINICJA POLGRUPY

W tym paragrafie podamy definicj¢ potgrupy. o
DEFINICJA. Pélgrupg nazywamy zbiér P dowolnych elementow, ngeh
spetnione sa nastepujace warunki. ,

1. W zbiorze P okre§lona jest operacja (dzialanie) dwuargumentowe,

zwana skladaniem, przyporzadkowujaca kazdym dwom elementom viv
i = U- i P.
ze zbioru P, element W = U-V ze zbioru - . ’ -
2. Na eiementach zbioru P okre§lona jest relacja romosc1, ozna-
czona przez ,,=". Relacja taka spelnia oczywiscie nastgpujacy waruhek :

jeteli U=U, i V="V, to UV = U Vy.

3. Operacja wymieniona w punkcie 1 spelnia nastepujacy aksjomat:,
P,. U-(V-S)=(U-V)-S dla kazdych U, ¥V, SeP,
em Iqcznosci. . .
Zwalil(}),di::ww ;oprzednim paragrafie przykllady ’sa \'m-qc przyk.laéia.m{
p6tgrup, gdy relacja ,,=" jest zwykla relac_]a. rown(?sFi, ongerdig
macierzy, funkcji oraz liczb catkowitych, skladamefn z-as J.est o pow1e. h.
mnozenie macierzy, skladanie funkcji oraz mnozenie liczb catkowitych.
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Rozpatrzmy teraz pewne specyficzne przypadki pdigrup.

Pdélgrupa nazywa si¢ przemienng, jezeli spetniony jest dodatkowo naste-
pujacy aksjomat: -

P,. U-V=V-U dla kazdych U, VeP,
zwany prawem przemiennoSci.

Gdy zachodzi aksjomat:

Py, Jezeli X-U=X-V, to U=V dla dowolnych X, U, VeP,
zwany lewostronnym prawem skracania, wtedy pélgrupa nazywa si¢ pdi-
grupa z lewostronnym skracaniem. Podobnie Jjezeli zachodzi aksjomat
zwany prawostronnym prawem skracania

Py Jezeli U X=V-X, to U=V dla dowolnych U, ¥, XeP,
. to pdigrupa nazywa si¢ pdlgrupq z prawostronnym skracaniem.

Jezeli zachodza oba prawa skracania P, i P, to péigrupa nazywa sie
Polgrupq ze skracaniem (por. zadanie 1).

" We wszystkich trzech przykladach podanych poprzednio nie zacho-
., dzilo zadne z praw skracania. Dla pierwszych dwéch przyktadéw nie zacho-

dzilo . prawo przemiennosci, polgrupa za$ podana w przykladzie trzecim
jest przemienna.

. 'Teoria pSigrup P jest teori¢ aksjomatyczna majaca jeden aksjomat P, .
Dodajac do tego aksjomatu ktérykolwiek aksjomat P,, P3, P, otrzymujemy
Tozszerzenia teorii pdlgrup:

" PK teorie péigrup przemiennych (aksjomaty P, i P,), )
PL  teorie péigrup z lewostronnym skracaniem (aksjomaty P, i P),
PP  teorie péigrup z prawostronnym skracaniem (aksjomaty P, i P,).
Twierdzenia teorii PL i PP wspdlnie tworza teori¢ PS pdlgrup ze skra-
caniem.
~~ Teorie te sa bardzo ubogie, zawieraja malo pojeé pierwotnych i mato
- aksjomatéw. Twierdzenia tych teorii sa jednak bardzo ogélne.

Podamy teraz przyklady kilku twierdzed z teorii polgrup.
DEFINICIA 1. Element E nalezacy do pélgrupy P nézywamy Jednosciq
poigrupy P, jézeli E-A = A-E = A dla kazdego AeP.

- TWIERDZENE 1. W Poigrupie istnieje co najwyzej Jedna jednosé.

. f;Dow,}éd. Trzeba udowodnié, ze jezeli

) - AE=FEA =4 dla kazdego AeP,
Q). BI=JB=B dla kazdego BeP,
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to
E=J.

Z (1) wynika, ze JE =7 (dtadac 4 =J), z (2) zas wynika, ze JE=E
(ktadac B = E). Stad zadana teza J = E. L

DeFmicia 2. Element 0 pétgrupy P nazywamy jej zerem, jezeli O-A =
— 4-0 =0 dla kazdego 4 z potgrupy P.

TWIERDZENE 2. Péigrupa moze mieé co najwyzej jedno zero.

Jezeli pétgrupa jest pétgrupa ze skracaniem (ktérymkolwiek), to nie
moze mieC zera. Prawdziwe jest bowiem twierdzenie.

TWIERDZENIE 3. Jezeli polgrupa majaca co najmniej dwa elementy ma
zero, to nie speinia zadnego z aksjomatéw P, i P, (por. zad. 54 1 7).

Teoria potgrup staje sig ciekawym obiektem badaf glatematyki, jezeli
wprowadzamy do niej dziatania i stale oraz nowe aksjomaty.

Rozwazmy nastepujace dwa aksjomaty:

pPs. dla kazdych A i BeP istnieje X takie, e X-A = B;

Pe. dla kazdych 4 i BeP istnieje takie Y, Ze A-Y=B,
zwane odpowiednio aksjomatami istnienia lewostronnej i prawostronnej
odwrotnosci.

Potgrupa dla ktérej kazdy element ma lewa i prawa odwrotno$¢ na-
zywa si¢ grupq, teoria G za$ oparta o aksjomaty P1, Ps i Ps nazywa si¢
teoriq grup. Badanie wlasnoéci teorii grup stanowi wazna galaz matematyki,
po$wigcone jej sa liczne monografie (patrz Kurosz [1967] lub M. Hall).

Interesujaca teori¢ mozna otrzymac dotaczajac do teorii péigrup nowe
dziatanie ,,+" 1 nastepujace aksjomaty:

A+(B+C) = A+B)+C,
A+B=B+A4,

dla kazdych A i B istoicje Z takie, 26

A+Z =B,
A-(B+C) = (A'B)f(A°C)-

Teoria taka nazywa si¢ teoriq pierScieni i stanowi wazny obiekt badan

algebry. Z clementami teorii grup i teorii pierScieni zapoznad si¢ MOZE.

czytelnik z ksiazki A. Mostowskiego i M. Starka.

—

N
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Streszczenie

Podaliémy definicj¢ potgrupy przemiennej, polgrupy ze skracaniem
lewym (lub prawym). Zdefiniowaliémy zero i jedno$¢ pdigrupy.

Zadania

. l Uzasadmlfl, ze zbiér N* liczb naturalnych dodatnich (bez zera), z dzialaniem
ozenia i zwykla relacja réwnosci stanowi przykiad pok rzemi e
niem i jednoscia, ale bez zera. polgrupy prasmienna = siracs

.2. Podac przy}dady polgrupy, w ktorej zachodzi lewostronne prawo skracania
(aksjomat P3), a nie zachodzi prawostronne prawo skracania.

3. Udowodnié, ze jezeli dzialanie skladania w zbi

- Ud ) Z jorze dwuelementowym {X, Y
o%creéhmyja}c nas‘tepuje: Y- Y=X,X-X=Y,X-Y=1Y,Y: X=X, topra.wolac{zn;éc}i
nie zachodzi. Zbiér ten nie jest wiec poélgrupa.

- 4. Z jakich praw relacji i rachunku kwant i i
e e yfikatoréw korzystalismy w dowodzie

Zapisac dowdd twierdzenia 1 w postaci sformalizowanej.

5. Podaé przyklad polgrupy:

a) nie majacej ani zera ani jedynki;

b) ma:iqcej jedno$¢ i nie majacej zera;

©) majacej zero i nie majacej jednosci;

d) podaé przyklad polgrupy w ktbrej jedno$¢ jest zarazem zerem.
lle elementéw musi mie¢ taka pOlgrupa?

6. a) Udowodni¢ twierdzenie 2.

b) Zapisaé twierdzenie 2 W postaci sformalizowanej.

7. Udowodnié twierdzenie 3.

8. Rozpatrzmy‘ teox:ie .zawierajaca relacje ,,=" réwnosci, dzialanie dwuargumen:
towe C= A -B{ fimalame jednoargumentowe B = A~1i stala E (dzialanie jednoargu
mentowe) spelniajace aksjomaty

G;. A-(B-C)=(4-B)-C,

G, . A-E=E-A=A,

G;. A A 1=4"1-A=E.

Udoqudnié, ze dzia.lém.ie musi v.vtedy spelniaé aksjomaty Py, Ps i Pe. Okresli¢ w teori
o aks;on%atach P, PsiPg (teorii grup) okreslonej w tekscie, stala E i dzialanie 4~ ta
by spelnione byly aksjomaty Gy, Gy, G3. '

) csl‘l. .Opi'sa.é tabelkami wszystkie nieizomorficzne polgrupy czteroelementowe. Ktér
z nich jest izomorficzna z pélgrupa z zadania 3 z poprzedniego paragrafu?
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§ 45. POLGRUPY PRZEKSZTALCEN

Celem tego paragrafu jest dowéd twierdzenia, Ze kazda pélgrgpeg
mozna uwazaé za pewna poltgrupe przeksztatcen. »

Wezmy jaki§ zbidr S, zawierajacy przynajmniej jeden element. .Pak
wiemy z rozwazan paragrafu 43, zbiér P(S) wszystkich przeksztalcen
zbioru S w siebie, tworzy potgrupg, Z operacja sktadania przeksztatceri
jako operacja mnozenia w pélgrupie. Péigrupa ta jest pStgrupa z jednoscia.
Jednoscia jest przeksztatcenie tozsamoséciowe E zbioru S. :

Wezmy teraz dowolna pSlgrupe P, z jednoScia. Czy moi:na uwazaé
polgrupe P za pétgrupe przeksztalces, byé moze nie wszystkich a tylko
niektérych, jakiegos zbioru S w siebie?

Niech elementami pélgrupy P beda
(8] E, A, B, C, ..., V; - o

gdzie E jest jednoscia. Pomnozmy te clementy z lewej strony przez jak'ié
ustalony element ¥V pétgrupy P. Spowoduje to pewne przeksztaicenia
zbioru (1) w siebie. Elementy jego przejda odpowiednio na elementy

réwniez nalezace do (1):
) V-E=V, V4, V'B, vC, .., V'V,
Mnozenie z lewej strony przez V, elementéw zbioru Q) wyznacza yi@c
przeksztatcenie Fy, takie, ze ‘
E-—>F/E)=VE= v,
A->Fy(4)=V"4,
B-> Fy(B)= V"B,

Element U rézny od V wyznacza inne przeksztalcenie Fy zbioru (1) w siebie
E->FyEy=UE=U,
A->Fy(4)=U-4,
B->Fy(B) = U-B.
Przeksztalcenia Fy i Fy sa rozne, gdyz wobec
FAE)=V, F/B)=U

- przeksztalcaja jeden i ten sam element E na réine elementy.
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Rozpatrzmy teraz jak wyglada zlozenie Fy-Fy przeksztalced Fyy i Fy

- czyli takie przeksztalcenie H, ze H(X) = Fy(Fy(X)) dla kazdego X ze

zbioru (1). Czy odpowiada ono pomnozeniu elementéw zbioru (1) przez
jakié element W pélgrupy P, ze strony lewej?

Poniewaz Fy(X) = U-X wigc FV(FU(X)) =F,(U-X)=VUX)=
= (V-U)-X. Wykonanie tego przeksztaicenia Fy* Fy na elementach zbioru
(1) odpowiada pomnoZeniu elementéw tego zbioru przez element V-U.
Przeksztalcenie H jest wigc przeksztalceniem Fy.y. Wynika stad, ze zbidr
F tych przeksztalcenn zbioru (1) w siebie ktére sa postaci Fy(X)=U"X,
gdzie U jest elementem pélgrupy P, jest zamkniety ze wzgledu na skla-
danie, tzn. zlozenie przeksztalcen ze zbioru F jest znowu przeksztalceniem
ze zbioru F. Poniewaz skladanie przeksztalcern jest zawsze laczne, wigc
omawiany zbiér F przeksztaicen tworzy pélgrupe z operacja skladania
jako operacja mnozenia.

Przyporiadkowanie kazdemu elementowi U z pélgrupy P przeksztal-
cenia Fy z p6lgrupy F jest jak juz zauwazyliémy wzajemnie jednoznacz-
nym odwzorowaniem P na F. Odwzorowanie to wobec wzoru

FyFy=Fy.y

przeprowadza iloczyn elementéw pdlgrupy P, na iloczyn (ztozenie ele-
mentéw) przeksztalcen pétgrupy F. Wyrazamy to krétko moéwiac, Ze
przeksztalcenie przyporzadkowujace elementom VeP element FpeF jest
izomorfizmem pélgrupy P z pélgrupa F. Mozemy to wypowiedzie¢ jako

“twierdzenie. (*)

TWIERDZENIE 4. Kazda péigrupa z jednosciq jest izomorficzna z pok-

- grupq pewnych (niekoniecznie wszystkich) przeksztalcer jakiego$ zbioru

w siebie.

Twierdzenie to stanowi wazny wynik dotyczacy pétgrup. Méwi ono,
ze pdlgrupy z jednoscia mozna uwazaé za pélgrupy pewnych przeksztal-
cen, gdyz elementowi VeP odpowiada przeksztalcenie Fy z F. Sktadaniu
elementéw w P odpowiada skladanie odpowiednich przeksztalcen w F.

Badania takich péigrup to w istocie badanie pélgrup przeksztatced. Tiu-

maczy to w pewnym stopniu wazno$éé i zastosowanie teorii potgrup.

(*) Pojecie izomorfizmu jest oméwione szerzej na str. 187.

———————
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Streszczenie o

Udowodnili$my twierdzenie, ze kazda pdlgrupa z jednoécia jest 1zomor-
ficzna z pélgrupa pewnych przeksztalcefi jakiego§ zbioru w siebie.

L
Zadania

1. Udowodni¢, ze kazda polgrupa (nawet bez jednosci) moze byé odwzorowana
homomorficznie na pélgrupe pewnych przeksztalceri jakiego§ zbioru w siebie tak, Ze

dzialania zostaja zachowane. Poda¢ przyklad, ze przeksztalcenie to nie musi by¢ izomor- -

fizmem, gdyZz nie musi by¢ wzajemnie jednoznaczne.

2. Udowodni¢ twierdzenie Cayleya, ze kazda grupa jest izomorficzna z grupa
pewnych przeksztalcefi wzajemnie jednoznacznych jakiego§ zbioru na siebie.

3. Niech poélgrupa P nie ma jednosci. Dolaczmy do zbioru P element E i okreslmy
mnozenie na P tak jak poprzednio, za§ E- X = X = X - E, dla kazdego }'nalezacego doP,
oraz E- E = E. Udowodni¢, ze zbiér P’ = {P, E} z tak okre§lonym mnozeniem tworzy
polgrupe, ktérej E jest jednoscia.

4. Opierajac si¢ na wymku zadania 3, udowodnié, ze kazda pdlgrupa nawet bez
jednosci, jest izomorficzna z pélgrupa pewnych przeksztalcefy jakiegos zbioru w siebie.

Wskazdéwka. Jest to uogllnienie twierdzenia 4. Przy dowodzie nalezy zamiast
zbioru (1) wziaé zbibér elementéw P,

§ 46. IZOMORFIZMY, HOMOMORFIZMY

Rozpatrzmy teraz wazne i ciekawe pojecie algebraiczne — pojecie ho-

momorfizmu. WeZmy dwie polgrupy P i Q oraz odwzorowanie ¢ przypo-
rzadkowujace kazdemu elementowi XeP jaki§ element YeQ. Bedziemy
- méwili, ze odwzorowanie jest homomorfizmem pélgrupy P w polgrupe
0, jezeli

D p(X-X') = (X)-p(X') dla kazdych X, X'eP.

Zwré¢my uwage, Ze kropka po lewej stronie oznacza mnozenie elementéw
z P, kropka za§ po prawej stronie oznacza mnoZenie elementéw z Q.
Czesto mowimy krétko, choé niezbyt precyzyjnie, Ze homomorfizm jest
to takie odwzorowanie, ktére iloczyn elementéw przeprowadza na iloczyn
elementow. »

N
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Na przyklad odwzorowanie ¢ opisane w poprzednim paragrafie przy-
porzadkowujace kazdemu elementowi X pélgrupy P element F, pdlgrupy
F jest homomorfizmem P w F. ‘

Inny przykiad homomorfizmu otrzymujemy, biorac takie odwzoro-
wanie ¢ pélgrupy macierzy M, w pdélgrupe liczb rzeczywistych, ktdre
kazdej macierzy Ae M, przyporzadkowuje wyznacznik |A} tej macierzy.
A wiec p(A) = |A|. Zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego

|A-B| = |A|-|B]|
(kropka po lewej stronie oznacza mnozZenie macierzy, kropka za$§ po

prawej stronie mnozenie wyznacznikéw czyli mnozenie liczb), przeksztaice-
nie ¢ przeprowadza iloczyn macierzy na iloczyn odpowiadajacych im liczb

9(A*B) = ¢(A): ¢(B),

a ‘wigc jest homomorfizmem.
Sposréd homomorfizméw najwigksze znaczenie maja homomorfizmy

* wzajemnie jednoznaczne jednej pdtgrupy na druga. Homomorfizmy takie

nazywaja si¢ izomorfizmami. O izomorfizmach méwilismy juz w § 41.
.Potgrupy, dla ktérych mozZna ustali¢ izomorfizm, nazywaja si¢ pdigru-

pami izomorficznymi. Pélgrupy takie sa z algebraicznego punktu widzenia

nieodréznialne. Maja wszystkie wlasnosci takie same. Kazda formuta

zbudowana z symbolu ,,=”, predykatu réwnowaznofci 1 symbolu dzia-

ania ,,»” (skladania) prawdziwa w jakiejé§ pdligrupie jest prawdziwa w pdk-

grupie z nig izomorficznej. Zajmijmy si¢ glebiej tym zagadnieniem.
Rozpatrzmy wyrazenia postaci

(2) f(xl’x23 "-,x,,)=g(x1,x2, "'ax,,)s

gdzie fixy,...,x,) 1 g(xy, ...,x,) sa termami zbudowanymi ze zmiennych
Xy ...5X, 1 znaku dzialania ,,-”” (sktadania). Wyrazenia postaci (2) sa naj-
prostszymi formutami (formulami atomowymi) teorii pétgrup. Z tych formut
budujemy inne faczac je spdjnikami zdaniowymi i opatrujac kwantyfikato-
rami (zob. rozdzial 4 paragraf 23).(%)

() .Czesto rozpatrujac teorie polgrup z jednoscia (lub zerem) wzglednie zerem
i jednoscia opréez termdédw zbudowanych ze znaku dziatania ,,-” (skladania) dopuszcza-
my termy, w ktérych wystepuja dzialania zeroargumentowe, czyli stale: E (jednos¢)
wzglednie 0 (zero).
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Po wstawieniu w formule (2) za zmienne elementéw A4, 4., ... jakiej$
potgrupy P, otrzymujemy zdania prawdz1we w P badz nie. Na przyklad
wstawiajac do wyrazenia

(%1 %2) %3 = X1+ (X2°X3) L
elementy 4, B, C polgrupy P, otrzymamy zdanie
(4'B)-C=A(B-C)

prawdziwe, dzigki prawu lacznos$ci, niezaleznie od tego jakie wzigliSmy
elementy A, B, C z pdigrupy P.

Rozpatrujac teorie elementarna polgrup, spoéréd formut mamy wy-
réznione te zdania, czyli formuly bez zmiennych wolnych, ktére sg praw-
dziwe w poélgrupie P. Oznaczmy zbidr tych zdan przez E(P).

Dla dwéch pélgrup P i Q mamy w ten sposéb dwa zbiory zdan
E(P) oraz E(Q). Jezeli pétgrupy P i Q sa izomorficzne to zbiory te po-
krywaja sie.

Oczywidcie zbiér E(P) zawiera wszystkie twierdzenia teorii pélgrup.
Zawiera na og6t i inne zdania prawdziwe w polgrupie P, ale falszywe w in-
nych podlgrupach, a wigc na pewno nie bedace twierdzeniami teorii poél-
grup. Na ogét nie mozna zbioru zdah E(P) zaksjomatyzowaé, dodajac
do aksjomatdéw teorii pSigrup pewna liczbe nowych aksjomatéw tak, by
zbiér E(P) byt zbiorem twierdzenn nowo uzyskanej teorii. Ponadto dwie
pétgrupy P i Q nie izomorficzne moga mieé te same zbiory E(P) i E(Q).

Moéwi sig tez, ze izomorfizmu pélgrup nie mozna opisaé w jezyku teorii
elementarnej. Wyjatek stanowi przypadek, gdy polgrupy sa skoficzone

(por. zad. 9).

Streszczenie

ZdefiniowaliSmy pojecie homomorfizmu i izomorfizmu péigrup i omé-
wiliSmy jego wlasnosci.

Zadania

1. Wskazaé pélgrupg bez zera z!ozonq z macierzy i taki jej obraz homomorﬁczny,
ktéry jest pélgrupa z zerem.

¥

“takim, ze p(P) =

. cenie y zbioru Q na P takie, Ze p(B) =
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2. Udowodnié, ze jezeli P oraz Q s3 dwoma péigrupami, ¢ za§ homomorfizmem
Q, to obraz E’ = ¢(E) jednoci E pblgrupy P bedzie jednoécia pblgru-
py O '

3. Udowodnié, ze jezeli @ jest homomorfizmem pélgrupy P w Q, v za§ homomor-
fizmem pélgrupy Q w R, to zlozenie pg jest homomorfizmem péligrupy P w R.

4. Niech P(P) oznacza zbiér homomorfizméw pélgrupy P w siebie. Udowodnié,
ze zbioér DP(P) tworzy pblgrupe, w ktérej mnozeniem jest skladanie homomorfizméw.

5. Polgrupa P sklada si¢ z dwoch elementéw, ktérych mnozenie opisane jest za

pomocy tabelki:

A B
A A A
B A B

Ile elementéw ma pélgrupa @ (P) (zob. zadanie poprzednie). Opisaé te¢ polgrupe, wska-
zujac elementy i tabliczke dzialania.

6. Niech ¢ bedzie izomorfizmem poélgrupy P z poélgrupa Q. Okre§lmy przeksztal-
) A, gdzie A takie, ze p(4) =

Udowodnié ze:

a) p jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym odwzorowujacym Q na P.

. b) p jest homomorfizmem.

Wynika stad, Ze y jest izomorfizmem pélgrupy Q na P.

7. Udowodnié, Ze relacja P ~ Q zachodzaca migdzy poélgrupami Pi Q wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje izomorfizm v przeksztalcajacy P na Q, jest rOwnowaznoscia, tzn.
jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

8. Izomorfizm pélgrupy na siebie nazywa si¢ automorfizmem. Udowodnié, ze zbiér
A(P) wszystkich automorﬁzm()w pélgrupy P na siebie tworzy grupe ze skladaniem prze-
ksztalceni jako dzialaniem grupowym. Grupa ta nazywa sie grupq automorfizméw poi-
grupy P.

9. Udowodnié, ze dla pélgrupy P skoriczonej istnigje taki skoriczony zbidér aksjo«
matéw A teorii E(P), ze kazda pélgrupa bedaca modelem teorii E(P) bgdzie izomorficzna
z P. WskazOowka. Jezeli 4,, A4,, ..., 4, sa wszystkimi elementami podgrupy, to dzia-
lanie opisuje si¢ za pomoca tabelki. Tabelka taka jest wlasciwie innym zapisem n réwnosci
Ay - Aj = Ay, Zbior A bedzie skiadat si¢ z aksjomatéw teorii pélgrup uzupelnionej jed-

" nym aksjomatem:

Ex,,{Ay[G =x)V@P=x) V...

&(xy #xx)&((x) #x3)&...&(x; A x)&(xy £ x3)&... &

Ex;Ex,... vVi=x)l&

&G, XD &...&(xy— 1 F xp) &(x1 %y = x) & .o & (X X = )}
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§ 47. KONGRUENCJE. POLGRUPY ILORAZOWE

Paragraf ten jak i dwa nastepne sa nieco trudniejsze. Jednak z uwagi
na wage paragrafu 49 traktujacego o tzw. zagadnieniu stéw dla Spraw
maszynowych, zaleca si@'cierpliwe i staranne zapoznanie si¢ z ich trescia.

Méwiac o aksjomatyce teorii péigrup, méwilimy o relacji réwnosci
,»=", od ktérej wymagali§my by byla zwrotna, symetryczna i przechodnia
oraz by zwiazana byla z mnozeniem za pomocg nast¢pujacego prawa:

jezeli A=A"i B=B',to A-B=A""B'.
Kazda relacje ,,~" okreS§lona w pdlgrupie P

zwrotng: A~ A4,

symetryczng: jezeli A~ B, to B~ 4,

przechodnia: jezeli A~B i B~C, to A~C, o~
i taka, ze
) jezeli A~ A" i B~B', to A-B~A"-B,
nazywamy kongruenciq. Innymi stowy, relacj¢ réwnowaznosci nazywamy
kongruencja, jezeli mnozenie réwnowaznych elementéw daje réwnowazne
wyniki.

Na przyktad relacja ,,~ okreslona w polgrupie N liczb naturalnych
z dzialaniem mnoZenia

n~m wtedy i tylko wtedy, gdy n = m (mod s),

gdzie s jest ustalong liczba naturalng, jest kongruencja.

Podamy jeszcze jeden bardzo wazny przyklad. Tres¢ jego zawarta
jest w twierdzeniu nastgpujacym : '

TWIERDZENIE 5. Jezeli P jest pélgrupa, ¢ zas jej homomorfizmem na pot-
‘grupe Q, to relacja ,,?'” okreslona nastepujgco: A ~ B wtedy i tylko wtedy,
gdy p(A) = ¢(B) w péigrupie Q, jest kongruencjq w péigrupie P.

Z definicji wynika, Ze relacja ,,r;'” jest réwnowaznoécia. Dla dowodu
(1) zatézmy, 2e A ~ A i _Br;'B'. Wtedy ¢(4) =¢(4") i p(B) =¢@(B),
a wiec poniewaz ¢ jest homomorfizmem wigc i ¢(4-B) = p(4’*B’). Wynika
stad zadana teza

A-Bry A'-B'. *
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Rozwazmy kongruencje ,,~" jakiej$ polgrupy P. Kongruencje ta mozna
przyjaé za relacje réwnosci w klasach abstrakcji relacji. Otrzymamy wtedy
z pétgrupy P nowa polgrupe, w ktdrej wszystkie elementy kongruentne
zostang utozsamione z jednym elementem — klasg abstrakcji relacji go~""
(por. rozdziat 6, § 34). Dzigki warunkowi (1) definiujacemu kongruencje,
wyniki mnozenia wykonanego na réwnych — a wigc poprzednio kongruen-
tnych elementach beda réwne. ‘

Te nowa pélgrupe, ktdrej elementami sa klasy abstrakeji relacji ,,~
p6lgrupy P, nazywamy pdlgrupq ilorazowq pélgrupy P wzgledem relacji
kongruencji ,,~" i oznaczamy symbolem P/~. Opiszmy t¢ polgrupe

k24

nieco doktadniej.

Niech 4, B, C, beda elementami pdigrupy P. Elementami pdlgrupy
P/~ beda klasy abstrakcji [4], [B], [C] relacji ,,~", a dzialanie mnozZenia
W P/~, czyli mnoZenia klas abstrakcji okreSlone jest nastepujaco

@ [4]-[B] = [4-B].

Czytelnikowi zostawiamy w oparciu o definicjg klas abstrakeji i wlasnos¢
(1) relacji ,,~”’, dowdd, ze dziélanje ., mnoZenia klas abstrakcji, wyko-
nane na réwnych elementach daje réwne wyniki, oraz dowdd tego, Ze
dzialanie to jest laczne (por. zadanie 2).

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 6. Odwzorowanie ¢/~, przyporzqdkowujace kazdemu X
z pélgrupy P element ¢,_(X) = [X] z pélgrupy P|~, jest homomorfizmen.
P na Pl[~.

Homomorfizm ten nazywamy naturalnym homomorfizmem P na P|~.
a pélgrupe P/~ pélgrupa ilorazowa.

Dowdéd. Oczywiscie z definicji P/~ wynika, Ze ¢, jest odwzorowanien
na cala pélgrupe P/~. Odwzorowanie to spelnia warunek (1) z § 4¢

P (X) o X)) =9 (X X',

gdyz [X]-[X']1= [X X'], zgodnie z definicja 2 mnoZenia klas abstrakcji
Na zakoriczenie tego paragrafu podamy jeszcze nastgpujace twierdze
nie, zwane twierdzeniem o homomorfizmie.
TWIERDZENIE 7. Jezeli ¢ jest homomorfizmem péigrupy P na péigrupe Q
@ za$ kongruencjq okreslonq tak jak w twierdzeniu 5, to przyporzqdkowani
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v kazdej klasie abstrakcji relacji ,,r;o” (tzn. kazdemu elementowi pdigrupy
P/:;'), elementu pdigrupy Q tak, ze

p((X]) =9(X)

{
Jest izomorfizmem. Na odwrdt, jezeli ¢, jest naturalnym homomorfizmem
wyznaczonym tak jak w twierdzeniu 6 przez kongruencje ,,~", to kongru-
encja ' ” wyznaczona przez ten homomorfizm jest identyczna z kongruencjq

9
3 .

Twierdzenia tego nie bgdziemy tutaj dowodzié, gdyz nie chodzi nam
o subtelnosci techniczne dowodu. Twierdzenie 5 méwi, Zze kazdy homomor-
fizm wyznacza pewna kongruencje, twierdzenie 6 za§ moéwi, ze kazda
kongruencja wyznacza pewien homomorfizm. Twierdzenie 7 stwierdza,
ze odpowiednio$é ta jest wzajemnie jednoznaczna. Dzigki temu twier-
dzeniu mozemy badanie homomorfizmdéw zastapi¢ badaniem kongruencji.

Streszczenie

Podaliémy definicje kongruencji i pdlgrupy ilorazowej.

Zadania

1. Udowodnié, ze relacja réwnowaznosci ,,~> w pélgrupie P taka, ze: 4 ~ 54’
pociaga AB ~ A'B i BA ~ B’A dla kazdego A4, A’, B, B’ ¢ P jest kongruencja.

2. a) Udowodnié, ze jezeli [4] = [4'] i [B] = [B’], to [4]-[B]l=[4]-[B].

Wskazoéwka. Z definicji klas abstrakcji wynika, ze [4] = [4'] wtedy i tylko wtedy,
gdy A ~ A’ (por. rozdz. V par. 28).

b) Udowodnié, ze:

[4]-([B]-I[CD = ({4]- [B]) - [C]1 =[(4-B)- C] = [4- (B C)].

3. Jezeli,,~ jest kongruencja w pélgrupie N liczb naturalnych z mnozeniem okres-
long nastgpujaco: n ~ m wtedy i tylko wtedy, gdy n = m(mods), to pélgrupe N nazy-
wamy pdigrupqg reszt modulo s.

a) Udowodnié, ze N/~ ma dokladnie s elementéw. Opisaé te elementy.

'b) Ulozyé tabelke mnozenia w pélerupie N/~ dla s =3.

4. Niech E'(P) bedzie zbiorem wszystkich kongruencji pélgrupy P. Okreslmy re-

lacje ,,<” w zbiorze 2 (P) nastepujaco:
~MisS ~v2

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych X'i Y z tego, 2e X ~,; Y wynika X ~, Y. *
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a) ‘Udowodm'é, Ze relacja a/<< jest relacja porzadku w zbiorze .2 (P).

b) Zbior F(P) tworzy siatke (strukturg) wzgledem relacii ,,<”.

¢) Siatka ta ma element minimalny: relacje rownosci i element maximalny, kongru-
encje, ktora utozsamia wszystkie elementy pdlgrupy P (por. zad. 6 rozdziat V, § 30).

5. Poigrupa P skiada si¢ z elementéw A4, B, C, D i mnozZenie jest opisane za pomoca
tabelki

NN N NIRN
OO W N W
ENETRS - Ke!
Ulhioaly

(S INQYR- TN

a) Wskazaé jedno$é E i zero O tej polgrupy. Udowodnié, Zze dla kongruencji ,,~”
jezeli C~ D,t0 C~0iD ~ 0, Jezeli E~ O lub C ~ E, lub D ~ E, to dla kazdego X
z tabelki X ~ 0.

b) Opisaé wszystkie kongruencje pélgrupy P.

¢) Narysowaé wykres siatki = (P).

6. Udowodnié¢ twierdzenie 7.

7. a) Udowodnic, ze jezeli dla dwéoch kongruencji polgrupy P ~ 3 < ~, (por. zad.
4), to istnieje homomorfizm y polgrupy P/~ na pélgrupg P/~ , taki, Ze

Y Pt = Py

8. Jezeli P jest polgrupa za$ ,,&” dowolna relacja okre§long dla pélgrupy P, to
istnieje kongruencja ,,~ taka, ze: '

o) jezeli A ~ B, to A ~ B.

Kongruencja taka jest na przyklad kongruencja utozsamiajaca wszystkie elementy poi-
grupy P. Udowodnié, ze w zbiorze R < Z(P) (por. zad. 4) istnieje kongruencja najmniej-
sza-0 wlasnodci (x). Kongruencje t¢ nazywamy rozszerzeniem relacji ,,~”, do kongru-
encji.

§ 48. POLGRUPY WOLNE

‘Oméwimy teraz bardzo wazny, zarowno ze wzgledu na zastosowanie
praktyczne jak i rozwazania teoretyczne przyktad pétgrupy.
‘Wezmy sobie jakikolwiek zbior niepusty elementéw, ozmaczmy go
przez X
X= {Xl’ Xz, X3, ...}

13 — Logika dla inzynieréow
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i przez II(X) oznaczmy zbior wszystkich ciagéw dowolnej ‘skoriczonej
dhugosci:
U=Y,Y, .. Y,

ktérych wyrazy ¥, Y,, ... sa elementami ze zbioru X. ,
Ciagi zapisujemy tutaj piszac wyrazy kolejno bez oddzielania przecin-
kami. Liczbe n nazywamy diugosciq ciqgu U. Ciagi dlugosci 1 sktadaja sie
z pojedynczych symboli.
OkreSlmy w zbiorze I1(X) relacje réwnowazno$ci nastgpujaco: Dwa
ciggi réznej dlugosci beda zawsze nierdwnowazne, ciagi za§ U i V rownej
diogosci

U= Y1Y2 oo Yn i V:ZIZ2 cee Zn
beda réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy: “
Y]_:Zl, YZZZZ, ceay Yn:Zn.

(Relacja ta jest wiec po prostu relacja réwnoéci ciagow).

Dzialanie sktadania ciagéw okre§limy nastepujaco:

Diadwoch ciagéow U= Y, Y, ... Y, iV = Z,Z, ... Z, iloczynem U -V
bedziemy nazywacé cigg dhugosci n-+m:

W: Y1 Y2 “ve Ynzlzz'.-. Z

me

Definicj¢ skladania ciagdw mozna by napisaé nastepujaco:
Y Y,..Y)(Z,2,..2)=Y,Y,..Y,Z2,Z, ... Z,

Dzialanie to nosi czesto nazwe konkatenacji (zetknigcia) dwoch ciagéw.

Dowdd tacznosdci dziatania konkatenacji ciagdw nie przedstawia zad-
‘nych trudnoéci. .

Zbidr I1(X) jest wige przy takim okreSleniu dziatan potgrupa. Elementy
X, X;,Xs, ... zbioru X, sa jak juz zauwazyliSmy ciagami o dlugosci 1,
a wiec naleza do II(X). Co wigcej kazdy element 77(X) mozna otrzymaé
z tych elementéw, jako wynik wykonania skoficzonej ilosci skladan.

Pétgrupe I1(X) nazywamy pdigrupg wolnq, zbiér X za$ jej zbiorem wol-
nych tworzqcych. Elementy polgrupy I1(X) nazywamy slowami X,, X,,
X, ...

Zachodzi nastgpujace bardzo wazne twierdzenie.

*
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TWIERDZENIE 8. Dla dowolnej pdigrupy P i dowolnego odwzorowania
W zbioru X w zbior elementow pdigrupy P, istnieje homomorfizm ¢ péigrupy
II(X) w P taki, ze (Y) = u(Y) dla YeX.

Tres¢ tego twierdzenia wyrazamy krotko, moéwiac, ze kazde odwzo-
rowanie zbioru wolnych tworzacych w dowolng pélgrup¢ mozna roz

. szerzy¢ do homomorﬁz_mu catej polgrupy wolnej,

Dowd6d. Niech odwzorowanie p bedzie takie, Ze:

u(X1) =4, p;)=4,,..
Okre§lmy odwzorowanie ¢ nastepujaco: dla UelI(X)
U= X, X, ... Xo, Jest o(U) = A, A, ... A, .
Jasne jest, Zze @(X;) = A, = u(Xy), p(X,) = 4, = u(X,), ... Z definicji

konkatenacji mamy

e(U-V) =o(U)p(¥),
co konczy dowdd. ‘
Jako wniosek z twierdzenia 8 podamy nastepujace twierdzenie:

* TWIERDZENIE 9. Kazda pdlgrupa P jest homomorficznym obrazem pew-

nej pélgrupy wolnej I1(X) (por. zadanie 4).

W innym sformulowaniu mozna by to twierdzenie wypowiedzie¢ na-
‘'stegpujaco. Dla kazdej pdlgrupy P istnieje taka relacja Kongruencji ,,~

> okreslona na pewnej polgrupie wolnej 7 (X), ze potgrupa P jest izomorficzna

z_p(’)lgrupq ilorazowa II(X)/~ (por. tw. 51 7).
 Z twierdzenia tego wynika, ze kazda polgrupe P mozna okrelié przez

_podanie zbioru X wolnych generatoréw pétgrupy I1(X), oraz kongruencji

,~"" takiej, ze II(X)/~ jest izomorficzne z P.

Problem tkwi w tym jak okresli¢ kongruencje ,,~”. Najprosciej to
zrobi¢ przez wypisanie wszystkich par elementéw pétgrupy I1(X) kon-
gruentnych ze soba. Trudnoéé polega na tym, ze pélgrupa ta ma nieskofi-
czenie wiele elementéw (por. zadanie 1) musielibysmy wigc, chcac opisaé
kongruencj¢ ,,~”, poda¢ nieskoriczenie wiele par (U, V), gdzie U, V sa
ciggami symboli z X (elementami pdlgrupy I7(X)) takich, ze

U~V

Musieliby$my mianowicie poda¢ wszystkie takie pary.
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- Streszczenie
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Zbadamy teraz jak mozna tu unikngé podawania wszystkich takich
par a zadowoli¢ si¢ podawaniem tylko niektérych. Na wstgpie podamy
kilka definicji.

DErFINICIA. Zbidr R wszystkich par (U, V) gdzie U, VellI(X) takich,
ze (U, V)eR wtedy i tylko wtedy, gdy U~ V, nazywamy pelnym ukiadem

. relacji okrelajacych pdlgrupy I1(X)/~.

Latwo mozna udowodni¢ nastepujace ,

TWIERDZENIE 10, JeZell R jest peinym ukladem relacji okreslajacych
polgrupy I[I(X)[~, to:

1. (U, U)eR dla kazdego Uell(X);

2. jezeli (U, V)eR, to (V,U)eR;

3. jezeli (U, V)eR i (V, W)eR, to (U, W)eR;

. 4. jezeli (U, V)eR, to dla kazdych K, LeII(X) jest (K-U, K- W)eR
i (UL, V-L)R; ~

5. jezeli pdigrupa II(X)|/~ jest pélgrupq ze skracaniem lewostronnym,
to jezeli (K-U,K-V)eR, to (U, V)eR;

6. jezeli poigrupa I1(X)/~ jest pélgrupq ze skracaniem prawostronnym,
to jezeli (U-L, V-LyeR, to (U-V)eR.

" Dowéd 1-4 wynika z definicji relacji kongruencji (por. par. 46 tego
rozdziatu), dowéd za§ 5 i 6 z definicji pSlgrupy ze skracaniem.
. Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne.

TWIERDZENIE 11. Jezeli R Jest zbiorem par (U, V), U, VelI(X) spel-
nigjgcym warunki 1-4 twietjdzenie 10, to relacja e okreslona nastepujgco:
U~y V weedy i tylko wtedy, gdy (U, V)eR, jest relacjq kongruencji. Uklad
Jest wtedy peinym ukladem relacji okreslajacych pélgrupy IT (X)/r;a

Jezeli zbiér R spelnia dodatkowo warunek 5 (wzglednie 6) to pélgrupa

II(X)/~ jest pélgrupa ze skracaniem lewostronnym (wzglqdme prawostron-
nym). Literatura Malcew, Markow, Davis.

—~ .

Podaliémy definicje pSigrupy wolnej, elementw tworzqcych i relacji
okre§lajacych.
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1. Udowodnié, ze jezeli X jest zbiorem skoriczonym, to elementy péigrupy II (X)
mozna ustawi¢ w ciag nieskoficzony.

2. Pokazaé, ze pblgrupa I1(X) nie ma jednosci. Jedno$é t¢ mozna dolaczyé do p6l-
grupy, dodajac do I7(X) symbol A (tzn. ciag pusty o dlugosci 0) i okreélajac

U-A=A-U=U dla UelllX), A-A=A.

Tak rozszerzona pélgrupa I7*(X) bedzie polgrupa z jednoscia (por. zadanie 3 z par. 39
tego rozdziatu).

3. Udowodnié, ze jezeli P jest plgrupa z jednoscia E, to odwzorowanie ¢* polgrupy
I7*(P) okreslone w nastgpujacy sposéb:

p*(U) =) dla U#A,

o*(A) =
(gdzieg Jest okreslone tak jak w twierdzeniu 8) jest homomorfizmem pélgrupy II*(X)wPp.
‘Wyprowadzi¢ uogdlnienie twierdzenia 8 dla pétgrupy JI*(X).
4. Wezmy pélgrupe P i zbiér X taki, Ze istnieje odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne X na P. Udowodnié, Ze rozszerzenie odwzorowania ¢ do homomorfizmu po6l-

_ grupy I7(X), jest homomorfizmem I7(X) na P.

5. Udowodni¢ twierdzenia 10 i 11, biorac zamiast J7(X) dowolng p6lgrupe ze skra-
caniem.

6. Udowodnié, ze: jezeli do warunkéw 1-4 twierdzenia 10 nalozonych na pelny
zbidr relacji okreslajacych kongruencje

a) dolaczymy warunek:

istnieje W e II(X)takie, ze dla dowolnego K ¢ II(X)(K- W,K) e Ri(W-K,K) € R,
to péfgrupa IT(X)/~ jest pdlgrupa z jednoscia:

b) dolaczymy warunek:

istnieje T eII(X), takie, ze dla kazdego L elI(X) (L-T,T)eR i (T L, 7 eR,

o pélgrupa II(X)/~ jest pblgrupa z zerem.

§ 49. ZAGADNIENIE SLOW

Rozpatrzmy teraz nastepujacy przyklad. Niech P bedzie podlgrupa
zlozong z elgmehtéw A,B,E w ktorej dzialanie mnoZenia okreSlone
jest tabelka

E A B
E | E | 4 B
A A B E
B B E A
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Tabelke te mozna opisaé réwnaniami: --

1) A‘A=B, AB=BA=FE, AE=EA=A,

B.E:E-B___B; E-E=E.

Z réwnodci tych wynika, ze E jest jednoscia polgrupy P, A za$ elementem
tworzacym, to znaczy takim elementem, Ze kazdy inny mozna otrzymac
przez mnoZenie: elementu A przez siebie, wyniku 4-4 przez A4, i tak dalej.
Zamiast réwnoéci (1) mozna by napisaé prostszy uklad réwnosci

) A-A-A-A=4, A-A=B, A-A-A=E.

Wezimy teraz pélgrupe wolng I7(X), gdzie X jest zbiorem zlozonym z jed-
nego elementu Y. Elementami potgrupy I7(X) beda wszystkie ciagi Y, YY,
YYY, ...

Odwzorowanie u takie, ze u(Y) = A, daje si¢ rozsze\rzyé do homo-
morfizmu ¢ pdigrupy I7(X) na P. Na przyklad bedzie p(Y) = 4, (YY) =
=AA=B, o(YYY)=A-A-A=E, za$ ¢o(YYYY)=A-A-A-A= A
i tak dalej.

Kongruencija ~ taka, ze pdéigrupa I1(X )/,7 jest izomorficzna z P i be-
dzie wyznaczona tylko przez jedna réwno$é okreslajaca

YYYY~ Y,

ktéra w zapisie uzywanym w twierdzeniach 10 i 11 przedstawimy naste-
pujaco: :
para (YYYY, Y) jest relacja okreSlajaca.

Peiny uktad relacji okreflajacych dla tej kongruencji quzie zawieral pare
- (YYYY, Y) i bedzie najmniejszym ukladem spelniajacym warunki 1-4
twierdzenia 10, zawierajacym te pare. Latwo opisaé ten uklad.
 Para (U, V)nalezydo Rdla U = YY ... Ydlgoscin,i V=YY .. YYY

dlugosci m wtedy i tylko wtedy, gdy liczby n i m réznia si¢ od siebie wie-
lokrotnoscia tréjki.

Pelny uklad relacji okreSlajacych opisaliémy w tym przypadku jedna
prosta réwnoécia YYYY ~ Y.

Poprzednia uwaga pozwala orzec w kazdym przypadku czy stowa
w Y beda réwne w pélgrupie P. Moéwige precyzyjniej mamy metode roz-

s

| (5) dla kazdych xq, ..., x, {jezeli [f1(x1,
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© strzygnigcia czy zdanie

,,dla kazdego y (jezeli y:y-y:y =y, to y-y..y=yy LYy

jest zdaniem teorii pélgrup czy tez nie, dla wyrazen yy ...y i yy ... yyy
dowolnej dugosci. o -
Postawmy problem ogélniej. Rozpatrzmy zbiér réwnosci

fl(xla -"sxn) =g1(xl’ --.,x”),
B) e

ﬂ(xl, .-.,xn) = gk(xl, ooy xn)
i ré6wnosé

» (4) f(xln"'sxn):g(xl"-',xn)9

gdzie f, 8, f1» «+sSi> 815 ---» 8k 53 Wyrazeniami zbudowanymi ze zmiennyct

X4y, ...,%, 1 znaku skladania. Zagadnienie, czy zdanie

'"sxn) =g1(x17 "'7xn)’
s [l Ly s X)) = 8e(Xe, oy X1, to fxy, eens X)) =g(X1, e X}

jést twierdzeniem teorii czy nie, nazywa si¢ zagadnieniem siow. Jest to za
-gadm'enie, czy z réwnoéci (3) wynika réwnos¢ (4).
Udowodnimy nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 12. Wyrazenie (5) jest twierdzeniem teorii poigrup wted
i tylko wtedy, gdy rownos¢

S(xys s x,) = 8(X1s wens Xp)
mozna otrzymaé z réwnosci (3) i réwnosci typu
© | (X1 oees ) = h(X1s ooy %),

gdzie h dowolne wyrazenie zbudowane ze zmiennych Xy, ..., X, i znaku mnc
zenia przez skoriczonq liczbe operacji @, 8), 9):

(7) przejscie od rownosci k(xy, ...,Xp) = (X1, ..., %) do réwnos
I, over X)) = K(Xps wers X3
t8) ' przejScie od réwnosci kQey, coos X)) = 1(x1,5 eee, %) 0 U(xg5 %)

= 1(Xy, +err X,) do réwnosci k(xy; ..., x,) = t(x1, s X0)s
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9  przejscie od réwnosci k(xy, ...,

xn) = l(xl’ ...,Xn), - =
do réwnosci y-k(xy, ...,x,) = y-I(x,, s Xy)

lub réwnosci k(x,, s X)) Y = I(xqe, .o,

X))y,
gdzie y jest ktorgkolwiek ze zmiennych x,, ..., X,.

Dowéd. Oznaczmy przez E najmniejszy zbidr réwnosci, zawierajacy
réwnosci (3) i wszystkie réwnosci typu (6) i zamkniety ze wzgledu na
operacje (7), (8), (9).

Jezeli ré6wnosé f(xy, ..., x;) = g(xy, .. .»X,) nalezy do E to zdanie (5)
jest twierdzeniem teorii, gdyz jest konsekwencja aksjomatéw réwnosci
1 teorii polgrup.

Rozwazmy przypadek, gdy réwnosé

(10) SCGoys o x) = g(xq, o0y x,) ~
nie nalezy do E.
- WeZmy pdlgrupe wolng I7(X), gdzie X jest zbiorem zlozonym z ele-
mentéw Xi, ..., X,. Mamy nastepujacy ukiad relacji okreslajacych:

para (k(X 15 -5 X)), (X, ..., X)) nalezy do R wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnosé k(xl, s X)) = l(xl, .--»X,) nalezy do E (spelnia jak tatwo

wida¢ warunki 1-4 tw1erdzema 10). Na mocy twierdzenia 11, E jest pelnym

ukladem okreslajacym pétgrupy IT X))z

Jezeli (10) nie nalezy do E to, z uwagi na to co powiedziano w poprzed-
nim akapicie, kongruencja f(Xi, ..., X, 2D % &(Xi, ..., X,) nie zachodzi.
Elementy f(X;,...,X))igXy, ..., ,,) (a dokladniej ich'klasy abstrakcji
dla relacji ,,%"), sa w pStgrupie IT (X)/®” rézne, choé wobec zachodzenia

kongruencji’

SilXy, o, X)) R ei(Xys -on, X)), s JelX1s o, X)) R 8 X1y .y X))
W polgrupie tej zachodza réwnosci |

SilXy, o X)) =g, (X1, ., X)), o, SilX1, oy X)) = g (X4, ..., X))

Zdanie (5) jest wiec falszywe w modelu bedacym pdlgrupa II(X)/3” nie
jest wiec twierdzeniem teorii pdéigrup.
Dowdd twierdzenia 12 zostal wiec zakonczony.

_jaka§ pélgrupe P, majaca elementy A,, ..

4 : 'ti,...,ﬁc;'gl,...
4.,
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- Twierdzenie 12 umozliwia wigc badanie, czy z réwnosci stow (3) wynika.
réwnosé stéw (4). Jezeli tak jest (tzn. zdanie (5) jest twierdzeniem teorii),
to twierdzenie 12 méwi, ze wykonujac kolejno rézne moziliwe operacje
(), (8), (9) na stowach (3) otrzymamy stowo (4). Jezeli jednak wykonujac
nawet bardzo wiele takich operacji stowa (4) nie otrzymamy, to nie bedziemy
pewni, czy wykonujac jeszcze pewna liczbe takich operacji nie otrzymamy
stowa (4). Inaczej] moéwiac nie bedziemy mogli stwierdzié¢ czy zdanie (5)

_nie jest zdaniem teorii.

Zachodzi nastepujace wazne tw1erdzen1e, ktore zacytujemy bez dowodu.
(L1t Malcew, Markow, Davis).

TWIERDZENIE 13. Zbior zdar typu (5) jest nzerozstrzygalny Nie ma

twierdzeniem teorii czy tez nie.

. Twierdzenie to ma pewne wazne pra.ktyczne konsekwencje. Jezeli mamy
» 4, i by¢ moze jeszcze jakie$
inne i jezeli mamy w pdlgrupie tej réwnosci okreéla]qce
fl(Alau aAn)‘—gl(A19“'aAn)s cers f;c(Ala---’
Jo na.ogét nie mamy zadnej ogdlnej metody pozwalajacej przy dowolnych
» 8xs /> g stwierdzié czy elementy
o fdy, ..., A4) 1 g(44, ..., 4,)
sa rowne, czy tez nie.

W przykladzie podanym na poczatku tego paragrafu byla metoda
sprawdzania czy dowolne dwa elementy pdlgrupy, zapisane za pomoca
iloczynu elementéw 4, sg réwne, czy tez nie.

‘Ale na przyklad dla nastgpujacej polgrupy majacej elementy tworzace
A,B,C,D, F i réwnoéci okreslajace:

AC = C4, BD = DB,

: | AD = DA, FCA = AF,

b BC = CB, FDB = BF,
| ABAC = ABACF

kY

 algorytmu, ktdry pozwalal by stwierdzié, czy dowolne zdanie typu (5) jest \

Au) = gk(Al’ R ] An),‘

me ma metody stw1erdzen1a dla dowelnych dwéch stéw fi g czy elementy '

f(A B.C,D F) i g(4,B,C,D,F) sa réwne czy tez nie (zob. Ceitin 3).

i
)
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Streszczenie

ZajmowaliSmy si¢ wyznaczeniem -polgrupy przez podanie elementow
tworzacych i relacji okreslajacych i zagadnieniem réwnosci stow. Zagad-
nienie réwno$ci stow jest nierozstrzygalne.

Ziadania

1. Udowodnié, postugujac si¢ aksjomatami rownosci i aksjomatami teorii polgrup, ze
jezeli  f(xy,...,x,) = g(x4,..., X,) nalezy do E, to zdanie (5) mozna wyprowadzi¢
za pomoca aksjomatow.

2. Udowodni¢, ze jezeli zbiér E* jest najmniejszym zbiorem zamknigtym na ope-
racje (6)—(9) i na operacje przejscia od rownosci
~
By, ey Xp) KXy iy X)) m(Xyg, ooy Xp) = h(Xg5 i Xp) 1001, ooy XY M(Xy, ooey Xp)

do réwnosci

kg, oo, xp) =1(xg, ..., Xp),
to r6wnosé f(xy, ..., xX,) = g(x4, ..., x,) nalezy do E wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie
(5) jest twierdzeniem teorii polgrup ze skracaniem.

Uwaga. Zagadniem'e stow dla teorii pélgrup ze skracaniem jest nierozstrzygalne.
Zob. Malcew, Markow, Davis.

3. Niech P bedzie polgrupa przemienna z jednoscia E o elementach tworzﬁicych
Ay, ..., A, 1 relacjach okre$lajacych

A’{'1=E, veey A™ =E,
n

Udowodni¢, ze P ma dokladnie m; - m,, ..., myelementéw. Podaé warunek konieczny
i dostateczny na to, zeby dwa stowa byly réwne.

: Rozdziat 9

ALGORYTMY

Wiele dzialéw matematyki znajduje ostatnio rdzne zastosowania poza-
matematyczne, giéwnie w teorii maszyn matematycznych. Wydaje sig¢

jednakze, iz dzigki maszynom matematycznym najwigksze zainteresowanie

budzi pojecie algorytmu. Pojecie to przezywa swa druga — a wlasciwie

‘trzecia — mtodo$é.

" Pierwszy etap rozwoju pojecia algorytmu liczy juz kilka tysiecy lat.
Rozpoczat si¢ on chyba wraz z powstaniem pierwszych pojeé matematycz-
nych i trwal mniej wigcej do roku 1930. Matematyka tego okresu polegata
gléwnie na poszukiwaniu, algorytméw rozwigzywania réznych zadari. W.sta-
rozytnosci, wraz z rozwojem pojecia liczby, rozwijaly si¢ metody wykony-
wania dzialan na liczbach, dodawania, odejmowania, a pézniej mnoZenia
1 dzielenia. Dalszy okres to algorytmy rozwiazywania réwnan algebraicz-
nych, réwnan rézniczkowych, czy tez uktadéw réwnan liniowych. Réw-

_ nolegle réwniez poszukiwano algorytmdéw rozwigzywania réznych pro-

bleméw geometrycznych. Przykladem jest znany powszechnie problem
trysekcji kata, We wszystkich tych przypadkach chodzito o podanie metody
rozwigzania okreslonej klasy problemdéw. Wydawalo sie wéwczas bowiem,
Ze znalezienie odpowiedniej metody do rozwiazywania jakiego$ zagadnie-
nia jest tylko kwestia czasu. Jezeli nie jest ona znana dzi§, sadzono, Ze na
pewno znajdzie si¢ ja pézniej. :
"Drugi okres, nalezatoby wladciwie zaczaé liczyé od Hilberta, ktdry
postawil ogdlne problemy dotyczace istnienia algorytméw rozwiazywania

- pewnych ‘problem6éw — sam zreszta prawdopodobnie nie podejrzewajac,

Ze moga one nie istnieé. Za whasciwy poczatek tego okresu nalezy jednak
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uwaza¢ intensywny rozwdj podstaw matematyki w latach trzydziestych
naszego stulecia, a w szczeg6lnosci rezultaty Godla, Turinga, Posta i inne
dotyczace niezupelnosci i nierozstrzygalnoéci sformalizowanych teorii ma-
tematycznych. Pojecie algorytmu w tych badaniach odgrywa centralng
role. Po burzliwym poczatku nastapit jednak doéé szybko okres wyczér-
pania si¢ tej problematyki i mozna chyba uwazaé, ze zakoriczyl si¢ on
w zasadzie w latach czterdziestych. Nie znaczy to oczywiscie, ze dzi§ nie
prowadzi si¢ prac nad rozstrzygalnosdcig czy pelnoéciag teorii matematycz-
nych, podobnie zreszta nadal poszukuje si¢ algorytméw rozwigzywania
pewnych zadai — jednakie obecne badania w dziedzinie podstaw nie
przyczyniaja si¢ do glebszego zrozumienia pojecia algorytmu. Pojecie
algorytmu zostalo sprecyzowane w obecnej postaci na poczatku okresu
drugiego 1 do dnia dzisiejszego nie uleglo ono zmianie.

Okres trzeci rozpoczal sie w latach pieédziesigtych wraz z powsta-
niem maszyn matematycznych. Korica tego okresu chwilowo nie widaé.
- W zwiazku z réznorodnym zastosowaniem maszyn matematycznych pow-
stala olbrzymia liczba bardzo skomplikowanych algorytméw. Uwaza sie,
Ze mieszcza si¢ one w ogblnej koncepcji algorytmu podanej w zwiazku
z badaniami podstaw matematyki, chociaz nikt tego wlaéciwie nie zbadat
dokladnie i by¢ moze mozna by mie¢ watpliwosci odnosnie takiego sta-

nowiska. Okres ten podobny jest wigc do okresu pierwszego, gdyz chodzi -

tu réwniez o poszukiwanie algorytméw, jednakie réznica miedzy tymi
okresami polega na tym, Ze obecnie nie chodzi o znalezienie jakiegokol-
wiek algorytmu, a algorytmu o specjalnych wlasnosciach. Nie kazdy algo-
rytm jest jednakowo dobry do zastosowan maszynowych. Struktura tych
algorytméw rézni si¢ zasadniczo od algorytmdéw poszukiwanych w pierw-
szym okresie. Obecne zastosowania maszyn zwrdcily uwage na strukture
algorytméw. O ile dla badacza podstaw stwierdzenie, ze jakie$ zagadnienie
jest rozwigzywalne algorytmicznie jest zakoficzeniem pracy, o tyle z punktu
widzenia zastosowan stwierdzenie tego faktu jest dopiero poczatkiem badan.
Nie kazdy algorytm jest jednakowo przydatny do celéw maszynowych.
Jednakze co to znaczy, ze jeden algorytm jest ,,Jepszy” od innego algo-
rytmu — do tej pory nie bardzo wiadomo. Wydaje si¢, ze aby na to pytanie
odpowiedzie¢ konieczne jest znacznie glebsze wniknigcie w strukture
réznorodnych algorytméw, dostarczonych przez praktyke zwiazang z uzyt-
kowaniem wspdlczesnych maszyn matematycznych. »
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Niewatpliwie w ciagu najblizszych kilku lat powstanie czwarty etap
T0ZWOju pojecia algorytmu, polegajacy na jakiej§ syntezie olbrzymiego
i réznorodnego materialu dostarczonego przez uzytkowanie maszyn mate-
matycznych oraz prébie stworzenia ,,nowej” teorii algorytméw badajacej
wlasnosci algorytméw o réznych strukturach z punktu widzenia ich reali-
zowalnoéci okre§lonymi $rodkami. Takze samo pojecie algorytmu,

W zwiazku z obecnymi jego zastosowaniami, wymaga réwniez $cislejszego

okreélenia. :

Jak pamigtamy uniwersalnym jezykiem matematyki, w ktérym mozna
sformutowaé kazdy problem matematyczny jest rachunek zdan i rachunek
kwantyfikatoréw. Przeprowadzanie rozumowan matematycznych sprowa-

.dza si¢ do formalnego przeksztalcania wyrazen, nalezacych do obu tych

rachunkéw. Jezyk matematyki zostal oczywiscie tak zbudowany, aby
mozna bylo w nim wyraza¢ dowolne fakty matematyczne, jednakze jezeli
pbminiemy strong znaczeniowa tego jezyka, to na teorie matematyczne
mozemy réwniez spojrze¢ jako na metody przeksztalcania symboli w mysl
okreslonych regul. Jakkolwiek taki punkt widzenia nie pozwala na glebsze

~ wnikni¢cie w sens teorii matematycznych, to jednak niektére problemy

zwigzane ze struktura teorii matematycznych moga by¢ na tej drodze
rozwigzane. Dlatego tez matematycy zainteresowali si¢ ogdlnymi zasa-
dami przeksztalcania symboli i badaniem mniektérych -wlasnodci takich
systemow, majac miedzy innymi na uwadze zastosowanie wynik6éw uzyska-

. -mych na tej drodze do interesujacych ich ,,prawdziwych” teorii matematycz-
nych.

- W rozdziale tym przedstawimy trzy najwcze$niejsze historycznie syste-
my przeksztalcania symboli, powstale w latach 1910-1943. Systemy te

b‘z‘o,ﬂsta%y podane przez Thuego, Posta i Markowa. Stanowia one do dzisiaj

podstawe wielu kierunkéw badari zwigzanych z teoria algorytmdw, a po-
nadto prébujé si¢ je zastosowa¢ do jezykéw maszyn matematycznych,
lingwistyki matematycznej i innych. Dlatego Czytelnik zainteresowany
zastosowaniami logiki moze zetknaé si¢ latwo z problematyka, ktéra
zainicjowali Thue, Post i Markow. Stad tez zaczynamy cze$é¢ poswie-

- cona pojeciu algorytmu od przedstawienia ich idei. Nie bedziemy sie jed-

nakze interesowali strona matematyczng tych zagadnier, a raczej zwro-
cimy uwage na sama struktur¢ mechanizmu przeksztalcania symboli
w. tych systemach.
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§ 50. ZAGADNIENIE SEOW -

Problem, ktéry przedstawimy w tym paragrafie, postawil w latach
1910-1914 matematyk norweski Axel Thue. Problem ten byl badany szcze-
gélowo, migdzy innymi przez Markowa, Nowikowa [1955] i Cejtina.
Z problemem tym zapoznalismy si¢ juz w § 49 w zwigzku z omawianiem
teorii pélgrup. Spojrzymy jeszcze raz na ten problem z nieco innego punktu
widzenia.

Alfabetem A bedziemy nazywali skoniczony zbidr réznych symboli a,,
azs, ..., @,. Zgodnie z przyjetym sposobem oznaczania zbioréw zapiszemy

A={ay,a,,...,a,).
Elementy alfabetu bedziemy nazywali literami. Kazdy skoficzony ciag liter
@iy Gy ooy O

nalezacych do ustalonego alfabetu A nazwiemy slowent w alfabecie A.
Stowa bedziemy oznaczali P, @2, R, S, T itd. ewentualnie ze wskaznikami
u dohu. Wprowadzimy réwniez pojecie slowa pustego, tj. stowa nie zawie-
rajacego zadnego symbolu. Slowo puste oznaczymy symbolem &. Zbidr
wszystkich stéw w alfabecie 4 oznaczymy przez A*. Liczbg symboli w sto-
wie P nazwiemy dlugoscig stowa P i oznaczymy przez d(P). Bedziemy méwili
ze stowo P zawiera sig w stowie Q, symbolicznie P < 0, jezeli stowo Q ma
posta¢ RPS, przy czym stowa P, Q, R, S, naleza do ustalonego alfabeti1 4.
W szczegdlnosci stowa R i S moga by¢ puste. '
Na przyktad, przyjmijmy jako alfabet nastgpujacy zbidr liter

A 1 = {a N b . C} .
Stowami w alfabecie 4, beda np. nastgpujace ciagi liter
aaaa, cabbc, bbca.

Stowo aa zawiera si¢ w stowie aaaa, trzy razy w aacaaaa, stowo za$§ ab za-
wiera si¢ w stowie cabbe,
Niech R bedzie skoriczonym zbiorem par stéw

R,: X,—Y,,
R,: X,—7%,, ‘
takich, ze X;, Y;e 4*. W szczegSlnosci X, badz Y; moze byé stowem pustym.

§ 50. Zagadnienie slow 20

Parg stéw X,—7Y,; bedziemy rozumieli jako nastepujaca regulge prze
pisywania stéw: jezeli stowo P ma postaé RX,S, to wolno nam w stowic
P zawierajace si¢ w nim stlowo X; zastapié stowem 5> otrzymujac w ter
sposob nowe slowo RY,S. Podobnie w stowie RY,S mozemy zastapi¢ Y
przez stowo X;, otrzymujac w rezultacie stowo RX.S. Bedziemy wtedy
moéwili, ze reguta X;—Y; jest stosowana do stowa P,

W ten sposéb okresliliSmy zasady przeksztalcania stow, pozwalajace
z jednych sléw otrzymywaé nowe slowa za pomoca ustalonych regul
przeksztatcania.

Zbiér A* wraz ze zbiorem R bedziemy nazywali rachunkiem siow.
Rachunek stéw jest wigc okreSlony przez podanie alfabetu oraz zbioru
regul przeksztalcania stéw. W dalszym ciagu podamy prosty przykiad
rachunkéw stéw.

PRZYKLAD. Przyjmijmy nastgpujacy alfabet

A, ={a,b,c}
oraz trzy reguly przepisywania

R;: aa—b,

R,: ac—a,

Ri: aaa—c.

- Do slowa np. abac mozemy zastosowaé regule R,, otrzymujac stowo
- aaaac. Przebieg przeksztalcania stéw bedziemy zapisywaé podobnie jak

to czynilismy w dowodzeniu twierdzen, piszac stowa w kolejnych nume-
. rowanych wierszach i podajac w kazdym wierszu numer zastosowanej
reguly przeksztalcenia oraz numer wiersza, w ktérym zapisano wynik

" przeksztalcenia:

1. abac. Ry,2;

2. aaaac  Rj, 3;

- .-3:  cac R,,4; .

: 4. ca.

. W’ kaZdjm stowie podkreslono stowo w nim zawarte, do ktérego zastoso-
_ wano regule przeksztalcania. Przeksztalcanie to mogliby$§my kontynuowad
" dalej. ‘



208 - 9. Algorytmy

Jezeli stowa P i 0 maja odpowiednio posta¢ RX,S i UY;W, oraz para
X,—Y,; jest regula rachunku stéw, to stowa P i Q nazywamy slowami
sqsiednimi i zapiszemy P = Q. Stowa T i S nazwiemy réwnowaznymi ze

wzgledu na zbidr regut R i zapiszemy T ~ S, jezeli istnieje taki cigg stéw -

P, P, .., P

ns
ze P, jest identyczne z T, a P, jest identyczne z S'i dla kazdego i,1 < i < n,
P; =P, . Ciag PI,\PZ, ..., P, bgdziemy nazywali wywodem sfowa S ze
stowa T. Oczywiscie jezeli Py, P,, ..., P, jest wywodem stowa S ze stowa
7T, to P,,P,_q, ..., P; jest wywodem stowa T ze stowa S.

W podanym powyzej przykladzie wywéd stowa ca ze stowa abac bedzie
mial postaé

abac = aaaac = cac = ca.

A wigc stowa abac i ca sa réwnowazne ze wzgledu na uklad regut R, R,, R;.
W rachunku stéw istnieje nastgpujacy zasadniczy problem:
Zadany jest rachunek stéw {4, R>. Dla dowolnych dwu stéw P, Qe 4*
poda¢ metode rozstrzygania, czy stowa P i Q sa réwnowazne ze wzgledu
na reguly R czy nie.

Jak wykazano problem ten ogdlnie jest nierozstrzygalny, tj. nie mozna

poda¢ w ogélnym przypadku metody, ktora by pozwolita stwierdzié, czy

w tym rachunku dowolne dwa stowa sa rownowazne czy nie (innymi stowy -
nie mozna podaé algorytmu rozwigzania) (poréwnaj § 49). Jednakze dla -

niektérych przZypadkéw metoda taka istnieje. Rozpatrzymy jeden taki
przypadek z punktu widzenia struktury algorytmu rozwigzania tego zadania.
Zalézmy mianowicie, ze dla kazdej reguly zachodzi zalezno$é

dx) = d(x),

co znaczy, ze w kazdej regule liczba symboli w jednym i drugim stowie
Jjest jednakowa (oczywiscie w kazdej regule moze ona byé inna). Wtedy

problem stéw jest rozstrzygalny z nastepujacego powodu: jezeli stowa

P i Q s3 réwnowazne, to istnieje cigg
'(1) P0=P1=P2=P3=...=Pr=Pr+l,

w ktérym P, oznacza P, natomiast P,,, oznacza (. Poniewaz zastoso-
wanie jakiejkolwiek reguly nie zwieksza liczby symboli w stowie, wiec
wszystkie stowa P maja jednakowa dlugosé. -

F
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Z uwagi na to, Ze mozna przyjacé iz, wszystkie stowa ciagu (1) sg rézne
wiec
r<lf=M,

gdzie I — dlugo$é stowa P, a k — liczba symboli alfabetu. Wobec tegc
liczba ciggéw, zaczynajacych sie¢ od P i koniczacych si¢ na @ jest skoriczona
Tym samym problem stéw dla tego przypadku jest rozstrzygalny. Mam;
bowiem skoficzona liczbg ciagéw do przejrzenia i sprawdzenia, czy wérdc
nich znajduje sie ciag typu (1). A wigc mamy metode sprawdzenia, czy stow:
P i Q sa réwnowazine, czy tez nie. Algorytm tego postepowania mogli

bySmy wiec zapisa¢ w postaci wskazdwek:

Wiskazéwka 1. Wypisz wszystkie mozliwe ciagi réznych stéow litero
wych_postaci

P,Q,
P9P1,Q9
(2) P9P13P2’Q9

P5P19P25 '“7Pr5 Q'

Wskazéwka 2. Sprawdz, czy wsréd wypisanych ciagéw istnieje ciag
dla ktérego zachodzi

(3) P=P1=P2=...=Pr=Q, OSI'SM.

Wskazéwka 3. Jezeli wirdd ciggéw (2) istnieje ciag postaci (3), tc
daj odpowiedz ,,slowa P i Q sa réwnowazne” — jezeli wsrdd ciagév

'(2) nie ma ciggu postaci (3), to daj odpowiedz? ,,stowa P i Q nie sag réwno

wazne”.

Wskazéwki 1, 2 i 3 dotycza czysto formalnych manipulacji na sym
bolach. Do ich wykonania nie potrzeba rozumieé¢ problemu stéw. Ab:
wigc rozwiaza¢ problem stéw w tym przypadku, moZzemy kogo$§ pouczyé

'w jaki sposéb ma wypisaé wszystkie ciagi typu (2), jak ma nast¢pnie spraw

dzaé, czy wérdd nich znajduje si¢ ciag postaci (3) i zaleZzoie od otrzymaneg:
wyniku, jaka ta osoba ma daé¢ odpowiedz. Kazda ze wskazéwek 1, 2, .
mozna jeszcze dokladniej rozbi¢ na szereg bardziej szczegétowych wska
zéwek tak, ze caly przebieg postepowania bedzie zupelnie jasny dla kaz

14 — Logika dla inZynieréw
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dego. Taki wladnie przepis postepowania mamy na mysli, mdwiac o algo-
rytmie rozwigzywania jakiego§ zagadnienia. Do postepowania wedhlug
algorytmu nie trzeba rozumieé tresci rozwu;zywanego zagadnienia, wystar-
czy tylko $cisle wypetniaé podane w algorytmie wskazéwki.

Gdybysmy chc:1eh rzeczyw1501e W podany sposéb rozstrzygac czy slowa
sa réwnowazne, czy nie, musieliby§my si¢ solidnie napracowad, a czesto
praktycznie nie byhbysmy w stanie w Jjakim§ rozsqdnym czasie wykonaé
tak duzej liczby operacji na symbolach, jaka jest wymagana dla rozwigzania
tego zagadnienia. Sa to liczby niemal astronomiczne (patrz zad. 1 tego
paragrafu). Podany algorytm jest wigc dobry, gdy chcemy stwierdzi¢ poten-
cjalng mozliwo$é sprawdzenia réwnowaznosci stéw, natomiast gdyby$my
cheieli rzeczywidcie algorytm ten zrealizowaé, zadanie to przy podanym
algorytmie bedzie na ogét praktycznie niewykonalne, nawet gdybysmy do
niego zastosowali nowoczesne szybkie maszyny matematyczne.

W réznych teoriach matematycznych czesto zachodzi potrzeba stwier-
dzenia, czy jaki§ problem jest rozstrzygalny czy nie. Wystarczy wtedy
udowodni¢ istnienie odpowiedniego algorytmu, nie zajmujac si¢ blizej
jego mozliwoscia praktycznego wykonania,

W zastosowaniach logiki, szczegdlnie w maszynych matematycznych _

1 w teorii jezykéw, réwniez wystepuje bardzo czesto konieczno$é rozwiaza-
nia problemu stéw dla zadanego alfabetu i zbioru regut przeksztalcania,
Jednakze nie chodzi nam wtedy tylko o stwierdzenie, czy problem jest
rozstrzygalny, ale réwniez o znalezienie algorytmu rozstrzygania w takiej
postaci, aby byt on realizowalny $rodkami, ktérymi dysponujemy.

Dla rozwazanego tu przykladu mozna podaé znacznie prostszy algo-
rytm postgpowania, np. taki: dla zadanego stowa P nalezy utworzyé zbi6r
wszystkich stéw sasiednich (jest ich oczywiscie liczba skoficzona) i spraw-
dzi¢, czy istnieje wéréd nich stowo Q. Jezeli nie istnieje, dla kazdego slowa
sasiedniego P znalez¢ zbidr stéw sasiednich itd. Poniewaz liczba réznych
stéw, ktére mozemy w ten sposéb otrzymaé jest skoficzona, wezesniej
czy poiniej natrafimy na stowo Q. Ten algorytm jest znacznie prostszy
- od poprzedniego, wymaga znacznie mniej pracy i liczby operacji, ktoére
nalezy wykonaé dla. sprawdzenia réwnowaznosci' stéw P i Q. Nalezy
zwr6ci¢ uwage, aby tworzac zbidr stéw sasiednich dla danego stowa nie
wypisywac stéw, ktére Zostaly otrzymane juz poprzednio, gdyz w przeciw-
nym przypadku mogliby$my procesu tworzenia nowych stéw w ogéle nie

- dodatkowy klopot polegdjacy na tym, ze po otrzymaniu kazdego nowego
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skoticzyé, powtarzajac cyklicznie te same czynnosci. Dochodzi wigc tutaj

stowa musimy sprawdzi¢, czy w trakcie dotychczasowego postepowania
nie zostato ono juz utworzone. W sumie algorytm ten jest jednak prostszy od

- algorytmu poprzedniego. Mozna si¢ zastanawiaé, czy nie istnieja jeszcze

inne algorytmy, jeszcze bardziej przydatne do praktycznej realizacji.
Zagadmeme upraszczania algorytmow jest jednym z gléwnych problemow
teorii maszyn matematycznych.

Streszczenie

Problem sléw polega na podaniu metody rozstrzygania, czy dowolne
dwa stowa sg réwnowazne ze wzgledu na zadany uklad-regut przeksztal-
cania stéw, tzn. czy jedno z nich mozna otrzymaé z drugiego przez prze-

."ksztalcanie za pomocg odpowiednich regut. W ogdélnym przypadku pro-

blem ten jest nierozstrzygalny, natomiast przy specjalnych zalozeniach
upraszczajacych algorytm rozstrzygania dla problemu stéw istnigje.

__ Zadania

. 1. a) Obliczy¢, postugujac si¢ wzorami podanymi w § 31 z rozdzialu V, ile w alfa-
becie zlozonym z n liter jest ciagdw o dlugosci < d.
. - b) Obliczy¢, ile réznych ukiadéw ciagéw P, Q, P, Py, Q, ..., P, Py,.
d(P) d(Q) = d(P;) = d mozna wypisaé, w zaleznoéci od:
hczby liter w alfabecie,
dhugosci d,
liczby skladnikéw réownej M--2.
2. Przmeu_]qc reguly ab—ba, ac—ca, bc—ca zbadaé czy slowa
a). .abac i beac,
b)) abe i abb
sg rOwnowazne.
Wypisa¢ wszystkie slowa posrednie uzyte w tym sprawdzeniu.

--’PM’ Q,gdZié

-§ Si. JEZYKI POSTA

Obecme zapoznamy si¢ z nieco innymi systemami przeksztalcania

‘ 7symboh podanymi przez matematyka amerykanskiego Emila Posta [1943],
[1946], [1947], w latach 1920-1943. Systemy te nazywamy jezykami Posta.
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Jezyki Posta sa réwniez dzisiaj intensywnie studiowane w zwigzku z teorig
maszyn matematycznych, podobnie jak systemy Thuego. Post rozpatrywat
trzy rodzaje jezyk6w, ktdére kolejno oméwimy.

1. Jezyki kanoniczne Posta. Podobnie jak w poprzednim para-
grafie, A bedzie skoficzonym alfabetem, a skoriczone ciaggi symboli tego
alfabetu beda stowami, ktére bedziemy podobnie jak poprzednio oznaczali
literami P, Q, R, S, itp. W zbiorze stéw A* wyroznimy skoriczony pod-
zbiér B wyrazen, ktére nazwiemy wyrazeniami pierwotnymi (lub aksjo-
matami). Zbiér B zawiera réwniez ciag pusty o.

Jezykiem kanonicznym Posta bedziemy nazywali uklad <4, B, R>, gdzie

A jest alfabetem, B — zbiorem wyrazen pierwotnych, R za$ jest skoficzonym
zbiorem regul przeksztalcania symboli postaci:
A1 X11412X55 ... 1n1X1n1A1n1+1
A21X21A22X22 ‘ A2n2X2n2A2n2+1
QO
Akl Xkl Ak2 Xk2 .. Aknk ank Aknk-i- 1
A1 X A X, ... A, X, A4,

Reguly typu (1) sa nazywane produkcjami. Litery A ze wskaznikami ozna-
czaja dowolne wyraZenia pierwotne, A;, A;eB, natomiast litery X ze
wskaznikami oznaczaja dowolne skonczone ciagi symboli nalezgce do
zbioru A*—B. Elementy zbioru A*—B sa nazywane danymi produkcji
(albo przeslankami produkcji), natomiast cigg pod kreska w wyrazeniu (1)
Jjest nazywany bezposrednim produktem danych (albo bezposrednim wnio-
skiem z przeslanek). Zakladamy ponadto, Ze kazda zmienna X, wystepu-
jaca w produkcie bezpoérednim, wystepuje chociaz w jednej z danych
produkcji — oraz, ze kazda z danych oraz produkt bezposredni zawieraja
cho¢ jedna zmienna.

PRzZYKLAD 1. Przyktad jezyka kanonicznego. Jako alfabet przyj-
miemy
1= {aa b ) C} s
Jjako zbidr za§ wyrazed pierwotnych, nastgpujage wyrazenia

B,: ab, B,: aa, B;: oac. »
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Jako jedyna produkcje¢ w tym przykladzie weZmiemy regule

R;: B, XB,
B, XB,

B, XB,

-Regule R; mozemy tez napisaé w postaci

R;: abXaa \
abXac

aaXac

Regula ta znaczy, Ze jezeli mamy dwa ciagi postaci abXaa oraz abXac,
gdzie X oznacza dowolny ciag liter a, b, ¢ z wyjatkiem ciagdw, ab, aa oraz
ac, to zamiast obu danych mozemy napisaé ciag aaXac. Na przyklad

abccabcaa

abccabceac

aaccabcac

Podkreslone ciagi sa wyrazeniami pierwotnymi. Produkcja pozwala wiec
tworzy¢ z danych ciagéw symboli nowe ciagi.

- ‘Wszystkie wyrazenia, ktére mozemy otrzymaé z wyrazefi pierwotnych
przez wielokrotne stosowanie produkcji dopuszczalnych w jezyku — be-~

- dziemy nazywali twierdzeniami Jezyka. Méwigc nieco dokladniej, ciag stéw

Py, P,, ..., P,

o nazwiemy dowodem ciqgu P, w jezyku J, jezeli dla kaidego i (1 <i< n)

i P, jest dane, albo istnicja takie ciagi P,I,P,z,
L bczposrequ produkcjg ciagéw PP,
» jako stowo wyjSciowe wyraZenia plerwotne J@zyka oraz dobierajac na
5.'_-zmlenne odpow1edme stowa jezyka musimy za pomoca dopuszczalnych
| 'produkc,u, wyprodukowa¢ twierdzenie, o ktére nam chodzi.

wes Py i <4, Ze P jest
-» P, . To znaczy przyjmujac
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Jezyk Posta ma charakter uniwersalny. Zaleznie od przyjetego alfabetu
oraz produkcji i wyrazefi pierwotnych mozemy otrzymaé rézne jezyki

matematyczne. Dla jezykéw kanonicznych Posta istnieje nastgpujacy -

problem: dla dowolnego jezyka ‘kanonicznego {4, B,R) i dla stowa

nalezacego do 4* podaé metode rozstrzygania, czy stowo to jest twierdze- .

niem w tym jezyku, czy nie.

Problem ten w ogélnym przypadku jest nierozstrzygalny. Whprawdzie
mozna, postugujac sig produkcjami, produkowaé kolejno wszystkie moz-
liwe twierdzenia dla kazdego jezyka kanonicznego Posta, jednakze nie
istnieje algorytm pozwalajacy znalezé dowdd dla z géry zadanego slowa
tego jezyka lub stwierdzié, ze stowo nie jest twierdzeniem. Z punktu widze-

‘ nia zastosowarn, interesujgce sa takie jezyki kanoniczne Posta, dla ktérych
istnieje algorytm rozstrzygania, czy dowolne stowo jest twierdzeniem czy
nie. W takim przypadku pojawia si¢, podobnie jak i w systemie Thuego,
problem struktury algorytmu rozstrzygania, tj. poszukiwanie algorytméw
efektywnie wykonywanych okre§lonymi $rodkami. W ogdlnym przypadku
bowiem dla jezykéw rozstrzygalnych Posta, poszukiwanie dowodu spro-
wadza siec réwniez do sprawdzenia skoriczonej liczby ciagéw stow, czy sa
one dowodami czy nie dla zadanego slowa. Jednakze w niektérych przy-
padkach jezykéw rozstrzygalnych, dowody te mozna znalezé w prostszy

spos6b, bez koniecznosci rozpatrywania bardzo duzej liczby przypadkow. .

Szukanie takich jezykéw jest wazne z punktu widzenia zastosowan.

2. Jezyki normalne Posta. Post wykazat, ze kazdy jezyk kano-
niczny moze byé zredukowany do jezyka normalnego, ktory jest takze
jezykiem kanonicznym specjalnej postaci. Znaczy to, ze dla kazdego
jezyka kanonicznego mozna dobraé taki jezyk normalny, ze kazde twier-

dzenie ustalonego jezyka kanonicznego jest réwnieZ twierdzeniem odpo- |

wiedniego jezyka normalnego i odwrotnie. Jezykiem normalnym Posta
bedziemy nazywali taki jezyk kanoniczny, w ktérym istnieje co najmniej
jedno wyrazenie pierwotne i kazda produkcja ma postaé

A X
X4,

gdzie A; i A, sg wyrazeniami pierwotnymi oraz X jest dowolnym slowem
réznym od A; i A,. Zamiast pisaé produkcje w postaci jak wyzej, wy-

R o
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. godmej jest w-tym przypadku przyjaé nastgpujacy sposéb zapisu:

A X — XA,.

W ten. sposéb problem rozstrzygalnosm dla jezykéw kanonicznych jest
sprowadzony do problemu rogstrzygalnosci dla jezykéw normalnych.
Warto zauwazyé, ze produkcje w jezykach normalnych Posta sa o wiele
prostsze od produkcji w jezykach kanonicznych. Gdybysmy wigc rzeczy-
wiscie chcieli realizowaé jakie§ algorytmy, a nie interesowali si¢ oboma
jezykami tylko z punktu widzenia rozstrzygalnosci, to jezyki normalne

! niewatpliwie bardziej interesujace od jezykéw kanonicznych. Rozpa-

trzymy prosty przykiad jezyka normalnego.
PrzykiAD 2. Niech alfabet skiada si¢ tylko z dwu liter @ i b:

= {a, b}.
Jako wyrazenia pierwotne przyjmiemy

B,: aa,
B,: bb.

Produkcja w tym jezyku bedzie reguta
R,: aaX— Xbb.

Sprawdimy, czy stowo aaaabbbb jest twierdzeniem rozpatrywanego jezyka

normalnego. Aby bylo ono twierdzeniem, zgodnie z definicja podang
w poprzednim ustgpie, musimy umieé¢ je wyprodukowaé z wyraZen pier-
wotnych aa oraz bb za pomoca reguly R;. Poniewaz mozna poda¢ nastg-
pujacy dowod
1. aaaaaaaa Ry, 2,
aaaaaabb R, 3,

3. aaaabbbb,

wiec stowo aaaabbbb jest twierdzeniem w tym j¢zyku normalnym.
3. Tag-system Posta(?).

(}) tag oznacza w jgzyku angielskim gonitwe, zabawe w berka. Poniewaz brak
nam odpowiedniego stowa w jezyku polskim, ktore by oddawalo dobrze sens stowa tag
w odniesieniu do rozpatrywanych problem6éw — pozostaniemy przy terminie angielskim,
tym bardziej Ze jest powszechnie uzywany w literaturze $wiatowej dotyczacej porusza-
negd tematu.
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W zwiazku z badaniami systemdéw normalnych Post zdefiniewat szcze-
gblny rodzaj systemu normalnego, ktdry jest okreslony nastepujaco:

Dany jest skonczony alfabet 4 = {a,, a4, ..., a,} oraz liczba natu-
ralna k. Kazdemu symbolowi a;e 4 Jest przyporzadkowane stowo P, eA P;
moze by¢ w szczegdlnoéci stowem pustym .

ao '—>-P0,

(2) a1—>-P1,

......

Wprowadzamy nastepnie jedna operacje na stowach jezyka oznaczona
przez T. Jezeli Q = @ 50, -5 G, jest dowolnym stowem nalezacym do
A*, to T(Q) jest stowem otrzymanym nastepujaco: na koricu stowa @ do-
pisujemy ciag P odpowiadajacy pierwszemu symbolowi stowa Q i nastgp-

nie z tak otrzymanego stowa wymazujemy pierwszych k liter, otrzymujac
w ten sposéb stowo

3) a; ey @, P

k1’ In Iy’

ktére jest rezultatem naszej operacji. Do otrzymanego stowa (3) mozemy
réwniez zastosowaé operacj¢ T, itd. Proces uwazamy za zakonczony, jezeli
w rezultacie stosowania operacji T" otrzymamy ciag pusty. oo
PRZYKEAD. Przyjmijmy alfabet 4 = {a, b, ¢} oraz nastgpujace przy-
porzadkowanie ‘
a-—aba,
b — cbb,
¢c—b.
Niech ponadto k = 2.

Zastosujemy operacje T do ciagu baccab:

1.  baccab,

2. ccabchb,

3. abcbbb,

4.  chbbbaba,

5.  bbabab. | .
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Operacje te mozemy stosowaé dalej jednakze nie wiemy, czy proces ten
si¢ zakonczy, czy nie. W zwiazku z powyzszym Post postawil nastgpujace
dwa problemy:

a) Poda¢ algorytm rozstrzygajacy, czy dla zadanego uktadu przypo-
rzadkowan [/, zadanej liczby k oraz dla zadanego stowa proces stosowania
operacji T do tego slowa korczy si¢ czy nie.

b) Podaé algorytm rozstrzygajacy, czy zadane stowo P mozna otrzy-
maé ze stowa Q, stosujac skoriczona iloéé razy operacje T do stowa Q.

Oba te problemy okazaly si¢ bardzo trudne i do tej pory nie znaleziono
ich ogdlnego rozwiazania. System ten jest jednakze réwniez interesujacy nie
tylko z punktu widzenia rozstrzygalnosci, a takze z punktu widzenia tech-

~niki przeksztalcania symboli i moze on stanowi¢ interesujacy material

dla studiéw nad praktyczng efektywnoécia algorytmdw.

Streszczenie

‘Okreslilismy trzy rodzaje jezykéw podanych przez Posta — jezyki
kanoniczne, jezyki normalne oraz jezyki zwane tag-systemami. Wszystkie
te jezyki zawieraly reguly przeksztalcania stéw pozwalajace z jednych
stéw otrzymywaé nowe stowa. Zasadniczy problem dla tych jezykow
polegal na podaniu algorytmu rozstrzygania, czy zadane slowo mozna
wyprowadzi¢ z pewnych stéw poczatkowych za pomoca dop{lszozalnych
regut przeksztalcend. Problem ten w ogdlnym przypadku jest nierozstrzy-

_galny dla wszystkich trzech jezykdw. Z drugiej strony reguly przeksztalcen
‘wyrazefn w tych jezykach maja charakter na tyle ogdlny, ze mieszcza si¢

w nich prawie wszystkie jezyki matematyczne.

Zadz_mi_h

1. a) Poda¢ wyprowadzenie z wyrazen pierwotnych i regut podanych w przykla-
dzie 1, nastepujacych siow:

ab ccabcaa

Wypisaé¢ po kolei wsiystkie kroki wyprowadzenia.
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b) uzasadnié, ze stowo R
ba ccabcaa

rézniace sig od stowa z punktu a) porzadkiem dwoch pierwszych symboli nie moZe by¢é
wyprowadzone. z podanych w przykladzie 1 regul.

. ¢) O jakie wyrazenie nalezy wzbogacié zbioér wyrazeni B;-B; podanych w tym przy-
kladzie, by stowo to dalo si¢ wyprowadzi¢? Dodaé to wyraZenie pierwotne do wyrazen
B;-B; i napisaé pelny wywdd slowa.

d) Podaé prosta ceche odrbimiajaca sltowa dajace si¢ wyprowadzi¢ z reguly R,
(z przykladu 1) od sléw nie dajacych si¢ wyprowadzi¢ za pomoca tej reguly z wy-

razen pierwotnych Bl-B3 Uzasadmc, e podany w tym przykladzie system jest roz-

strzygalny.

Uwaga. Nie kazdy system kanoniczny Posta jest rozstrzygalny

2. a) Czy slowo aaabbbbb jest twierdzeniem w systemie normalnym, podanym

w przyktadzie 2?

b) Czy slowo aabbbb jest twierdzeniem w tym systemie?

©) Uzasadnié, Ze system ten jest rozstrzygalny i podaé prosta cechg odrézniajaca
te slowa, ktore sa twierdzeniem od tych, ktore nie sa twierdzeniami.

Uwaga. Nie kazdy system normalny Posta jest rozstrzygalny.

§ 52. ALGORYTMY NORMALNE MARKOWA

Jak mozna to bylo. zauwazy¢ z przyktadéw podanych w poprzednich
paragrafach, algorytmy rozstrzygania czy stowo daje si¢ uzyska¢ w syste-
mie, czy tez nie, nie byly jednoznacznie okre§lone. Kazdy z podanych

probleméw mozna bylo rozwiazaé na wiele sposobéw, podajac rézne.

sposoby postgpowania, tj. rézne algorytmy, jezeli problemy te byty oczy-
wiscie rozstrzygalne. W tym paragrafie zapoznamy sig z pojeciem algorytmu
wprowadzonym przez matematyka rosyjskiego — Markowa, ktéry od
" jego nazwiska jest nazywany normalnym algorytmem Markowa. Algo-
rytmy Markowa mozna uwaza¢ réwniez za zespoly regul przeksztatcania
symboli, z ta réznica w stosunku do poprzednich koncepcji, ze obecnie
" spos6b i kolejnoéé postugiwania si¢ regutami sa §cidle okreslone i nie moz-
na ich stosowaé w dowolnym porzadku, tak aby otrzymaé zamierzony
wynik.
Niech A4 bedzie alfabetem i niech A’ bedzie alfabetem nie zawiera-
jacym symboli nalezacych do 4. Symbole nalezace do 4’ nazwiemy sym-
bolanii pomocniczymi a symbole nalezace do 4 — symbolami podstawos

"

;.v:."‘—

TR
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wymi. Normalnym algorytmem Markowa nazwiemy ponumerowany ciag

- regul postaci:

1 X]_ -—> Yl’
2 Xz"—> Yz,
n X,~>Y,

' Nad kazda ze strzalek moze by¢ ewentualnie kropka. Xi, X3, ..., X,,

Yy, Y, ..., Y, sa stowami nalezacymi do (4 UA')*(*) (dopuszczalne sa
réwniez stowa puste). Sens strzatki — jest taki sam, jak w poprzednich
paragrafach. Reguly zawierajace strzatki z kropka bedziemy nazywali
regulami koricowymi, pozostate za§ — regulami niekoricowymi. Jezeli stowo
X, zawiera si¢ w stowie P, to powiemy, Ze regula nr i jest stosowalna do
stowa P. Jezeli reguta nr i jest stosowalna do stowa P, to mozemy W stowie
P pierwszy raz wystgpujace (liczac od lewej) stowo X; zastgpi¢ stowem Y.
Stowo X; moze bowiem w stowie P wystgpowaé wiele razy. Na przyktad
P moze mieé postaé P, X;P, X,P;. Wtedy regule nr i mozemy zastosowaé
tylko do pierwszego od lewej strony stowa X;.

. Stosowanie algorytmu do zadanego slowa jest nastepujace: najpierw
do zadanego stowa prébujemy stosowaé regute nr 1. Jezeli to jest niemozli-
we — to regule nr 2 itd, az do znalezienia reguly, ktdra jest do zadanego
stowa stosowalna. Jezeli takiej reguly nie znalezli§my, to proces jest zakoni-
czony. Jezeli za§ znalezlismy regule stosowalna do slowa P, ktdra jest
regula - koficowa, to réwniez konczymy proces stosowania algorytmu.
Jezeli natomiast zastosowana reguta nie jest reguta koncows, to ze stowa
poczatkowego otrzymamy nowe stowo, do ktérego prébujemy ponownie
stosowadé regule nr 1 itd. — i postepujemy identycznie, jak dla stowa pierw-
szego. Proces stosowania regul algorytmu powtarzamy tak dhugo, jak to
jest mozliwe, tj. do. momentu az nie natrafimy na regulg koscowa, badz

- tez zadna z regul nie jest juz do otrzymanego stowa stosowalna. Ostatnie

stowo takiego ciagu nazywamy wynikiem algorytmu.
Jezeli wszystkie stowa w regulach algorytmu naleza tylko do 4%, to

. algorytm nazywamy algorytmem w alfabecie A, jezeli natomiast slowa

(*) Przez B* tutaj, tak jak i w poprzednim paragrafie, rozumiemy zbi6r wszy-

L - stkich st6w zbudowanych w alfabecie B.
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’ 11.  yecb —byc,
12. yec—cyc,

naleZQ do (4 U 4')*, to algorytm nazywamy Glad alfabetem A."Rozpatrzmy
proste przyklady algorytmdéw w alfabecie i nad alfabetem.

- PRzZYKEAD 1. Niech alfabet A4 sklada sie z trzech liter a, b, ¢, natomiast 1431 : y—=>a,
algorytm niech ma postaé: ; . X >,
, : 15. g —>X.

i

1. ab—ca,
2. aa—b,
3. cc—>a.

Zobaczymy teraz w jaki sposéb algorytm ten zastosowany do jakiego$
stowa P produkuje stowo PP. Jako stowo P weimy baac. Mozemy przyjac, -
ze stowo to zaczyna si¢ i koriczy symbolem pustym &. Z prawej strony
kazdego stowa podamy numer zastosowanej reguly algorytmu. Najpierw
podamy caly przebieg algorytmu, a potem wyjasnimy jego dzialanie.

Zastosujmy ten algorytm do stowa abaacab

abaacab 1
caaacab 1 o baac 15
caaacca 2 xbaac 2
chacca 3 ~ bybxaac 1
cbaaa 2 I bybayaxac 1
cbba ‘ bybayaayaxc 3
. : ) \bybayaayacycx 7
Z prawej strony kazdego slowa podano numer zastosowanej reguly algo- —
rytmu. Do ostatniego stowa nie moZemy juz zastosowaé zadmej reguly  F - L.
algorytmu, jest ono wn:c wynikiem algorytmu. zastosowanego do stowa baybyaayacycx 4
abaacab. Byl to oczywiscie algorytm w alfabecie A. » bayb;z;zyacycx 7
PrzykiLAD 2. Podamy teraz przyktad algorytrim nad alfabetem’ A4 1t baaybyayacycx 6
(zaczerpnigty z Curry’ego), tworzenia ze stowa Ped™ stowa PP. Jako alfa- g baaybyacyaycx 6
bet podstawowy przyjmiemy alfabet A4 z poprzedniego przykladu. Jako baaybc_ﬂzyaycx 9
symbole pomocnicze przyjmiemy litery x i y. Algorytm ten bedzie mijat baaEﬁJyayaycx 13
postaé: g =
1. xa — ayax, T e e e e e e e e e e
2. xb — bybx, baacbyayaycxz 13
3. Xc — cycx, S ) baacbayaycx & 13
4. yaa - aya, m baacbaaycx 13
5. yab— bya, L g baacbaacx 14
6. yac— cya, baachaac
7. yba— ayb, “ :
8.  ybb— byb, oces. ten sklada si¢ z trzech czesci, oznaczonych I, II, IIL. W czqéc% I
9. ybc-—> cyb, 'stowa | baac utworzone zostato stowo bbaaaacc z odpowiednio poroz-
10.  yca— ayc, » nymi - w nim symbolami pomocniczymi y i x. W czedei II
: -~

: e 2
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wszystkie podwdjne litery, nalezace do alfabetu A, zostaly przeniesione
na koniec stowa i w drugiej czeéci stowa sa one poprzedzielane symbolem
pomocniczym y. W ostatniej trzeciej czeSci usunigte zostaja wszystkie
litery pomocnicze. (Regule 13 i 14 pozwalajaca na zastapienie symbolu
pomocniczego stowem pustym @ nalezy rozumie¢ jako po prostu wyma-
zanie symbolu pomocniczego x badZ y). Poniewaz reguta 14 jest koficowa,
wiec proces przeksztalcania sléw jest zakonczony.

Dodatkowych wyjaéniefi wymaga jeszcze pierwszy Krok algorytmu
Mianowicie do stowa baac mozna jedynie zastosowaé regule 15, méwiaca,
ze symbol pusty na poczatku slowa mozemy zastapi¢ symbolem pomoc-
niczym x. W ten sposéb do slowa nie zawierajacego symboli pomocni-
czych wprowadzamy pierwszy symbol pomocniczy i dalej mozemy juz
postugiwaé si¢ regutami algorytmu.

Zwréémy jeszcze uwage, ze gdybySmy zmienili porzadek regut w algo-
rytmie, sens jego ulegt by zmianie. Reguly algorytmu nalezy bowiem
stosowaé w takiej kolejnosci do stéw, w jakiej wystepuja one w algorytmie.
W systemach Posta i Thue’go porzadek regul nie byt ustalony i mogliSmy
je zastosowaé w dowolnej kolejnosci. Stad wlasnie brafa si¢ me_lednoznacz-
no$¢ poprzednich systeméw.

‘Streszczenie

Algorytmy normalne Markowa sa zbiorem ponumerowanych regul,
pozwalajacych na przeksztalcanie stéw w jakim$ alfabecie. Reguly sto-
sujemy w kolejnoéci ich wystepowania w algorytmie, w ten sposob, ze
w przeksztalcanym stowie P szukamy najpierw stowa X;, poczynajac od
lewej strony stowa P. Jezeli je znalezliSmy, to zastgpujemy je stowem Xj,
jezeli nie, to szukamy w stowie P stowa X, itd. Algorytm przestajemy sto-
sowaé, jezeli napotkamy na regule koricowa lub do otrzymanego stowa
nie mozemy zastosowaé zadnej reguly algorytmu.

Zadania

1. a) Podaé, opierajac si¢ na przykladzie 2, algorytm tworzenia ze slowa P ¢ A*
stowa PPP. Uog0lnic. *
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"b) Poda¢ algorytm. tworzenia ze slowa P e A* stowa P zawierajacego symbole P
napisane w-.odwrotnym porzadku.

¢) Niech Q bedzie dowolnym stowem w  alfabecie 4 nie zawierajacym litery g.

Podaé algorytm tworzacy z dowolnego slowa P ¢ A* stowo, w ktérym w kazdym
miejscu wstawiono Q zamiast litery q.
'« 2. Opisaé takie stowa o dlugosci < 3, ktére nie ulegaja zmianie, gdy zastosujemy
do nich algorytm podany w przykiadzie 1.

3. a) Alfabet 4 sklada si¢ z symboli 0 i 1. Slowa w tym alfabecie przedstawiaja
liczby naturalne (gdyz sa rozwinieciami dwodjkowymi liczb naturalnych). Podaé algo-
rytm, ktoéry z dowolnego slowa P nalezacego do A* przedstawiajacego liczbg n tworzy
stowo S(R) przedstawiajace liczbe n-}-1. '

b) Podaé algorytm, ktory eliminuje zbgdne symbole O (zero) stomoe na koncu
slowa

§ 53. JEZYK1 CHOMSKY’EGO

i~ Na zakoficzenie tego rozdziatu podamy jeszcze Jedna klase jezykow,
zwiazana z badaniem gramatyk jezykéw naturalnych (jakkolwiek moze
mieé ona réwniez zastosowanie do jezykéw matematycznych) — nazwang,
od nazwiska twércy tego kierunku. Sam Chomsky jezyki, o ktorych bedzie
niowa. w tym paragrafie, nazwal jezykami prostych struktur frazowych
(albo jezykami bezkontekstowymi) — w odréznieniu od innych jezykéw.

Teoria, ktérej celem jest stosowanie metod matematycznych w jezy-
koznawstwie, jest nazywana lingwistykq matematycznq. Jednym z giéwnych
zadan lingwistyki matematycznej jest podanie algorytméw rozstrzygania,
czy zadane zdanie nalezy do okre$lonego jezyka czy tez nie. Stad teZ pro-

blematyka lingwistyki matematycznej jest bardzo blisko zwiazana z zagad-
‘nieniami podstaw matematyki a w szczegdlnosci z problemami rozstrzy-

galnosci. Poniewaz jednocze$nie, niezaleznie od czysto teoretycznej proble-
matyki wystepujacej w tej dziedzinie wiedzy, jednym z celdow lingwistyki
matematycznej jest podawanie praktycznych algorytméw rozstrzygania
przynaleznoéci zdan do jezyka, gdyz shuiza one jako podstawa maszyno-
wego tlumaczenia jezykéw — lingwistyka dostarcza wielu mteresu_]qcych

" przyktadéw algorytméw.

Koncepcja jezyka podana przez Chomsky’ego jest jedna z wielu mozli-

. wosci formalnego ujecia probleméw gramatycznych. Innych jednak kon-
 cepcji nie bedziemy tu podawali, a przedstawimy jedynie jedna z idei
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Chomsky’go, gdyz wiaZe si¢ ona blisko z zagadnieniami poruszanymi
w poprzednich paragrafach tego rozdziatu. Nie bedziemy réwniez zaj-
mowali si¢ zastosowaniami tych idei do jezykoznawstwa, odsylajac Czytel-
nika blizej zainteresowanego tym problemem do literatury fachowej (patrz
Chomsky, Bar Hillel), a potraktujemy podany w tym paragrafie przyktad
jezyka, jako jeszcze jedna z metod przeksztalcania symboli.

Niech § bedzie skoriczonym zbiorem symboli sy, 2, «-. 5 Sgs P1, D2y oo D, -
Elementy zbioru S bedziemy nazywali stowami. Stowa sy, s,, ..., 5, naz-
wiemy slowami koricowymi slownika S a zbidr stéw koricowych stownika
S oznaczymy przez K. Stowa p, p,, ..., p, nazwiemy slowami pomocni-
czymi slownika S. Wéréd stéw pomocniczych stownika S wyréznimy
jedno stowo p;, ktére nazwiemy stowem poczatkowym i oznaczymy je
literg p. Przez S* oznaczymy zbi6ér wszystkich skoriczonych ciagdw stow
nalezacych do S. Elementy zbioru S* bedziemy nazywalj zdaniami jezyka.
Zdania bedziemy oznaczali duzymi literami lacifiskimi a slowa malymi
literami. Gramatykq jezyka bedziemy nazywali skoficzony ciag regul postaci

P, —> A,

i

6h) 2

gdzie P e Pg, 4;eS,* oraz P, # A;.

Reguly (1) nalezy rozumie¢ jak reguly z poprzednich paragraféw,
tj. jako reguly przepisywania, pozwalajace zastapi¢ w dowolnym zdaniu
QeS* jeden symbol P; odpowiadajacym mu zdaniem 4;.

Jezykiem J b@leemy nazywali par¢ (S, G), gdme S jest stownikiem
jezyka J, a G — gramatyka jezyka J.

Powiemy, ze zdanie P wynika bezpo$rednio ze zdania Q w gramatyce

G i zapiszemy Q =P, Iub krécej @ = P, jezeli istniejg takie zdania X'i Y,
7e zdanie P ma postaé XP,-jY zdanie O za$ ma posta¢ X4,Y, oraz wyraZe-
nie P; — 4; jest reguly gramatyki G -

Powiemy, Ze zdanie P wynika ze zdania Q w gramatyce G, symbolicznie
Q — P, jezeli istniejg takie zdania

X 0> X 19 eeny X *

KRl
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Ze P jest identyczne z X, Q jest identyczne z X, oraz dla kazdego i, 0 < i <
S n—1, X=Xy,
' Ciag zdad
X0, X¢, .. X,

,pazwiemy wywodem zdania P ze zdania Q w gramatyce S. .

Zdanie, ktérego wszystkie stowa sa koficowe nazwiemy zdaniem kori-
cowym. Zdanie kofcowe P nazwiemy zdaniem poprawnym w jezyku
J = (S, G), jezeli w gramatyce istniecje wywdd zdania P z symbolu po-
czatkowego p.

Rozpatrzmy teraz przykltad jezyka Chomsky’ego. Niech stownik jezyka
Jy sktada si¢ z nastgpujacych stéw a, b, ¢, p, x, y. Stowa a, b, c, sa stowami
koficowymi p,x,y — stowami pomocniczymi. Stowo p jest stowem po-

' czqtkowym Gramatyka stownika J; bedzie nastepujacy zespét regut:

Ry: p->xab,

R,: x->xp,

R;: x—ec,

Ryt y—ay, .

Rs: y-—ac.
~ SprawdZzmy obecnie czy zdanie caacacab jest zdaniem poprawnym
jezyka J,.

1. p R,

. 2. Xxab R,

3.  xyab R,

4.  xyyab R;

5. c¢yyab R,

~ 6. cayyab R;
7. ca;cyab R;

8.  caacacab
Podebnie jak w poprzednich paragrafach, z prawej strony podano
zas_togowane reguly przeksztalcen. Wynik kazdego przeksztalcenia jest

pisany w wierszu niZej, numeru wiersza wyniku wiec nie podano. W kazdym
zdaniu podkreslono litery, do ktérych zastosowano odpowiednia regule
.gramatyczna. Poniewaz zdanie S jest zdaniem koficowym i zostalo ono

wywmdzmne z symbolu poczatkowego p za pomoca regut R,-Rs jest
wigc ono zdamem poprawnym w jezyku J,.

.15 — Logika dla inzynieréw
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Jezyki Chomsky’ego sa. znacznym przy‘t?lizeniem jqzyfkéw natufz’a.lgyc.h
oraz jezykéw stosowanych w matematyce 1 dlate}%o gla]a? one’ do$¢ duze
znaczenie praktyczne, przede wszystkim w okre'slamu quykow maszz;l
matematycznych. Po$wigcono im dotychczas wiele prac 1 momnograil,

zob. np. Ginsburg.

Streszczenie

Omoéwilismy jezyki Chomsky’ego, majace zastosowanie do formalizacji
gramatyki niektérych jezykéw: naturalnych oraz jezykéw formalnych,
uzywanych w maszynach matematycznych.

Zadania

1. a) Podaé reguly grainatyczne, pozwalajace wygenerowaé ze stowa poczatkowego

i ieraj tkie nawiasy.
szystkie formuly arytmetyczne, zawierajace WSZys . y
" ZyWskazéwka. Uzy¢ jako symboli koricowych alfabetu nastepujacych symb?h.

(3)9 +9 5 /5 a, bs Cy eeoy X5 ¥, Z. 0
Zbadaé, czy jest to gramatyka prosta! ) _ o
b) Poda¢ gramatyke generujaca wszystkie formuly arytmetyczne, nie zZawlierajace
zbednych- (do jednoznacznego odczytam” Or™m
regulami opuszczenia nawiasow. Uzasadnié, Ze jest to gramatyka prosta. '
2. Poda¢ gramatyki pozwalajace ze stéw poczatkowych wygenerowac:

a) wszystkie wyrazenia poprawne rachunku zdan, w symbolice nawiasowej. Uzy¢

iako symboli koncowych () =, V, & =, P, 4, I ’ . ' .
! b)y wszystkie wyrazenia poprawne rachunku zdan zapisane w symbolice beznawia:
SOWE]. o 3

Jako symbole koficowe przyjac —>, V, &, =,p, 8

¢) Uzasadni¢, ze to sa gramatyki proste.

r (bez nawiasow).

§ 54. UWAGI KONCOWE

ja formuly) nawiasow zgodnie z przyjetymi ;|

%
4
£
$
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waliémy je albo aksjomatami, albo wyrazeniami pierwotnymi, albo tez
Jjeszcze inaczej. Z kazdym jezykiem skojarzony byt zbidr regut nazywanych
— rowniez zaleznie od przeznaczenia — produkcjami, regulami wniosko-
wania, czy tez gramatyka. Wreszcie w zbiorze wszystkich skoficzonych cig-
géw symboli alfabetu wyréznialiSmy pewien podzbidr wyrazes, ktory
mozna otrzyma¢ za pomocg regul produkcji z ustalonych wyrazed po-
czatkowych. Podzbidr ten, zaleznie od okolicznosci, nazywaliémy zbiorem
‘twierdzen, zbiorem zdaf poprawnych, czy tez inaczej.

Przykladéw takich jezykéw mozna oczywiscie podaé znacznie wigcej.
Nie sadzimy jednakze, aby warto je bylo kontynuowaé w nieskonczono$é.
Wydaje sig, ze sytuacja w tej dziedzinie wymaga jakiego$ calo$ciowego,
systematycznego ujecia w celu $cislejszego sprecyzowania pojecia algo-
rytmu..Pewne elementy takiej syntezy mozna znalezé w ksiazkach Malcewa
'i'Da_vis'a,.*Z__ dotychczasowych przykladéw. wynika, ze przez algorytm rozu-

. m@hé .n_ly Oplspewn?go pOStonwania- POStQEQ_\yg,_QiQ to "p»o‘_l'egalo_ na d OkO:____

nywaniu pewnych czynnos$ci na symbolach, Nic chyba nie stoi na przesz-

ﬁzie, aby czynnoéci, o ktérych mowa, nie ograniczaé do przeksztalcania
. symboli.- Wydaje si¢ ze zupelnie podobny charakter maja réwniez wszy-

stkie“inne czynnoéci polegajace na tworzeniu z zadanych obicktéw —
nowych ‘obiektéw. Oczywiscie struktura wszelkich czynnosci tego rodzaju
nie jest jednolita i wydaje sig, ze byloby rzecza pozyteczna blizsze zbadanie
1 sklasyfikowanie tego rodzaju czynnoéci ,,produkcyjnych”. Wychodzac
z tak okreslonych czynno$ci mozna zastanawiaé si¢ nad jezykiem przy-
datnym do ich opisu. Byé moze zreszta, Ze tworzenié jednego uniwersalnego
jezyka do tego celu jest niemozliwe. W kazdym razie majac $cisle okreslona
klase czynnosci oraz doktadnie okreslony jezyk, stuzacy do opisywania
czynnosci nalezacych do tejze klasy, mozna by sie pokusié o Sciste okre-
- §lenie pojecia algorytmu, jako pewnych ,,zdan” w tym jezyku, opisujacych
W sposéb jednoznaczny postgpowanie na zadanych obiektach, w celu

- otrzymania powych obiektéw o z géry zadanych wilasno$ciach. Majac

z kolei $cisle okreslone pojecie algorytmu moznaby utworzyé teorie, w kt6-
 Tej pojecie algorytmu odgrywaloby taka rolg, jak np. pojecie zbioru w teo-
1ii: zbioréw i badaé¢ rézne wilasnosci algorytméw. Szczegdlnie interesujace

We wszystkich podanych przyktadach jqzykéwfv A tyx’n rozdziale punk-
tem wyjéciowym byt skoniczony zbior elementow, 1'<tory byt xflazywany
alfabetem albo stownikiem. Ciagi koficowe elementow tefg.o _zblor.u byly
nazywane stowami lub zdaniami. Pewne stowa byly wyrézpione 1 nazy- =

-wydaje si¢ — przynajmniej z punktu widzenia zastosowan — wprowadzenie
_pew_nych parametréw, charakteryzujacych przydatnos¢ algorytmu do reali-
zoWamnia go okreslonymi $rodkami oraz poréwnywaniu algorytméw

e
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_z punktu widzenia ich realizowalnosci. Takim parametrem moze byé np.
- liczba operacji potrzebnych do wyprodukowania okre§lonego napisu z na-

piséw poczatkowych. .

Warto zwrdcié réwniez uwage, ze w zwiazku z zastosowaniami prak-
tycznymi algorytméw, nieco innego znaczenia nabiera problem rozstrzy-
galnodci. Stracit on chyba w tym kontekscie nieco na znaczeniu. Informacja
o tym, czy dany problem jest rozstrzygalny czy nie, wobec mozliwosci
stosowania maszyn matematycznych do realizowania algorytmoéw traci
troche na waznosci. Jezeli bowiem problem jest rozstrzygalny, ale roz-
wigzanie go za pomoca najszybszych istniejacych maszyn trwaloby pieé
lat, czy tysiac lat, to z punktu widzenia zastosowan, problem taki mozna
traktowaé jako ,,obecnie nierozstrzygalny”. Z drugiej strony, jezeli wiemy,
ze jaki§ problem jest nierozstrzygalny, nie znaczy to wcale, ze nie da si¢
go rozwiazaé. Znaczy to tylko tyle, Ze nie wiemy, czy zagadnienie daje
sie¢ rozwigzaé w z géry zadanej skoriczonej liczbie krokéw. Natomiast
jezeli problem jest nierozstrzygalny, to niezaleznie od tego ile krokdéw
wykonali§my, jezeli rozwigzanie nie zostalo jeszcze znalezione nie wiadomo,
czy nie znajdzie si¢ go w dalszych krokach. Inaczej moéwiac, nie mozna
z gbry oceni¢ liczby krokéw, po wykonaniu ktérych mozna juz przerwaé
dalsze postepowanie. Moze si¢ jednak zdarzyé, ze ktdéry§ krok naszego
postepowania doprowadzit do rozwiazania, mimo, ze problem jest nieroz-
strzygalny. A wigc czynnikiem decydujacym o tym czy jaki§ problem jest
,.,naprawde” rozwiazalny jest nie to, czy jest on rozstrzygalny czy nie, jak
to si¢ powszechnie przyjmuje w badaniach teoretycznych, lecz to, czy
w okreSlonym okresie §rodkami, ktérymi dysponujemy udalo si¢ nam
znalez¢ rozwigzanie, czy tez nie. A wigc czynnikiem tym jest nie rozumo-
wanie a eksperyment. ' )

Rd_zdziaf 10

MASZYNY | ALGORYTMY J

B Podane w poprzednim rozdziale metody przeksztalcania symboli pole-
i galy na ,,recznym”-wykonywaniu czynnoéci, podanych w przepisie prze-
: ks.z’talcal'lia. Podawane algorytmy byly wiec spisem instrukcji dla cztowieka,
+ ktéry miat je wykonywaé, otrzymujac w rezultacie poszukiwang odpowiedz
na zadane pytanie. Uzyskanie tej odpowiedzi bylo sprawa czysto mecha-
niczng i polegalo na realizowaniu zadanych wskazéwek. Sprawa sensu
| vs{ykonywa;nych czynnosci, jak i interpretacja uzyskanych odpowiedzi,
nie nalezala w zasadzie do czlowieka, wykonujacego algorytm. Rola jego
o‘grjanjczala si¢ do czysto formalnych manipulacji na symbolach, speiat
wiec on, tutaj rol¢ maszyny, ktéra z zadanych ciggéw symboli — tworzy
nowe ciggi symboli na drodze czysto formalnych przeksztalcen. Nic wiec
dziwnego, Ze studia nad problemami rozstrzygalnosci i algorytmami dopro-
wadzity matematykéw do zainteresowania sie, przynajmniej teoretycznie,
lm.aszyn.ami, ktore by byly w stanie przeksztalcaé formalnie zadane wyraze-
nia w inne wyrazenia.
| I?ier.wsza ideg takiej maszyny, kt6ra by dzialala podobnie do cztowieka
h;re.ahz‘ujqcego odpowiedni przepis postepowania, podali niezaleZnie i mniej
+ ‘Wigcey w tym samym czasie matematyk angielski A. Turing oraz matematyk
: g;xllerykaﬁski E. Post, o ktérym juz wspominali§my w poprzednim roz-
_,‘dz;lale-w zwigzku z jezykami. Idee ich zostaty opublikowane w latach
936-7.. (Patrz: A. Turing oraz E. Post [1936)).
¥ Korncepcja Turipga i Posta stanowia podstawe dzisiejszej teorii maszyn
matematycznych i automatéw, jakkolwiek obaj twércy tego kierunku,
wprpwadzajac do matematyki pojecie maszyny, mieli raczej na uwadze
Prawy czysto matematyczne, anizeli jakiekolwiek zastosowania praktyczne.
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Nie chodzito im o podanie konstrukeji praktycznie realizowalnej maszyny,
ktéra by mogla rozwigzaé jakie§ rzeczywiste problemy matematyczne, a ra-
czej usciSlanie pojecia algorytmu.

W rozdziale tym zapoznamy si¢ z maszynami Turinga i Posta, ktdre sta-
nowia punkt wyjscia do okreflenia wielu innych maszyn studiowanych
obecnie w zwiazku z teoriag maszyn matematycznych i lingwistyka matema-
tyczng. Kilka wazniejszych przykladoéw takich maszyn podamy réwniez
w tym rozdziale.

§ 55. MASZYNA TURINGA

Zamiast operowaé pojeciem przepisu realizowanego przez czlowieka,
w celu przeksztalcenia zadanych ciggéw symboli, mozemy “przyjal, ze
proces ten odbywa si¢ bez udzialu czlowieka i jest realizowany przez odpo-
wiednie urzadzenie. Znikna -wtedy watpliwosci zwigzane z tym, jakie
umiejetnosci musi posiadaé cztowiek, aby byt w stanie zrealizowaé do-
wolny algorytm i wiele innych probleméw natury raczej psychologicznej.
Pierwszy — jak juz to wspominali§my — koncepcje takiej maszyny wpro-
wadzit Turing.

Maszyne Turinga mozemy okresli¢ jako urzadzenie, sktadajace si¢ z nie- ,
skoriczonej tasémy T podzielonej na kratki, jak to pokazano nizej |

zwanej czasem pamigciq maszyny, oraz urzadzenia S, zwanego sterowaniem
maszyny. W kazdej kratce taSmy 7 moze by¢ zapisany jeden symbol z usta-
lonego dla danej maszyny alfabetu 4 = {ay, 4, ..., a,} ; alfabet 4 zawiera
réwniez i symbol pusty @. Urzadzenie sterujace S moze znajdowaé sig
w jednym z k moZliwych stanéw sy, 55, ..., 5. Zamiast méwic, ze urzadze-
nie sterujace S znajduje sie¢ w stanie s;, bedziemy moéwili, Ze maszyna
znajduje si¢ w stanie 5;. W kazdej chwili urzadzenie sterujace S moze
,,obserwowaé” jedna kratke ta§my 7. Symbol znajdujacy si¢ w obserwo-
wanej kratce bedziemy nazywali symbolem obserwowanym. Maszyng Tu- -+
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ringa mozemy sobie wiec wyobrazi¢, jak to pokazano nizej:

a;, I a;,

Parg (s;, a'jj, gdzie 5s; — aktualny stan maszyny, q; za§ — symbol ak-
taulnie obserwowany przez maszyng¢ — nazwiemy sytuacjq. Stany maszyny
. podzielimy na czynne i bierne. Stany bierne begdziemy oznaczali kreska
u géry, jak np. §;. Maszyna znajdujac si¢ w stanie czynnym wykonuje ruch.
Ruch . powoduje zmiang
- a) stanu 5; na stan s;;
b) obserwowanego symbolu a; na g;,; w szczegllnym przypadku
a;, moze by¢ symbolem pustym @. Znaczy to, Zze na miejscu obserwo-
wanego symbolu a; zostanie wydrukowany przez urzadzenie sterujace
nowy symbol %, lub gdy a; jest symbolem pustym symbol a; zostanie
wymazany. :
' ¢) obserwowanej kratki tasmy, na sasiednig kratke z lewej Iub prawej
. strony; w szczegélnym przypadku obserwowana kratka moze nie ulec
zmianie.
-+ Na skutek ruchu maszyna znajduje si¢ W nowej sytuacji (s;,, @;,)-
. Jezeli maszyna znajduje si¢ w stanie biernym — nie wykonuje ona ruchu.
. Dla okreflenia wigc dzialania konkretnej maszyny Turinga musimy
okresli¢ wszystkie ruchy maszyny w kazdej sytuacji, podajac nowy stan,

: nowy symbol, ktéry ma byé wydrukowany przez maszyne w obserwo-
. wanej kratce oraz — nowa kratke, ktéra ma maszyna obserwowac. Ponie-

waz liczba stanéw, jak i symboli, jest skoficzona, zachowanie si¢ maszyny
mozemy przedstawi¢ w postaci tabelki, w ktérej beda podane ruchy dla
wszystkich mozliwych sytuacji maszyny.

~i-Dla przykltadu rozpatrzmy prostag maszyne Turinga.

.y Jako alfabet maszyny przyjmiemy zbiér trzech liter {a, b, c}. Przyj-
'fm7iemy, Ze maszyna.ma pieé standw sq, S, 52, S3, S4. Stany so-s; s czynne,
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natomiast stan 5, jest stanem biernym. Dla prostoty stany maszyny be-
dziemy oznaczali 0, 1, 2, 3, 4. Dzialanie maszyny jest okreélone tabelka:

0 | 1=~| 2] 3 | 4 ¢
0 2 4 | 3 4
e O,P | aP ——[ c,P —
¢f 1 1 3 4 4
/@ | bL | P | b — | —
5 2 2 4 1 4
£ P | BbL | — | a,P | —
o 4 3 1 2 4
[4
— | aP | aL | L | — N

W kazdej kratce tabelki podano stan oraz drukowany symbol i zmiang
obserwowanej kratki odpowiadajacej kazdej sytuacji. Litera P oznacza

przejicie do obserwowania prawej kratki, L — przejécie do obserwowania-
lewej kratki, a N -— niezmienienie obserwowanej kratki (ten ostatni symbol

w tabelce nie zostal uzyty). Z tabelki moZzemy odczytaé ruch maszyny

w kazdej sytuacji. Na przyklad jezeli maszyna znajduje si¢ w sytuacji 2,a'

to wykona ona ruch 3,5, L, co oznacza, Zze przejdzie ona do stanu 3,
na miejsce symbolu @ wydrukuje symbol b oraz przesunie ta§me¢ o jedno

miejsce W prawo, tzn. przejdzie do obserwowania pierwszej kratki z lewej-

strony kratki obserwowanej aktualnie. Przyjeliémy, Ze w stanie biernym
maszyna nie drukuje nowego symbolu oraz nie zmienia obserwowanej

A kratki, dlatego wszedzie w tablicy wpisaliémy w tych przypadkach symbol

k2l
bR .

Dziatanie maszyny Turinga wygodnie jest przedstawiaé nie w postaci
tablicy a za pomoca wykresu w nast¢gpujacy sposéb: stany maszyny ozna-

czymy jako punkty na plaszczyznie. Jezeli w wyniku ruchu, maszyna prze-
chodzi od stanu s, do stanu s;, to punkty odpowiadajace tym stanom pota-
czymy strzatka, skierowang od s; do s;. Jednoczesnie przy strzalce napisze-
my, przy jakim symbolu nastgpito przejsme oraz symbol drukowany przez
maszyng, a takze literg P, L lub N. Wykres taki bedziemy nazywali wykre-
sem przejs¢ maszyny. Dla rozpatrywanego przyktadu maszyny wykres
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przejéé jest pokazany na rysunku 6 (na rysunku, podobuie jak w tabelce
zamiast symbolu N uzyto —). Z wykresu przejé¢ mozna latwo odczytaé,
7e jezeli np. maszyna znajduje si¢ w stanie 0 i obserwuje symbol g, to w wy-
niku tej sytuacji zmieni ona stan na 1, wpisze na miejsce symbolu a symbol

b oraz przedele do obserwowania lewej kratki. A wigc a/b, L oznacza

napisanie na miejscu symbolu @ — symbolu b oraz przesuniecie tasmy

Rys. 6

o jedng kratke w prawo. Dla uproszcze\nia, jezeli maszyna przechodzi

- od jednego do drugiego stanu przy dwu réznych literach, na wykresie nie
. rysowano dwu strzalek, a tylko jedna, piszac przy niej oba symbole, przy
“Ktérych to przej$cie nastepuje, jak np. @ /a, P, b/b, L. To znaczy, ze maszyna
~ przechodzi ze stanu 1 do stanu 2 (patrz rysunek 6) wtedy, jezeli odczytata
| symbol pusty @, drukujac jednoczeénie na jego miejscu symbol a i prze-
I suwajac tasme o jedna kratke w prawo — badz tez przejécie to moze nastg-~

pié przy odczytaniu symbolu b; wtedy jednakze na miejsce symbolu b dru-

. | kowany jest symbol b (tzn. nie ulega on zmianie) — oraz maszyna przesuwa
. tadmg w lewo.

- Rozpatrzmy teraz w jaki sposéb podana maszyna Turinga z zadanego

" ciagu symboli produkuje nowy ciag symboli. Dla uproszczenia opisu,

ezeli maszyna obserwuje symbol a oraz znajduje si¢ w stanie i — zapi-
emy-a;. Na przyklad a, oznacza, ze maszyna aktualnie obserwuje symbol
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a oraz znajduje si¢ w stanie 0. Zalézmy wigc, Ze na tasmie maszyny jest
napisany ciag abaaca oraz Ze maszyna obserwuje pierwsza pusta kratke
przed tym slowem, jak to pokazano nizej-

Strzalka oznacza obserwowana kratke a liczba przy strzalce stan maszyny.
Zgodnie z przyjeta umowa fakt ten zapiszemy

& oabaaca

Jezeli maszyna jest w stanie 0 i obserwuje symbol @, to zgodpie z tablica
maszyny (Jub wykresem przejé€) — nie zmienia ona tego symbolu i prze-
<hodzi do obserwowania nastgpnego symbolu z prawej strony, pozostajac
w stanie 0, co zapiszemy: @apbaaca. Piszac kolejno w ten sposéb wszy-
stkie ruchy maszyny otrzymamy

& oabaaca
agbaaca
& 1bbaaca
a,bbaaca

@ sabbaaca.

ARG O o

casbbaaca
7. casbbaaca

Poniewaz stan 4 jest stanem biernym maszyna zatrzyma si¢ i nie wykona
Jjuz zadnego ruchu. A wiec w ten sposob ze stowa poczatkowego abaaca
maszyna wyprodukowala stowo koricowe cabbaaca. A

Podany przykiad maszyny nie stuzyt do produkowania napiséw ma-
Jjacych jaki§ sens matematyczny. Mozna oczywiscie tak okreslié maszy-

n¢ Turinga, aby realizowata ona jakie§ algorytmy, dotyczace rzeczy-
‘wistych teorii matematycznych, np. sprawdzala, czy zadany napis jest
twierdzeniem w rachunku zdan. Tutaj chodzilo nam tylko o zilustrowanie

samego mechanizmu dziatania maszyny.
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W stosunku do dowolnej maszyny Turinga mozemy réwniez pytaé,
jak to czyniliémy w jezykach podanych w poprzednim rozdziale, czy mozna
stowo P otrzyma¢ ze stowa O za pomoca okreslonej maszyny Turinga.
Mozemy réwniez pytaé, czy maszyna zatrzyma si¢ po wykonaniu pewnej
ilosci operacji, jezeli na jej tasmie napiszemy jakie$ slowo w alfabecie
maszyny

Pojecie maszyny Turinga moze stuzyé réwniez do okreSlenia jezyka.

- Przyjmijmy mianowicie, Z¢ mamy zadany alfabet A4 oraz skoficzony zbiér

A’ = A*. Elementy ,zbioru A’ nazwiemy wyrazeniami pierwotnymi (albo
aksjomatami), Zbiér wszystkich wyrazen koficowych, ktére mozna wypro-
dukowaé za i)omocq maszyny M z aksjomatéw nazwiemy jezykiem pro-
dukowanym przez maszyng M. Jezyk ten mozna interpretowaé jako zbidr

o tw1er§lzen jakiej$ teorii, badZ zdan poprawnych w jakims jezyku formalnym,

czy tez jeszcze inaczej.

. Na maszyng Turinga mozna wigc patrzeé¢ z dwojakiego punktu wi-
dzenia; z jednej strony koncepcja tej maszyny powstata w zwigzku z pro-
blemami rozstrzygalnosci i nadal z ta problematyka jest silnie zwigzana —
z drugiej za$ strony maszyna Turinga jest wygodnym pojeciem w formu-
lowaniu réznych probleméw dotyczacych maszyn matematycznych —
a przede -wszystkim jest ona dobrym narzedziem do opisu czynnosci
zwid%anych z przeksztalcaniem napiséw.

Istnieje hipoteza, ze kazdy algorytm mozZna zrealizowaé¢ za pomoca

odpowiedniej maszyny. Turinga. Zdanie to jest hipoteza a nie twierdzeniem

z tego powodu, Ze pojecie algorytmu nie jest dostatecznie sprecyzowane.
W zwigzku z powyzszym réwnowazno$ci miedzy maszynami Turinga

a algorytmanu dowie$¢ nie mozemy, zob. rozdziat XII § 67.

Streszczenie -

Masiyna Turinga nie jest zadnym rzeczywistym urzadzeniem technicz-
nym, a pojeciem matematycznym, takim, jak funkcja czy liczba, wprowa-

'dzonym w zwiazku z badaniami nad rozstrzygalnoécia teorii matema-

tycznych i algorytmami. W zwigzku z maszynami matematycznymi po-

tecie maszyny Turinga znalazlo liczne nowe zastosowania.
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Zadania R

1. Rozpatrzy¢ dzialanie podanej maszyny Turinga dla nast¢pujacych stéw poczatko-
wych: .
’ abagaca {

aba,aca
abaacsa

abaaca,

2. Podaé tablice i wykres przejé¢ maszyny Turinga, produkujacej z zadanego stowa,
slowo, w ktérym symbole wystgpuja w odwrotnej kolejnosci do slowa oryginalnego.
Ile stanéw musi mie¢ taka maszyna?

3. Podaé tablicg i wykres funkcjonalny dla maszyny Turinga, produkujacej ze sto-
wa P stowo PP. '

4. Podaé tablice oraz wykres przej$é dla maszyny Turinga sprawdzajacej, czy w napi-
sanym na ta§mie slowie wystepuje zadana kombinacja symboli (ap. aba).

Wskazéwka. Maszyna po znalezieniu szukanej kombinacji symboli ma przej$é

- do wyréznionego stanu biernego 5;, natomiast jezeli poszukiwana kombinacja liter w sto-
wie badanym nie wystgpuje po odczytaniu ostatniego symbolu stowa, maszyna ma przej$é
do innego stanu biernego §j.

5. Poda¢ maszyne Turinga, ktéra dla dowolnej formuly nawiasowej, zawierajacej
wszystkie nawiasy, odszukuje funktor gléwny tej formuly. '

Wskazéwka 1. Funktor gtéwny, to taki symbol operacji w formule, ktéra Jmt
wykonana ostatnia. Por. zadanie 2 z § 7 rozdziat II.

Wskazdwka 2. Maszyna, po znalezienin funktora gléwnego ma przej$¢ do stanu
biernego.

6. Podaé maszyne Turinga sprawdzajaca, czy formula zawierajaca zmienne zdanio-
we, symbole spojnikéw logicznych oraz wszystkie nawiasy, jest napisana poprawnie.

Wskazéwka. Jezeli formula jest napisana poprawnie, maszyna ma przej$¢ do jed-
nego stanu biernego, a po stwierdzeniu, ze formula jest niepoprawna — do innego sta-
nu biernego.

§ 56. MASZYNA POSTA

W celu uéci§lenia pojecia algorytmu, mniej wiecej w tym samym czasie,
niezaleznie do Turinga, takZe Post wprowadzit pojecie maszyny (patrz
Post [1936]). Maszyna Posta réwniez sklada si¢ z nieskoriczonej ta$my

T podzielonej na kratki. Tasma T jest obserwowana przez urzadzenie ste-

A%

- ‘obserwowanej aktualnie.

§ 56. Maszyna Posta 237

rujgce S. W kazdej chwili urzadzenie S obserwuje tylko jedna kratke ta§my
T. W kazdej kratce moze byé zapisany jeden z symboli ustalonego alfabetu
A. Przyjmiemy, e alfabet sklada si¢ z symboli ao, ay, az, -..5 G5 gdzie
a, jest symbolem pustym & (%).
" Urzadzenie sterujace S maszyny Posta moze wykonywaé nastgpujace
czynno$ci:
. P — przejécie do obserwowania sasiedniej kratki z prawej stromy.
L — przejicie do obserwowania sasiedniej kratki z lewej strony.
N — niezmienianie obserwowanej kratki(2).
Urzqdzeme to moze réwniez wpisywaé w oznaczone kratki symbole
z - alfabetu A. Czynnoéci te oznaczamy schematycznie:

— a, (— o) wpisanie do obserwowanej kratki symbolu a,,

— a, wpisanie do obserwowanej kratki symbolu aj,

.................................

— a, wpisanie do obserwowanej kratki symbolu a,.

Oprécz podanych czynnoéci' maszyna moze wykonywaé pewna ilo§¢
czynnosci, zwanych przejsciami warunkowymi. Wyjasnimy na czym one
polegaja.

Jezeli wszystkie czynnoéci, lacznie z przejSciami warunkowymi, wyko-
nywane przez sterowanie sa jako$ ponumerowane liczbami od 1 do r,

Cyy, s G,

e Jcst ciggiem wszystkich czynnoéci ukladu sterowania, to przejScie warun-

“kowe polega na tym, ze jezeli sterowanie obserwuje aktualnie symbol g,
i gdzie j=0, ..., n, to nastepnie przechodzi do wykonania czynnoci Cy,
gdzie 1 < i

i; < r. Przejicie warunkowe zapisujemy symbolicznie w postaci:

(1) _Y | ) ( (aO/iO’ al/ils -.--s an/ln)

(‘) Post przyjmowat, ze alfabet sklada si¢ tylko z dwu symboli # oraz g, jednakze

ma;ac na:uwadze ewentualne praktyczne zastosowanie maszyny Posta, wygodnie jest
plzyjqé bogatszy alfabet.

e Wszystkle zmiany obserwowanych kratek sa podawane w stosunku do kratki,
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Zapis ten méwi, ze sterowanie wykonujac czynno§¢ warunkowa i,
jezeli obserwuje symbol a,, przejdzie do wykonywania czynnoéci C; ,
jezeli obserwuje symbol a;, przejdzie do -wykonywania czynnoéci C;
i tak dalej.

Ostatnig wreszcie czynnoécia jaka maszyna Posta moze wykonywaé
jest czynnos¢

Stop — przerwanie dzialania.

Maszyna Turinga byla okre§lona przez podanie dla niej tablicy przejsc,
natomiast maszyne Posta okreslimy, podajac skoniczony ciag czynnosci
C,,C,, ..., C,, wykonywanych przez urzadzenie sterujace — taki, Ze
kazda czynnoéé C; jest jedna z czynnosci podanych poprzednio. Tak wigc

w

maszyne Posta mozemy narysowaé nastgpujaco: ~
Ci,C2,...,C; Sterowanie
¥
i a;, a;, ’ a;, ) a;, l a;, a;, l Tasma
1

Dzialanie maszyny jest jednoznacznie scharakteryzowane: alfabetem,
ciggiem C,, C,,..., C, oraz aktualnie wpisanym stowem na tasmie i po-
lozeniem urzadzenia sterujacego na ta$mie (tj. aktualnie obserwowang
kratka na taémie przez urzadzenie sterujace).

Jezeli zadna z czynnoici Cy, C,, ..., C,, nie jest przejSciem warun-
kowym ani czynno$cia — stop, to maszyna kolejno wykonuje czynnosci
C,, C,, itd. az do czynnosci ostatniej C,, po czym sie zatrzymuje. Jednakze
jezeli czynnoéé C; jest przejéciem warunkowym, to po nim maszyna wyko-
nuje ogdlnie biorac nie czynno$é Cy ., lecz czynnosé, ktérej numer zalezy
od aktualnie obserwowanego symbolu przez maszyng. W ten sposéb ma-
szyna moze wykonywaé niekt6re czynnosci podane w ciagu Cy, Cs, ..., C,
wielokrotnie w réznej kolejnoéci, az dojdzie do czynnosci stop. Zauwazmy,
ze maszyna moze nigdy nie dojéé do jakiej$ czynnosci, cho€ ta czynno$é
wystepuje w ciagu Cy, ..., C,.
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Rozpatrzmy przyktad prostej maszyny Posta. Niech alfabet maszyny
sktada sie z symboli @, a,b, c. Sterowanie maszyny niech bedzie oplsane
nastqpujqcym ciggiem czynnosci:

1. P
2. —(2z/1,a/3,b/9,c/15)

.................

3 - @
4. P
5. (2/6,al4, bj4, c/4)
6. —a
7. L
8. (o/1,a/1,b/1,¢/T)
9. —>g
10. P
11. (2/12,a/10, /10, ¢/10)
) 12. —=b
& 13. L

14.  (o/1,4a/13, b/13,¢/13)

15. — o

16. P
17.  (2/18, /16, b/16, c/16)
‘ " 18. —¢

19. L

20. (@/1,a/19, 519, ¢/19)

»Dla ulathema czytania, pewne grupy czynno§ci oddzielono od siebie
kropkaml Zanim jednak zajmiemy si¢ bliZej przesledzeniem dzialania
te_} ‘maszyny, podamy najpierw graficzny opis, przedstawiajacy postepo-
Wa.me maszyny w réznych sytuacjach, ktdéry znacznie ulatwi nam zorien-
1pwame sie wistrukturze i wzajemnych powiazaniach czynnosci maszyny
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Opis ten bedziemy nazywali wykresem przejsé dla maszyny Posta i bedzie
on nieco przypominat wykres przejsé dla maszyny Turinga.

Czynnosci bedziemy przedstawiali za pomoca punktéw na plaszczyznie,
piszac przy kazdym punkcie numer odpowiadajacej mu czynnosci. Jezeli
maszyna po czynnoéci numer i wykonuje czynno$é j, to punkty i oraz j na
wykresie polaczymy strzatka, skierowana od punktu i do punktu j. Jezeli
punkt na wykresie przejsé przedstawia przejécie warunkowe, to wychodzi

do stanu 1

Rys. 7

z niego tyle strzalek, ile jest symboli w alfabecie maszyny. Kazda strzatka
oznaczymy jedna literg alfabetu i potaczymy ja z takim punktem na wykse-
sie, ktéry ma numer czynnosci odpowiadajacy danej literze, w przejéciu
warunkowym. Dla rozpatrywanej maszyny wykres przej§é bedzie mial
postaé pokazang na rysunku 7. Dla uproszczenia zamiast rysowaé np.
od punktu 5 do 4 trzy strzaiki oznaczone symbolami a, b, ¢, narysowano
tylko jedna strzatke z tymi symbolami, co oznacza, Z¢ przejécie od czyn-
noéci 5 do czynnoéci 4 nastgpuje wtedy, gdy sterowanie odczyta jeden
z symboli a, b lub c. Podobnie dla innych punktéw. Réwniez dla uprosz-
czenia rysunku punkt 1 narysowano na wykresie dwukrotnie.

Teraz mozemy juz przystapi¢ do odszyfrowania dzialania maszyny.
Zalézmy, ze na taémie zapisane jest stowo w alfabecie maszyny np. aabaaccab
i 7e maszyna obserwuje pierwszy pusty symbol na ta§mie, znajdujacy si¢
przed napisanym stowem. Czynno$é nr 1 spowoduje przesuniecie sterowania
na pierwszy symbol slowa a czynno§¢ 2 spowoduje sprawdzenie przez
maszyng co to jest za symbol. Zaleznie od odczytanego symbolu maszyna
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pric_jdzie do jednej z czynnosci 3, 9 lub 15. Poniewaz symbolem tym jest
@, wigc maszyna przejdzie do czynnosci 3, tj. wymaze ten symbol (wpisujac
na jego miejsce symbol pusty @) i przejdzie do sprawdzenia nastgpnego
symbolu na ta§mie. Jezeli jest to symbol rézny od @, to sterowanie prze-
- suwa; sic na prawo tak dlugo az dojdzie do symbolu pustego . Po zna-
lezieniu symbolu pustego wpisuje ona na jego miejsce symbol @, po czym
powraca na lewo az do znalezienia pierwszego symbolu pustego z lewej
_strony slowa i powtarza wszystkie czynnosci od poczatku. Dla symboli

' biirc postepowanie maszyny jest analogiczne, Latwo zauwazy¢, ze tak

nggélona maszyna realizuje szczegllny przypadek tag-systemu, ktory
ma’:nastgpﬁjqcy uktad podstawien:

a—a

' / b—b

AR c—>cC

' oraz liczbg k = 1. A wigc kolejne stowa na ta$mie beda wygladaly nastg-
. pujago: .
i aabaccab

abaccaba
baccabaa
: accabaab
ccabaaba
cabaabac
abaabacc
baabacca

aabaccab

abaccaba

Zyna. yige bez kotica przepisuje pierwsza liter¢ stowa na jego koniec,
IZy, CZym litere t¢ z poczatku stowa wymazuje. ’

,Logika;i dla inZzynieréw

|




ARt
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W podobny sposéb mozna okresli¢ maszy_nq Posta, kté}'a 'quzu: np:
wykonywala jakie$ obliczenia na liczbach zapisanych na taSmie, CzZy tez
jakiekolwiek inne czynnoéci na symbolach. ' ' _

Oba sformutowania pojecia maszyny, podane przez Turinga 1 ,1?o§ta ‘
sa rownowazne w tym sensie, ze opisuja t¢ sama klasg masz’){n. Ro‘zm'ca
migdzy nimi polega na tym, ze do opisu- maszyny uZyt‘? se} rézne poygcg?t.
Do jednych celow moze byé wygodniejszy aparat p(?_]QClOWY Posta, do
innych natomiast — Turinga, Mozna pokazaé, ze' kazda m'aszyn.Q Posta
mozna opisa¢ za pomoca poje¢ maszyny Turinga 1 odwrotnie k.azda} ma-
szyn¢ Turinga mozna opisaé jako maszyne¢ Posta. D.la wykaz.ama fo.wno-
waznosci wystarczy zauwazyC, ze stan maszyny Tur'mga moz§ byé inter-
pretowany jako numer czynnoéci W maszynie Posta 1 odwr‘otm.e - numer
czynno$ci w maszynie Posta mozna uwazaé za stan odpowiedniej maszyny

Turinga. : g -

Streszczenie

Maszyna Posta moZe réwniez stuzy¢ do ,fabrykowania” z zadanych

- ciag6éw symboli innych ciggéw, podobnie jak to miato miejsce w maszynie

Turinga. Dziatanic maszyny jest okreslone przez podanie ponu'nTerowanego
ciagu czynnosci, nalezacych do ustalonego zbioru czynno$ci charakte- \
rystycznych dla maszyn Posta.

Zadania

1. Podaé¢ maszyng Posta realizujaca nastepujacy tag-system
a—ab
b— bc

c—>ca
dla k= 2. '
2. Podaé maszyng Posta, ktora z dowolnego stowa P w ustalonym alfabecie pro-
dukuje stowo PP. ' ' »
3. Podaé maszyng Posta, ktbéra tworzy sume dwu liczb jednocyfrowych w ukia-
dzie dziesi¢tnym. ‘
Wskazowka. Jako alfabet przyjaé cyfry 0, 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8 9.
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e 4,.';P'odaé maszyne Posta, ktéra bada, czy w zadanym slowie napisanym w alfabe-
cie maszyny, zawarte jest ustalone stowo (np. aac).

5. Podaé maszyne Posta, ktora z dowolnego stowa postaci PQR tworzy stlowo PR,
gdzie P i R sa dowolnymi w alfabecie maszyny, Q zas jest ustalonym stowem w tym alfa-
becie.

" 6. ‘Maszyne, dla ktorej zbiér podstawowych czynnosci jest taki sam jak dla maszyn
Posta, z t3 jedynie réznica, ze przejicie warunkowe ma postac

(z/i+1, afj),

gdzie a oznacza dowolny symbol alfabetu maszyny rézny od symbolu pustego &, bedzie-

my hazywali maszyng Wanga. Sens tej czynnosci jest nastepujacy: jezeli czynno$¢ nr i jest

przejéciem warunkowym i maszyna aktualnie obserwuje na tasmie symbol &, to po tej

czynnoici wykonuje czynno$é nastepna, tj. czynnodé nr i-1; jezeli natomiast maszyna

obserwuje symbol a rézny od symbolu pustego, to po czynnosci nr I*'wykonuje czynnosé .
a) ‘Okresli¢ maszyng Wanga realizujaca tag-system

o ; a->a

b—>b
: c—>c
dla k=1

I b) AOlcres’lié maszyn¢g Wanga, ktéra 1ealizuje tag-system z zadania 1.
: » ¢). Okresli¢ maszyne Wanga, ktora realizuje to, co w zadaniu 2.
d) “Okrcs'lié maszyng Wanga, ktéra realizuje to, co w zadaniu 5.

A Moierhy réwniez okrefli¢ maszyn¢ Wanga, w ktérej przejScia warunkowe sa
postaci =, i

e (2 lj» afi+1).

Znt}czy to, ze po odczytaniu symbolu pustego ¢ maszyna przechodzi do wykonania
czynnodci nr j, a po odczytaniu symbolu a réznego od symbolu pustego maszyna prze~
i.(;hgd_z\i\vdo wykonania czynnosci nastgpnej o numerze i-+1. Dla podanego przejscia wa-
runkowego okresli¢é maszyny Wanga, realizujace punkty a), b), c), d), z zadania 6,

'MASZYNY RABINA T SCOTTA
-:Wychod'zac z koncepcji Turinga i Posta wielu autoréw podalo nieco
-idee maszyn. Dwie z nich, ktére znalazly liczne zastosowania, przede
zystkim . w. maszynach matematycznych i lingwistyce matematycznej,
amy:w tym i w nastgpnym paragrafie. Zrédlem obu tych koncepcji
raczej maszyna Turinga, anizeli maszyna Posta.
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~ Maszyny Rabina i Scotta s3 pewna klasa maszyn, zwanych automatami

skoriczonymi (patrz Rabin i Scott). PoniewaZz istnieje wiele réznych ujeé
pojecia automatu skoticzonego, wiec nie bedziemy uzywali tego terminu, .
a dla wyrazniejszego podkreslenia, o jaka klas¢ automatéw skoniczonych
nam chodzi w niniejszym paragrafie, pozostaniemy przy terminie podanym -
w tytule paragrafu.

Maszyne Rabina i Scotta bedziemy nazywali maszyng Turinga spel-
niajaca nastgpujace warunki: )

1. Ta§ma maszyny jest skonczona.

2. Maszyna moze przesuwaé tasme tylko w jedng strong, w prawo
badZz w lewo. (Lub méwiac inaczej urzadzenie sterujace maszypy moze
posuwaé si¢ po tasmie tylko w jednym kierunku, w lewo badZ w prawo).

3. W zbiorze stanéw S maszyny istnieje stan wyrézniony So, Zwany
stanem poczqtkowym maszyny, oraz niepusty podzbiér K< S zwany
zbiorem stanéw koricowych. ;

Niech A4 bedzie alfabetem maszyny i niech A* oznacza zbiér wszy-
stkich stéw w alfabecie 4. Powiemy, ze stowo P c 4*

P = Po,>P1> ey D

jest akceptowane przez maszyng M Rabina i Scotta, jezeli dla maszyny
M istnieje taki ciag standéw

4)) Sig> Siys wo> Sigpqo

zZe s5;, = So (tzn. pierwszy ze standw w ciagu (1) jest stanem poczatkowym
maszyny M), oraz
) Sippy = M(Sijapj)’
et1

Symbol M we wzorze (2) oznacza po prostu funkcje przyporzadkowu-
jaca kazdemu stanowi i odczytywanemu symbolowi nowego stanu zgodnie
7 tablica maszyny. Méwiac prosciej maszyna Rabina i Scotta akceptuje
stowo napisane na ta$mie, jezeli wychodzac ze stanu poczatkowego So PO
przeanalizowaniu calego stowa znajdzie si¢ w stanie koricowym. W ten
spos6b za pomocg maszyny Rabina i Scotta mozemy okresli¢ pewien
podzbiér zbioru 4, zwany klasa wyrazen akceptowanych przez maszyng

M, albo tez — jezykiem maszyny M. Maszyna ta jest bardzo wygodna do V

wielu zastosowan. Podamy dla przykiadu maszyne Rabina i Scotta, ktéra
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sposréd dowolnych siéw napisanych w alfabecie lacidskim akceptuje

stowo ,,logika”. Jako alfabet maszyny przyjmiemy litery a, b, c, ..., y, z.
Stany maszyny oznaczymy liczbami 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 0 oznacza stan

poczatkowy, 7 za$ jest stanem koricowym. Tablica maszyny bedzie miata
postac, '

8
)
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~ W tablicy podano przyporzadkowanie kazdemu stanowi.i literze —
nowego stanu. W odréznieniu od maszyny Turinga, maszyna Rabina
i Scotta nie drukuje nowych symboli na miejscu symboli odczytanych,
dlatego tablica maszyny Rabina i Scotta jest w stosunku do maszyny
Turinga uproszczona. Dla wszystkich miejsc tablicy, w ktérych nie wpi-
sano zadnego stanu — stan ten jest stanem S. Wykres przej$¢ dla tej ma-
szyny jest pokazany na rysunku 8. Maszyna ta dziala wigc w ten sposob,

Rys. 8

7e jezeli natrafia na ta§mie symbol pusty & w stanie 0, to przesuwa tasme
dalej, obserwujac nowy symbol. Przesuwanie tasmy nastepuje tak diugo,

az maszyna natrafi na symbol rézny od symbolu pustego, tzn. na jaka$ :

literg alfabetu. Jezeli jest to litera /, maszyna przechodzi do stanu 1, a w przy-
padku kazdej innej litery — do stanu 8, ktdry znaczy, Ze odczytane stowo
nie jest stowem ,,logika”, gdyz nie zaczyna sig od litery /. Po literze I moze
nastapié tylko litera o. Jezeli wigc w stanie 1 maszyna jako nastepny sym-
bol odczyta literg 0 — przechodzi do nastgpnego stanu 2, w przeciwnym
przypadku — przechodzi do stanu 8.

" Postepujac podobnie dla pozostalych symboli, maszyna dochodzi do
ostatniego symbolu stowa. Jezeli jej przejécia od stanu do stanu byly
zgodne ze stanem 1 i 2 i ostatni stan jest stanem 7, to znaczy, ze odczy-
tala ona stowo ,logika” — w przeciwnym za§ przypadku odczytane
stowo bylo inne. . \

Zbiér wszystkich stéw akceptowanych przez automat skoxiczony nazy-
wamy jezykiem skoriczenie stanowym (zob. Kleene [1956], Arbib, Gins-
burg). W teorii automatéw i jezykéw bada si¢ réine wlasnosci jezykéw
skoficzenie stanowych (patrz np. Ginsburg). ‘
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Streszczenie S

Maszyna Rabina i Scotta jest maszyna Turinga, w ktérej wprowadio-
no navstqpujqce ograniczenia: tasma maszyny jest skorficzona, maszyna
moze vprzesuwagi taSme tylko w jednym kierunku, maszyna moze tylko
czyta¢. symbole na tasmie, nie moze ich na ta$mie natomiast drukowag.
Maszyna akceptuje wyrazenie napisane na tej tasmie, jezeli poczynajac
od stanu ' poczatkowego po przeanalizowaniu calego napisu maszyna
przejdzie do stanu konficowego. Zbidr wszystkich napiséw akceptowanych
przez dang maszyng Rabina i Scotta mozna interpretowaé jako jezyk,
ktdrego gramatyka jest okre§lona przez podanie odpowiedniej maszyny

‘

Zadania,

¢ 1. Poda¢ maszyng Rabina i Scotta, ktéra sprawdza, CzZy napisana na jej ta$mie

. liczba jest parzysta.

i -} 2. ‘Poda¢ maszyne Rabina i Scotta, majaca alfabet 4 = {a, b, ¢} oraz akceptujaca

' yvszyStk,ie slowa postaci abababa ... abe, bebebebeb ... beba, acacaca ... cab.

« 3.-Poda¢ maszyn¢ Rabina i Scotta o alfabecie, jak w zadaniu 2 i akceptujgcej

L ngystkie stowa typu acPca, cbRbc, gdzie P i R s3 dowolnymi stowami w alfabecie
. A, pustymi lub nie.

' -4, Podaé maszyne Rabina i Scotta, akceptujaca wszystkie slowa w’ alfabecie A,

! z wyjatkiem stéw postaci PabcQ, gdzie P i Q sa dowolnymi slowami w alfabecie A4
" (r6éwniez pustymi).

~

§ 58$ MASZYNY WIELOTASMOWE

“"Maszyny, ktére przedstawimy w tym paragrafie, réwniez pochodza od

| Rat.bina i Scotta (patrz Rabin i Scott), jednakze dla odréznienia od maszyn
| opisanych “w poprzednim paragrafie, bedziemy je nazywali maszynami

;v‘aﬂi{zlota.fmowymi. Dla uproszczenia bedziemy tu rozpatrywali pewng waska

~»kﬁla;,sq; maszyn dwuta§mowych, majacych jednak duze znaczenie praktyczne

teorii automatéw i lingwistyce matematycznej.
: ﬁBQdmemy wigc rozpatrywali maszyny majace dwie tasmy ¥ oraz P.
aime V bz d ziemy nazywali tasmq wejsciowq maszyny, natomiast tasme
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P — tasmaq pt;mocniczq. Kazda z taém moze byé zaréwno nieskonczona
jak i skoficzona. Z kazda z tasm jest skojarzony jeden alfabet 4, oraz 4.

Alfabet skojarzony z taéma wejSciowa nazwiemy alfabetem wejSciowym -

maszyny i podobnie alfabet skojarzony z ta§mg pomocnicza nazwiemy
alfabetem pomocniczym; tzn. symbole alfabetu 4, moga byé pisane tylko
na taémie V, symbole alfabetu 4, za§ moga by¢ pisane tylko na tasmie P.
Przyjmiemy ponadto, ze 4, S Ap, tzn. Ze alfabet wejsciowy jest zawarty
w alfabecie pomocniczym. Z kazda tasma skojarzony jest zbidr stanéw
wewnetrznych maszyny, ktére nazwiemy odpowiednio stanami wejsciowymi
maszyny oraz stanami pomocniczymi. Stany wejSciowe oznaczymy vg, U,
.., Uy, @ Stanly POMOCRICZE Po, P15 -++5 Py- StANy wejsciowe i pomocnicze
bedziemy nazywali stanami maszyny. TaSma wejSciowa moze byé przez
maszyne tylko odczytywana. Na ta§mie pomocniczej maszyna moze odczy-
tywaé i zapisywaé symbole. Zatozymy jeszcze, Ze tasma weiSciowa jest
jednostronna, tzn. maszyna moZe ja przesuwac tylko w jedna strong,
tasma za$ pomocnicza jest dwustronna. Jezeli maszyna znajduje si¢ W stanie
wejéciowym, to maszyna odczytuje tasme wejSciowa, a jezeli maszyna
jest w stanie pomocniczym, to odczytuje albo zapisuje wtedy jaki$§ symbol
na taémie pomocniczej. Tak wi¢c urzadzenie sterujace maszyny moze
obserwowaé albo taéme wejéciowa, albo ta§me pomocnicza, nie za§ obie

tasmy jednocze$nie. W zbiorze stanéw wejSciowych maszyny wyréznimy
stan poczatkowy v, oraz podzbiér stanéw koficowych K < V, gdzie V jest -

zbiorem stanéw wejséiowych.

Zachowanie takiej maszyny mozemy opisaé identycznie jak zachowanie
maszyny Turinga, badZz maszyny Rabina i Scotta, podajac tablice przy-
porzadkowujaca kazdej sytnacji nowy stan oraz przesunigcie obu tasm

i drukowany symbol na taémie pomocniczej. Proéciej jest jednak opisywac °
maszyne dwuta§mowa nie za pomoca jednej tablicy, lecz przez podanie

dwu oddzielnych tablic, jednej dla taSmy werc1owe_], drugiej za$§ dla tasmy
pomocniczej (dlaczego?).
Bedziemy méwili, Ze maszyna dwutaémowa akceptuje stowo napisane
na tasmie wejciowej
Qo, Ay, eeey Gy

jezeli istnieje taki cigg stanéw maszyny

mo, ml, cssy mk+1,
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76 My = Vg, My, €K oraz
. m = M(m;, a;)

i ponadto jezeli maszyna jest w stanie m,,, to na ta§mie pomocuiczej
znajduje si¢ wyrdzpione slowo P zapisane w alfabecie Ap. W szczegblnym
przypadku P mozZe byé slowem pustym, tzn. Ze na taSmie pomocniczej
nie jest zapisany Zaden symbol alfabetu 4,. (Symbolu pustego @ nie bedzie-
my zaliczali do alfabetu maszyny).

Dla ilustracji rozpatrzmy prosty przyklad maszyny dwutasmowej,
majacej alfabet wejsciowy A, = {a, b} oraz alfabet pomocniczy Ap =
= {a, b, x}. Dzialanie maszyny okreslone jest dwoma tablicami T}, oraz Tp.

TasLiCA Ty

Yo v V2
%) Vo Uy v
a O A 1 v
b ‘D1 Do vz

W tablicy 7', v, jest stanem poczatkowym maszyny, za§ stan v, — stanem
konicowym.

. TasLicA Tp

Do P21

: Po P
2 Na | Pb

a (2% L2

b D1 vy

b I{Il vy

x D1 Do

Lx Pa
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W tablicy Tp , podobnie jak w maszynie Turinga, podano przy stanach

-pomocniczych przesunigcie maszyny do sasiedniej kratki na tasmie (P, N, L)
.oraz drukowany na ta§mie symbol. Na przyklad jezeli maszyna jest w stanie -
_p; oraz obserwuje na ta§mie pomocniczej symbol x, to drukuje ona na

miejscu symbolu x symbol a i przechodzi do stanu p,, oraz przesuwa urza-

.dzenie sterujace do kratki sasiedniej z prawej strony. Wykres przejs¢ dla tej

maszyny jest pokazany na rysunku 9.
Rozpatrzmy jak bedzie dzialala maszyna, jezeli na jej taSmie wejSciowej

_zapiszemy stowo abaabb. Stan maszyny bedziemy pisali nad aktualnie

Rys. 9

.obserwowanym symbolem alfabetu przez maszyng. Jezeli maszyna prze-
.chodzi do obserwowania drugiej taSmy, to ostatni obserwowany symbol
ina pierwszej tasémie zaznaczymy kreska u gory.

Tasma T Tasma Tp

Vo

1. @abaabb
Vo

2. abaabb .
Uy

3. abaabb
abdabb Do

&
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5 Do
a
U3
‘ 6. abaabb a
‘ . 7. abaabb
)
8.  abaabb

Maszyna znalazla si¢ w stanie korcowym nie przeanalizowawszy
stowa wejéciowego do korica. Z podanego przyktadu latwo widaé sposob
dzialania maszyny. Obserwuje ona najpierw slowo na ta$mie wejsciowej,
symbol po symbolu, i w przypadku przejscia do stanu pomocniczego
przerywa obserwowanie stowa na ta§mie wejSciowej — zaznaczajac na
niej ostatni obserwov_vany symbol — i przechodzi do dzialania na ta$mie
pomocniczej. Po czym w przypadku przejécia do stanu wejsciowego, ma-

' szyna wraca ponownie do analizy stowa na ta§mie wejsciowsj — od symbolu

zaznaczonego -— zaznaczajac réwniez ostatnia obserwowana komoérke
na taSmie pomocniczej, itd., az do dojécia do stanu konicowego. Tak wiec
na' priemian jest czytana to jedna, to druga ta$ma maszyny. Jezeli ma-
szyna przejdzie do stanu koricowego i na ta§mie pomocniczej wyprodukuje

. - wyr6znione stowo alfabetu pomocniczego, to stowo wejsciowe jest przez

maszyn¢ akceptowane.
Mozna réwniez wprowadzi¢ tutaj pojecie jezyka i badaé jego wlasnoéci.

- Istnieje wiele prac zajmujacych si¢ tym zagadnieniem. Zainteresowanego

czytelnika odsylamy do literatury (Ginsburg).

~

' Streszczenie

Maszyna dwuta$mowa ma dwa alfabety, zwiazane z kazda z tasm~

© maszyny.. Zbiér stanéw maszyny dwutasmowej jest podzielony na dwie
-1 klasy; w ten sposéb, ze kazdej klasie stanéw odpowiada analizowanig jednej

tylko ta§my. Maszyna na przemian analizuje obie ta§my tak dlugo, az
znajdzie si¢ w stanie koncowym. Na obie tasmy i sposdb poruszania sig-

H maszyny po nich mozemy narzucié warunki ograniczajace, otrzymujac
.- W-ten spos6b rézne klasy maszyn. W podanym przykladzie maszyna mogla
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si¢ porusza¢ po jednej z ta§m, zwanej taSma wejsciowa, tylko w jednym
kierunku, odczytujac na niej zapisane stowo. Na drugiej za$ tasmie, zwanej
ta§ma pomocnicza, dopuszczalny byl ruch maszyny w obu kierunkach
oraz odczytywanie jak i zapisywanie symboli. Moéwiliémy, Ze maszyna
akceptuje slowo zapisane na tasmie wejsciowej, jezeli po przeanalizowaniu
calego slowa maszyna znalazta si¢ w stanie koncowym oraz na tasmie
pomocniczej wydrukowata wyréznione stowo w alfabecie pomocniczym.

Zadania

. 1. Niech slowem wyr6znionym w alfabecie pomocniczym bedzie aaa. Podaé dla

maszyny dwuta§mowej, okreslonej w tym paragrafie, przyklady stéw akceptowanych
przez t¢ maszyne.
2. Podaé maszyne dwutasmowa, akceptujaca wszystkie stowa typu™
1) ababa...ab,

2) aaa...ab ... bbb,
3) abbbb ... bbbba.

3. Okregli¢ maszyng dwutasmowa, akceptujaca wszystkje poprawnie zbudowane
formuly nawiasowe zawwrajqce wszystkie nawiasy.

i |
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Rozdzfai 11

MASZYNY UNIWERSALNE

Ma:s;zynq L)uniwersalnq dla maszyn M,, M,,... bedziemy nazywali

“maszyng M, ktéra moze dziala¢ tak samo jak kazda z maszyn M;. Wyra-

zajac si¢ nieco Sciflej, maszyn¢ uniwersalna dla danej klasy maszyn mo-
zemy okresli¢ nastepujgco: niech A, oznacza alfabet maszyny M, i niech
A} bedzie zbiorem wszystkich stéw w tym alfabecie. Jezeli P < 47, to

‘przez. M;(P) bedziemy rozumieli stowo koricowe wyprodukowane przez

maszyng M; ze stowa poczatkowego P. Maszyna M jest maszyng uniwer-
salng: dla klasy maszyny M;, M,, ..., M,, jezeli dla kazdego i oraz dla

e ~kazd¢go PeA,, M(i, P) = M,(P). Przez i, P rozumiemy tu slowo, ktére

jest konkatenacja liczby i oraz stowa P. Musimy tu dodatkowo zalozy¢,
ze laczna liczba{ wszystkich symboli w alfabetach maszyn M;, M,, ...
jest skonczona
- Zwrocmy uwage, -Ze jezeli np. maszyny My, M,, ..

, M, sa maszynami

"f:f Tunnga to maszyna M moZe byé tez maszyna Tunnga, ale réwniez moze

maszynq Posta, czy tez jakakolwiek maszyna spelniajaca podany
'e]\ warunek. Mozemy wigc méwié o uniwersalnej maszynie Turinga
a klasy maszyn . Turinga, badZ o uniwersalnej maszynie Turinga dla
klasy maszyn Posta, badZ tez o uniwersalnej maszynie Posta dla klasy
aszyn Turinga itp.

Ogolna zasada konstruowania maszyny uniwersalnej dla danej klasy
' polega na tym, Ze na tasmie maszyny uniwersalnej mozemy umiesci¢
) oln¢j z maszyn M; — oraz na takim skonstruowaniu maszyny
w rsa.lne_],! aby dla zadanego stowa czytala ona z ta$my opis maszyny,
] téra,ma nasladowaé i postgpowaia zgodnie z tym opisem. Opis taki
; 12 uwaz’aé za program dzialania maszyny uniwersalnej. Na przykiad
szyna umyversalna dla klasy maszyn Turinga bedzie miata ta$me, na-
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ktérej mozemy zapisaé np. wiersz po wierszu tablice aktualnie rozpatry-
wanej maszyny Turinga i po zapisaniu dowolnego slowa z alfabetu rozpa-
trywanej maszyny, maszyna uniwersalna - przechodzi do analizowania
zapisanej tablicy i przetwarzania stowa zgodnie z podang tablica. Nato-
miast dla maszyny uniwersalnej dla klasy maszyn Posta, na tasmie maszyny
uniwersalnej zapiszemy wszystkie czynnosci maszyny i po napisaniu na
tasmie dowolnego slowa, maszyna analizuje opis umieszczony na tasmie
maszyny Posta i postgpuje zgodnie z tym opisem. W dalszym ciagu dla
uproszczenia, maszyng uniwersalng dla klasy maszyn Posta bedziemy
nazywali uniwersalna maszyng Posta — niezaleznie od tego czy maszyna
uniwersalna jest maszyng Posta, Turinga itp., a maszyn¢ uniwersalng dla
klasy maszyn Turinga bedziemy nazywali uniwersalng maszyna Turinga.
Podobna terminologi¢ przyjmiemy réwniez dla innych maszyn.

~

§ 59. UNIWERSALNA MASZYNA POSTA

Jak pamietamy z poprzedniego rozdziatu, maszyna Posta mogla wyko-
nywaé nastgpujace proste czynnosci:

L: P: Ns _>ai’ (Q /io, al/iln cees an/in)’ StOp

Napisy oznaczajace te czynnoSci bedziemy nazywali instrukcjami. Ciag
kolejno ponumerowanych instrukcji bedziemy nazywali programem. Przyj-
miemy, Ze instrukcje numerujemy zawsze poczawszy od zera. Przyjmiemy
takze, ze uniwersalna maszyna Posta ma dwie nieskoficzonz (jednostronne)
ta¢my. Tasmy te oznaczymy przez P oraz R. Taséme¢ P nazwiemy tasmq
programowq, natomiast ta§me R — roboczq. Alfabet, ktérego symbole
mozemy pisa¢ na tadmie P, nazwiemy alfabetem programu i oznaczymy
przez Ap, podobnie alfabet, zwigzany z ta§ma R, oznaczymy Ap i nazwie-
my go alfabetem roboczym. Jako alfabet A mozemy przyjaé dowolny
ciag symboli. Dla uproszczenia dalszych rozwazan przyjmiemy, ze

Ap={@,a,b,c}.

@ tak jak poprzednio oznacza symbol pusty. Przyjecie, ze alfabet skiada
si¢ tylko z czterech symboli w niczym nie ogranicza ogélnosci naszych

§ 59. Uniwersalna maszyna Posta ! 255-

rozwazan. Jako -alfabet A, przyjmiemy wszystkie symbole potrzebne

do zapisania dowolnej instrukcji maszyny Posta. Dla prostoty pominiemy
instrukcje Stop i przyjmiemy, Ze maszyna zatrzyma si¢ jezeli wykona.
ostatnia instrukcj¢ w programie.

AP:{N’P! L’ -+QIA’ g’a’ b’ c’ (’)’ /’ ,’0’ 132’ 3’4’ 5’ 6’ 7’ 8’ 9}'

Zwréémy uwage na pewne osobliwofci tego alfabetu. Pierwsza z nich.
to dwa symbole puste. Pierwszy z nich A odnosi si¢ do pustej kratki na.
tasmie P, drugi za$ @ oznacza pusta kratke na tasémie R. Druga osobliwo$é,.
to wystgpowanip przecinka jako symbolu alfabetu. Zwréémy uwage, Ze-
przecinki- oddzielajace poszczegdlne znaki alfabetu, do tegoz alfabetu nie-
naleza. Trzecia wreszcie osobliwo$é, to wlaczenie do alfabetu 4, cyfr
dziesigtnych, pozwalajacych nam na numerowanie instrukcji programu..

© ‘W kazdej kratce ta§my P moze by¢ zapisany tylko jeden symbol alfabetu

A,’,,“podobnie jak to miato miejsce w maszynach dotychczas omawianych..

Podobnie na tasmie R mozemy zapisaé w kazdej kratce tylko jeden symbol.
- alfabetu Ag.

Maszyna moze analizowaé jedna badZ druga taséme, tak jak to zalo--

ifzyhsmy omaw1ajac maszyny wielota§mowe (§ 58). Stany zwiazane z taSma.
P oznaczymy literami pg, py, ... itd. podobnie stany zwigzane z ta$ma
iR ozrbaczymy przez rg, ry, ... itd.

. Czynnosc1 zwigzane z analizowaniem taémy R sa opisane w programie-
za_plsanym na ta§mie P. Natomiast czynnoéci zwigzane z analizowa~
niem programu sg okreSlone przez podanie tablicy maszyny. Tablicg:
te, zgodnie z przyjetymi zalozeniami, wygodnie jest zapisa¢ w dwu czes--

}c1ach _';ednac dla stanéw p, druga dla stanow r.

Stan p, jest stanem poczatkowym, stany p;, i p,, stanami koricowymi..
Stanu P12 W tablicy nie podano, nie prowadzi on bowiem do Zadnego no--
Wego stanu Rowmez dla prze_]rzystos01 nie wplsywano w tabhcy stanu
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Zwr6¢my uwage na ostatni wiersz tablicy, ten, w ktérym stoi litera /.
Nie ma jej w alfabeciec maszyny. Wiersz ten rozumiemy nastgpujaco:
jezeli maszyna odczytala na‘taSmie P jaka$ liczbe, obojetnie jaka, to prze-

P_yodobnie‘moZemy podaé tablice dla tasmy R.

chodzi do stanéw, podanych w ostatnim wierszu tablicy. - I P s ry rs re rq rg rg 1o
g ‘P3, & | ps,a | ps,b | ps,c | ps,L | ps, P Ds Pq Pes Ps
Do y21 D2 D3 F 2 Ps Pe P7 | Ps Po | Pio| P11 - - -
a - — - - - - D¢ Ps Pg Ps
A Do .
b —_ —- — — — - Pe Pe Ps Dg
— D2 .
c — 5 — — — — — Pe De D¢ Ps
I ry rq ” -
a r2 rg ' I - Kreski ‘w tablicy oznaczaja stany, takie jak w pierwszym wierszu tablicy.
“ Y " ry ij“ Symbaole po przecinku przy odpowiednim stanie maszyny oznaczaja pisany
o = &  na ta§mie symbol badZ przesunigcie tasmy.
c ra r1o " Zanim omdéwimy dziatanie uniwersalnej maszyny Posta, podamy jesz-
‘ cze. wykres przej$¢ dla tej maszyny, co pozwoli na latwiejsze zoriento-
P e _ wame sm w jej strukturze. Wykres ten jest pokazany na rysunku 10. Litera
(1,";: L rs - I'na rysunku oznacza symbole inne niz te, ktére zostaly podane przy
h N s strzalkach wychodzacych z danego stanu maszyny.
Maszyna zaczyna dzialanie od czytania ta§my P. Czytanie odbywa sie
ik ) Po t’od strony lewej do prawej. Przed rozpoczeciem czytania maszyna jest
«1 tstame Do- Zalézmy, ze w stanie poczatkowym maszyna czyta symbol
( Pa P pusty A. Po odczytaniu symbolu pustego maszyna przesuwa sie wzdhuz
/ Py | Pq itaémy tak dhugo, az natrafi na symbol rézny od symbolu pustego A.
Jezeli pierwszym napotkanym symbolem jest hczba, maszyna prze-
| » Po N Do X
: }cho zi do stanu p;, W przypadku przeciwnym przechodzi do stanu kofi-
! Ps P1o ; wego P11, sygnalizujac, Ze program jest niepoprawny, gdyz kazdy po-

iprawny: ‘program musi si¢ zaczyna¢ od numeru instrukcji. Po liczbie, za-
instrykcji, moze nastgpowacé jeden z symboli —, L, P, N, (. Kazdy
symbo] jest nieprawidlowy. Po strzalce moze wystegpowac jeden z sym-

‘ya, b, c; tworzac w ten sposGb instrukcj¢ typu — a;. Instrukcja
mus1 wywotaé zapisanie odpowiedniego symbolu na tasmie R, co jak
o prawdmc na podstawie drugiej tablicy rzeczywiscie zachodzi, gdyz
’ me _]ednego z symboli alfabetu Ay powoduje przejécie maszyny do
0:z€ ' Stan6w. ry, 1y, 3, r4, a kazdy z tych stanéw powoduje druko-
na; tasnne R symbolu odczytanego z tasmy.

‘Dla uproszczenia réwniez nie wpisano w tablicy przesunigcia tasmy
programowej po kazdym odczytanym symbolu w lewo, tzn. przejicia
i do obserwowania przez maszyn¢ nastepnego symbolu z prawej strony.
\ Jedynym wyjatkiem jest tutaj stan p,,, po ktérym maszyna nie przechodzi
‘ do obserwowania nastgpnego symbolu, a odszukuje na ta§mie P symbolu
o numerze podanym w instrukcji warunkowej. Do sprawy tej jeszcze
wrécimy w dalszym ciggu.

.ngika dla inzynieréw
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Rys. 10.

. Kazda instrukcja musi byé zakoficzona przecinkiem, po czym naste-
puje przejscie do stanu poczatkowego p, 1 czytanie nowej kolejnej instrukcji
od poczatku. Gdyby po instrukcji nastgpowal symbol Ppusty A, oznaczaloby
to koniec dzialania i przejécie do stanu koncowego p;,.

Podobnie odczytanie kazdej innej instrukcji rozpoczyna si¢ od stanu
Po 1 koficzy w stanie p;. Instrukcje przesuwania L,P taémy R w lewo
i w prawo sa realizowane poprzez przejécie maszyny do standéw rs i re.
Instrukcja warunkowa zaczyna si¢ od nawiasu ,,(”’. Po nawiasie moze
wystapi¢ jeden z symboli alfabetu Az, powodujac przejécie maszyny do
jednego ze standéw r,, rg, re, r1o. W stanach tych, jak to widaé z drugiej”

§59. Uniwersalna maszyna Posta 259

,

2 unast@pu_]e poréwnywanie symbolu odczytanego na tasmie P z sym-
m "'dczytanym na tasmie R. Jezeli symbole te sa jednakowe, maszyna
h dzi do stanu ps, W przypadku za$§ przeciwnym — do stanu pg.
Stany te sygnahzujq wigc, czy porownywane symbole sa jednakowe, czy
JTezeli - symbole te sa rdéine, maszyna sprawdza nastgpny symbol
gramu, ktérym powinien byé symbol ,./”, przechodzac w tym przy-
: o'stanu- p,, po czym nastepuje sprawdzenie, czy nastgpnym sym-
bolem jest liczba.

alszym symbolem w programie moze by¢é jedynie przecinek, badZ
zamygajaccy »)’. W pierwszym przypadku maszyna przechodzi
nu p4, powodujacym dalsze analizowanie instrukcji warunkowsej,
fp'rzypadku drugim instrukcja warunkowa zostala zakoniczona i maszyna
odm do stanu Ps3, ktory powoduje analizowanie nastgpnej instrukcji.

fSpra dzmy teraz; co si¢ bedzie dzialo, jezeli maszyna stwierdzila, Ze oba

‘ywane symbole sa jednakowe. Wtedy réwniez nast¢puje sprawdze-
y nast@pnym symbolem jest ,,/” 1 czy po nim nastqpu_]e liczba. Jezeh

W _]akl sposéb nastgpuje odszukanie instrukcji o zadanym
mq b@dmcmy tu blizej wyjaéniali, gdyz wymagaloby to nieco
wama maszyny i zac1emmaloby obraz calosci.

’61_,'93' ‘mozemy umiesci¢ opis dowolnej maszyny Posta. Opis
alizowany ,symbol po symbolu przez maszyn¢ uniwersalng,
sposéb wykonuje instrukcje opisujace dzialanie maszyny
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Zadania ) . ) -

1. Przeanalizowaé dzialanie uniwersalnej maszyny Posta na wykresie przejsé poda-

nym na rys. 10 w przypadku realizowania przez maszyn¢ programu tworzgcego z zada- -

nego stowa P stowo PP.

2. Podaé program dla uniwersalnej maszyny Posta, sprawdzajacy czy dwa slowa
napisane na ta$mie R sa identyczne.

3. Podaé program dla uniwersalnej maszyny Posta, przepisujacy zadane stowo P
w odwrotnym porzadku. .

4. Jak mozna okre§li¢ uniwersalng maszyne Turinga?
5. Okreslié uniwersalng maszyng Wanga.

6. Poda¢ do maszyny Posta instrukcje nL, nP, oznaczajace przesunigcie ta$my R
o n kratek w lewo badZz w prawo.
Okreéli¢ taka maszyne uniwersalna.

§ 60. UNIWERSALNE MASZYNY CYFROWE

Uniwersalne maszyny cyfrowe sa to maszyny, ktére si¢ powszechnie
stosuje do wykonywania obliczen numerycznych('). Nie jest to wigc,
podobnie jak maszyna Turinga czy Posta, pojecie matematyczne a urza-
dzenie techniczne. Maszyn tych jednak nie bedziemy tu rozpatrywali

jako konkretnych urzadzen. Sprébujemy opisa¢ ich strukturg, nawiazujac*

do maszyn juz omowionych w tej ksiazce. Chodzi nam bowiem o to,
aby$my mogli wyrobi¢ sobie poglad na stosunek maszyn cyfrowych do
maszyn Turinga i Posta. Dlatego tez bedziemy chcieli maszyng cyfrowa
traktowaé raczej jako pojecie wygodne do opisu proceséw przeksztalcen

symboli, anizeli jako przyrzad techniczny. W tym celu przyjety przez nas

model maszyny cyfrowej znacznie uproScimy w stosunku do maszyn
rzeczywistych, starajac si¢ jednakze, aby zachowaé istotne wlasnoéci
tych maszyn z punktu widzenia, ktéry nas w tej ksiazce interesuje. Be-
dziemy jednak dbaé o to, aby przyjety model maszyny cyfrowej mozna
bylo komplikowaé, przyblizajac si¢ do rzeczywistej maszyny cyfrowej.

(Y) Maszyny, o ktérych mowa w tym paragrafie, sa rOwniez mziszynami uniwer-
salnymi dla pewnej klasy maszyn zwanych maszynami cyfrowymi. Nie bedziemy tu jed-
nak precyzowaé pojecia maszyny cyfrowej a podamy od razu poje¢cie uniwersalnej maszy-
ny cyfrowej, w takiej mniej wiecej postaci w jakiej przyjmuje si¢ je powszechnie.
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& 'l"»"Opis ' mészyny’cyfrowej mozna by zrobi¢ podobnie do opisu uniwer-

salnej maszyny Posta, jednakze dla pokazania réwniez innych mozli-

~ wosci okre§lenia maszyny, podana poprzednio metode opisu nieco zmody-
fikujemy, tak aby pozwalala onma na prostsze wyraZenie interesujacych
‘nas wiasnoéci. Czytelnik zapewne zauwazyl, ze podana w poprzednim
-paragrafie uniwersalna maszyna Posta jest pewnego rodzaju maszyna
‘Turinga, do opisu dzialania ktérej uzyliémy pojecia stanu, sytuacji i innych
~podobnych pojeé stosowanych do opisu maszyny Turinga. Réwniez ten
~ sam aparat pojéciowy mozna by zastosowaé do opisu uniwersalnej ma-
*szyny cyfrowej; jednakze do tego celu jest on nieco mewygodny i dlatego
,v,.musnny go‘nieco zmienic.

“Podstawowym elementem uniwersalnej maszyny cyfrowej jest dwu-

"str‘om,lie nieskoficzona  ta§ma, podzielona na kratki. Wszystkie kratki
“ta$my- sg -ponumerowane liczbami calkowitymi (ujemnymi i dodatnimi
:oraz: zerem), jak to pokazano niZej

goboczq =
Maszyna w kazdej chwili obserwuje jedng z dwu kratek tasmy; Jednq

t_fzalléa R nie moze obserwowaé akumulatora. Stany maszyny podzie-
‘na ('}wie klasy po, Pis oy P, OTAZ Fo, Ty, 2, ..., Iy, JeZeli maszyna -
ktéryms ze stanéw p;, to obserwuje kratke wskazang przez strzatke

i
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P, jezeli natomiast maszyna jest w ktérym§ ze standw r;, to obserwuje
kratke wskazana przez strzatke R.

Jezeli maszyna jest w stanie p;, to moze tylko odczyta¢ symbol wska-
zany przez strzatke P. JeZeli za§ maszyna jest w stanie r;, to moze odczytaé
symbol zapisany w kratce wskazanej przez strzatke R, badz tez moze wpisa¢
nowy symbol do kratki wskazanej przez strzatke R. ‘

Na taémie programowej moga by¢ zapisywane symbole alfabetu Ap,
a na taémie roboczej — symbole alfabetu Az. W akumulatorze moga by¢
zapisywane symbole obu alfabetéw Ap 1 Ag.

Kratke wskazang przez strzatkg P bedziemy nazywali P-kratkq, a kratke
wskazang przez strzalkg¢ R R-kratkq. Symbol zapisany w R-kratce ozna-
czymy oR i podobnie symbol zapisany w P-kratce oznaczymy oP.

Pare (oP,p,) lub pare (oP,r;) bedziemy nazywali sytuacjq maszyny.
Przyjmiemy ponadto, Ze maszyna moZe nie tylko obserwowgé symbole,
ale réwniez badaé pewne relacje miedzy obserwowanymi symbolami.
Poniewaz chcemy, aby dzialanie maszyny zalezalo nie tylko od obser-
wowanych symboli, ale i od zachodzacych migdzy nimi relacji, wigc row-
niez parg

(R (ai1 > aiz)\’ o)

gdzie R; oznacza pewng relacje dwuargumentowa, bedziemy nazywali

sytuacja.

Wéréd stanéw maszyny bedziemy rozrézniali, podobnie jak poprzednio, |

stany czynne i stany bierne; wéréd stanéw czynnych wyréznimy stan
poczatkowy.

Jezeli maszyna jest w stanie czynnym, wykonuje ruch. Ruch polega
na zmianie:
* 1. polozenia strzatki R; ‘

2. symbolu obserwowanego przez strzatke R w nowym polozeniu;

3. symbolu zapisanego w akumulatorze;

4, polozenia strzatki P;

5. stanu.
Wszystkie te zmiany zachodza pojedynczo i w takiej kolejnosci, w jakiej
zostaly podane wyzej. W wyniku ruchu maszyna przechodzi do nowej
sytuacji, po czym nastgpuje nowy ruch itd., az do przejScia do stanu
biernego.
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Przyjmijmy dalej jako alfabet A, nastepujacy zbiér symboli
| Ap={3,a5,a,, ...,a,}.
Dla uproszczenia dalszych rozwazan zatozmy, Ze A jest zbiorem czterech
symboli' &, a, b, c. (Jako symbole alfabetu A, mozna by tez przyjaé np.
zbiér 2,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, pozwalajacy na zapisywanie dowol-
nych liczb calkowitych na tas$mie R). Jako alfabet A, przyjmiemy naste-

- pujacy zbidr

APZ{A’_—XJP’N’!a(’), ,,,ﬁ,a,b,c,n}.

Wyjasnienia wymaga tu symbol n. Oznacza on dowolna liczbg catkowita
dodatnia, ujemna lub zero. Zamiast tego symbolu powinnismy wlasciwie
p,od.aé. w alfabecie 4, cyfry 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 znak ,,+” i ,—",
a liczl?y calkowite traktowa¢ jako stowa ztozone z cyfr i znaku. Oczywiscie
kazda cyfra czy znak liczby powinny by¢ zapisane w oddzielnej kratce
tasmy. Jednakze dla uproszczenia przyjmiemy, Ze kazda liczba catkowita
Jest przedstawiona jednym symbolem 4, i jest zapisywana w jednej kratce
taSmy P lub w akumulatorze. Zwréémy jeszcze uwage, ze gdyby$my jako
alfabet A4y, przyjeli réwniez cyfry, to alfabet A, zawieralby juz automa-
ty:cznie symbole alfabetu A4z, z wyjatkiem oczywiscie symbolu @. Znaczenie
§):_pr¢11; g oraz A jest identyczne jak w maszynach omawianych poprzed-
no. - ’

' Przyjmiemy, Ze uniwersalna maszyna cyfrowa moze wykonywac pa-

§tgpquce instrukcje, zapisywane na ta$mie P:

EV MR

Symbol instrukcji Nazwa instrukcji

f —>n odczytanie akumulatora
R _ zapisanie do akumulatora
Nn nastgpnik
Pn ‘ poprzednik
n przejicie bezwarunkowe

: ?\/ aoliv, A1firy ..., Qylin) przejscie warunkowe

S Stop
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Dokladne znaczenie tych instrukcji poznamy omawiajac dzialanie maszyny.
Ciag instrukcji nazywamy programem. Przyjmiemy, ze kazde dwie instruk-
cje w programie, zapisane na ta§mie P, s3 oddzielone przecinkiem.Program
jest umieszczany w maszynie na tasmie P, poczynajac od najwickszych

adreséw ujemnych w kierunku adreséw malejacych. Wplsywame progra- -

moéw zawsze bedziemy zaczynaé od adresu —1.
Program na taémie P moZe mieé¢ postaé jak nizej:

7l I wf, |s | <[ | |
-8 7 —6 —5 —4 —3 —2 —1 0 1

Pierwsza instrukcja jest —5, druga N 8, trzecia — 7. Poniewaz tasma
P jest numerowana od strony prawej do lewej, wigc symbole instrukcji
na tasmie s pisane w odwrotnej kolejnosci. Wygodniej wiee jest przed-
stawi¢ program na ta$mie w nastgpujacy sposéb:

|- s, [~ ], | =17|

~ Dla opisania dzialania maszyny wprowadzimy nastepujace oznaczenia

P, — ustawienie strzalki P na kratce o adresie #,

R, — ustawienie strzatki R na kratce o adresie n,

P — przesunigcie strzalki P z kratki o adresie n do kratki o adresie
n—1,

oP — symbol zapisany w P-kratce,
¢R — symbol zapisany w R-kratce,
o0 — symbol zapisany w akumulatorze,

P(a) — zapisanie w P-kratce symbolu a,

R(a) — zapisanie w R-kratce symbolu a,

0(a) — zapisanie w akumulatorze symbolu a,
gdzie a jest dowolnym symbolem alfabetu Ap lub A.

Przyjmiemy, Ze uniwersalna maszyna cyfrowa moze sprawdzaé, czy
symbole oP i oR sa jednakowe, czy tez rézne, to znaczy do sytuacji ma-
szyny oprécz (0P, p;), (6R, r)), naleza dane sytuacje (cP = oR, p;) oraz
(oP # oR, p)).
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Zamiast opisa¢ dzialanie maszyny za pomoca tablicy (tak jak maszyny
Turinga czy Posta) podamy w postaci listy wszystkie interesujace nas
sytuacje oraz ruchy, jakie wykona w kazdej sytuacji maszyna. W pierwszej
kolumnie podamy sytuacje maszyny. Druga kolumna zawiera pi¢é¢ ru-
bryk. Brak symbolu w rubryce oznacza, ze odpowiedni krok ruchu aie

~ jest wykenywany i nic si¢ nie zmienia. Symbol w rubryce oznacza, co

nalezy wykonaé w kolejnym kroku ruchu.

Lista ta pozwoli nam na uzyskanie nieco przejrzystszego opisu dzia-
fania maszyny.

: Sytué&:ja Ruch maszyny

1 2 3 4 5

L (Apg) - P_ po

2 t' (=, Po) P_ D1

3. " (n,py1) 7
4 ’ (—;, ry) R,p  R(c0y P DPis
5 . S“',Po) pP_ D2
6. (n,p2) ¢ 72
T R O00R) P pis
8. - (N, po) ) P_ Ps
9 . (n, ps) r3
‘150.\" D) R, R(@RL1) P_ pis
1.  (®,po) ' P_ Da
A2, (n,ps) r.
13, (—,r) Rp R(R—1) P_.  pis
14, (1, po) P_ Ps
15. (1, p5) rs
}‘6 (—,7rs) P,p Pi3

. ((,Po) P_ ; Ds
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18.  (a;, pe) | © P
19. (oP =R, p,) P_ Ps
20.  (,ps) P_ DPs
21, (n,po) Pyp D13
22. (0P #oR, py) P_ Pio
23. (/, p10) P_ P11
24.  (n,p11) P_ P12
25, (C,p12) P_ Do
26. (G p12) P_ Pi3
27.  (C,p13) P_ Po
28. S,p N 514

Wykres przej$é dla tej maszyny pokazany jest na rysunku 11. Maszyna
moze sie wiec znajdowaé w jednej z 28 sytuacji. W kazdej sytuacji wyko-
nuje ona ruch podany w odpowiednim wierszu listy. Rozpatrzymy teraz
dzialanie maszyny, tzn. pokazemy, w jaki sposéb realizuje ona instrukcje
napisane na ta$mie programowej i co te instrukcje znacza. W sytuacji

nr 1 maszyna poszukuje na tasmie programowej pierwszego symbolu nie
pustego. W zalezno$ci od znalezienia owego symbolu, maszyna moze

przej$¢ nastepnie do jednej z sytuacji 2,5, 8, 11, 14, 17, 28. Dla uprosz-
czenia zalozyliSmy w tym paragrafie, Ze programy sa napisane poprawnie
i nie szukamy niedozwolonej kolejnosci symboli, sygnalizujac je odpo-
wiednim stanem maszyny. Rozpatrzymy kazdy z tych przypadkéw od-
dzielnie, zaczynajac od sytuacji 2.

Sytuacje 2, 3, 4 powoduja wykonanie przez maszynq instrukc;ji. Latwo
sprawdzi¢, Ze instrukcja ta powoduje przepisanie symbolu zapisanego
w akumulatorze do kratki o adresie n, podanym w instrukcji odczytania
akumulatora.

Jak widaé, z podanego opisu dzialania maszyny, po odczytaniu strzatki
w stanie p,, maszyna przechodzi do obserwowania nastgpnego symbolu
na ta§mie programowej, przechodzac jednocze$nie do stanu p;. Po strzalce
nastgpuje liczba (adres), po odczytaniu ktérej maszyna przechodzi do
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P
o /RGP,R(UO), P,
n
P2 Rgp,0(OR),P-
-~,P_
n Rgp, R(GR+1),P-,
Ps3
: ‘ N Ryp.R (oR-1),P-
/2 i . P
' P n s, P
go&'0 DG
S 5P

(,,-
OO0
0P # OR

R dP=0R /, N\ " Fep Y,
p)——~()
Rys. 11

stanu r;. W stanie r;, niezaleznie od obserwowanego symbolu-na tasmie
programowej (co zaznaczyliSmy piszac w sytuacji zamiast symbolu, znak
s ) maszyna wykonuje cztery czynnosci, R p, R(c0), P_, p;3. Pierwsza

z tych czynnosci polega na ustawieniu strzalki R na kratke o adresie obser-
‘Wowanym przez strzatke P. Nastepna czynno$c polega na wpisaniu do kratki
1wskazywanej przez strzatke R symbolu zapisanego w akumulatorze. Dalej
, maszyna przesuwa strzatke P o jedng kratke w prawo i przechodzi do
. stanu Pis- W stanie p,; maszyna przesuwa strzatke P o jedno miejsce w lewo

rawdza, czy nastgpnym symbolem jest przecinek, a nastepnie przechodzi

dq tanu poczatkowego p,.
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Niemal identycznie przebiega wykonanie instrukcji < », zapisania do
akumulatora. Wykonanie tej instrukcji nastgpuje w sytuacjach 5,6,7.
Jedyna réznica polega na tym, Ze obecnie maszyna przepisuje symbol
z kratki wskazanej przez strzalke R do akumulatora (O(O'R)).

Nastepna instrukcja Nn jest realizowana w sytuacjach 8,9, 10. Po
odczytaniu adresu maszyna ustawia strzatke R w identyczny sposob, jak
to miato miejsce w poprzednich dwu instrukcjach i do symbolu wskazy-
wanego przez strzatke R dodaje jedynke. Oczywiscie wykonanie tej czyn-
noéci jest mozliwe tylko wtedy, jezeli symbol ten jest liczba, a wigc jezeli
strzalka R znajduje si¢ na ta$mie programowej. Instrukcja ta powoduje
wiec zwickszenie adresu instrukcji o jeden. Jezeli np. strzatka P znajduje
sie nad liczba 5 instrukcji — 5, jak to pokazano niZej

R P
¥ ¥ B
[ s 1 I~ |

to w rezultacie instrukcji N (—4) instrukcja — 5 zostanie przez maszyng
zmieniona na instrukcje — 6, jak to pokazano na poniZszym rysunku

R P
'¢ \
e | N |—a] |
-5 -4 -3 —2 —1 0

Jest to bardzo wazna cecha maszyn cyfrowych. Instrukcja ta pozwala na .

zmiang programu napisanego na ta§mie, a wigc i zmiang sensu napisanych
w maszyme instrukcji. Po co to jest potrzebne dowiemy si¢ w dalszym
ciggu, rozpatrujagc przyklad programu maszyny cyfrowej.

Podobnie przebiega wykonanie przez maszyng instrukcji poprzednik,
z ta réznica, Ze obecnie nie dodajemy jedynki do symbolu obserwowa-
nego przez strzalke R, a jedynke odejmujemy. Wykonanie tej instrukcji
jest opisane sytuacjami 11, 12, 13. Na marginesie instrukcji nastepnik
i poprzednik warto dodaé, ze gdybySmy jako alfabet Ap przyjeli cyfry,

to réwniez instrukcje te mogtyby byé wykonywane na symbolach zapi- .
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sanych w tasmie roboczej. I jeszcze jedna uwaga. W rzeczywistych maszy-
nach cyfrowych, operacja dodatnia jedynki i odjecia jedynki (a takze
wszystkie inne operacje arytmetyczne) mozna wykonywaé réwniez na
dowolnych symbolach a nie tylko na cyfrach. Bierze si¢ to stad, Ze w ma-
szynie operuje si¢ nie dowolnymi symbolami, a wszystkie symbole alfa-
betu maszyny sa ponumerowane i maszyna zamiast symbolami alfabetu
operuje ich numerami.

Cickawa jest réwniez nastQpna instrukcja !n, zwana prze]sczem bez-
warunkowym. Po odczytaniu tej instrukcji maszyna zmienia tylko polo-
zenie strzatki P na tasmie, ustawiajac ja na kratce o adresie n, podanym
w 1nstrukc_]1 przejécia warunkowego. Instrukcja ta jest réwniez bardzo
wazna, pozwala bowiem na wykonywanie instrukcji programu nie w takiej
kolejnoéci, w jakiej sa one zapisane na ta§mie programowej maszyny,
a zupelnie dowolnej. Insfrukcja ta jest realizowana w sytuacjach 14, 15, 16.

Najciekawsza i chyba najwazniejsza ze wszystkich instrukcji jest in-
strukcja przej$cia warunkowego. Instrukcja ta zaczyna si¢ od nawiasu
otwierajacego. Po nim maszyna bada nastgpny symbol ; programu, ktory
jest jedynym z symboli alfabetu Ag. Nastgpnie maszyna poréwnuje symbol
ten z symbolem wskazywanym przez strzalke R. Jezeli oba symbole sa

* jednakowe, to maszyna odczytuje nastgpujacy po tym symbolu adres
. iustawia strzalke P na kratke o odczytanym adresie i zaczyna wykonywa¢

program od tego wla$nie adresu. W przypadku przeciwnym, tj. jeZeli
oba symbole, wskazywane przez strzatkg P oraz strzatk¢ R sa rozne, ma-

. szyna bada nastepny symbol programu. Realizowanie instrukcji warun-

kowej nastepuje w sytuacjach od 19 do 26. Na podstawie przyjetych ozna-
czen nietrudno dokladnie i szczegélowo przesledzi¢ postgpowanie maszyny

W tym przypadku. Sens instrukcji Stop jest oczywisty. Tak wigc uniwer-

salna maszyna cyfrowa moze wykonywaé programy, skladajace si¢ z usta-
Ionych instrukcji. Nie podaliémy tutaj instrukcji pozwalajacych wykony-
waé dowolne dzialania arytmetyczne, dodawanie, odejmowanie, mnoZenie

;.1 dzielenie. Instrukcje nazywane arytmetycznymi beda mialy postac

“+n, —n, [n, -n.

_Instrukcje arytmetyczne oznaczaja, ze nalezy wykona¢ dziatanie podane
_ W.instrukcji na liczbie zapisanej w akumulatorze oraz na liczbie zapisanej

w kratce pod adresem n oraz wynik tego dziatania zapisaé w akumulatorze.
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Oczywiscie w tym przypadku alfabet Ap musi zawiera¢ symbole pozwa-
lajace na zapisywanie liczb na tasmie R.

Uniwersalna maszyna cyfrowa moZe realizowaé réwniez inny zbidr
instrukcji niz ten, ktéry podaliSmy w tym paragrafie(?).

Streszczenie

Uniwersalna maszyna cyfrowa jest urzadzeniem realizujacym instrukcje,
charakteryzujgce si¢ tym, ze kazda instrukcja oprécz symbolu oznaczajg-
cego, jaka operacj¢ nalezy wykona¢ na symbolach, podaje réwniez adres
miejsca na tasmie, w ktérym jest zapisany symbol, na ktérym ma byé
wykonana operacja.

Zadania

1. Okre$li¢ maszyne cyfrowa realizujaca opréocz instrukcji, podanych w tym para-
grafie — instrukcje arytmetyczne.

2. Okresli¢ maszyneg cyfrowa, ktorej instrukcja warunkowa polega na sprawdzaniu
relacji oR = ¢0.

3. Okregli¢ maszyng cyfrowa, ktoéra zamiast instrukcji warunkowej typu

(aofio, asfis, ..., an/iy)
ma instrukcje warunkowa postaci

(n/m),

ktora znaczy, ze jezeli na ta§mie R w kratce o adresie » jest symbol r6zny od a,, to wyko-
naé jako nast¢png in.trukcje zaczynajaca si¢ pod adresem m, w przypadku przeciwnym
przeié¢ do nastepnej instrukcji.

4. Okresli¢é maszyng cyfrowa realizujaca instrukcje warunkowa

plg,

ktéra oznacza, ze jezeli w akumulatorze jest symbol ao, to przej$¢ do instrukcji zaczy-
najacej si¢c pod adresem p, w przypadku przeciwnym, przej$é do instrukcji zaczynajacej
sie pod adresem q.

(*) Proby bardziej formalnego ujecia opisu dzialania uniwersaluych maszyn cyfro-
wych znajdzie Czytelnik w pracach Elgota i Robinsona oraz Kalmara.
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§ 61. PRZYKEAD PROGRAMU MASZYNY CYFROWEJ

Rozpatrzmy teraz prosty przyklad programu uniwersalnej maszyhy
cyfrowej (!). Zatézmy, ze chcemy stowo zapisane na tasmie roboczej, po-
czawszy od adresu ny, przepisaé na inne miejsce ta§my roboczej, tak aby
pierwszy symbol slowa znajdowat sig po przepisaniu pod adresem n,.
l"_ro_grarn’ umies’,cimy poczawszy od adresu —1. Przyjmijmy dalej, ze stowo
zawiera k-1 symboli. Program tego zadania jest miezmiernie prosty.

Instr};kcja n, powoduje przepisanie pierwszego symbolu slowa do
“akumulatora, a instrukcja nastgpna — przepisanie tego symbolu z akumu-
latora do kratki o adresie #,. Czynno&é ta jest powtarzana k--1 razy,
az wszystkie symbole zostang przepisane na nowe miejsca. Na koricu
tego programu powinna byé oczywiscie jeszcze instrukcja Stop. A wiec

. przepisgnie. stowa k-symbolowego wymaga 2k instrukcji. Sci§le biorac
: podany opis postegpowania nie jest programem a schematem programu,
: gdyz w programie po strzalkce ,,—” lub < musza wystgpowaé tylko

liczby zapisane za ‘pomoca cyfr ustalonego alfabetu. Majac jednakze

: za}dane ny, ny ik, moZzemy ze schematu tego otrzymac konkretny program.

Dla omawjanego zadania mozemy tez poda¢ inny program jego roz-

: ‘wigzania. Zauwaimy, ze wszystkie instrukcje tego programu sa typu

—> 1 0raz <—m, z tg réznicy, ze poszczegblne instrukcje réznig si¢ miedzy

soba ‘podanym w nich adresem. Adresy te w kazdej parze instrukcji sa
| zwigkszane o jeden.

iDla Wyjasnienia tego programu wprowadzimy dodatkowe oznaczenia.

:(,1) Formalny opis pojecia programu znajdzie czytelnik np. w pracy H. Thiele.
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Niech k,; oznacza liczbg symboli, ktéra maszyna ma aktualnie do prze-
pisania. Oczywiscie przed rozpoczeciem dzialania maszyny k; = k+1.
Liczba k, jest zapisana pod pewnym adresem na tasmie programowej.
Oznaczmy ten adres przez a(k;). Ogdlnie, jezeli p jest symbolem alfabetu
Ap lub Apzapisanym na ta§mie maszyny, to adres tego symbolu bedziemy
oznaczali przez a(p). Dla ulatwienia wszystkie instrukcje ponumerujemy
kolejnymi liczbami, nalezy jednak pamigtaé, ze liczby te nie s3 adresami.

Program 2
1. =<n,
2. —>mn,
3. Na(@®),
4. Na(n),
5. Pa(k), o
6. (©O/a(S),n/—1),
7. S.

Powyzszy ciag instrukcji nie jest réwaiez programem a schematem progra-
mu, z ktérego po wstawieniu wszedzie odpowiednich liczb otrzymamy
konkretny program. Taki sposéb pisania programéw jest wygodny, pozwala
bowiem tworzyé programy nie dla kazdego zadania oddzielnie a dla calej
grupy zadan, réznigcych sig \tylko parametrami. W ten sposéb mozemy
podaé tylko jeden schemat postgpowania dla wielu zadan.

Pierwsze dwie instrukcje 1, 2 powoduja przepisanie symbolu do aku-
mulatora i z akumulatora na nowe miejsce na ta§mie roboczej. Nastgpne
dwie instrukcje 3 i 4 zwigkszaja adresy instrukcji 11 2 o jeden. Instrukcja
5 zmniejsza liczbe k; o 1, wskazujac liczbe przepisywar, ktéra pozostata
jeszcze do wykonania. Instrukcja 6 sprawdza, czy wszystkie symbole
zostaly juz przepisane. Jezeli tak, to maszyna przechodzi do instrukcji
7 — Stop, jezeli nie, to program jest wykonywany od poczatku. Przed
rozpoczecwm wykonywania programu n; = ny, ;= ny, k; = k.

Streszczenie

Dzigki instrukcji warunkowej maszyna moze automatycznie zmieniaé
znaczenie instrukcji napisanych na ta$mie programowej co pozwala na

g

a.lgorytmu wygodne do praktycznego opisywania roinych manipulacji
na. symbolach. :
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znaczne skrécenie programdéw i stanowi istot¢ mowoczesnych maszyn
cyfrowych.

Zadania

1. Napisaé program 1 dla n; = 1, n, = 10 oraz k = 5. Przedledzi¢ dla tego progra-
mu dokladnie wszystkie ruchy maszyny.

2. Napisaé dla tych samych parametréw program 2.

3. Napisa¢ pxogram przepisujacy stlowo Q na tasmie R w odwrotnym porzadku,

4. Naplsac program sprawdzajacy, czy w stowie QO wystepuje zadany symbol alfa-

. betu.

5. Napisa.é program sprawdzajacy, czy dwa slowa Q i R sa jednakowe.
6. Napisa¢ program wpisujacy w stowie P na miejsce kazdego symbolu &, stowo Q.
(Symbol .a wystepuje w. stowie P)

§ 62. UWAGI KONCOWE

Podany przyklad maszyny cyfrowej jest daleko idacym uproszczeniem
rzeczywistych maszyn cyfrowych, tym niemniej, jak sadzimy, pozwala
ona na zorientowanie si¢ w zasadzie dzialania tych maszyn. Rzeczywiste
maszyny .moga: wykonaé znacznie wigksza liczbg réinych instrukcji niz

- te, ktore podali$my w naszym przykladzw .Ogdlna zasada ich dzialania
i pozostaje jednak bez zmiany.

. Prébowali§my opisa¢ maszyne cyfrowa w sposGb podobny, jak opisy-

' wahsmy dzialanie maszyny Posta i Turinga, oraz uniwersalnej maszyny
Posta Pozwala to, jak sadzimy, na zauwazenie pewnych réznic i analogu
. m;gdlzy‘omawmnyml tu maszyaami.




Rozdziat 12 o

FUNKCJE REKURENCYJNE

Rozdzial ten po$wigcony jest trzeciej definicji pojecia algorytmu opartej
o metode arytmetyzacji. W paragrafie 63 podana jest aksjomatyka aryt-
metyki, w paragrafie 64 — okreslenie funkcji obliczalnych, w paragrafie
ostatnim 67 — uzasadnienie, ze funkcje obliczalne sa to wiasnig te funkcje,
dla ktérych mamy efektywna metodg obliczania wartoéci funkcji dla danego
argumentu. Termin ,funkcje rekurencyjne” historycznie najwczesniejszy
uzyty jest tylko w tytule rozdziatu, jako ogdlnie znany. W tekscie uzywa-
my precyzyjniejszego i nowszego terminu: ,,funkcje obliczalne”, zgodnie
z nasza literatura zob. Grzegorczyk [1961] Mostowski. (Odpowiednikiem
w literaturze angielskiej jest termin — general recursive functions, w ro-

syjskiej — rekursivnyje funkcje). W tekscie podane sa tylko najelex'nel}-
tarniejsze fakty dotyczace funkcji obliczalnych. Czesé materialu znajduje *

sie w zadaniach. Pojecie zbioru- obliczalnego, rekurencyjnie przeliczal-
nego podane jest w § 65. W zadaniach do § 64 naszkicowane sa kwestie
zwigzku miedzy pojeciem obliczalnosci okreSlonym przez funkcje obli-
czalne i pojeciem obliczalnosci funkcji, okreSlonym za pomoca maszyny

Turinga. Precyzyjne sformutowanie i dowody zwiazane z kwestiami aryt- -

metycznego pojecia obliczalnosci i pojecie obliczalnosci za pomocg maszyn
Turinga znajdzie czytelnik w ksiazce Kleene’a [1952] jak réwniez Malcewa,
Davisa. o

W paragrafie 66 znajduje si¢ szkic arytmetyzacji teorii polegajace)
na przypisaniu kazdemu wyrazeniu poprawnemu teorii, numeru (lic?by
naturalnej) i wypowiadaniu twierdzen o jakiej$ klasie wyrazen jako twier-
dzen arytmetyki o zbiorze numeréw przypisanych wyrazeniom tej klasy.
W oparciu o metode arytmetyzacji podana jest scista definicja co to znacz;ff
7e istnieje metoda rozstrzygania czy wyraZzenie jest twierdzeniem teori
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czy tez nie. Definicja ta uzyskana jest w oparciu o pojecie obliczalnosci.
- Funkcje obliczalne stanowia wazny dzial logiki i matematyki pozwa-
lajacy na precyzyjne formulowanie wielu zagadnien dotyczacych algoryt-
méw. Jedno ze §cistych sformulowaii, co to znaczy, Ze istnieje jaka§ metoda
efektywnego uzyskiwania wyniku, oparte jest o funkcje obliczalne. Istnieje
hipoteza, Ze jest to najszersze z mozliwych pojecie efektywnosci (zob.
par. 67). Obszerne wiadomos$ci o funkcjach obliczalnych znajdzie czy-
telnik w ksiazce Grzegorczyka [1961], Kleene’a [1952] Malcewa, Davisa.
Nieco inny charakter ma ksigzka Péter.

4

§ 63. LICZBY NATURALNE

W paragrafie tym podamy aksjomatyczne okreflenie liczb naturalnych.
Podane ponizej aksjomaty zwane aksjomatami Peano opieraja si¢ na trzech
pojcciach” pierwotnych: zbiorze N liczb naturalnych, liczbie naturalnej
0 i funkcji S(n) okreSlonej na liczbach naturalaych o wartoéciach natu-
ralnych, zwanej nastepnikiem. Funkcje te interpretujemy jako funkcje
S(n) = n+1 przyporzadkowujaca kazdej liczbie naturalnej liczbe o jeden

-~ wigksza.

A oto aksjomaty Peano:
N,;.  Zero_jest liczba naturalng.
N,. Kazda liczba naturalna » ma nastepnik S(n), ktéry réwniez

.- jest liczba naturalna.

- N3.' Zero nie jest nastgpnikiem zadnej liczby naturalnej n.
Ny. - Jezeli nastgpniki S(n) i S(m) dwoch liczb naturalnych n i m sa

. r6wne, to i liczby n i m sa réwne.

N;. Kazdy zbiér X liczb naturalnych zawierajacy liczbe O i majacy

. t¢ 'wlasnosé, ze wraz z dowolna liczba naturalna n zawiera jej nastgpnik

(n), jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych.
. Ostatni aksjomat jest szczegllnie wazny i nazywa si¢ zasadq indukcji.
Ponizej podajemy jeszcze te same aksjomaty zapisane w postaci sfor-

: Az: - An|[(neN)= (S(m)eN)] & An Am [(neN) & (meN) & (m = n) =
i = S(n) = S(m)),
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N;. Arn [(neN) = (S(n) = 0)],
N,. AmAn|(neN) & (meN)= (Sm) = S(n) = (m = n)].
Aksjomaty N;—N, sa formulami jezyka teorii elementarnych. Aksjomat

N, méwi, ze nastepnik jest funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych .

N

o wartoéciach ze zbioru liczb naturalnych.

Aksjomat N3 méwi, ze O nie jest wartoscia tej funkcji. Aksjomat N,
méwi, ze funkcja ta jest réznowarto$ciowa, tzn. Ze r6zne liczby naturalne
maja rézne nastgpniki.

Aksjomat N5 — zasada indukcji, nie jest formula jezyka elementarnego.
W jego wystowieniu jak widzimy ponizej, wystepuje kwantyfikator AX
(pierwszy kwantyfikator obejmujacy zasiggiem cale wyrazenie), gdzie zmien-
na X przebiega juz nie elementy ale zbiory elementow.

N;. AX[(neX) & (0eN) & Am [(meX) = (S(m)eX)] =
= An [(1eN) = (neX)]] h
Pojecia pierwotne uzyte w aksjomatach pozwalaja zdefiniowaé dla
liczb naturalnych dzialanie ,,+” i ,,"” (dodawania i mnoZenia) oraz re-
lacje ,,<” (mniejsze, réwne). Definicje dziatan sa indukcyjne.
Korzystajac z zasady indukcji mozemy sig przekonaé, ze w ciagu
0, 50), S(5©), S(s(s©)), s(s(s(S(O)))), ... wystepuja wszystkie

liczby naturalne i kazda tylko jeden raz. Liczby te piszemy zazwyczaj.

za pomoca symboli
0,1,2,3,4,..

oznaczajac liczbg S(0) symbolem 1, liczbe S(S(O)) réwng S(1) symbolem .

2 i tak dalej.

" Funkcja f(n, m) taka, ze dla n, meN, f(n, m)eN, spetniajaca warunki:

1) An[f(n,0) = n]
)] AnAm [f(n, S(m)) = S(f(n, m))]

okresla dzialanie zwane dodawaniem. Zamiast f(n,m) piszemy n-tm.
Mozna udowodnié (réwniez korzystajac z zasady indukcji) ze istnieje
dokladnie jedna funkcja spelniajaca zadane warunki (1) i (2). Twierdzenie
to nosi nazwe twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci dodawania.
Z definicji dodawania dowodzi si¢ powszechnie znanych praw:
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Prawa ekstensjonalnosci:
Jezelin=n'im="m’, to n+m = n'+m’ dla dowolnych n, m, n’, m'eN ;
przemiennosci dodawania: |

.n -+ m=m+n dla dowolnych n, meN;
lqcznosci dodawania:
(n+m)+k = n+(@m+k) dla dowolnych n, m, keN;

. Oraz prawa mowiacego, Ze zero jest elementem neutralnym (zerem) dla
dodawania:

n+0 = n dla kazdego neN.
jak réwniez prawa skracania dla dodawania:
.Iezeli f1—l—m = k-m, to n =k, dla dowolnych n,m, keN.

Za pomoca dodawania nietrudno juz okreélié mnozenie. MnozZenie

jest to taka funkcja g(n, m) o argumentach 1, meN i wartosci nalezacej
do N, ktora spetnia warunki: '

‘ (3) o . g(n, 0) =0,

@ gln, S(m)) = g(n, m)+n.

Z a?(smmatéw arytmetyki dowodzi si¢ istnienia i jednoznacznosci
mnozenia. Pisze si¢ zazwyczaj n+ m zamiast g(n, m). Dowodzi sig znanych

i praw ar_ytmetycznych dla tej funkcji:
: gfaWa ekstensjonalnosci:

‘ saliy — n' i _ ’ .
e V‘chg:h‘}n nim=m,ton m=n'-m dla dowolnych n,m,n',m'eN;

- prawa przemiennosci:

. n-m=m-n dla kazdego n, meN;
prawa lqcznosci
(n-m)y-k = n-(m-k) dla kazdego n,m, keN;
' prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania:

n-(m-+k) = (n'm)-+-(n-k) dla dowolnych n, m, keN;
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prawa moéwiacego, ze S(0) (réwne 1) jest elementem naturalnym (jed-
noécia) dla mnozenia:

n+8(0) = n dla kazdego neN.
Jezeli n = 0, to jezeli n- m = n-k, to m = k dla dowolnych n, m, keN.
Z podanych praw mozna wywnioskowaé réwniez, ze
n+0 =0 dla kazdego neN.

Zazwyczaj liczby naturalne zapisujemy w notacji dziesigtnej. Znany
i bardzo latwy przepis okre§la operacje pozwalajaca z zapisu liczby n,
cyfra po cyfrze, poczynajac od ostatniej najmniej znaczacej, otrzymac
zapis liczby S(r) (nastepnika liczby ). Znany przepis pozwalajacy z zapis6w
dziesigtnych liczb n i m znalezé zapis liczb n+m daje si¢ sprowadzi¢ dzigki
indukcyjnej definicji dodawania, do wielokrotnego stosowania przepisu
na znajdowanie nast¢pnika.

Definicja dodawania sama w sobie stanowi juz taki przepis. Podobnie
znajdowanie postaci dziesigtnej iloczynu daje si¢ sprowadzi¢ do wielo-
krotnego znajdowania sumy (a wigc i do wielokrotnego znajdowania nastep-
nika) dwéch liczb podanych w zapisie dziesigtnym.

Streszczenie

Podaliémy aksjomatyke Peano liczb naturalnych, okreliliémy doda-
wanie i mnozenie oraz podalismy prawa spelnione przez te dzialania.

Istnieja bardzo proste przepisy wykonywania tych dziatadi na zapisach )

dziesigtnych liczb naturalnych.

Zadania
1. Okredlmy funkcje h(m, n) o argumentach n, m, naturalnych i wartosci natural-
nej, w nastgpujacy sposob:

h(n,0) = S©) h(n, S(m)) = h(n, m)ym. .
Co to za funkcja?

§ 63. Liczby naturalne 279.

Udowodnié, ze
h(n, m+k) = h(n, m)y-h(n, k).

Co to za funkcja?

2. Okre$lmy relacje nRm, dla n,m e N w nastepujacy sposob:

(nRm) =Er (r eN & (n+r = m)).
Udowodni¢, ze relacja ta jest zwrotna, slabo antysymetryczna i przechodnia. Udo-
wodnié, ze
(#Rm) = (n+K)R (m+-k),
(nRm) = (n"k)R(m-k).

3. a) Udowodni¢, ze dla kazdego n: S(n)= n+S(0).

b) Udowo@ié, ze S(at+m) = SM)+m = n+S(n), dla kazdych n,m eN.

q) Korzystajac z .b) i definicji dodawania udowodnié, ze dla kazdych n i m:

n+m = m-+n (prawo przemiennosci dodawania liczb naturalnych).

d) Oznaczmy S©0) =1, S1) =2, SQ) = 3, SG3) = 4.
Udowodni¢, ze:

242 =4,
Wskazowka. Zapisa¢ sum¢ 2+2 w postaci:

) L S(S0))4-5(S(0))
i skorzysta¢ z punktu b).

. 4. ll’l;zyjr;ﬁjrl?y nastepujacy zapis dla liczb naturalnych, Zapisujemy 0 w postaci
| (ednej paleczki). Funkcja S(n) polega na dopisaniu na koricu ciagu paleczek jeszcze

"1 jednej paleczki.

a) Podaé tabglk@ maszyny Turinga (zob. rozdziat X, § 55) realizujacej funkcje S(n),
gdy} na ta$mie wypiszemy ciag n paleczek.
.. :'b) Podaé tabelke maszyny Turinga realizujacej z zapisu liczb i m na tasmie w po-

~staci

n m

-5,"1’1 I‘I’I‘I,IIII

l_isilicz_b n-m.

1.¢) Podac tabelke maszyny Turinga realizujacej na tasmi i jwi

i+t ¢) Poda t sSmie zapis najwickszego wspdl-
nego dzielnika liczby n i m. g '

: Wsk azowka. Oprze si¢ na algorytmie Euklidesa.

I5. a) Poda(f tabelk'e maszyny Turinga realizujacej na tasmie zapis nastgpnika S(n)
})x,natmamej n zapisanej w zapisie dwojkowym (w postaci ciagu zer i jedynek).

| b) vPodaé. t‘abelke maszyny Turinga realizujacej na ta$mie sumy dwéch liczb zapi-
ych w zapisie dwojkowym tak, ze miedzy nimi znajduje si¢ jedna kratka wolna.

vc) To'samo podaé dla mnozenia.



280 12. Funkcje rekurencyjne

6. a) Wychodzac z zapisu dziesigtnego liczby n, opisa¢ przepis pozwalajacy otrzy-
maé zapis dziesigtny nastgpnika S(n).

b) Podaé tabelke maszyny Turinga reahzujace) nastcpmk liczby naturalnej zapi-
sanej w ukladzie dziesigtnym.

7. a) Udowodnié, ze aksjomat Ns
pujacemu twierdzeniu zwanemu zasadg minimum:

— zasada ipdukcji — jest rownowazny naste-

{

Kaszdy zbidr niepusty liczb naturalnych zawiera element najmniejszy.

b) Udowodnié, ze nastgpujace twierdzenie jest réwnowazne zasadzie indukcji:

Jezeli podzbidr X zbioru N ma nastepujace wiasnosci 0 e X i dla kazdego n z tego, Ze
dla kazdego k zachodzi implikacja (k < n =k € X) wynika, Ze n e X, to X jest zbiorem
wszystkich liczb naturalnych.

) Zapisa¢é zasad¢ minimum oraz zasadg z punktu b) tego zadania w postaci sfor-
mahzowanej za pomoca kwantyfikatoréw spojnikow loglcznych i symboli ,,=",
€5 3 .

Uwaga. Relacja n < m jest relacja R z zadania 2. Relacje n < m. definiujemy
jako n < m&n #= m.

§ 64. FUNKCJE OBLICZALNE

W paragrafie tym podamy definicj¢ takiej klasy funkcji okre$lonych

na zbiorze liczb naturalnych, przyjmujacych wartosci z tegoz zbioru,
ze dla kazdej funkcji tej klasy potrafimy podac metode obliczania war-

toéci funkcji. Oczywiscie sama definicja tej klasy bedzie okre$laé co to
znaczy} 7e dla dowolnej funkcji istnieje metoda obliczania jej wartosci
w dowolnym punkcie. /

Definicje poprzedzimy szeregiem uwag.

1. Przypuéémy, ze mamy takie dwie funkcje f(x, y, z,u) i g(x,y,up
o wartoéciach i argumentach bedacych liczbami naturalnymi, Zze dla
kazdego ukladu argumentéw mamy podang metodg obliczania wartoéci
funkcji. Wtedy dla zlozenia tych funkcji:

n(x’ Vs u) =f(x7 Y g(x, y,‘u), u),

tatwo poda¢ metode obliczania wartoéci funkcji.
2. Oczywiscie skladanie funkcji nie jest jedyna mozliwa operacja na
funkcjach. Majac dwie funkcje f(x) i g(x,y,z) moZemy okreéli¢ nowa

L

.
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.
funkc_;q h(x,y) w sposéb nastepujacy:
h(0,x) = f(x),
h(y+1,x) = g(x, ¥, h(x, ). '

Ponizszy sposéb okreslania funkcji nazywa si¢ schematem rekurencyjnym
(dokladniej, wedlug powszechnie przyjetej terminologii schematem rekursji
prostej, patrz Grzegorczyk [1]). Jasne jest, Ze majac metody obliczania
wartosci funkcji f(x) i g(x,y,z) w dowolnym punkcie, tatwo poda¢ me-
tode obhczama warto$ci funkcji A(y,x) w dowolnym punkcie. Przypo-
minamy, Ze wuystkle rozwazane funkcje sg funkcjami, ktérych argumenty
i warto$ci sa liczbami naturalnymi.

3. Inny mozliwy sposéb tworzenia nowych funkcji z danych to przyjscie
od postac1 uwiklanej do jawnej. Majac funkcje f(x, y) szukamy funkcji
h(x) takiej, ze f(x, h(x)) =0.

Oczymsme, by funkcja A(x) istniala musi by¢é . spelniony warunek

i >(1‘) \dla kazdego xeN, istnicje yeN, takie, ze f(x,y) = 0.

. ;/Przy spenieniu tego ‘warunku funkcja A(x) taka, Ze flx, hx) =0,

: ’ist;nieje, ,mie musi byé jednak okreslona jednoznacznie. Jezeli dla jakiegos
. Xx.zaréwno F(x,y,) = 0 jak i F(x, y,) = 0 oraz y, # y,, to mozna réwnie

“dobrze przyjaé h(x) = y, jak i A(x) = y,.

- | Trzeba okresli¢ jaka$ operacj¢ pozwalajaca w przypadku gdy spelmony
Jest warunek (1) jednocze$nie wyznaczyé funkcje k(x), takg ze f (x h(x)) = 0.
Aby: uzyska¢ jednoznacznie okre§long wartos$é funkcji h(x), hajlepiej

’pqsiuzyc sn: operacja

o _ h(x) — najmniejsze yeN takle ze f(x,y)=0.

g bt v

: ’Jezeh funkqa f spetnia warunek (1), to tak okres§lona operacja nazywa
| operacjq minimum efektywnego dla funkcji f.
: _do.czne ‘jest, ze jezeli mamy metodg obliczania wartoci funkcji
) dla kazdej pary x i yeN, to mamy réwniez metode obliczania war-
oL ,funkc_u h(x), powstalej przez operacj¢ minimum, efektywnego, dla

; ‘%dqtqda ta’ polega na obhczamu dla danego x kolejno wartosci f(x 0),
) f(x, 2) . tak dlugo, az natrafimy na pierwsze z kolei n takie,
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ze f(x,n) = 0. Warunek (1) zapewnia, 7e po skoriczonej, aczkolwiek nie
okreslonej z géry, liczbie krok6w takie » znajdziemy. To znalezione n be-
dzie wartosécia funkcji A(x) w rozwazanym przez nas punkcie x.

Dla funkcji nastepnika S(x) = x-1, istnieje metoda obliczania war-
tosci funkcji dla kazdego argumentu (por. koniec paragrafu 63. Oczy-
wiscie dla funkcji tozsamos$ciowych I, (x) =x, I,(x, y) = y oraz funkcji
stalej O(x) =0, réwniez istnieje metoda pozwalajgca obliczyé warto$é
funkcji dla kazdego argumentu.

Przyjmuje si¢ nastgpujaca definicje:

DErINICIA 1. Funkcjami obliczalnymi qazywamy_._fuplccje

(3) S(x) = x+1,

.oraz wszystkie funkcje, ktore da sie otrzymaé z funkcji wymlenlonych
w punkcie (3) za pomocg skoriczonej ilosci operacji:

1. skladania,

2. rekursji prostej,

3. minimum efektywnego.

Inaczej méwiac, klasa funkcji obliczalnych jest to najmniejsza klasa
~zawierajaca funkcje (3) i zamknicta ze wzgledu na operacje wymienione
w punktach 1, 2, 3. Z podanych przez nas poprzednio rozwazah wynika,
ze dla funkcji obliczalnych mamy metody obhczama wartoéci funkcji
w skoficzonej liczbie krokdw.

Podamy teraz kilka przykladéw funkcji obliczalnych. Z rozwazan
paragrafu 1 wynika, ze funkcje f(x,y)=x-+y oraz g(x,y)=x-y sa
obliczalne. Obliczalne sg réwniez wszystkie funkcje state f(x, y, z, ..., u) =
= const. Mozna udowodnié, ze funkcja x¥, a wiec i funkcje n* oraz' y™,
gdzie m i n sa stalymi, sa obliczalne. Mozna réwniez udowodnié, ze funkcja

L(x=x, Lxy=p 0@=0

0, egdy g(x,y,2,...,u)=0,
1, gdy g(x,y,2,...,u)#0,

gdzie g(x, ¥, z, ..., u) jest jaka§ funkcja obliczalna, jest obliczalna.
Funkcje obliczalne maja szerokie zastosowania (omowimy je w naste-
pnym paragrafie) i bogata literature (patrz: Kleene [1952], Grzegorczyk
[1961], Malcew, Davis, Péter). Nazwa funkcje obliczalne jest dla nich
zupelnie naturalna. Wartosci tych funkcji potrafimy naprawde obliczyé.

fx,y,2z,...,u)=

. fsé ,obliczalne, -
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Z rozwazan podanych w zadaniu 3 tego paragrafu wynika, ze dla
kazdej funkcji obliczalnej istnieje taka maszyna Turinga (zob. rozdziat
X par. 56), ktdra, gdy wypiszemy argument na ta$mie (np. w zapisie zero
jedynkowym), veypisze po skoficzonej liczbie krok6w warto$é tej funkcji.

Streszczenie

PodaliSmy definicje funkcji obliczalnych (definicja 1). W nastepnym
paragrafie powiemy o zastosowaniu funkcji obliczalnych.

Zadania

1. 'a) Udowodni¢, ze funkcje f(x) = const jest obliczalna.

b) Udowodni¢, ze funkcja:

' h(0) =0,
h(x) =1, gdy x+#0,

jest obliczalna.

©) Wywnioskowaé z b), ze funkcja:
0, gdy glx,y,z,u)=0,

_ f(x,y,z,---,u)={
1, gdy g(x,y,z,u) 0

jest obliczalna.
d) Udowodni¢, ze funkcja
{x—y,= gdy x> y,
~ X — y =
: 0, gdyx<y
jest obliczalna.
e) Udowodni¢, ze funkcje [x:y] oraz [/ x] sa obliczalne.

* Symbol [x] (calosé z x) czytamy jako: najwicksza liczba catkowita < x.

f) Udowodni¢, 7e funkcje g(x, y) i r(x, Yo wartoscmch ca.lkow1tych réwne odpo-

: w1edmo

iloraz dzielenia x przez y, dla y £ 0, -
qx,y) =
{0 day=0,
reszta z dzielenia x przez y, dla y # 0,
r(x,y) =g
xdlay=20
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Zachodzi wtedy wzor
x =yqx, »+rx,»
i ponadto: A
rix,y)<<ydla y#0.

2. Niech X bedzie podzbiorem zbioru N, okreslmy funkcje:

0, gdy xelX,

fx(x)={1, %X,

(Uwaga. Funkcja 1—fy(x) jest funkcja charakterystyczna zbioru X. Zob. R. VI,
' 37)2;) Udowodnié, ze gdy X = {xy4, ..., JIC,,} jest skoficzonym zbiorem liczb natural-
nych, wtedy funkcja fy(x) jest obliczalna. ‘
b) Udowodnié, 7e gdy X jest zbiorem liczb naturalnych parzystych, wtedy funkcja
Sx(x) jest obliczalna. . )
¢) Udowodnié, 7e gdy X jest zbiorem liczb nieparzystych, wtedy funkqa. F(x) jest
obliczalna.
3. a) Mamy tabelki dwoch maszyn Turinga Tri T, stuzacych do obliczania: WaI.'-
. tosci funkcji f(x), dla zapisanego na taémie argumentu x (maszyna Ty), oraz dla obli-
czania wartosci funkgji g (x, ¥) dla zapisanych na ta$mie argumentow x i y (maszyna Tp).
Podaé tabelke maszyny shizacej do obliczania na tasmie wartosci funkcji

h(x) = g(x, f(x))

dla zapisanego na ta$mie argumentu x. . '
b) Podobnie majac tabelki maszyn Ty i T, dla funkcji f(x) oraz g.(x, v, .?), podac
tabelke maszyny Ty, ktéra dla wypisanej na ta§mie pary argumentoéw x< 1 ¥, oblfcza war-
tosci funkcji A (x, ¥) otrzymanej z f(x) i g(x, v, z) przez schemat rekursji prostej podany
w punkcie 2 tego paragrafu. . ) ) ]
¢) Majac tabelke maszyny Ty stuzacej do obliczania wartosci funkcji f(x, ), podaé
tabelke dla maszyny, do obliczania wartosci funkcji

h(x) = najmniejsze y takie, ze f(x,y) =0,

dajacej po skonczonej liczbie krok6w warto$é h(x) (przy zapisanym na tasmie x), jezeli
tylko dla kazdego x istnieje takie y, ze f(x, y) = 0. o

d) Postugujac siec wynikiem zadan a) b) c) i zadania 4 (5 lub 6) z § 63 tego roz_d21a1u,
uzasadnié, ze dla kazdej funkcji obliczalnej f(x, v, z, ..., u) istnieje maszyna Turinga Ty
obliczajaca w skoniczonej liczbie krokéw wartos¢ funkcji f(x, v, z, ... 4), gdy mamy na
tadmie wypisane wartosci x, y, Z,..., U.

4. a) Udowodnié, ze funkcji obliczalnych jest przeliczalnie wiele, tzn., ze mozna
wszystkie funkcje ustawi¢ w ciag fo, fi, f25 o5 Sus +--

Wskazdwka. Udowodnié wpierw punkt b) tego zadania.

F
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b) Udowodnié, Zze mozna wszystkie‘ funkcje obliczalne jednej zmiennej ustawié
w ciag . .

hO(x)’ hl(x)’ hz(x), vee

tak, ze kazda funkcja wystepuje w tym ciagu raz i tylko raz. Wywnioskowaé stad, ze
istnieja funkcje, ktore nie sa obliczalne.

¢) Funkcja h(x, n) taka, ze dla kazdego n h(x,n) = hy(x), gdzie h,(x) jest funkcja
z ciggu podanego w zadaniu b) nazywa si¢ funkcjq uniwersalng dla funkcji obli-
czaliych jednej zmiennej. Uzasadni¢, ze funkcja A(x, n) nie moze byé funkcja obliczalng.

Wskaz6éwka. Funkcja /(x, x)+1 nie moze byé¢ zadra z funkgcji ciagu wypisanego
pod b). .

5. Klasa funkeji zawierajaca funkcje S(n), 0(x) = 0, It (x) = x, I,(x,y) = y i zam-~
knicta ze wzgledu na: 1) skiadanie funkcji; 2) schemat rekursji prostej; 3) minimum,
ale niekoniecznie efektywne, okre§lone nastepujaco:

i '( najmniejsze y takie, ze f(x,y) = 0, gdy takie y istnieje,
()«C)‘ {nieokreélona, gdy takiego y nie ma;
nazywa sie klasq funkcji czesciowo obliczalnych.

a) Uzasadni¢, ze klasa ta zawiera przeliczalnie wiele funkcji. Uzasadnié, ze istnieja
funkcje, ktore nie sa czesciowo obliczalne

b) (}Jiasqdnié, ze istnieje funkcja czgéciowo obliczalna, ktéra nie moze byé uzupel-
niona w punktach nieokre$lonosci tak by otrzymaé funkcj¢ obliczalna.

6. a) Uzasadnig, ze wartoéé funkeji czesciowo obliczalnej moze byé wypisana w skori-
czonej iloSci krokéw przez maszyne Turinga dla dowolnego argumentu dla ktérego
taka warto$¢ istnieje.

b) Uzasadni¢ hipoteze Turinga moéwiaca, ze dla kazdej maszyny Turinga z symbo-
lami | (paleczka) pisanymi na tasmie, liczba paleczek wypisanych przez maszyng po
zatrzymaniu sig, jako funkcja liczby paleczek napisanych kolejno na tagmie przed uru-
chomieniem maszyny Turinga, jest funkcja czesciowo obliczalng. (Zob. Kleene [1952]

1inni cytowani w tekscie). -
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241°W poprzednim paragrafie zdefiniowaliémy funkcje obliczalne. Nazwa
odzwierciedla fakt, ze funkcje te sg tak zdefiniowane, ze potrafimy obli-
7y6. ich wartoéci dla kazdego argumentu. W tym paragrafie zajmiemy
si¢ zbiorami zer (tj. tych xeN, dla ktérych f(x) = 0) i zbiorami wartosci -
funkcji obliczalnych.
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Przyjmiemy nastepujaca definicje:
DEerFINICIA 1. Zbiér Z liczb naturalnych nazwiemy obliczalnym, jezeli
istnieje taka funkcja obliczalna f(x), ze

e8] xeZ wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) =

Definicja ta nazywa zbiory zer funkcji obliczalnych zbiorami obliczal-
nymi. Nazwa zbiory obliczalne wywotuje wiele skojarzen, ktore wyjasnimy
w dalszej czgéci tego paragrafu. Na razie jednak podamy przyklady i pod-
stawowe wlasnosci zbioréw obliczalnych.

Zbidr N liczb catkowitych jest obliczalny, gdyz jest zbiorem zer funkcji
0(x) = 0. Podobnie zbidr pusty A jest zbiorem obliczalnym, gdyz jest zbio-
rem zer funkgcji obliczalnej 1(x) = 1. Funkcja ta jest obliczalna gdyz 1(x) =
= S(O(x)), funkcje za§ S(x) — nastgpnika oraz 0(x) — zerowa sg obli-
czalne. "

Zbiory skonczone sg zbiorami obliczalnymi. Udowodnimy to. Niech

Z; = {x,} bedzie zbiorem zlozonym z jednego elementu. Funkcja

0, gdy x <xy,

Jx)=x=+x, =
, . xX—x;, gdy x=x;
jest obliczalna (zob. zad. 1 z poprzedniego paragrafu). Wynika stad,
ze funkcja

. 81 (%) = (x =x1)+(x1 =X)
jest obliczalna. Funkcja ta zeruje si¢ w jednym jedynym punkcie x = x;.
A wigc zbidér Z, jednoelementowy jest obliczalny. Jezeli Z = {xy, ..., X,}
jest zbiorem n-elementowym, to jest zbiorem zer funkcji obliczalnej

g(x) = g1(x) g2(%)" ... *g,(x),
gdzie
&)= =x)+@x=-x) dlai=1,2,...,n

Por. réwniez zad. 2a) z poprzedniego paragrafu.

Zbiory liczb parzystych i nieparzystych sa obliczalne. Funkcja obli-
czalna r(x,z) (zob. zad. 1f z poprzedniego paragrafu) jest obliczalna;
zeruje si¢ tylko dla liczb parzystych. Funkcja 1-r(x,z) jest réwniez
obliczalna; zeruje si¢ tylko dla liczb nieparzystych. Por. réwniez zad. 2b)
i ¢) z poprzedniego paragrafu. Wiele innych podzbioréw liczb naturalnych
jest obliczalnych. Zachodzi nastgpujace twierdzenie.
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TWERDZENIE 1. Zbiory wbliczalne tworzq algebre Boole’a wzgledem

operacji ,,J” sumy, ,,N” przekroju zbioréw i ,,””’ uzupelnienia do zbzoru
N liczb naturalnych. :

Dowdd. Jak juz pokazaliémy podzbidr N (zbidr peiny) oraz podzbiér
pusty A sa obliczalne. Stanowia one jedno§é oraz zero algebry. Niech

Z,1Z, beda zbiorami obliczalnymi, f; (x) i f5(x) za$ funkcjami obliczalnymi,
dla ktérych zbiory te sa zbiorami zer. Funkcje obliczalne g(x) = f1(x)-2(x)

- oraz f(x) = f1(x)+/>(x) beda sie zerowaé:

funkcje g(x) dla tych i tylko dla tych liczb naturalnych ktére naleza
do Z, VU Z,; 3

funkcja f(x) dla tych i tylko tych liczb naturalnych, ktére naleza do
Z, N Z,.

A wige zaréwno Z, U Z, jak i Z, N Z, sa zbiorami obliczalnymi. Jezeli
zbior Z jest zbierem obliczalnym, f(x) za$ funkcja obliczalna, ktérej zbidr
zer!jest zbiorem Z, to funkcja obliczalna 1 £(x) zeruje si¢ dla tych i tylko
tych liczb-naturalnych dia ktérych nie zervje sig funkcja f(x). A wigc zbio-

. . 1em jej zer jest uzupelnienie Z’ zbioru Z do zbioru N. Dowéd twierdzenia
‘_zostal przeprowadzony w calosci.

Tw1erdzen1e 1 mé6wi, ze zbiory obliczalne stanowia podalgebre algebry

'Boole a ‘wszystkich podzbioréw zbioru N liczb naturalnych. Zajmiemy

sig: teraz zagadnieniem, jak duza jest ta podalgebra — ile jest podzbioréw
obhczalnych Podamy mianowicie przyklad zbloru, ktory nie jest obli-

‘czalny.

* PRZYKLAD. Funkcje obliczalne jednej zmiennej mozna ustawié w ciag
(por zadanie 4a i 4b z poprzedniego paragrafu); niech bedzie to ciag

i), (), fi(),

zda fginkcja obliczalna wystepuje w tym ciagu jeden raz. Zbidr zer
Z;5 (tzn. zbidr. tych xeN, dla ktérych f;(x) = 0) jest zbiorem obliczalnym.
Zymujemy w ten sposéb ciag zbioréw obliczalnych

~

ZO’ Zla ZZ; Z39 .

g 13gu tym stoja wszystkie zbiory obliczalne. Rzeczywiscie, kazdy zbidr
ly: Z jest zbiorem zer jakiej§ funkcji £, a funkcja ta wystepuje
(2) Odpow1ada_]qcy Jej zbidr obliczalny (zbiér Z) wystepuje w ciagu
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(3). Zbiory z ciagu (3) moga si¢ powtarza¢, gdyz rézne funkcje ‘obliczalne
moga mieé réwne zbiory zer. Jezeli z ciagu (3) usuniemy zbiory powtarza-
jace sie i bedziemy numerowaé kolejno, to otrzymamy ciag

(4) UO: Ula UZ, US’ s

w ktérym stoja wszystkie zbiory obliczalne i kazdy tylko jeden raz.
Uzywajac ciagu (4), okreslimy podzbiér U zbioru liczb catkowitych,
ktéry nie jest obliczalny. OkreSlimy zbiér U nastgpujaco:

neU wtedy i tylko wtedy, gdy n¢U,.

Udowodnimy, ze zbiér U nie stoi w ciagu (4). Przypusémy, ze U = Uj.
Mozliwe s3 dwa przypadki: albo ke Uy, wtedy z definicji U jest k¢ U = U,
albo k¢ Uy, wtedy z definicji U jest ke U, stad U = Uj. (sztelnik zechce
zastanowié sie, gdzie korzystamy tu z zaloZenia, ze zbiory wystgpujace
w ciagu 4) s3 rézne). Otrzymana sprzeczno$é pokazuje, ze zbior U nie moze
byé réwny zadnemu zbiorowi U dla k =0,1,2, ..., a wigc zbiér U nie
jest obliczalny.

Dla czytelnikéw znajacych elementy teorii mnogosci podamy, Zze
powyzsze rozumowanie sprowadza si¢ do faktu, ze podzbioréw obliczal-
nych zbioru N jest przeliczalnie wiele, wszystkich za$§ podzbioréw zbioru
N jest nieprzeliczalnie wiele.

Zbiory obliczalne maja dzigki swoim wlasnoéciom wielkie znaczenie.
Mianowicie dla kazdego zbioru obliczalnego Z potrafimy efektywnie
sprawdzié czy dowolna liczba naturalna nalezy do zbioru Z, czy tez nie.
Rzeczywiécie ze zbiorem Z zwiazana jest funkcja obliczalna f(x), dla

ktdrej zbiorem zer jest Z. Aby stwierdzié czy liczba naturalna n nalezy -

do Z czy nie, wystarczy obliczyé f(n) (wartos¢ funkcji f(x) dla x = n).
Jezeli f(n) = 0, to neZ. Jezeli f(n) # 0, to n¢Z.

Zajmijmy si¢ teraz zbiorami wartosci funkcji obliczalnych.

DEFINICIA 2. Zbiory wartoéci funkcji obliczalnych nazywaja si¢ zbio-
rami rekurencyjnie przeliczalnymi.

Nazwa pochodzi od terminu ,,funkcje rekurencyjne” — uZywanego
czesto na oznaczenie funkcji obliczalnych. Stowo ,,przeliczalne” wystepujace
w tej nazwie oznacza, ze elementy zbioru rekurencyjnie przeliczalnego
mozna ponumerowaé, tzn. ustawié w ciag, uzywajac funkcji obliczalnej.
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Jezeli R jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, to znaczy to, Ze 1stmeJe
funkcja obliczalna f(x) taka, Ze ciag liczb naturalnych

; (ciag warto$ci funkeji f(x)) skltada si¢ ze wszystkich elementéw zbioru R;
oczywiscie wartoéci w tym ciaggu moga si¢ powtarzaé. Funkcja f(x) nume-
ruje — czyli przelicza elementy zbioru R, pozwala ustawié je w ciag.
Zazwyczaj wygodnie jest uwazaé réwniez zbiér pusty za zbiér rekurencyjnie
przehczalny

Zbiér liczb naturalnych, zbidr liczb parzystych, zbidr liczb nieparzy-
stych sa rekurencyjnie przeliczalne. Sg one zbiorami wartoéci funkcji
obliczalnych odpowiednio f;(x) =x, f2(x) = 2x, f3(x) = 2x+1. Zbiory
skoniczone sg réwniez rekurencyjnie przeliczalne. Rzeczywiscie, jezeli
R = {ao, ..., a,} jest zbiorem skoficzonym, to tatwo zbudowaé funkcje
obliczglna‘, ktdrej zbiorem warto$ci jest zbiér R. Na przyklad bedzie to
funkcja g(x) okre§lona nastepujaco:

8(0) = a,,

g(l) = al:

g(n)

gx)=aq, x> n.

Klas_;t zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych jest bardzo obszerna.
.. Zachodzi mianowicie

N TWIERDZEN]B 2. Kazdy zbior obliczalny jest rekurencyjnie przeliczalny.
siniejq takze zbiory rekurencyjnie przeliczalne, ktdére nie sq obliczalne.
Przykladem takiego zbioru jest zbiér U okreslony w podanym po-
_\dnio przyktadzie.

"Ij)o‘wéd_tego twierdzenia wymaga znajomo$ci wigkszej iloéci faktéw
dotycza‘cych funkcji obliczalnych, ktérych nie przedstawiono w tej ksiaZce.
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TWIERDZENIE 3. Suma i przekrdj skoriczonej liczby zbiordw rekuren-
cyjnie przeliczanych sq rekurencyjnie przeliczalne. Jezeli zbiér R okaz jego
uzupelnienie sq rekurencyjnie przeliczalne, to R jest zbiorem obliczalnym.

Z twierdzenia tego wynika w szczegdlnodci, Ze jezeli zbidr rekurencyjnie -
przeliczalny R nie jest zbiorem obliczalnym, to jego uzupelnienie nie jest
zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

Z twierdzefi 2 i 3 mozemy wywnioskowaé, Ze uzupetnienie U’ zbioru
U podanego w przykladzie nie jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

Zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych jest jak widzimy z twierdzenia
2 wigcej niz zbioréw obliczalnych. Jednak nie wszystkie podzbiory zbioru
N sa rekurencyjnie przeliczalne. Zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych jest
przeliczalnie wiele, gdyz funkcji obliczalnych jest przeliczalnie wiele.
Wszystkich podzbiorédw zbioru N jest ilo§é nieprzeliczalna. Musi wigc
istnie¢ ,,bardzo duzo” podzbioréw zbioru N, ktdére nie sa zbiorami reku-
rencyjnie przeliczalnymi.

Streszczenie

Zbiér zer funkcji obliczalnej nazywa sie zbiorem obliczalnym, zbidr
wartoéci funkcji obliczalnej nazywa sie zbiorem rekurencyjnie przeliczal- -
nym, Zbi6r pusty, zbidr N, zbiory skornczone sa obliczalne. Zbiory obli-
czalne tworza algebre Boole’a z operacjami sumy, przekroju i nzupehienia
zbioru do N. Dla zbioru obliczalnego Z, zagadnienie, czy liczba naturalna
nalezy, czy tez nie nalezy do Z, jest rozstrzygalne. Kazdy zbidr obliczalny
jest rekurencyjnie przeliczalny, ale istnieja zbiory rekurencyjnie przeliczal-
ne, ktére nie sg obliczalne. Nie kazdy podzbiér zbioru N jest rekurencyj-
nie przeliczalny.

Zadania
1. Udowodnié, ze jezeli zbiér Z jest obliczalny, to funkcja

o,
1,

gdyye Z,

fz(x) ={ edy 1 Z

jest obliczalna.
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»2.‘Podz!)i6r U pzr?dglstu kartezjasfiskiego N XN (zbioru par liczb naturalnych) na- '
,zywa&e obliczalny, jezeli istnieje funkcja obliczalna f(x, ¥) dwéch zmiennych taka, se
para &, y) e U wtedy i tylko wtedy, gdy f(x, y) = 0. |
a).. Udowqgmé, Ze fl}nkcja z = C(x, y) obliczalna odwzorowujaca wzajemnie jedno-
?:;c;lz'nu.a flvn XNna N (k;lzéda taka funkcja nazywa sie numeracjq par), odwzorowuje wza-
¢ Jednoznacznie zbiér podzbioréw obliczalnych zbi i i
Jomm o Y ioru N XN na zbiér podzbioréw
s b) Udowo@njé, ze ust.awienie par w ciag (0, 0), (1, 0), (0, 1), 2,0, 4,1, (0,2,
g s 0)), (2,_1) dai])e nu(merac;@ C(x,y), gdzie C = C(x, ») oznacza numer miejsca pary
X, ¥) W ciagu. Pary (x, y) ustawiane sa wedlug wzrastajacei
sum — leksykograficznie, A% Sy 77y, 286 dla réemych
) Numeratja C(x,y) z punktu b)
Udowodnié, ze

nazywa si¢ kantorowskaq.

x+y+1)x+y+2)

C(x
2

) =

+y+1.

Podaé przyklady innych numeracii.
d) Udowodni¢, ze zbiér podzbioré6w obliczaln i
3 ych zbioru N XN twor: odal
algebry Boole’a wszystkich podzbiorow zbioru NXN. “P gebr»

3. Udoywodnié, 7 jezeli R jest zbiorem rekurencyini i
: dnié, 1 yinie przeliczalnym, £(x) za§ dowol-
ng funkcja obli i i ji j : jni
h; lny _]:a czalng, to zbiér .S wartosci funkcji f(x) dla x € R, jest Iekurencyjme prze-
wart4; 'I.Jfﬁd.r_]ié,bi; kazdy zbi6r nieskoniczony i rekurencyjnie przeliczalny jest zbiorem
artosci Cji obliczalnej przyimujacej dla réznych argumenté Z i

rémowartoiciowej). ¢  r6ine watosel (.

5: Zbi(’?r R-jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy,
funkcja obliczalna Sf(x, y) dwoch zmiennych, Ze réwnanie Sfix,»)
ze wzgledu na y dla tych i tylko tych x, ktére naleza do R.

6. a) Zbiér wartosci funkcji czgéciowo obliczalnej
) ; . J (zob. zad. 5 z po ;
paragrafu) jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. poprzedniego

L

‘ 1'3) Dla. danej funkcji czesciowo obliczalnej zbiér tych x,
okreslona, jest. zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

. Wskazoéwka. Skorzystaé z zadania 5.

gdy istnicje taka
= 0 ma rozwigzanie

dla ktérych f(x) nie Jjest

| §'66. METODA ARYTMETYZACJI TEORI

.i'Wﬂ"pafagraﬁe tym zajmiemy si¢ arytmetyzacja teorii,
‘Ppojecie rozstrzygalnosci teorii.

Metoda arytmetyzacji polega na przypisaniu formulom teorii liczb
—hatpralnych_ zwanych numerami formui. Pozwala to méwié nie o wlasno$-

i zdefiniujemy
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ciach pewnych twierdzen (czy zbioréw twierdzen) teorii ale o wtasnoéciach
. Fa . . , , . . 3 .o
ich numerdw (czy tez zbioréw numeréw). Twierdzenia dotyczaac@eoru

tzw. meta-twierdzenia mozna wtedy uwazaé za twierdzenia arytmetyki. -

Pozwala to wykorzystaé aparat wprowadzony w poprzednich paragrafach
do opisu i badania wlasnoéci teorii.

Formuly teorii sformalizowanych sa wyraZzeniami zbudowanymi w pe-
wien sposéb z symboli wystepujacych w alfabecie tej teorii. Na przyktad
dla rachunku zdan mamy symbole

(1) (’)’V,&3N9=>,Eap13p2sp3:"-

Dla elementarnej teorii péigrup mamy symbole
(2) (’)’V’&’Nai’ﬁE:A9Es-x1’x2’---

-
elementarnego rachunku kwantyfikatoréw i dwa symbole specjalne, ,,=>
dla réwnodci i ,,2” (kropka) dla znaku dzialania.

W obu wypadkach (rozpatrzonych tu nie dla jakiej§ wyjatkowosci,
ale dla przykladu) mamy latwa i prosta metode efektywnego sprawdzenia
czy jakie§ wyrazenie jest formuta poprawnie zbudowana, czy tez nie. Daje
to mozliwosé efektywnego ustawienia formul jezyka teorii w ciag

(3) QO’/ @1, ¢2’ reey

tak by kazda formuta wystgpowala w ciagu raz i tylko raz.

Opiszemy tutaj jedna z takich metod zwang numeracjq Gédla, postu-
gujac sig dla przyktadu rachunkiem zdan. Symbolom (1) przyporzadku-
jemy liczby bedgce kolejnymi liczbami pierwszymi, poczynajac od tréjki,
a wiec liczby 3,5, 7, ... Pokazuje to tabelka:

symbol|(|)‘v‘&‘~|=,|s
l11l1‘3|17|19l

| 3 |5 |7

Dla kazdego wyrazenia W okreSlimy liczbg zwana jego numerem
Godlowskim, oznaczana przez Nr [W]. Jeieli wyrazenie W stanowi ciag
symboli §;, ..., g, tzn. W =515, ... 5, gdzie symbolom 's;, 52, ..., S
odpowiadaja liczby /3, 1, ..., [, podane w tabelce, to numerem Gédlowskim

!
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Nr [ wyrazenia bedziemy nazywali liczbe

Nr[W] = 2432 . ph,

gdzie p; jest k-ta liczba pierwsza.
Tak wigc numerem wyrazenia p; = p, bedzie liczba Nr [p:=p.] =

= 223.31%. 529 numerem wyraZenia ps bedzie Nr [p;] = 23 (a nie 31).

Na odwrdt, majac dana liczbe naturalna n mozemy stwierdzié czy jest
~ona numerem Godlowskim jakiego§ wyraZenia, czy tez nie. Na przyklad
_1iczba,864 bedzie numerem wyrazenia 2333 oczywifcie nie bedacego
-formula poprawnie zbudowana, gdyz 864 = 25-33 = Nr D . Podobnie
-~ liczba 213-33-523.7% = Nr [~ (p)]. Znajdowanie numeréw Godlowskich
. wyrazen i badanie czy liczba jest nimerem Godlowskim jakiego§ wyrazenia,

v vjejst procesem efektywnie wykonalnym, skiadajacym sie z pewnej ilosci
- nieskomplikowanych operacji, aczkolwiek absurdalnie pracochlonnym,
gdyz numery Godlowskie nawet prostych formut, sa olbrzymimi liczbami.
Metoda numeracji Gédla i jej znaczenie opisane jest prosto i przejrzyscie
w ksigzce Nagela i Neumana.

. Metoda numeracji Gédlowskiej umozliwia ustawienie wszystkich for-
© mut teorii w ciag (3) tak, ze kazda formuta wystepuje w ciagu raz i tylko
-raz. Dla konstrukcji tego ciagu wystarcza wypisywaé kolejno wyraZenia,
\;dtug.wz;ast'ajqcych numeréw Godlowskich, i wykre§laé te, ktdre nie
sa; formutami poprawnie zbudowanymi. '
. Ciag (3) pozwala okrelié nowa numeracje pod pewnymi wzgledami
. stosowniejsza. od Gddlowskiej. Mianowicie formule @ przyporzadkujemy
' numgnmiejsca na ktérym stoi ona w ciagu (3). Numer ten oznaczymy
P Xm}?olem C[®] i nazywaé bedziemy w dalszym ciagu numerem formuly ®.

| ’ Cl®D,] =n.

Nur :‘eracja ta jest o tyle korzystnigjsza od Godlowskiej, ze daje odwzoro-

nie zbiqru formut na zbidr liczb naturalnych; kazda liczba naturalna
jes numerem C[9P] jednoznacznie wyznaczonej formuly @ i kazda formuta
jednoznacznie wyznaczony numer C [#]. Co wigcej numer kaZdej
uly moze: byé efektywnie wyznaczony. Aby znalezé numer C[®]

;.mu}y @ nalezy znajdowaé kolejue formuly w ciagu (3) tak dtugo, az nie

1




1
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natrafimy na formule &, ilo§¢ formut ja poprzedzajacych (tzn. numer
miejsca formuly @) bedzie jej numerem. Podobnie dla kazdej liczbyiiaatu-
ralnej mozna efektywnie wyznaczy¢ formule @ o tym numerze tzn. for-
mulg @,. Wystarczy znalezé n+-1 poczatkowych wyrazéw ciggu (3). Ostatni
bedzie formula o numerze »n.

Zreasumujemy otrzymane wyniki. Przypisali§my kazdej formule @ teorii
jednoznacznie wyznaczona liczbg naturalng C[®D] zwana numerem tej
formutly i kazdej liczbie naturalnej n — formute @, ktérej numer C[D] = n,
tak ze przejScie od formuty do numeru i od numeru do formuly sa efek-
tywne. Pozwala to zamiast o formulach méwi¢ o liczbach naturalnych,
zamiast o zbiorach formul m6éwié o zbiorach liczb naturalnych, zamiast
o operacjach na formutach méwié o funkcjach okreslonych dla liczb natu-
ralnych o wartodciach bedacych liczbami naturalnymi. Postgpowanie takie
nazywa sie arytmetyzacjq teorii. ~

Na przyklad zamiast méwi¢ o regule odrywania prowadzacej od for-
muly @ i formuly x postaci @ = ¥, do formuly ¥, mozemy méwié o funkcji
f(x,y) = z, okreSlonej na liczbach naturalnych o warto$ciach naturalnych,
takiej ze: jezeli x = C[P], y = C[O)], formula za$§ @ jest postaci @ = ¥
to z = f(x,y) = C[¥]. Funkcja ta nie jest wszedzie okreSlona np. jesli
formuta @ nie jest postaci @ = ¥ dla jakiego§ ¥, to aby okreslié f(x, y)
mozna polozy¢ np. f(x, y) = 0. Mozna sprawdzié, ze tak okre$lona funkcja
F(x, ) jest funkcja obliczalng. Podobnie dla reguly podstawiania prowa-
dzacej od formuty D(p,, ..., p,) do formuly ¥ = &(0, p,, ..., p,) funkcja
z = g(x, y) okreSlona dla liczb naturalnych, taka ze dla x = C[®] oraz
y = C[0] warto$¢ z = g(x, y) = C[¥], jest obliczalna. Inne reguly wnio-
skowania uzywane w rachunku kwantyfikatoréw, czy tez w teoriach ele-
mentarnych daja w wyniku takiej arytmetyzacji funkcje obliczalne(?).

Aksjomatow specyficznych teorii jest na ogét liczba skoficzona. Zbidr
ich numerdéw jako zbior skoriczony jest obliczalny. Zachodzi nastepujace
twierdzenie:

TwWIERDZENIE 1. Jezeli teoria ma skoriczonq liczbe aksjomatéw specy-
ficznych i regul wnioskowania i jezeli reguly wnioskowania sq efektywne,

(*) Jezeli tylko liczba symboli (stalych teorii i zmiennych) jest przeliczalna, tzn.
symbole dadza si¢ ustawi¢ w ciag, gdyz wtedy mozna okre$li¢ numeracje Godlowska
Nr [?] i numeracjg C[P] dla formut teorii.

§ 66. Metoda arytmetyzacji teorii 295.

tzn. odpowiednie funkcje okreSlone na numerach formul sq obliczalne, to
zbidr eréw twierdzeri teorii jest rekurencyjnie przeliczalny(*).

PreCyzyjny dowdd tego twierdzenia jest oczywiscie bardzo skompli-
kowany. Sens-jego jest jednak bardzo prosty. Idzie o to, Z¢ mamy efek-
tywna metod¢ wypisywania kolejno twierdzen teorii, tak by kazde twier-
dzenie bylo kiedy§ wypisane. Po prostu wypiszemy najpierw aksjomaty,
potem do kazdego aksjomatu stosujemy kolejno reguly wnioskowania
i wypisujemy kolejne wyniki, nastegpny krok to stosowanie znowu wszy-
stkich regul wnioskowania do juz otrzymanych twierdzen, itd. Oczywiscie
po m-krotnym, wykonaniu takiego postgpowania wypiszemy wszystkie
twierdzenia, ktérych dowdd sformalizowany ma dlugo$é n.

Jezeli zbiér numeréw twierdzen teorii jest zbiorem obliczalnym to
moéwimy, ze teoria jest rozstrzygalna. Dla kazdej formuly istnieje wtedy
efektywna metoda rozstrzygnigcia w skoriczonej liczbie krokéw czy for-
mula jest twierdzeniem teorii, czy tez nie. Dla formuly @ musimy obliczyé
jej numer C[®P], co jest efektywnie wykonalne, oraz stwierdzié¢ czy C[d]
nalezy do zbiorn numeréw twierdzer teorii, czy tez nie. A jak wynika z roz-
wazan poprzedniego paragrafu, w przypadku zbioréw obliczalnych potra-

~ fimy to efektywnie stwierdzié.

Naszkicowaliémy w tym paragrafie elementy metody arytmetyzacji
teorii. Polega ona na efektywnym przyporzadkowaniu numeréw formu-
fom poprawnie zbudowanych teorii. Wtedy rézne twierdzenia dotyczace
teorii przechodza na pewne twierdzenia arytmetyki. Wickszo§é wynikéw
dotyczacych rozstrzygalnosci teorii zostala uzyskana dzigki metodzie
arytmetyzacji. -

_ Streszczenie

_'Opisaliémy"efektywnq metode priypisywania formutom numeréw.
- Stwierdziliémy, Zze opisane przyporzadkowanie jest efektywne. W zwigzku
'z efektywna mozliwoscia dowodzenia twierdzed teorii zbidr numeréw

M Zadamy oczywicie by liczba stalych teorii i liczba zmiennych teorii byly prze-
czalne, tak by mozna bylo wprowadzié numeracj¢. Zalozenia o skoriczonosci zbioru
;aksjomatéw i regut wnioskowania mozna ostabi¢; kwestie te oméwione s3 W ksiazce
‘Tats}dego, Robinsona i Mostowskiego oraz w cytowanych juz podrecznikach.
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twierdzen teorii jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. W przypadku
gdy zbiér- ten jest zbiorem obliczalnym mdwimy, Ze teoria jest trzy-

galna.

Zadania

1. Uzasadnié, ze funkcja f(n) = p, (p, jest n-ta z kolei liczba pierwsza) jest funkcja
obliczalna.

2. Rozpatrujemy rachunek zdafi i numeracje opisana w tekscie

a) Niech® = (p;) & (p2 = p3).
Obliczy¢ Nr[P].

b) Niech wyrazenie @ bedzie zdaniem (p, =p2) V p1 .
Obliczyé Nr [D].

¢) ZnaleZé wyrazenie @, jezeli wiadomo, ze g

Nr[@] = 23-323.55.77- 11313173 1911 -2323.29%. 315,

d) Czy liczba 2%-37-5%. 7! jest numerem jakiej§ formuty?

e) Czy wyrazenie @, ktérego numer Nr[P] = 23-329.523.717.113.13% jest for-
mula poprawng teorii?

3. Rozpatrzymy rachunek zdan i numeracj¢ opisana poprzednio

a) Uzasadni¢, ze funkcja

0, gdy njest numerem Godlowskim formuly poprawnej
h(@n) =
@ 1, w przeciwnym przypadku

jest obliczalna.

b) Wypisaé aksjomaty Sy-Ss rachunku zdan z paragrafu 14 rozdzial I, str. 51
przy uzyciu wszystkich nawiaséw i obliczy¢ ich numery Goédlowskie.

©) Uzasadnié, ze funkcja f(n, m, k) réwna 0, gdy istnieja formuly poprawne @ i ¥
takie, ze Nr[®] = n, Nr[¥] = k, Nr[(D) = (¥)] = m, réwna za§ 1 w przypadku prze-
ciwnym, jest obliczalna.

d) Uzasadnié, ze funkcja g;(n, m) =k, gdzie i jest numerem zmiennej (np. p;)
réwna 0, gdy istnieje takie wyrazenie poprawne @ i x, ze Nr[®] = n, Nr[x] = m, k za§
jest numerem wyrazenia ¥ powstalego z-@ przez podstawienie za zmienng p; wyrazen.a
%, Towna-za§ 1 w przypadku przeciwnym, jest obliczalna.

(Uwaga. Gdy @ nie zawiera zmiennej p;, to po podstawieniu @ nie ulegnie zmianie).

4. Rozpatrujemy rachunek zdand i numeracj¢ opisana poprzednio.

a) Uzasadnié, ze dla dwoch formut @, ¥ zachodzi réwnowazno$é

Nr[®] < Nr[?] wtedyitylko wtedy, gdy C[P] < C[¥].

- dzenia 3 Z poprzedniego paragrafu.
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b) Fo @, z ciagu (3) jest formula o najmniejszym numerze Godlowskim.
Znali!ormuh (zdaniem autoréw @, = py, P, = p,, D3 = p; dalej nie prowadziliémy
konstr i ciagu (3)).

c) Udowodni¢, ze jezeli cze§¢ ¥ formuly @ sama jest formula, to C[¥]< C[P].

5. Rozpatr"ﬁjemy rachunek zdan i numeracje opisang w tekscie.

a) Udowodnié, Ze funkcja d(n) réwna liczbie symboli w wyrazeniu, gdy » jest nu-
merem wyrazenia poprawnego, lub 0, gdy n nie jest numerem wyrazenia poprawnego,
jest obliczalna. ]

b) Uzasadni¢, ze funkcja z(n) réwna liczbie zmiennych wolnych w wyrazeniu @,

. gdy n jest numerem Nr [P] wyrazenia @ bedacego formula poprawnie zbudowana,

- rOwna.za$§ 0 w przypadku przeciwnym, jest obliczalna.

6. a) Udow:bdnié, ze zbiér numeréw C[P] tautologii rachunku zdan jest obliczalny.
b) Udowodni¢, ze funkcja h(n) ré6wna 0, gdy n jest numerem tautologii rachunku
zdan, réwna za$§ 1 w przypadku przeciwnym, jest obliczalna.
- 7. a) Podaé eféktywna metode numeracji wyrazeni poprawnych rachunku kwanty-
fikatoréw, zawierajacych jeden predykat P(x,; ..., x,).

'8. Opieraja¢ sig¢ na twierdzeniu 1 udowodnié, e jeseli teoria jest zupelna, tzn. dla
kazdega zdania @, albo @ albo ~ @ jest twierdzeniem teorii, to teoria jest rozstrzygalna.
Zauwazy¢, ze funkcja y = h(x) prowadzaca od x = C[®D] do y = A(x) = C[~ D] jest
obliczalna. Jezeli T jest zbiorem numeréw twierdzeri teorii, to A(T") bedzie zbiorem reku-

- rencyjnie przeliczalnym (por. zad. 3 z poprzedniego paragrafu). Wobec tego, ze A(T)

+ jest uzupelnieniem zbioru T do zbioru N liczb naturalnych, wystarczy skormata

©19. Liczby przyporzadkowane symbolom elementarnej teorii pélgrup podane sa

w- tabelce

-

o] =] (D V& ] = |AlB]n]n]s
Geaba [ 3| s |7 |ufm[{w][s|w]|n|w|a|a|a

" a) Znalezé numer Nr[®] formuly @ réwnej Ax,(x; = x,).
‘1{b) Czy wyrazenie 2*1 - 3%+ 5%1 jest formulp?
.. ©) Znalezé formule @ taka, e C[P] = 0.
- @) Uzasadnié, ze funkcja f(#) = m okreflona nastepujaco:
jeie]j n=Nr[W], gdzie W= x;dlai=1,2,..., to m = f(n) = Nr[V], gdzie V jest
wyrazeniem W-x;, za$§ f(n) = 0 w przypadku przeciwnym
jobliczalnd.

=+ ). Udowodnié, ze podstawienie za zmienny x; w formule termu 7 (x4, ..., x,) zbudo-
ego. ze znaku dzialania ,,*” prowadzi do funkgji obliczalnej okre$lonej na numerach
Wﬁ' .
{:::+ 10. Niech alfabet sklada si¢ z liter Xi,..., X;. Za wyrazenia bedziemy uwazaé
’s_k czone ciagi symboli W = Xo Xay_y+e- Xa, Xq, oraz symbol A, czyli elementy pél-
igrupy ° wolnej (zob. rozdz. VIII, § 48) generowanej przez Xiy ..., X5. Symbolom
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CIAl=0,
ClXa Xa,_, +- Xay Xa) = dotars+ ... Fop 155 ags

a) Udowodnié, ze kazda liczba naturalna jest numerem jednego i tylko jednego
wyrazenia.

b) Udowodnié, ze funkcja Z(k,l),= m okreslona nastgpujaco:

jezeli k jest numerem wyrazenia W, I/ za§ numerem wyrazenia V, to m =2 *k,D
Jest numerem wyrazenia Wx V (konkatenacji W i V), jest obliczalna.

Wskazéwka. Udowodnié, ze C[WxX;] = fCIW]+i.

X1, X2, ..., Xs przyporzadkujemy liczby 1, 2,..., si okre§limy numery wyraie@sb‘.lja‘co:
ku

§ 67. TEZA CHURCHA

Rozwazania tego rozdzialu nie beda kompletne, gdy nie wyjasnimy
jaki jest zwiazek pojecia obliczalnoéci wprowadzanego w tym rozdziale,
z pojeciami efektywnosci wprowadzonymi w rozdziatach IX-XII. W roz-
dziatach tych okreélilismy réZnego rodzaju pojecia efektywnej metody
przeprowadzania réznych operacji. Zawsze, zaréwno w przypadku ma-
szyn Turinga, algorytméw Markowa, czy innych pokrewnych pojec,
okreslonyghyt jasno i wyraznie przepis postgpowania pozwalajacy z danych
wyjSciow :

y gfrzymywaé wynik. Postgpowanie opisane np. przez maszyng
Turinga, czy tez np. algorytm Markowa dawalo si¢ zawsze wykona¢ nie-
zaleznie od umiejetnoéci i inwencji wykonujacego operacje. Podobnie
jest w przypadku funkcji obliczalnych. Dla funkcji obliczalnej jest jasno
okreslony przepis pozwalajacy z danych liczb naturalnych (danych wyjs-
ciowych) otrzymywaé warto$¢ funkeji (wynik).

Postqbowanie to wydaje sic na pierwszy rzut oka malo ogdlne. Nie

. do$é, ze operujemy na liczbach naturalnych, to jeszcze stosujemy do nich
bardzo proste operacje: nastgpnika, skiadanie funkcji, operacje rekursji
oraz minimum efektywnego.

Dzigki metodzie efektywnej numeracji wyrazef stwierdzamy, Ze ope-
rowanie liczbami naturalnymi zamiast wyrazeniami nie zmniejsza ogdl-
noéci rozwazan. Istnieja zreszta prace definiujace pojecia obliczalnosci
wprost dla napiséw utworzonych z dowolnych symboli bez mdwienia
o liczbach naturalnych (zob. Malcew).

Zajmiemy si¢ wigc kwestia ogdlnosci definicji pojecia obliczalnosci.
Pojecie to pochodzi w zasadzie od Gddla jest jednak wynikiem bogatego,

L
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aczkolwiek krotkiego rozwoju historycznego. O kolejnych etapach roz-
woju tego pojecia mozna sig zorientowaé z literatury (Grzegorezyk [1961],
Malcew). Od najwezszych klas funkcji, dopuszczajacych poza operacja
nastepnika opevacje skladania i rekursji prostej, tzw. funkcji pierwotnie
rekurencyjnych — poprzez klasy posrednie, wyksztalcito si¢ pojecie funkgji
obliczalnych, przez dopuszczenie jeszcze operacji minimum efektywnego,
takie jakie przyjmujemy obecnie.

Kazde postgpowanie opisane za; pomoca funkcji obliczalnej jest efek-
tywne. Postgpowania dajace si¢ opisaé za pomoca maszyn np. Turinga
_czy innych, czy tez za pomoca algorytméw np. Markowa, Posta czy in-
nych, sa réwniez efektywne.

Juz -w roku 1936, A. Church wysunat tez¢, Ze kazde postepowanie
ektywne” daje sie opisaé za pomoca funkcji obhczalnycili;_

Hipoteza ta nosi nazwe ftezy Churcha. UdowodniC¢ j&j oczywifcie nie
mozna bo pojecie efektywnosci nie jest sprécyzowane. Mozna by ja jed-
nak obalit gdyby$my znaleili jakie§ proste postepowanie, ktére byli-
by$my sklonni uzna¢ za efektywne, nie dajace si¢ opisaé¢ za pomoca funkcji
obliczalnych.

Teza Churcha nie zostala jednak dotad obalona. Wszystkie stwo-
rzone dotad definicje postgpowan efektywnych, czy to uzywajace pojecia
maszyny Turinga (wzglednie innych maszyn), czy to uzywajace algo-
rytméw Markowa, systemow Tuego, Posta czy innych daja sie opisad
przez funkcje obliczalne. Dla obliczalnych zbioréw danych zbiér wynikéw
jest zawsze zbiorem rekurencyjnie przeliczalnych. Konkretne wyniki znaj-
dzie czytelnik w _ksigzkach Kleene’a [1952], Malcewa, Davisa.

- Swiadczy to™ tym, Ze pojecie obliczalnoéci daje jak dotad wystar-
czajaco dobra definicje pojecia efektywnej metody rozwigzywania jakich$

’ probleméw. Jak dotad o efektywnosci postgpowania méwilo sig¢ w ter-

i

H

minach funkeji obliczalnych. Nowsze prace operuja pojeciem obliczalnosci

-opartym o maszyny Turinga (zob. Kleene’a [1952], Davisa, Malcewa),

'jest to w praktyce czgstokro¢ wygodniejsze — dowody twierdzen sg znacz-
‘nie krétsze i. mniej skomplikowane. Bogato rozwinigta jest teoria efek-
~tywnodci oparta o algorytmy Markowa (zob. Markowa i Malcewa). )
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Wykaz oznaczen

p,q,r zmienne zdaniowe

VAL alternatywa (suma logiczna) zdant p i ¢

p&g koniunkcja (iloczyn logiczny) zdan piq'
P=q réwnowazno$¢ zdan p i q -

p=>q implikacja zdan p i ¢

~p- negacja (zaprzeczenie) zdania p

0 5 ' falsz

1 prawda

+ symbol oznaczajacy tautologi¢
p#Eq. réznica symetryczna zdat p i g

plg ’ jednoczesne zaprzeczenie zdan p i g :
F AN dyzjunkcja Sheffera.

P, O, R . zmienne predykatywne , - -

P(x), Q(x, ), R(x,y,2) predykaty

Ax . kwantyfikator ogélny’

. Ex kwantyfikator szczegélowy

{8150, ag} zbi6ér zlozony z elementéw ay, ..., a,
x|y ~ x dzeli y

: aed ,A element @ nalezy do zbioru A4

element ¢ nie nalezy do zbioru 4

zbiér pelny

podzbiér pusty

zbiory

suma zbioréw 4 i B

przekréj zbioréw 4 i B

dopemienie zbioru A

stosunek (relacja) inkluzji migdzy zbiorami 4 i B
para uporzadkowana

22
2
22
27

27
32

38

59
59
65
65
65
67
106 -

. 108
- 107

109

109
110
110

111
111
122



avb
anb
S
f1
J&X)
Ja(x)
fxx)
fz
T(B)
M,
A,B,C
A'B
E

O
Pl~

II(x)

A
A={ay,....,an}
Qpyeeesp
P,Q,R

7}

Wykaz oznaczen

iloczyn .(produkt) kartezjanski zbioréw X i Y
przedmiot x jest w relacji R z przedmiotem y
suma relacji Ri S ) BN
iloczyn relacji R i S

negacja relacji R

zZlozenie (iloczyn wzgledny) relacji R i S
relacja réwnosci

relacja réwnolicznosci

relacja réwnowaznosci

klasa abstrakcji elementu x

x i y naleza do tej samej klasy abstrakcji
relacja podzielnoélceik(x dzieli y)
uporzadkowanie ¥asykograficzne

relacja odwrotna do R

kres gérny pary (a, b)

kres dolny pary (a, b)

warto$¢ funkcji dla argumentu x

funkcja odwré

obraz zbioru X przez funkcje f

obcigcie funkcji f do zbioru A4

przediuzenie funkcji £ na zbiér X

zlozenie funkcji f1i g

zbiér wszystkich atomo6éw elementu B

zbi6ér macierzy kwadratowych ustalonego stopnia
macierze kwadratowe

iloczyn (zlozenie) macierzy

macierz jednostkowa

magcierz zerowa

pélgrupa ilorazowa pélgrupy P wzgledem relacji kongurenciji

%

™

zbiér wszystkich ciagéw dowolnej skoficzonej dtugodci
ciag pusty o dtugosdci 0

alfabet

litery alfabetu

stlowa alfabetu

slowo puste

122
124
126
126
126
126
127,
129
130
130
131

134
136
138
140
140
143
144
145
145
145
147"
168
175
175
175
176 °
176

191
194
197
206
206
206
206

A*
dp)
PcQ

T~S
K

exP
Q—>P

agR’
(P, p1)
(O'-P s T, i)
o0 .
In

]

Ne (W)
c@

Wykaz oznaczed

zbi6r wszystkich stéw w alfabecie 4

dhugo$é stowa P

slowo P zawiera si¢ w slowie Q

stowa sasiednie

slowa réwnowazne
zbiér stow koncowych stownika
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. .- 206

206
206
208
208
224

zdanie P wynika bezposrednio ze zdania Q w gramatyce G = 224

tasma maszyny Turinga
urzadzenie sterujace maszyny Turinga
aktualny stan czynny maszyny Turinga
stan bierny maszyny Turinga
przejScie do obserwowania prawej klatki
przejScie do obserwowania lewej klatki
niezmienienie obserwowanej klatki
wpisanie do obserwowanej kratki symbolu a,
przejécie warunkowe
przerwanie dziatania maszyny
stowo koficowe wyprodukowane przez maszyn¢ M; ze sto-
wa poczatkowego P :
ta§ma programowa maszyny uniwersalnej Posta
" ta$ma robocza maszyny uniwersalnej Posta
’ stany zwiazane z taSma P
stany zwiazane z taSma R
alfabet programu maszyny uniwersalnej Posta
alfabet roboczy maszyny uniwersalnej Posta
' symbol zapisany w P-kratce
symbol zapisany w R-kratce

sytuacja maszyny

symbol zapisany w akumulatorze
przejécie bezwarunkowe

catodé z x

numer Godlowski wyrazenia W
numer formuly @

20 — Logika dla inzynieréw

230
230
231

231

232
232
232
237
237
238

253
1254
254

255
255
254
- 254
262

262

264
269
- 283
292




Skorowidz

Adres 261
alfabet 206
— roboczy 254
aksjomat 9
-— istnienia odwrotnos$ci lewostronnej 182
— — — prawostronnej 182 )
aksjomaty (wyrazenia pierwotne) 212, 235
— algebry Boole’a 150

— logiczne 96

— Peano 275

— specyficzne 83, 96

— teorii 95

akumulator 261

alfabet pomocniczy 248

— programu 254

— wejSciowy 248

algebra Boole’a 150

— — dwuelementowa 150

— dualna 152

— par 156

— sieci kontaktowych 157

algebry bezatomowe 170

— Boole’a, izomorfizm 167
algorytm Markowa normalny 219
— nad alfabetem 220

— ‘w alfabecie 219

alternatywa (suma logiczna) 18, 26
—_ elementarna 42

ant¥pomié 12

argument funkcji 143
arytmetyzacja teorii 294

atom algebry Boole’a 167

— elementu 167

automaty skonczone 244
automorfizm 189

Boole’a algebra 150

Chomsky’ego jezyk 223
Churcha teza 299
Claviusa prawo 32

Dane (przestanki) produkcji 212
dlugo$¢ ciagu 194

~— dowodu 97

— stowa 206

dopelnienie 150

— (negacja) sieci kontaktowej 157
— zbioru 111

dowé6d 97

— ciagu 213

—, diugoéé 97

Dunsa Scotusa prawo 32
dyzjunkcja Sheffera 40
dzialanie n-argumentowe 86

— zeroargumentowe 86
dziedzina predykatu 60

— - pierwsza 60

— — druga 60

— relacji 125

~

Element 106 .
elementy nieporéwnywalne 135

Formula falszywa 74
— prawdziwa 74
— spelnialna 74

— w dyzjunkcyinej postaci normalnej 43
— — koniunkcyjnej postaci normalnej 43

* iy

ot i N

formuly atomowe 88
— elementarne 73, 83

— -nieelementarne (formuly ni;selemen'tame

 drugiego rzedu) 104
— poprawne 72
— rachunku zdan 23
funkcja 143
—, argument 143
—, obcigeie 145
— obliczalna 282
— odwracalna 144 .
— odwzorowujaca 144
—, przediuzenie 145
— réznowastosciowa 144
-— uniwersalna 285
—, warto$¢ 143
—, wykres 144

.— zdaniowa (predykat) 56

— ——'prawdziwa 62
— — spehialna 62
funktor zdaniotwérczy 20

Gﬁ_dla Jumeracja 292
Godlowski numer 292

' gramatyka jezyka 224

grupa 182

— aufomorfizmbéw 189
R

Homomorfizm 186

— .algebry par 160

— natu;ahy 191

Tloczyn: boole’owski 150

—- logiczny (koniunkcja) 19

— (ztozenie) macierzy 175

— —, wlasnosci 176

— relacji 126

— sieci kontaktowych 157

— wzgledny (zlozenie) relacji 126
— (przekrdj) zbiorow 114
implikacja 19, -28

—, nastepnik (teza) 28

— »poprzedni‘k (zalozenie) 28

Skorowidz

inkluzja 111
instrukcje 254
izomorfizm 187

— algebr Boole’a 167

Jednoczesne zaprzeczenie 38
jedno$é pdlgrupy 181

jezyk 235

— Chomsky’ego 223

—, gramatyka 224

— Posta 211

— — kanoniczny 212

— — normalny 214

— prostych struktur frazowych 223
— skonczenie stanowy 246
—, twierdzenia 213

Klasa abstrakcji 130

— — elementu 130

— funkcji czgéciowo obliczalnych 285
kongruencja 190

koniunkgcja (iloczyn logiczny) 19, 27
— elementarna 41

konkotenacja (zetknigcie) ciagbw 194
kontakty bierne 158

— czynne 158

kres dolny pary elementéw 140

— gbrny pary elementéw 140
kwantyfikator 64

— 0g6lny (duzy) 64

— szczegblowy (egzystencjonalny) 64
—, zasieg 66 S

Lingwistyka matematyczna 223
litera 206

Yancuch 143

Macierz 175

macierze, iloezyn (ztozenie) 175
Markowa algorytm normalny 219
maszyna, pami¢é 230 .

— Posta- 236
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maszyna Rabina i Scotta 243
—, stan bierny 231

—, — czynny 231

—, sterowanie 230

- Turinga 230

— uniwersalna 253

— — cyfrowa 260

— — —, program 271

— — Posta 254

— Wanga 243

— wiclotasmowa 247
meta-twierdzenie 292
metoda arytmetyzacji 291
miejsce geometryczne 63
model zbioru formul 94

de Morgana prawa 35

— — dla kwantyfikatoréw 75
— — — rachunku zbioréw 114, 115

Nastepnik (teza) implikacji 28
negacja (zaprzeczenie) 19, 29

— relacji 126 '

— (dopelnienie) sieci kontaktowej 157
numer formuty 291, 293

— Godlowski 292

numeracja Godla 292

— kantorowska 291

— par 291

Obciecie funkcji 145

obraz zbioru 145

odwzorowanie na 145

— w 145 .

— zbioru 144

ograniczenie dolne pary element()w 139
— gbrne pary elementéw 139
operacja minimum efektywnego 281"
operacie idempotentne 114

— logiczne 31

Pami¢é maszyny 230
para uporzadkowana 122

Peano aksjomaty 275
pewnik 9
podalgebra algebry: Boole’a 159
podzbiér 107
— pusty 109
pojecia pierwotne 10
P-kratka 262
poprzednik (zalozenie) 1mp11kac11 28
porzadek czgSciowy (relacja porzadku) 134
— —, wlasnosci 134 o
postaé normalna dyZJunkchna 43
— — koniunkcyjna 44
Posta jezyk 211
— — kanoniczny 212
— — normalny 214
— maszyna 236
— — uniwersalna 254
— tag-system 215
polgrupa 180
— ilorazowa 191
— przeksztaltcen 184
— przemienna 181
— reszt modulo s 192
— wolna 194
— ze skracaniem 181
— — — lewostronnym 181
— — — prawostronnym 181
polgrupy izomorficzne 187
prawa idempotentnosci dla kreséw par 140
— (tautologie) logiczne 32
— de Morgana 35
— — dla kwantyfikatoréw 75
— — — rachunku.zbioréw 114, 115
— logiki 35 ’
— Iacznosei 35
— pochlaniania dla kresow par 140
— przemiennosci 35, 277
— rachunku zbioréw 113
— rozdzielnodci dla kwantyfikatoréw 75
prawo Claviusa 32
— dolaczania duzego kwantyﬁkatora 78
— Dunsa Scotusa 32
— ekstensjonalnosci 277

~
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prawo lacznosci dodawania 277

— modularnoéci 143

— podwoOjnego przeczenia 35

— przechodnio$ci inkluzji zbior6w 112

— przeciwsymetrii 139-

— przeciwzwrotno$ci 139

— rozdzielno$§ci dodawania wzgledem
mnozenia 35

— 2 mnozenia wzgledem dodawania 35,
277

— skracania dla dodawania 277

© — — lewostronnego 178, 181

— —- prawostronnego 178, 181
— spéjnosei 136

— sylogizmu 32

— symplifikacji 32

— tautologii 35

— transformacji 32

— wylaczonego $rodka 32

— wylaczonej sprzecznosci 32
predykat (funkcja zdaniowa) 56
—, dziedzina 60

—, przeciwdziedzina 60

—, stala 59

—, zZmienna 59

problem minimalizacji sieci 48
— syntezy sieci logicznych 47 -
produkcja 212

—, dane (przestanki) 212
produkt bezpo§redni danych 212
— Kkartezjaniski 122

program 254, 264

— maszyny uniwersalnej cyfrowej 271
przeciwdziedzina predykatu 60
— relacji 125

przeciwobraz zbioru 147
przedluzenie funkcji 145
przejécie bezwarunkowe 269

— warunkowe 237, 269

. przekr6j (iloczyn) zbior6w 110

przeksztalcenie 177
przestanka 9

przestanki (dane) produkcji 212

przyporzadkowanie 144
— wzajemnie jednoznaczne 144

Rabina i Scotta maszyna 243
rachunek kwantyfikatoréw 75
— — elementarny 72

'— —, tautologie 75

— sléw 207

— zbioréw 107

regula odrywania 50, 79

— podstawiania 49, 79

— stosowalna 219

— uogblnienia 80

reguly dedukcji 9, 95

— koricowe 219

— niekonicowe 219

relacja 124, 125

— dwuczionowa 124

—, dziedzina 125

-— odwrotna 138

. — pelna 129

-— podzielno$ci 123

— porzadku (porzadek czesciowy) 134
— — liniowego 136

— — ostrego 139

— —, wlasnodci 134

—, przeciwdziedzina 125

— pusta 146

— réwnolicznosci (rwl) 129

— réwnosci 127

— réwnowaznosci 127, 128

—, wykres 124

relacje, iloczyn 126

—, — wzgledny (zloZenie) 126
—, suma 126

R-kratka 262

rozszerzenie relacji 193
rozwiazanie funkcji zdaniowej 61
rébwnowazno$é¢ 19, 29, 128
réznica symetryczna 38

Schemat rekurencyjny 281
— rekursji prostej 281
Sheffera dyzjunkcja 40
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siatka (struktura) 140
— dualna 142

- modularna (dedekindowska) 143

— rozdzielna 143

sieci kontaktowe réwnowazne 158
— (uklady) podstawowe 47
sie¢ kontaktowa 157 '
— —, negacja 157

— logiczna 47 .
skladanie przeksztalcen 177 .
stowo 194, 206

~—, dlugosc 206

— puste 206

—, wywod 208

stowa koncowe stownika 224
— pomocnicze stownika 224
-— réwnowazne 208

— sasiednie 208

spOjnik gtéwny 25

spOjniki zdaniowe 18, 22, 38
stala predykatywna 59

stan maszyny bierny 231

— — ¢zynny 231

— poczatkowy 244

stany maszyny 248

— pomocnicze 248

— wejsciowe 248

sterowanie maszyny 230
Stone’a twierdzenie 169
stosunek inkluzji (zawierania) 111
struktura (siatka) 140

suma boole’owska 150

— logiczna (alternatywa) 18
— relacji 126

— sieci kontaktowych 157
— zbioréw 110

symbol .obserwowany 230
symbole podstawowe 218

— pomocnicze 218

sytuacja maszyny 231, 262

Tag-system Posta 215
taSma pomocnicza 248

Skorowidz

— programowa 254, 261

— robocza 254, 261

— wejSciowa 247

tautologie (prawa) logiczne 31

— rachunku kwantyfikatoréw 75

teoria 8

— aksjomatyczna 9

— dedukcyjna 9

— grup 182

— kategoryczna 10

— niekategoryczna 10

— niesprzeczna 100

— pier$cieni 182

— sformalizowana 13

— sprzeczna 100

— zupelna 99 N

teorie elementarne (teorie pierwszego rz¢-
du) 83, 94, 99

— — pelne 101

— nieelementarne 104

term 84, 86, 170

teza 8

-— Churcha 299

— (nastepnik) implikacji 28

Turinga maszyna 230

twierdzenia algebry Boole’a 161

— jezyka 213 ° '

twierdzenie 8

— o0 dedukgcji 102

— — homomorfizmie 191

— — istnieniu i jednoznacznoséci dodawa-
nia 276 i

— — reprezentacji algebr Boole’a 169

— Stone’a 169

Uklad pelny relacji okreslajacych 196
uklady (sieci) podstawowe 47
uporzadkowanie leksykograficzne 136

Wanga maszyna 243

warto§é funkceji 143

— logiczna 27

wlasno$¢ ekstensjonalnosci 128

Skorowidz 311

wiasno§¢ punktu 63

wniosek 9

— bezposredni z przestanek 212
wykres funkcji 144

— przej§é 240

— — maszyny 232

— relacji 124

wyn\i/]g algorytmu 219

wyrazenia pierwotne (aksjomaty) 212, 235
wywod slowa 208

— zdania 225

Zagadnienie stow 199

zalozenie (peprzednik) implikacji 28
zaprzeczenie (negacji) 19

zasada abstrakcji 130

— indukcji. 275

— minimum 280

zasadi'dwoistoéci (dualnosci algebry) 151
— przeksztafcania stow 207

zasieg kwantyfikator6w 66

zbi6ér 106

— aksjomatéw teorii 96

—, dopemienie 111

zbiér macierzy 175

— obliczalny 286

— pely 107

'— rekurencyjnie przeliczalny 288
— rozwiazan funkcji zdaniowej 61
— standéw konicowych 244

-— — wejSciowych 248

~— wolnych tworzacych 194

— zamknigty 150

zbiory, przekrdj (iloczyn) 110

— réwne 111

—, suma 110

zdanie koficowe 225

— poprawne 225

zero pélgrupy 182

zetknigcie (konkatenacja) ciagéw 194
zlozenie (iloczyn) macierzy 175

— —, wlasno$ci 176

— (iloczyn wzgledny) relacji 126
zmienna termu 86

" — wolna 66

- Zwigzana 66
zmienne predykatywne 59, 72
— zdaniowe 22
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