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@ Aksjomat instrukcji przypisania, H. Rasiowa w r. 1963
© H. Rasiowa i automatyczne dowodzenie twierdzen

© Lemat Rasiowej i Sikorskiego

@ Lemat R-S w logice algorytmicznej

@ Zastugi H. Rasiowej dla $rodowiska informatycznego
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Glowna teza tej prezentacii

H. Rasiowa & R. Sikorski
Mathematics of metamathematics
1963, PWN, Warszawa
519 stron

Wplyw tej ksiazki na badania w podstawach matematyki, informatyki i
logiki jest olbrzymi. JesteSmy przekonani, ze nastepne pokolenia beda
ja odkrywaé¢ na nowo.
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W r. 1963 prof. Rasiowa sformutowala twierdzenie, ktore
kilka lat pozniej zostalo nazwane aksjomatem instrukecji
przypisania.
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Aksjomat instrukcji przypisania

W ksigzce Mathematics of metamathematics na str. 232 znajdujemy

takie twierdzenie

Twierdzenie 1

Dla kazdego podstawienia s, dla kazdej formuty otwartej o @ dla kazdego

wartosciowania v zmiennych zachodzi réwnosé

ar(sr(v)) =sagr(v).

Co to znaczy?
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Objasniamy

s - jest funkcja ze zbioru zmiennych w zbiér terméw,

« - jest formuta bez kwantyfikatoréw,

sa - wyrazenie powstajace z formuly a przez réwnoczesne zastapienie
wszystkich wystapient zmiennych odpowiednimi termami,

a:xy+ 3xr — 66y — 198 > 2
s:{z:=70 & y := -3}
Sa:70%(—=3)+3%x70—66*(—3)— 198 > z

v - jest odwzorowaniem ze zbioru zmiennych w zbiér wartosci, np. liczb
catkowitych,

R - okresla w jaki sposdb rozumiemy funktory np. + i *, oraz
predykaty np. =1 <.

Twierdzenie powyzsze stwierdza przemienno$é diagramu.
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diagram

Rysunek: ar(sr(v)) = sag(v)

Mowiac po ludzku, warunek a(z,y) zachodzi po wykonaniu instrukeji {x:=7 & y:=v } tj. w
stanie pamieci v/ zmienionym przez wykonanie tej instrukcji, wtedy i tylko wtedy gdy w
poczatkowym stanie pamieci v zachodzi formuta «(z/7,y/v). Formule te otrzymuje sie
przez rownoczesne zastapienie wszystkich wolnych wystapien zmiennych z i y w a przez

termy 7 i v, odpowiednio.
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Jak to odczytac?

Dla kazdej realizacji jezyka programowania R i dla kazdego stanu
pamieci v,

po wykonaniu instrukcji przypisania z := 7 & y := v zachodzi warunek
a(z,y) wtedy i tylko wtedy gdy przed wykonaniem tej instrukcji
zachodzi warunek o(x/7,y/v).

Zapiszemy to w rachunku AL (od 1969) w ten sposob:

{z:=1&y :=via(z,y) & ale/Ty/v)
W rachunku Hoare’a (od 1969) zapisuje sie to tak
{a(e/my/)}He =1 &y = v[{a(z,y)}
U Dijkstry (od 1974)
wp(a(z,y), [z :=7&y :=v]) = alz/7,y/v)

itd.

G. Mirkowska & A. Salwicki () Wyniki prof. Rasiowej w inform: 22 06 2017



Co z tego wynika?
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Co 7z tego wynika?

@ Aksjomat ten wystarczy do badania wtasnogci programéow
liniowych, tzn. ciaggéw instrukcji przypisania.
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© Umozliwia dowdd poprawnoéci kompilatora programéw liniowych.
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Co 7z tego wynika?

@ Aksjomat ten wystarczy do badania wtasnogci programéow
liniowych, tzn. ciaggéw instrukcji przypisania.

© Umozliwia dowdd poprawnoéci kompilatora programéw liniowych.

@ Tw. Instrukcje przypisania tworza pélgrupe.

© Wtasnodci tej potgrupy sa wykorzystywane przez optymalizator —
czed¢ kompilatora.

@ Tw. Kazdy komputer (lub maszyna wirtualna), ktory gwarantuje

prawdziwos¢ aksjomatu przypisania musi dziata¢ tak samo: oblicz
warto$é termu T, przypisz jg zmiennej x.
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wypowiedz prof. Ewy Ortowskiej

Prof. Rasiowa interesowala sie automatycznym
dowodzeniem twierdzen.
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enie twierdzen
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wa 1 automatyczne dowodzenie twierdzen

o W r. 1960 prof. Rasiowa w pracy wspodlnej z R. Sikorskim zawarli
nowy dowo6d twierdzenia Gentzena o eliminacji regulty ciecia z
dowodéw. Metoda zaproponowana przez nich jest metoda dualna
do metody tablic semantycznych W. Betha. Praca ta zainspirowala
wiele badan, ktérych przeglad mozna znalezé¢ w monografii
E. Ortowska and J. Golinska-Pilarek, Dual tableau: Foundations, Methodology, Case
Studies. Trends in Logic 33, Springer, 2011

G. Mirkowska & A. Salwicki () Wyniki prof. Rasiowej w inform: 22 06 2017 11 / 24
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o W r. 1960 prof. Rasiowa w pracy wspodlnej z R. Sikorskim zawarli
nowy dowo6d twierdzenia Gentzena o eliminacji regulty ciecia z
dowodéw. Metoda zaproponowana przez nich jest metoda dualna
do metody tablic semantycznych W. Betha. Praca ta zainspirowala
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Studies. Trends in Logic 33, Springer, 2011

@ Podczas seminariéw prowadzonych przez prof. Rasiowa i prof. Pawlaka studiowano

metode rezolucji zaproponowana w 1965 przez Alana Robinsona.
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owa 1 automatyczne dowodzenie twierdzen

o W r. 1960 prof. Rasiowa w pracy wspodlnej z R. Sikorskim zawarli
nowy dowo6d twierdzenia Gentzena o eliminacji regulty ciecia z
dowodéw. Metoda zaproponowana przez nich jest metoda dualna
do metody tablic semantycznych W. Betha. Praca ta zainspirowala
wiele badan, ktérych przeglad mozna znalezé¢ w monografii
E. Ortowska and J. Golinska-Pilarek, Dual tableau: Foundations, Methodology, Case
Studies. Trends in Logic 33, Springer, 2011

@ Podczas seminariéw prowadzonych przez prof. Rasiowa i prof. Pawlaka studiowano

metode rezolucji zaproponowana w 1965 przez Alana Robinsona.

@ W 1967 roku Helena Rasiowa zaproponowala mi podjecie studiow doktoranckich na
temat systeméw automatycznego wnioskowania. Okres pracy w Jej Katedrze, a
pozniej Zakladzie Logiki (1967-1980) wspominam z ogromna wdziecznoscia. Pod Jej
kierunkiem zrobitam doktorat (1971) i habilitacje (1978). Przez caly ten czas
poswiecatla mi wiele godzin na indywidualne dyskusje, nie tylko w katedrze, ale czesto

takze u Niej w domu na Wiejskiej.
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Lemat Rasiowej i Sikorskiego zob. tw. 11.9.3 str. 87

rdzenie 2

Niech A bedzie algebrg Boole’a. Niech (Q) bedzie przeliczalnym zbiorem
nieskonczonych dziatan

{at = gsats}tET
(Q) {bu = ﬂ atr}uEU

reR

gdzie T 1 U sq pewnymi zbiorami przeliczalnyms.

Dla kazdego niezerowego elementu a # 0 € A istnieje Q-filtr
zawierajgcey ten element.
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Ale, co to j
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Ale, co to jest Q-filtr?

o Filtrem w algebrze Boole’a A jest kazdy podzbiér V C A, ktory
spelnia nastepujace warunki
-jeslia,b eV, to anbeV,
-jesliaeVia<b, to beV.
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Ale, co to jest Q-filtr?

o Filtrem w algebrze Boole’a A jest kazdy podzbiér V C A, ktory
spelnia nastepujace warunki
-jeslia,b eV, to anbeV,
-jesliaeVia<b, to beV.

o Filtr V jest filtrem pierwszym, jesli nie zawiera elementu 0 i
ponadto spetniony jest nastepujacy warunek
jesliaUb e V, to alboa € V albobe V.

o Filtr V jest Q-filtrem jesli jest filtrem pierwszym i ponadto
zachowuje dziatania nieskoriczone (Q), tj.
dla kazdego t € T" oraz dla kazdego u € U zachodza implikacje
» jesli a; € V, to istnieje s € S takie, ze a5 € V,
» jedli dla kazdego r € R, by, € V, to b, € V.
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Dlaczego ten lemat(to twierdzenie) jest wazny?

Poniewaz otwiera droge do algebraicznego dowodu twierdzenia o
pelnosci rachunku predykatéw.
Analiza metamatematycznych wlasnoéci rachunku zdan moze
przebiega¢ w ten sposdb:
@ W zbiorze formul wprowadzamy relacje rownowaznodci a ~ 8 wttw
obie formuty a« = (i = « sa twierdzeniami.
@ Klasy rownowaznosci tworza algebre Boole’a (niekoniecznie
dwuelementowa), nazywamy ja algebrq Lindenbauma.
© W kazdej algebrze Boole’a, dla kazdego elementu niezerowego a
istnieje filtr pierwszy V zawierajacy element a.
@ Wynika stad istnienie homomorfizmu z algebry Lindenbauma w
dwuelementows algebre Boole’a takiego, ze wartosé a jest réwna 1.
@ Wnhniosek: formuta nie bedaca twierdzeniem moze zostaé

sfalsyfikowana, czyli formuta prawdziwa posiada dowdd tzn. jest
twierdzeniem. O
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Dlaczego ten lemat(to twierdzenie) jest wazny? 11

W rachunku predykatéw napotykamy trudnosci:

e w algebrze Lindenbauma dowolnej teorii, kwantyfikatory sa
dzialaniami nieskonczonymi,

na ogo6t nie istnieja filtry pierwsze zachowujace dziatania
nieskonczone,

Halmos, Tarski i in. podejmowali proby wprowadzajac nowe
algebry (algebry polyadyczne - Halmos, algebry cylindryczne -
Tarski),

Rasiowa i Sikorski (w r. 1950) zauwazyli, ze dziatan
nieskoniczonych kreséw gornych i kreséw dolnych w algebrze
Lindenbauma jest przeliczalnie wiele

udowodnili lemat (metodami topologicznymi),

udowodnili (w sposob algebraiczny) twierdzenie o pelnosci
klasycznego rachunku zdari.
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Dowdd lematu R-S - wg A. Tarskiego

Tw. Dla kazdego niezerowego elementu a # 0 € A istnieje Q-filtr
zawierajacy ten element.

Fakt 1. Zalozmy, ze ¢ # 0 oraz a; = |J a. Wykazemy, ze istnieje
a€A;
a; € A;, takie ze
cN(a; = a;) #0.
Dowod. Przypusémy przeciwnie, ze dla dowolnego a € A;, zachodzi
cN(a; = a) = 0. Wtedy {pamietaj, ze (b=d=—-bUd)}
(1) eNn—a; =0
(2) ¢nNa =0 dla wszystkich a € A;.

Z (2) mamy | (cna)=01iw konsekwencji

GGA,'
(3) cNa; =0.
Z (1) i (3) wynika, ze ¢ = 0, co jest sprzeczne 7z zalozeniem. O
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Konstrukcja Q-filtru

Niech (@) bedzie przeliczalnym zbiorem dziatan nieskonczonych

(Q) CL1=UCL, CLQZUCL, ai:Ua

a€Ay acAs a€A;
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Konstrukcja Q-filtru

Niech (@) bedzie przeliczalnym zbiorem dziatan nieskonczonych

(Q) CL1=UCL, CLQZUCL, ai:Ua

ac€A; a€As acA;

Wykorzystujac Fakt 1, konstruujemy rosnacy ciag {C;} skoriczonych
podzbioréw zbioru A, taki ze Cy = {ap} i dla kazdej liczby naturalnej i,

C;=Ci1U{ U a= a}1itaki, ze przeciecie wszystkich elementow
GGA,'

zbioru C; jest rozne od zera [ C; # 0.
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iEN

Fakt 3. Istnieje filtr maksymalny V bedacy rozszerzeniem zbioru C.
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Fakt 3. Istnieje filtr maksymalny V bedacy rozszerzeniem zbioru C.
Fakt 4. Filtr V jest Q—filtrem.
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Konstrukcja Q-filtru

Niech (@) bedzie przeliczalnym zbiorem dziatan nieskonczonych

(Q) CL1=UCL, CLQ:UCL, ai:Ua

ac€A; a€As acA;

Wykorzystujac Fakt 1, konstruujemy rosnacy ciag {C;} skoriczonych
podzbioréw zbioru A, taki ze Cy = {ap} i dla kazdej liczby naturalnej i,

C;=Ci1U{ U a= a}1itaki, ze przeciecie wszystkich elementow
GEA,'
zbioru C; jest rozne od zera [ C; # 0.

Fakt 2. Zbior C' = |J C; ma wlasnos¢ skonczonych przeciec.

iEN
Fakt 3. Istnieje filtr maksymalny V bedacy rozszerzeniem zbioru C.
Fakt 4. Filtr V jest Q—filtrem.

Rzeczywiscie, wezmy a; = |J a €V, wtedy ( J a=a}) € C, a wiec
acA; acA;
nalezy tez do V. Ale a; N (a; = af) < af, zatem af € V. O
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Lemat R-S w logice algorytmiczne;
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szkic dowodu tw. o istn. modelu w AL

Tylko metoda algebraiczna zaproponowana przez Rasiowa i Sikorskiego
moze zostaé wykorzystana w dowodzie twierdzenia o peloéci rachunku
programéw, poniewaz w rachunku programéw sa dziatania
nieskoniczone, tzw. kwantyfikatory iteracji,

() M« — dla kazdej iteracji programu M zachodzi formuta a
J M« — istnieje iteracja programu M taka, ze zachodzi formuta «,

ktore nie sprowadzaja sie do kwantyfikatoréw klasycznych.
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ezyk pierwszego rzedu

W jezyku logiki pierwszego rzedu (i teorii elementarnych) mamy termy
1 formuty.

W jezyku logiki algorytmicznej mamy termy, formuly i programy. Co
wiecej formuty moga by¢ budowane przy pomocy programéw. Np.
formuta

n>m>0 = bi=m; (t>n)
whilet <ndot:=t+m od

wyraza prawo Archimedesa - wlasno$é¢ niewyrazalna w jezyku logiki

pierwszego rzedu.

G. Mirkowska & A. Salwicki () Wyniki prof. Rasiowej w inform: 22 06 2017 20 / 24



ezyk pierwszego rzedu

W jezyku logiki pierwszego rzedu (i teorii elementarnych) mamy termy
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wiecej formuty moga by¢ budowane przy pomocy programéw. Np.
formuta

ti=m;
= . t
w {Whlletgndot::t—i-mod }w
formula formula
program
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ezyk pierwszego rzedu

W jezyku logiki pierwszego rzedu (i teorii elementarnych) mamy termy
1 formuty.
W jezyku logiki algorytmicznej mamy termy, formuly i programy. Co

wiecej formuty moga by¢ budowane przy pomocy programéw. Np.
formuta

ti=m;
= . t
uxm>0 {Whlletgndot::t+mod}w
formula formula
program

wyraza prawo Archimedesa - wlasno$é¢ niewyrazalna w jezyku logiki
pierwszego rzedu.
To samo prawo zapisane inaczej

n>m>0 = t::m;Uiftgnthent::t—|—mﬁ(t>n)}

przy pomocy kwantyfikatora iteracji.
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wzajemne usytuowanie 4 rachunkéw logicznych

program calculus AL
WFFar ={TarUFarL UPar}
Fror & FAL

ZENRN

predicate calculus FOL calculus of program schemes PAL
WFFror ={TroL U Fror} WFFpar ={FparL UPpaL}

N

propositional calculus PL
WFFpr ={FprL}

G. Mirkowska & A. Salwicki () Wyniki prof. Rasiowej w inform: 22 06 2017 21 / 24



Prace H. Rasiowej dot. logiki algorytmicznej
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Prace H. Rasiowej dot. logiki algorytmicznej

@ Algorithmic Logic - wyktady w Simon Fraser University, 1975, 206
stron
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Prace H. Rasiowej dot. logiki algorytmicznej

@ Algorithmic Logic - wyktady w Simon Fraser University, 1975, 206
stron

e wspdlna z doktorantami publikacja w Banach Center Publications
vol. 2, 1977, pp.7-99
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Prace H. Rasiowej dot. logiki algorytmicznej

@ Algorithmic Logic - wyktady w Simon Fraser University, 1975, 206
stron

e wspdlna z doktorantami publikacja w Banach Center Publications
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Koniec

Dziekujemy za uwage.
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