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I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika

algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

W literaturze mo»na znale¹¢ szereg (nierównowa»nych) de�nicji.

Tu ograniczymy si¦ jedynie do dwóch.

Logika (na poziomie zdaniowym) jest najcz¦±ciej identy�kowana

ze zbiorem formuª zamkni¦tym na podstawienia oraz na pewne

reguªy inferencji.

Na przykªad, szereg normalnych logik modalnych, jak system

Kripkego K, system S4 itp., jest de�niowanych w ten sposób.
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I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Z logik¡ rozumian¡ jako niezmienniczy zbiór formuª jest sto-

warzyszona okre±lona operacja konsekwencji zde�niowana poprzez

stosowne twierdzenie o dedukcji.

Drugie uj¦cie, konsekwencyjne, ujmuje logik¦ jako strukturaln¡

i �nitystyczn¡ operacj¦ konsekwencji okre±lon¡ na formuªach

j¦zyka.

To drugie podej±cie, wywodz¡ce si¦ z prac Tarskiego, �osia i

Suszki jest ogólniejsze ni» pierwsze. Jest ono przyj¦te w pracach

Heleny Rasiowej.
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Czym jest system logiczny?

Zatem systemem logicznym (krótko: logik¡) jest para L = (S,C),

gdzie S jest j¦zykiem zdaniowym wyposazonym w przeliczalny

zbiór spójników generowanym przez przreliczalnie niesko«czony

zbiór zmiennych zdaniowych, natomiast C jest �nitarn¡ i struk-

turaln¡ operacj¡ konsekwencji na S.

Semantyczne i inferencyjne metody de�niowania operacji kon-

sekwencji.
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I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Definition 1.1 (Rasiowa [1974])

Binarny spójnik → (pierwotny lub de�niowalny) nazywany

jest implikacj¡ w systemie logicznym L = (S,C), a sam system

L nazywany jest implikatywnym (wzgl¦dem →), gdy w C

wa»ne s¡ nast¦puj¡ce schematy reguª i aksjomatów logicznych:

RF α→ α (Zwrotno±¢ � Re�exivity)

MP α, α→ β ` β (Modus Ponens)

PE α ` β → α (Poprzedzanie � Pre�xing)

TR α→ β, β → γ ` α→ γ (Przechodnio±¢ � Transitivity)

RP α→ β, β → α ` ϕ(p/α)→ ϕ(p/β) (Zast¦powanie

� Replacement).
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Modele algebraiczne systemów implikatywnych s¡ quasirozmaito±-

ciami algebr, a w szeregu przypadków szczególnych � roz-

maito±ciami, tj. równo±ciowymi klasami algebr (klasami zde�n-

iowanymi przy pomocy ukªadu równo±ci w stosownej sygnaturze).

Ka»dy model algebraiczny A posiada wyró»nion¡ staª¡ oznac-

zon¡ przez 1 i jest cz¦±ciowo uporz¡dkowany przez relacj¦ ≤
zde�niowan¡ warunkiem:

a ≤ b ⇔df a→ b = 1.

1 jest elementem najwi¦kszym w A. Ponadto a → a = 1 dla

wszelkich a ∈ A.
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Czym jest system logiczny?

Centralna kwestia, która legªa u powstania AAL � pytanie

o istot¦ zale»no±ci zachodz¡cych mi¦dzy logik¡ a algebr¡.

Jest to zagadnienie, które od ponad 150 lat przewija si¦ przez

histori¦ obu dyscyplin.

Zadanie AAL polegaªo na

I szczegóªowym zbadaniu tych zwi¡zków na gruncie wielu

systemów logicznych,

I na wyklarowaniu ogólnego i ±cisªego poj¦cia

algebraizowalno±ci logiki oraz

I opisie semantyki algebraicznej odpowiadaj¡cej ró»nym

wyró»nionym klasom systemów logicznych.
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Czym jest system logiczny?

Abstrakcyjna logika algebraiczna, w odró»nieniu od tradycyjnej

logiki algebraicznej, oferuje szersz¡ perspektyw¦ badawcz¡.

O ile w logice algebraicznej badania skupiaj¡ si¦ na specy�cznych

formach algebraicznych charakteryzuj¡cych indywidualnie

�skrojone� systemy dedukcyjne, AAL zajmuje si¦ samym proce-

sem algebraizacji.

AAL bada stopnie algebraizowalno±ci wszystkich systemów

logicznych, posiªkuj¡c si¦ przy tym precyzyjn¡ metodologi¡.

Stopie« algebraizowalno±ci danej logiki wyznaczony jest przez

jej miejsce w hierarchii systemów zde�niowanej w ramach AAL.



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Abstrakcyjna logika algebraiczna, w odró»nieniu od tradycyjnej

logiki algebraicznej, oferuje szersz¡ perspektyw¦ badawcz¡.

O ile w logice algebraicznej badania skupiaj¡ si¦ na specy�cznych

formach algebraicznych charakteryzuj¡cych indywidualnie

�skrojone� systemy dedukcyjne, AAL zajmuje si¦ samym proce-

sem algebraizacji.

AAL bada stopnie algebraizowalno±ci wszystkich systemów

logicznych, posiªkuj¡c si¦ przy tym precyzyjn¡ metodologi¡.

Stopie« algebraizowalno±ci danej logiki wyznaczony jest przez

jej miejsce w hierarchii systemów zde�niowanej w ramach AAL.



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Abstrakcyjna logika algebraiczna, w odró»nieniu od tradycyjnej

logiki algebraicznej, oferuje szersz¡ perspektyw¦ badawcz¡.

O ile w logice algebraicznej badania skupiaj¡ si¦ na specy�cznych

formach algebraicznych charakteryzuj¡cych indywidualnie

�skrojone� systemy dedukcyjne, AAL zajmuje si¦ samym proce-

sem algebraizacji.

AAL bada stopnie algebraizowalno±ci wszystkich systemów

logicznych, posiªkuj¡c si¦ przy tym precyzyjn¡ metodologi¡.

Stopie« algebraizowalno±ci danej logiki wyznaczony jest przez

jej miejsce w hierarchii systemów zde�niowanej w ramach AAL.



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Abstrakcyjna logika algebraiczna, w odró»nieniu od tradycyjnej

logiki algebraicznej, oferuje szersz¡ perspektyw¦ badawcz¡.

O ile w logice algebraicznej badania skupiaj¡ si¦ na specy�cznych

formach algebraicznych charakteryzuj¡cych indywidualnie

�skrojone� systemy dedukcyjne, AAL zajmuje si¦ samym proce-

sem algebraizacji.

AAL bada stopnie algebraizowalno±ci wszystkich systemów

logicznych, posiªkuj¡c si¦ przy tym precyzyjn¡ metodologi¡.

Stopie« algebraizowalno±ci danej logiki wyznaczony jest przez

jej miejsce w hierarchii systemów zde�niowanej w ramach AAL.



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Czym jest system logiczny?

Gªówne narz¦dzie � operator Leibniza Ω

Ω przyporz¡dkowuje dowolnemu zbiorowi formuª najwi¦ksz¡

kongruencj¦ na j¦zyku zgodn¡ z tym zbiorem.

Ogólniejszy operator � operator Suszki Σ

Ω pozwala na abstrakcyjne uj¦cie metody konstrukcji algebr

Lindenbauma-Tarskiego dla systemów logicznych (abstrahuj¡ce

od okre±lonych spójników j¦zyka).

Logika protoalgebraiczna L = (S,C) � operator Ω jest mono-

toniczny na teoriach zamkni¦tych systemu L.
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I. Helena Rasiowa a abstrakcyjna logika algebraiczna (AAL)

Hierarchia systemów protoalgebraicznych
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II. Metody algebraiczne dla j¦zyków

pierwszego rz¦du w uj¦ciu

Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

Rasiowa-Sikorski Lemma. Version 1.

Let B = (B,+, ·, ∗,0,1) be a non-trivial Boolean algebra. Sup-

pose that for each natural number n, Xn is a non-empty subset

of B such that sup(Xn) exists in B. Let a0 be a non-zero el-

ement of B. Then there exists an ulta�lter U in B such that

a0 ∈ U and U preserves the suprema sup(Xn), n ∈ N, that is,

for each n, it is the case that

(∗) sup(Xn) ∈ U ⇔ there is xn ∈ Xn such that xn ∈ U. �



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

II. Metody algebraiczne dla j¦zyków pierwszego rz¦du w uj¦ciu Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

II. Metody algebraiczne dla j¦zyków

pierwszego rz¦du w uj¦ciu

Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

Rasiowa-Sikorski Lemma. Version 1.

Let B = (B,+, ·, ∗,0,1) be a non-trivial Boolean algebra. Sup-

pose that for each natural number n, Xn is a non-empty subset

of B such that sup(Xn) exists in B. Let a0 be a non-zero el-

ement of B. Then there exists an ulta�lter U in B such that

a0 ∈ U and U preserves the suprema sup(Xn), n ∈ N, that is,

for each n, it is the case that

(∗) sup(Xn) ∈ U ⇔ there is xn ∈ Xn such that xn ∈ U. �



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

II. Metody algebraiczne dla j¦zyków pierwszego rz¦du w uj¦ciu Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

II. Metody algebraiczne dla j¦zyków

pierwszego rz¦du w uj¦ciu

Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

Rasiowa-Sikorski Lemma. Version 1.

Let B = (B,+, ·, ∗,0,1) be a non-trivial Boolean algebra. Sup-

pose that for each natural number n, Xn is a non-empty subset

of B such that sup(Xn) exists in B. Let a0 be a non-zero el-

ement of B. Then there exists an ulta�lter U in B such that

a0 ∈ U and U preserves the suprema sup(Xn), n ∈ N, that is,

for each n, it is the case that

(∗) sup(Xn) ∈ U ⇔ there is xn ∈ Xn such that xn ∈ U. �



Semantyka algebraiczna w uj¦ciu Heleny Rasiowej

II. Metody algebraiczne dla j¦zyków pierwszego rz¦du w uj¦ciu Heleny Rasiowej i Romana Sikorskiego

A poset P = (P,≤) is called re�ned (Bell [2], p. 55) or polar, if

for every pair p, q ∈ P such that p non ≤ q there exists r ∈ P
such that r ≤ p and there does not exist s ∈ P being a lower

bound of r and q. �

For example, the poset consisting of non-zero elements of a Boolean

algebra (with the order inherited from the algebra) is re�ned.

A subset E of a polar poset P = (P,≤) is dense in P if for any

p ∈ P there is e ∈ E with e ≤ p.

If D is a family of dense subsets of P , a �lter F in P is

D-generic if
F ∩ E 6= ∅ for all E ∈ D.
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Rasiowa�Sikorski Lemma. Version 2.

Let (P,≤) be a polar poset and p ∈ P . If D is a countable

family of dense subsets of P , then there exists a D-generic �lter

F in P such that p ∈ F .

Let L be a �rst-order language. L is the union of three sets:

the set of predicates of L, the set of function symbols of L, and

the set of constant symbols. It is assumed that L contains the

equality sign ≈.

V ar = {vn : n ∈ N} is a countably in�nite set of individual

variables.

Afor(L) is the set of atomic formulas built from L and V ar in

the standard way.

For(L) is the set of �rst-order formulas of L.
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Let T be a �rst-order theory in L.

B(T ) is the Lindenbaum-Tarski algebra of T .

B(T ) is obtained from the formula algebra by means of factoring

it by the equivalence relation ≡, where

ϕ ≡T ψ ⇔ T ` ϕ↔ ψ,

for all formulas ϕ, ψ.

B(T ) is a Boolean algebra consisting of all equivalence classes

[ϕ]T of the relation ≡T . The Boolean operations are de�ned in

the standard way.
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B(T ) has one remarkable feature.

Let ϕ be a formula and x a free variable in ϕ. Let y be an

arbitrary variable.

ϕ(x//y)

is the formula obtained from ϕ in the following way:

(1) in every subformula of ϕ begining with the quanti�er

(∃y) and in which x appears as a free variable (if there is

such a formula), one uniformly replaces every occurrence

of y by the variable not occurring in ϕ with the least

index (in the alphabetic order); one obtains a formula ϕ′,

being a variant of ϕ, in which the substitution x/y is free,

(2) one uniformly substitutes y for x in ϕ′, where x occurs as

a free variable.

Thus ϕ(x//y) is ϕ′(x/y).
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We then have: for any formula of the form (∃x)ϕ,

(1) [(∃x)ϕ]T = sup{[ϕ(x//y)]T : y ∈ V ar}

in the algebra B(T ).

Thus, although B(T ) is not a complete Boolean algebra, the

above suprema exist in it.

If L is countable, the family of all suprema (1) is countable as

well.

One may therefore apply Rasiowa-Sikorski Lemma to B(T ) to

conclude the existence of an ultra�lter U in B(T ) preserving

the supremum (1) for each formula (∃x)ϕ.

In Rasiowa-Sikorski terminology, each such an ultra�lter U is

referred to as a Q-ultra�ter in B(T ).
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In the next step one de�nes the model for L in the following

way.

Let ≡U be the equivalence relation on the set of individual

variables V ar de�ned as follows:

(2) x ≡U y ⇔df [x ≈ y]T ∈ U,
for all x, y ∈ V ar.

Let
AU := V ar/≡U

be the quotient set, i.e.,AU is the set of equivalence classes of ≡U .

Thus

AU = {[vn]U : n ∈ N}.
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The interpretation IU of L on A∆ is de�ned as follows.

If P is anm-ary relational symbol in L and [x1]U ,. . ., [xm]U ∈AU ,

then:

IU(P )([x1]U , . . . , [xm]U) ⇔df [P (x1, . . . , xm)]T ∈ U.

If F is an n-ary function symbol in L and [x1]U ,. . ., [xn]U ∈A∆,

then:

IU(F )([x1]U , . . . , [xn]U) := the unique class [y]U such that

[F (x1, . . . , xn) ≈ y]T ∈ U .

If c is a constant symbol then

IU(c) := the unique class [y]U such that [c ≈ y]T ∈ U.
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The resulting model for L is marked as

AU := (AU ; IU).

By applying the above construction of models, Rasiowa and

Sikorski (1950) prove the Completeness Theorem:

Let σ be a �rst-order sentence. σ is a thesis of logic if and only

if σ is true in all models.
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Modi�cations

Definition 2.1
Let L be a language. A Rasiowa-Sikorski set for L is an

arbitrary Lindenbaum set for L (i.e.., a maximal consistent set

of formulas) with the additional property that for any variable

x and any formula ϕ:

(∃x)ϕ ∈ ∆ ⇔ ϕ(x//y) ∈ ∆ for some variable y. �

Every Rasiowa-Sikorski set is logically closed (as being a max-

imal consistent set).
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Theorem 2.2
∆ ⊆ For(L) is a Rasiowa-Sikorski set if and only if ∆ is

consistent and satis�es:

(1) For any σ, τ ∈ For(L),

σ ∧ τ ⇔ σ ∈ ∆ and τ ∈ ∆.

(2) For any σ ∈ For(L),

¬σ ∈ ∆ ⇔ σ 6∈ ∆.

(3) For any variable x and any formula ϕ

(∃x)ϕ ∈ ∆ ⇔ ϕ(x//y) ∈ ∆ for some variable y. �
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Example

Rasiowa-Sikorski sets exist.

Let L be a language and A a model for L such that there is

a surjection h from the set of individual variables V ar onto

the universe of A. (This condition holds if A is countable.)

h is thus a global valuation of V ar in A. De�ne:

∆(h) := {σ ∈ For(L) : A |= σ[h]}.

Lemma 2.3

∆(h) is a Rasiowa-Sikorski set. �
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Modi�cations

Each Rasiowa-Sikorski set ∆ de�nes a model for L.

Definition 2.4
Let ∆ be a Rasiowa-Sikorski set for L.

≡∆ is the binary relation on the set V ar = {vn : n ∈ N} of
individual variables de�ned by:

x ≡∆ y ⇔df x ≈ y ∈ ∆

for any x, y ∈ V ar.

≡∆ is an equivalence relation. Let

A∆ := V ar/≡∆

be the set of equivalence classes of ≡∆. Thus

A∆ = {[vn] : n ∈ N}.
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The interpretation I∆ of L on A∆ is de�ned as follows.

If P is anm-ary relational symbol in L and [x1], . . . , [xm] ∈ A∆,

then:
I∆(P )([x1], . . . , [xm]) ⇔df P (x1 . . . , xm) ∈ ∆.

If F is an n-ary function symbol in L and [x1], . . . , [xn] ∈ A∆,

then:
I∆(F )([x1], . . . , [xn]) := the unique class [y] such that

F (x1 . . . , xn) ≈ y ∈ ∆.

If c is a constant symbol and x a variable, then

I∆(c) := the unique class [y] such that c ≈ y ∈ ∆.

The resulting model for L is marked as

A∆ := (A∆; I∆),

and called the model determined by ∆. �
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Modi�cations

A generalization of the double substitution ϕ(x//y).

Let ϕ(x1 . . . , xn) be a formula whose free variables belong to

{x1, . . . , xn} and 〈y1, . . . , yn〉 a sequence of variables.

(//) ϕ(x1//y1, . . . , xn//yn)

is the formula obtained from ϕ(x1, . . . , xn) as follows. First, one

uniformly replaces every bound occurrence of yi in ϕ(x1, . . . , xn)

by the variable zi with the lowest index (in the alphabetic order)

and not occurring in ϕ, and then one uniformly substitutes the

variable yi for xi for i = 1, 2, . . . , n.
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The following theorem ties together the satisfaction relation in

the model A∆ with the above `double' substitution:

Theorem 2.5
Let ∆ be a Rasiowa-Sikorski set. For any n, for any formula

σ(x1, . . . , xn) ∈ For(L) and any sequence of individual

variables 〈y1, . . . , yn〉

(∗) A∆ |=σ(x1,. . ., xn)[[y1],. . ., [yn]] ⇔ σ(x1//y1,. . ., xn//yn)∈∆.

In particular, if σ is a sentence, then

A∆ |= σ ⇔ σ ∈ ∆. �
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Modi�cations

Every countable model for L is determined by some Rasiowa-

Sikorski set:

Theorem 2.6
Let L be a countable language. Let A be any countable model

for L. There exists a Rasiowa-Sikorski set ∆ ⊆ For(L) such

that A is isomorphic with the model A∆.

The above observation implies that while investigating count-

able models for L one may entirely resort to Rasiowa-Sikorski-

sets.
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We also have:

Lemma 2.7
Each Rasiowa-Sikorski set for L is unambiguously determined

by the atomic formulas belonging to it, that is, for any

Rasiowa-Sikorski sets ∆, ∆′:

∆ = ∆′ ⇔ ∆ ∩ AFor(L) = ∆′ ∩ AFor(L). �

The key issue: how to �nd Rasiowa-Sikorski sets for arbitrary

�rst-order languages?

The main ingredients: Forcing conditions de�ned in terms

of re�ned and compatible families of atomic formulas + the

Rasiowa-Sikorski Lemma. This path has not been investigated

yet in its generality.
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