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Subiektywna historia trzech zagadnie«

Plan wykªadu

Kwanty�katory - subiektywna historia

Algebraizacja logiki - szeroko rozumiana i jeszcze bardziej
subiektywna

Demaskulenizacja matematyki - najszerzej rozumiana i
najbardziej subiektywna

Dlaczego kwanty�katory i algebraizacja logiki?

Poniewa» dokonania prof. Helena Rasiowej w tych dziedzinach s¡
najblizsze moim zainteresuwaniom. I dlatego, cho¢ mo»e nie tylko
dlatego:), uwa»am za jej najwa»niejsze osiagniecia.
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Od Arystotelesa do Fregego

Subiektywna Historia Kwanty�katora

1 (-384, -322) Arystoteles (pierwszy kwanty�kator w zdaniu;
`Ka»dy czªowiek jest ±miertelny.')

2 (1225�1274) ±w. Tomasz z Akwinu (asymetria dobra i zªa:
prawa de Morgana(?))

3 (1646-1716) G. W. Leibniz -...
4 (1781-1848) B. Bolzano (drugi kwanty�kator(?) i mo»e

trzeci(?), de�nicja ci¡gªo±ci funkcji)
5 (1879, 1884) G. Frege: logika 1go rz¦du (j¦zyk, teoria) ; teoria

mnogo±ci (uniwersa-hierarchie) (semantyka?) (Pierce?)
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Logika Pierwszego Rz¦du

6 (1915, 1920) Twierdzenie Skolema- Löwenheima
7 (1929) K. Gödel: twierdzenie o peªno±ci (przed de�nicja

speªniania:(!))
8 (1933) A. Tarski: de�nicja speªniania; wartosciowanie...
9 (1957) A. Mostowski: kwanty�katory uogólnione
10 (1966) P. Lindström: dalsze uogólnienie poj¦cia kwanty�katora
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Kwanty�katory jako Kresy

11 (1921) Hilbert i notacja ε i τ
12 (194?) Kwanty�katory jako kresy (Mostowski, Rasiowa,

Sikorski) (przyjmowane przez ε i τ)
13 (1958) D. Kan: funktory sprz¦»one
14 (196?) F. W. Lawvere: kwanty�katory jako funktory sprz¦»one

(a caªa logika to kategorie i sprz¦»enia); teorie równo±ciowe
jako kategorie ze sko«czonymi produktami;
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Subiektywna Historia Kwanty�katora

Kwanty�katory jako kresy vs jako funktory sprz¦»one
Formuªy

α⇒ β(x)

α⇒
⋂

ξ β(ξ)
,

⋃
ξ α(ξ) ⇒ β

α(x) ⇒ β

pochodz¡ z M of M (str. 176-178), i jak je odpowiednio
zinterpretowa¢, to mówi¡ o tym, »e obie operacje kwaty�kacji
(zmiennej x) formuªy s¡ sprz¦»one do operacji wªo»enia formuª
wªo»enia w formuªy z dodatkow¡ zmienn¡ x .
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Algebraiczne i Kategoryjne Twierdzenia o Peªno±ci

15 (1950) H. Rasiowa, R. Sikorski: twierdzenie o peªno±ci;
pierwsza udana algebraizacja kwanty�katorów i pierwsze
spektakularne zastosowanie!

16 (1963) Twierdzenie P. Deligne'a : topos koherentny ma
dostatecznie wiele punktów (SGA4)

17 (1974) Twierdzenia M. Barra: ka»dy topos Grothendiecka ma
boolowski punkt

18 (1977) Twierdzenie Makkai-Reyes: topos o±rodkowy (na
przliczalnie generowanej kategorii z topologi¡ Grothendiecka)
ma dostatecznie wiele punktów.
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Typy Zale»ne, Kwanty�katory jako Kontynuacje

19 (1972) Martin-Löf: teoria typów zale»nych; teorio-dowodowa
interpretacja formuª z kwanty�katorami Π, Σ

20 (1957-...) Kontynuacje/kwanty�katory uogólnione: A.
Mostowski, A. van Wijngaarden, A. W. Mazurkiewicz, F. L.
Morris, C. P. Wadsworth, J. H. Morris, M. J. Fischer, and S.
K. Abdali

21 (2002, 2016) Kontynuacje w lingwistyce, algebraizacja
kwanty�katorów uogólnionych - mo»na dostosowywa¢
elastycznie semantyk¦ bezpo±rednio dla skªadni j¦zyka
naturalnego): Ch. Barker et al., J. Grudzi«ska-M.Z.

22 (2016) Typy zale»ne i kwanty�kacja uogólniona po wªóknach
(anafora, lingwistyka): A. Ranta, J. Grudzi«ska-M.Z.
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Semantyka zda« prostych

Przykªad
Most girls like a boy. (zdanie ma dwa znaczne)

Forma logiczna
QP1 QP2 Likes

S

QP1 VP

Vt QP2

7→ CPSε

‖Q1‖(X1) CPS

(Lift)‖P‖ ‖Q2‖(X2)
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Subiektywna Historia Kwanty�katora
Skªadnia generowana przez reguªy wnioskowania

23 (1999) M. Fiore, G. Plotkin, D. Turi: skªadnia generowana
przez reguªy wnioskowania. Maj¡c dany (sko«czony) zbiór
formuª z jakimi± zmiennymi wolnymi, dostajemy (przy pomocy
reguªy wnioskowania) jak¡± formuª¦ z niektórymi z tych
zmiennych wolnych, czyli jest to bardzo ogólna reguªa
wprowadzania kwanty�katora (P. Lindström)

24 (2018) Kontynuacje na typach zale»nych:)))
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Prekursorzy

Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki

1 (-384, -322) Arystoteles (sylogizmy: pierwsza klasy�kacja
poprawnych wnioskowa«)

2 (1557) Robert Recorde - znak równo±ci =
`To avoid repetition of these words "is equalle to"I will use two
parallel gemowe lines of equalle length, because nothing could
be more equalle ...'

3 (1646, 1716) G. W. Leibniz - de�nicja równo±ci
4 (1847, 1854) G. Boole, (1880) C. S. Pierce - konkretne algebry

zda«
5 (1898) A. N. Whitehead, (1904) E.V. Huntington -

abstrakcyjne algebry zda«
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Pocz¡tki abstrakcyjnej algebraizacji

6 (192?) Emmy Nöther - abstrakcyjne poj¦cie algebry (zbiór,
operacje)

7 (1931) B. L. van der Waerden - Moderne Algebra (na
podstawie wykªadów E. Nöther i E. Artina)

8 (1941) S. MacLane, G. Birkho� - Survey of Modern Algebra,
(1949) - pierwszy egzemplarz w Polsce

9 (1945) S. Eilenberg, S. MacLane - poj¦cie kategorii, funktora i
naturalnego izomor�zmu
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Pocz¡tki (abstrakcyjnej) algebraizacji logiki

10 (193?) A. Lindenbaum; Tarski (modele kanoniczne; modele
generic)

11 (1935) A. Tarski, A. Lindenbaum - twierdzenie o reprezentacji
dla zupeªnych atomowych algebr Boole'a

12 (1936,1937) M. Stone: twierdzenia o reprezentacji dla algebr
Boole'a

13 (194?) A. Mostowski, H. Rasiowa, S. Sikorski: kwaty�katory
jako kresy

14 (1959) A. Daigneault: zwiazki pomi¦dzy amalgamacj¡ a
interpolacj¡ (algebry polyadyczne)
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Mi¦dzy ksi¡»kami - burzliwy rozwój

15 (1963) H. Rasiowa-S. Sikorski M of M: systematyczne badanie
szeregu logik (twierdzenie o peªno±ci) (klas, int, modalna,
pozytywna)

16 (1963, 1965) S. Kripke: modele Kripkego (pó¹niej sie oka»¡
wst¦pem do koalgebraizacji logiki)

17 (1968) - ...
18 (1970) H. Priestley - dualno±¢ dla krat dystrybutywnych
19 (1971) S. MacLane - Categories for the Working

Mathematician
20 (1974) H. Rasiowa: An Algebraic Approach ... - jeszcze wi¦cej

logik i gª¦biej studiowanych i jeszcze bardziej ale od ±rodka
enumeratywnie: spójniki i ich wªasno±ci
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Zastosowania algebraizacji: de�niowalno±¢, ...

20 Wªasno±¢ sko«czonego modelu dla logiki intuicjonistycznej (i
szeregu po±rednich)

21 (197-) L. Maksimowa: zawansowane metody algebraiczne
u»yte do twierdze« o de�niowalno±ci dla logik posrednich.
Charakteryzacja wszystkich logik po±rednich (modalnych
powy»ej S4 i ró»nych innych) speªniaj¡cych lemat Craiga.

22 (1982,.., 1989) W. J. Blok, D. Pigozzi (EDPC) also (EDPM):
charakteryzacja algebr pochodz¡cych od logik przez wªasno±ci
(sko«czenie generowanych) kongruencji tych algebr (mo»na
wywnioskowa¢ z wªasno±ci karty kongruencji jak mamy spójniki
w logice (implikacja, alternatywa, prawda, falsz)
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Kategoryzacja

Subiektywna Historia Kategoryzacji Logiki

23 (1963-199?!) Lawvere, (Eilenberg), Lambek, Scott, Joyal,
Makkai, Reyes, Hyland, Johnstone, Pitts, ... : logika w
toposach (uniwersa-hierarchie); logika kategoryjna
(j¦zyk-teorie) te rzeczy nie s¡ przeciwstawne, ale »yj¡ w tym
samym ±wiecie

24 (1963) Lawvere: kategorie ze sko«czonymi produktami
odpowiadaj¡ logikom równosciowym

25 (1969) F. W. Lawvere, M. Tierney - poj¦cie toposu
elementarnego

26 (196?) F. W. Lawvere: doktryny logiczne: wybór operacji
(granic/kogranic) i wªasno±ci dokªadno±ci (exactness
properties), które skªadaj¡ si¦ na poj¦cie teorii (sko«czone
produkty, sko«czone granice, kategorie dokªadne w sensie
Barr'a)
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Kategoryzacja

27 (1974- ) Joyal, Reyes, Makkai, J-F. Coste, H. Vogler, ... :
konstrukcje kategorii Lindenbauma (dla ró»nych logik)

28 (1977) M. Makkai, G. E. Reyes - logika kategoryjna pierwszego
rz¦du

29 (1977) P. T. Johnstone - teoria toposów
30 (1977) M. Dummett - elementy intuicjonizmu
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Kategoryzacja

31 (2002) P. T. Johnstone - Sketches of an Elefant (A Topos
Theory Compendium) - tell me all about it!

32 (2002) S. Ghilardi, MZ - Sheaves, games and model
completions (A Categorical Approach to Nonclassical
Propositional Logics)
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Twierdzenie o jednorodnej interpolacji...

Twierdzenie. (A.M. Pitts)

Dla dowolnej formuªy intuicjonistycznego rachunku zda« (irz) φ i

dla dowolnej zmiennej x istniej¡ formuªy irz

∃x φ and ∀x φ

(efektywnie obliczalne z φ) zawieraj¡ce tylko zmienne ró»ne od x ,
które wyst¦puj¡ w φ, i takie »e dla dowolnej formuªy ψ w której nie

wyst¦puje zmienna x , mamy

`irz ∃xφ→ ψ i� `irz φ→ ψ

and

`irz ψ → ∀xφ i� `irz ψ → φ.

To twierdzenie ma dowód terio-dowodowy (A. M. Pitts, JSL 1991)
i kategoryjno-kombinatoryczny (S. Ghilardi, MZ, JSL 1995).
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Kilka kroków w przód ...

Z algebr do kategorii:

Nie zbiory a snopy,

Nie topologia a gry Ehrenfeuchta-Fraisego,

Nie (tylko) amalgamacja ale i modelowe uzupeªnienie.
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Teorie algebr pochodz¡ce z logiki

(EDO): warunki typu Malceva, które umo»liwiaj¡ charakteryzacje
teorii równo±ciowych dopuszczajacych modelowe uzupelnienie (ale
kategoryjnie:)

We say that a variety has equationally de�nable principal

congruences (EDPC) for short, i� there exists an e-formula
I (x1, x2, x3, x4) such that for every algebra A and for every 4-tuple
of elements a1, a2, a3, a4 from it we have that

A/a1 = a2 |= a3 = a4 i� A |= I (a1, a2, a3, a4).
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Teorie algebr pochodz¡ce z logiki

We say that a variety has equationally de�nable principal meets,
(EDPM) for short, i� there exist e-formulas J(x1, x2, x3, x4) and J0
(J0 is variable-free) such that:

(i) for every algebra A and for every 6-tuple of elements
a1, a2, a3, a4, b1, b2 from it we have that

(A/a1 = a2 |= b1 = b2 and A/a3 = a4 |= b1 = b2)

i� A/J(a1, a2, a3, a4) |= b1 = b2;

(ii) for every algebra A and for every pair of elements
b1, b2 from it we have that

A/J0 |= b1 = b2.

Finally, we say that a variety has equationally de�nable operations

(EDO) for short, i� it has both (EDPC) and (EDPM).
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Modelowe uzupeªnienia teorii algebr pochodz¡cych z logiki

Twierdzenie. (S. Ghilardi, MZ)

Niech T b¦dzie teori¡ równo±ciow¡ speªniaj¡c¡ EDO. Teoria T
dopuszcza modelowe uzupeªnienie T ∗ wtedy i tylko wtedy gdy

kategoria Alg(H)opfp dualna do kategorii sko«czenie prezentowalnych

algebr teorii równo±ciowej T jest kategori¡ Heytinga.

Innymi sªowy, T doposzcza modelowe uzupeªnienie T ∗ o ile
kategoria Alg(H)opfp , jest kategori¡ Lindenbauma-Tarskiego dla
pewnej teorii intuicjonistycznej 1go rz¦du.
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Subiektywna Historia Algebraizacji Logiki
Modelowe uzupeªnienia teorii algebr pochodz¡cych z logiki

Wniosek.

Teoria algebr Heytinga TH dopuszcza modelowe uzupeªnienie T ∗
H .

Aksjomaty T ∗
H : teoria TH oraz zdania postaci

(∃x t)(~a) = 1 &
∧
i

(∀x (t → ui ))(~a) 6= 1

⇒ ∃x(t(~a, x) = 1 &
∧
i

ui (~a, x) 6= 1)

t, ui s¡ termami teorii algebr Heytinga.
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Subiektywna Historia Demaskulenizacja Matematyki
Gender!

Subiektywna Historia Demaskulenizacja Matematyki

1 Trzeba uwa»a¢ na dziªania podprogowe.
2 Szanse nie s¡ równe i trzeba rozs¡dnie o tym pamieta¢ na

przykªad zapraszaj¡c mówców i mówczynie na konferencje!
3 Je±li nie b¦dziemy badali kulturowej i spoªecznej roli pªci

(gender studies) to nie b¦dzie »adnej równo±ci.
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Subiektywna Historia Demaskulenizacja Matematyki
Z Wikipedii...

Gender studies � interdyscyplinarny obszar badawczy zajmuj¡cy si¦
pªci¡ kulturow¡, czyli manifestacj¡ m¦sko±ci lub kobieco±ci w
ró»nych spoªecze«stwach, oraz to, jak ª¡czy si¦ ona z instytucjami
spoªecznymi, gospodark¡, wªadz¡, to»samo±ci¡, seksualno±ci¡.
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