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Zad. 1. Niech A :V — V bedzie endomorfizmem n-wymiarowej przestrzeni liniowej nad ciatem
[F. Niech V' := ker A, V# = im A, gdzie wykladnik oznacza i-krotng iteracje. Podprzestrzenie
te sa A-niezmiennicze i uktadaja sie w dwa ciagi (niekoniecznie flagi!):

V}4 < V124 <<V
V>Vizviz>... > {0}
Niech m bedzie najmniejszg liczbg naturalng dla ktorej V'§ = Vg“. Wrykazad, ze:

a) dim V'} > m oraz Ypey V7 = ViiF,

o

Vien Vé =va

mk Oraz m jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze V;% = V;?LH.

d) A™[VT =0, za$ AI[VT £ 0 dla j < m.

A|VA jest izomorfizmem.

)

)
)
¢) V=V7 &V jest rozktadem operatora A (p. Def. 0.1 w SJ 7)
)
)
)

f) Wykazaé¢, ze dla przeksztalcenia A podprzestrzenie niezmiennicze W, U < V, takie ze
Al + W — W jest przeksztalceniem nilpotentnym, a A, : U — U jest izomorfizmem sa

wyznaczone jednoznacznie.

Zad. 2 (Rozktad Jordana operatora nilpotentnego). Niech A:V — V . Niech A: V — V bedzie
operatorem nilpotentnym tzn. A™ = 0 dla pewnego m. Znalezc wektory vi,...vg € V takie, ze
V = @ Va(vy), czyli rozklad operatora A na podprzestrzenie cykliczne. Wykazac, ze w kazdej
podprzestrzeni cyklicznej V 4(v;) mozna wybraé¢ baze tak, aby macierz A :V 4(v;) — V4(vy)
miata postac [a;;] gdzie a;; = 05,41 (Por. Zad. SJ 7.1 1 Zad. SJ 5.6 pkt.2).

Wskazéwka. Opiszemy algorytm konstrukcji wektorow vi,...vy € V, i jednoczesnie baz w po-
drzestrzeniach V 4(v;), ktory nazywamy metodq diagramu Jordana (nazwa ad hoc). Niech stopien
nilpotentnosci operatora A wynosi m > 0 tzn. A™ = 0 natomiast A™~! # 0. Rozpatrzmy ciag
wtasciwych inkluzji podprzestrzeni z Zad. 1 Vf4 := ker A

{0} < Vi< o<V lavy=V.

Chociaz podprzestrzenie VY, sa niezmiennicze, to nie maja one na ogél niezmienniczego dopel-
nienia w VZH, a wiec nie jest mozliwa prosta, indukcyjna metoda konstruowania wektoréow v;.
Szukane wektory konstruujemy w kilku krokach:



I Wybieramy wektory liniowo niezalezne v{’,...,vi’ €V \ Vzhl takie, ze
Vi @ Lin{v{,...,vir } =V} =V.

IT Pokazaé¢, ze zadna niezerowa kombinacja liniowa wektorow A(v"),..., A(v]! ) € Vi Inie
nalezy do podprzestrzeni VZL*Q.

ITT Pokazaé, 7e istnieja liniowo niezalezne wektory vi" !, ... ,V;C”_ll € VI I\ V72 dlaktorych

m—

V772 @ Lin{A(V]),... JA(VE ), vl ’V?m_,ll} =Vt
IV etc. Powtérzmy kroki II, IIT w odniesieniu do uktadu wektoréw
AV, ANV, VT L ,vzlmill e vyt
oraz przestrzeni V;'f_z i powtarzajmy te konstrukcje az dojdziemy do podprzestrzeni Vi‘.

Opisana metoda prowadzi do uktadu wektorow, ktory mozemy ustawi¢ w nastepujacej tablicy
(diagramie Jordana):

vit... Vi
AWD)..AGE) v Vi . ,
A(viM) ... A (vzlm) A7) . A(v}fmﬂ) v qu'm72

a) Wektory w kolumnach diagramu Jordana sa baza podprzestrzeni cyklicznych pierwszego od
gory wektora wystepujacego w kolumnie (por. Zad. SJ 7.1). W tej bazie uszeregowanej od

dotu do gory, macierz A : VA(V;»”_i) — VA(V;n_i) jest postaci:

b) Pokazaé, ze wektory ostatnich i wierszy tworza baze podprzestrzeni qu oraz ze wektory
ostatniego wiersza sa baza ker A = V1| za$ wszystkie wektory tablicy sa baza V.

c) Sprawdzi¢, ze szukany w zad.2 uktad wektorow to {v]".. .v?m,vT_l e vznm__ll, SvievE )

d) Zauwazy¢, ze macierz A w bazie wektorow diagramu Jordana sklada sie z klatek na glownej
przekatnej. Klatek jest tyle ile kolumn tablicy, kazda jest wielkosci odpowiadajacej wysokosci
kolumny.

Uwaga 1. Niech A: V — V| bedzie przeksztalceniem liniowym. Podprzestrzen W C V jest A
niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego skalara A jest ona A — AId niezmiennicza,
lub ogdlniej dla dowolnego wielomianu p € F[x] podprzestrzein W jest p(A) niezmiennicza.



Zad. 3 (Rozklad Jordana). Niech A: V. — V| bedzie operatorem w przestrzeni liniowej nad
C i niech Aq,..., A\, beda jego réznymi warto$ciami wlasnymi. Wowczas V' jest sumg prosta
A-niezmienniczych podprzestrzeni:
k km
V= V(;lf)ql) G- V(Af)\ml)
(Oznaczenia z Zad. 1.) Pokaza¢, ze istnieje baza podprzestrzeni VaifAiI)’ w ktorej A jest suma
klatek postaci:

Ao 100 0 0
0 A 1 0 0
(%) 0 0 A 0 0
e T
0 0 0 0 X\

Macierz taka nazywa sie klatkq Jordana.

Zad. 4. Pokazaé, ze cho¢ konstrukcja bazy, w ktorej macierz przeksztalcenia liniowego ma forme
Jordana nie jest jednoznaczna, to forma Jordana tej macierzy jest wyznaczona jednoznacznie
z doktadnodcia do kolejnosci klatek Jordana. W tym celu zauwazyé, ze wartoosci wlasne oraz
podprzestrzenie ijé‘_ A1) S& Wyznaczone jednoznacznie przez przeksztatcenie A oraz dla ustalonej
wartos¢ wlasnej A; liczbe klatek Jordana danego rzedu odpowiadajacych tej wartosci wilasnej
mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

Jezeli aj(\;) oznacza liczbe klatek Jordana rzedu j odpowiadajacych wartosci wlasnej A; ,
j=1,...,mzad bj(\;) jest rzedem przeksztalcenia A7: V?Ai)\i[) — V?A—AJ)’ to

aj()\i) = jfl()\i) — 2()]()\1) + bj+1()\i)a j=1...,m.

Zad. 5. Niech macierz operatora A w pewnej bazie ma posta¢ Jordana. Udowodnié, ze liczba
liniowo niezaleznych wektoré6w wlasnych o wartosci wlasnej A jest réwna ilosci klatek Jordana
majacych A na przekatnej.

Zad. 6 (A. Kostrikin', Zad. 2.4.11). Niech A : V — V bedzie operatorem w przestrzeni zespo-
lonej V. Udowodni¢, ze A € £(V) mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy operatorow:
A =5+ N takich, ze S jest diagonalizowalny, N jest nilpotentny, SN = NS i oba sa wielomia-
nami od operatora A.

Zad. 7. Znalez¢ forme Jordana macierzy zespolonej, ktora ma tylko jedna prosta niezmiennicza.
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