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1 Podprzestrzenie niezmiennicze i diagonalizacja

Definicja 1.1. Operator A : V — V nazywa sie rozktadalny jesli istnieja nietrywialne podprze-
strzenie A-niezmiennicze Vi, Vo C V takie, ze Vi & Vo = V. W przeciwnym razie operator
nazywa sie nierozktadalny

Definicja 1.2. Operator A : V — V nazywa sie redukowalny jesli istnieje nietrywialna podprze-
strzeri A-niezmiennicza, rézna od V. W przeciwnym razie operator nazywa sie nieredukowalny.

Definicja 1.3. Operator A : V — V nazywa sie diagonalizowalny jesli istnieja jednowymiarowe
podprzestrzenie A-niezmiennicze V1,.., V,, C V takie, ze @ V,; = V. Diagonalizacjg A nazywamy
wybor tych jednowymiarowych podprzestrzeni.

Uwaga. Powyzsze definicje maja takze sens dla rodzin operatoréw liniowych.

Zad. 1. Dla dowolnego operatora A : V — V i podzbioru (niekoniecznie podprzestrzeni!)
S C V istnieje minimalna podprzestrzen A-niezmniennicza zawierajaca S, oznaczana symbolem
VA(S). Jesli S sklada si¢ z jednego wektora v, to podprzestrzen te nazywamy podprzestrze-
nig cykliczna tego wektora. Wykaz, ze podprzestrzen cykliczna wektora v # 0 ma baze postaci
{v,A(v),..., A¥(v)} dla pewnego k.

Zad. 2. Podac¢ przyktad operatora, ktory jest redukowalny, ale jest nierozktadalny. Jesli przestrzen
V jest wyposazona w iloczyn skalarny, to redukowalna izometria jest rozktadalna.

Zad. 3 (Lemat I. Schura). Jesli A: V — V jest nieredukowalny to dowolny niezerowy operator
B :V — V z nim przemienny tzn. taki, ze AB = BA jest izomorfizmem. Je$li V jest przestrzenia
zespolona, to B jest mnozeniem przez pewien skalar.

Zad. 4. Niech A : V — V bedzie operatorem skoriczonego rzedu (tzn. A* = Id dla pewnej liczby
naturalnej k). Wtedy istnieje w V iloczyn skalarny taki, ze A jest izometria.

Zad. 5. Dowolny operator skoriczonego rzedu A : V — V w przestrzeni zespolonej V jest diago-
nalizowalny.

Zad. 6. Niech operator f: V — V ma n = dim V réznych wartosci wtasnych. Opisa¢ wszystkie
podprzestrzenie niezmiennicze przeksztalcenia A, ile ich jest?



Zad. 7. Jezeli operator A: V. — V ma n = dimV ré6znych wartosci wtasnych i dla B: V—V
zachodzi AB = BA, to B jest diagonalizowalny.

Zad. 8. Jesli operatory A; : V — V dla i = 1,..,m sa diagonalizowalne oraz przemienne tzn.
Vi,j AiA; = AjA;, to rodzina operatorow {4;} jest diagonalizowalna (tzn. mozna wybraé¢ pod-
przestrzenie diagonalizujace jednoczesnie wszystkie operatory).

2 Wielomian charakterystyczny operatora liniowego

Zad. 9. Niech F[z],, bedzie przestrzenia liniowa wielomianoéw o wspotezynnikach w ciele F stopnia
< n. Niech D: F[z], — F[z],, bedzie rézniczkowaniem. Dla przeksztalcenia D znalezé: podprze-
strzenie niezmiennicze, warto$ci wtasne i wektory wtasne. Zauwaz, ze podprzestrzenn cykliczna
jednomianu z*, k < n nie ma niezmienniczej podprzestrzeni dopetniajacej.

Zad. 10. Niech W < V bedzie podprzestrzenig niezmienniczg operatora A : V — V. Pokazad,
ze zachodzi rownosé: xa(A) = xaw(A)xa/w() gdzie A/W: V/W — V/W oznacza operator
wyznaczony przez A na przestrzeniach warstw. Uogdlni¢ te wlasnosé na ciag zstepujacy podprze-
strzeni niezmienniczych. Wywnioskowaé¢ stad, ze jesli operator zachowuje pewna flage w V, to
jego wielomian charakterystyczny jest iloczynem wielomianéw stopnia 1.

Zad. 11. Niech A:V — V bedzie izomorfizmem. Wyrazi¢ wielomian charakterystyczny x 41 w
terminach wielomianu y 4.

Zad. 12. Dla dowolnego operatora A : V. — V niech A* : V* — V* oznacza odpowiadajgcy mu
operator dualny na przestrzeniach funkcjonatéw. Znalezé zwiazek miedzy wartosciami wlasnymi,
podprzestrzeniami niezmienniczymi oraz wielomianami charakterystycznymi operatorow A i A*.
Jedli V jest przestrzenia unitarna, to izomorfizm zadany przez iloczyn skalarny V ~ V* (odp.V ~
V* w przypadku zespolonym) jest podobieristwem operatora A" i A*.

Zad. 13. Dla dowolnego operatora A : V — V w przestrzeni zespolonej V istnieje flaga w V w
ktorej wszystkie podprzestrzenie sa A-niezmiennicze.

Zad. 14. Korzystajac z Zad. 13 oraz Zad. 10 udowodnij twierdzenie Cayley’a-Hamiltona tzn. ze
xa(A) = 0.

Zad. 15 (HT 13.5). Ustalmy operator L : V — V i niezerowy wektor v € V. Niech {v, L(v), ..., LF(v)}
bedzie baza podprzestrzeni cyklicznej V4(v) (p.Zad 1) Znalezé macierz A[Vy w tej bazie oraz
wielomian charakterystyczny xrv,)(A). Wykaza¢, ze zachodzi rownos¢ x v, (L)(v) = 0. Wy-
wnioskowaé stad teze twierdzenia Cayley’a— Hamiltona.



