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Jesli V jest rzeczywista (odp. zespolona) przestrzenia ortogonalna, to przez O(V) oznacza-
my grupe izometrii liniowych V. — V (odp. U(V). Ich podgrupy sktadajace si¢ z macierzy o
wyznaczniku 1 bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio SO(V) i SU(V) i nazywaé¢ odp. specjalna grupa
ortogonalna i specjalna grupa unitarng. Grupa V.— V (odp. U(V)) jest izomorficzna z grupa
izometrii przestrzeni euklidesowej R" (odp. C™) ze standardowym iloczynem skalarnym, a wiec
grupa macierzy ortogonalnych O(n)(odp. macierzy unitarnych U(n)).

Definicja 0.1. Przez odbicie lustrzane rozumiemy zawsze odbicie w podprzestrzeni kowymiaru 1,
przez symetrie osiowa odbicie w podprzestrzeni wymiaru 1, a symetrie¢ centralng odbicie w 0, czyli
antypodyzm. Obrotem rzeczywistej przestrzeni dwuwymiarowej nazywamy izometrie zachowuja-
ca orientacje. Obrotem dowolnej przestrzeni nazywamy ortogonalne rozszerzenie obrotu pewnej
podprzestrzeni 2-wymiarowe;j.

Zanim przejdziemy do przypadkéw niskowymiarowych zauwazmy pewne ogélne wlasnosci grup

O(V) i U(V).

Stwierdzenie 0.1. Jesli A :'V — V jest liniowq izometrig przestrzeni unitarnej, to | det(A)| = 1.
W przypadku rzeczywistym, izometrie dla ktorych det(A) = 1 to doktadnie izometrie zachowujgce
orientacje. Dowolna izometria zmieniajgca orientacje (np. lustrzane odbicie S : V. — V) wyznacza

bijekcje SO(V) — O(V) \ SO(V) dang wzorem A~ Ao S.

Zad. 1. Jesli W C V jest jednowymiarowa podprzestrzenia, to mozna zanurzy¢ grupe O(W) C O(V)
rozszerzajac dowolng izometrie g : W — W do g : V — V, kladac identycznosé na W+. Podgrupy
O(W) i SO(V) generuja cata grupe O(V).

Zbadamy budowe grup grup izometrii niskowymiarowych przestrzeni unitarnych.

1 Izometrie 1-wymiarowych przestrzeni unitarnych

W wymiarze 1 mozemy jednoczesnie rozwazaé¢ przypadek rzeczywisty i zespolony (a nawet kwa-
ternionowy). Skoro A : V. — V jest przeksztalceniem liniowym, to A(v) = Av dla pewnego
skalara A € . Poniewaz A jest izometria, to dla dowolnego niezerowego wektora v.€ V mamy
(v,v) = (\v, \v) = |\*(v,v) skad wynika, ze |\ = 1, a wiec O(V) = {\ € F||\| = 1}. W przy-
padku rzeczywistym jest to dwulementowa podgrupa grupy multyplikatywnej R*, a w przypadku
zespolonym podgrupa C* sktadajaca sie z liczb zespolonych o module =1, czyli okrag.

Whiosek 1. O(1) = Zy C R* oraz U(1) = St € C*. Grupy specjalne w obu przypadkach sq
trywialne.



2 Izometrie 2-wymiarowych przestrzeni unitarnych nad R

Twierdzenie 2.1. Jesli dim(V) = 2 to na V istnieje struktura zespolonej przestrzeni liniowey,
taka ze SO(V) =U(V) ~ St

Dowdd. Niech {ey, es} bedzie ustalona baza ortonormalng V, a A : V — V dowolna izometria
zachowujaca orientacje. Rozwazmy wektory {A(e;), A(es)} i zauwazmy, ze wektor A(ey) jest jed-
noznacznie wyznaczony przez wektor A(ep). Istotnie A(ey) jest jednostkowym wektorem lezacym w
jednowymiarowej podprzestrzeni Lin{ A(e; }*. Tylko jeden z dwoch wektoréow tworzy baze zgodnie
zorientowana z {ej,es}. Odwrotnie, zadajac wektor A(ep), jednoznacznie okreslamy w ten spo-
sob wektor A(ey). Zauwazmy, ze jesli J : V. — V jest struktura zespolona na V zadana wzorem
J(e1) = eq, J(eg) = —1 to dla dowolnej izometrii tak skontruuowanej Ao J = Jo A, a wiec A jest
izometria zespolonej jednowymiarowej przestrzeni. Stad wynika, ze SO(V) = U(V) = S ]

Ze Stwierdzenia 0.1 wynika, ze dowolng inna izometri¢ mozemy przedstawi¢ w postaci A o .S
gdzie A € SO(V) jest obrotem a S : V — V dowolnie wybranym odbiciem lustrzanym. W
terminach struktury zespolonej oznacza to, ze A jest C-antyliniowe tzn. Ao J = —J o A.

Whniosek 2. Dowolna lintowa izometria 2-wymiarowej rzeczywiste] przestrzent unitarnej jest lu-
strzanym odbiciem (gdy zmienia orientacje) lub dwdch lustrzanych odbié (gdy zachowuje orienta-

cje).

Dowdd. Jesli izometria A zmienia orientacje i przeprowadza wektor e; na wektor A(e;) to jest
odbiciem lustrzanym w prostej zadanej przez wektor wy := ey + A(ey), jesli e; + A(ey) # 0 lub w
prostej generowanej przez‘ wektor w, := es. Zlozenie dwoch odbi¢ zachowuje orientacje, wiec jest
obrotem. Odwrotnie, poniewaz dowolna izometria A ¢ SO(V') jest odbiciem, wybierajac ustalona
izometrie zmieniajaca orientacje S otrzymujemy bijekcje SO(V) — O(V) \ SO(V) (dana wzorem
A~ Ao S), czyli dowolny obrot jest ztozeniem dwoch odbié¢ (przy czym jedno z nich mozna
ustalic!). O

Zad. 2. Niech S : V — V bedzie dowolna ustalona izometria zmieniajaca orientacje. Dowolna inna
izometrie zmieniajaca orientacje mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci Ao S, gdzie A zachowuje
orientacje. Zapisa¢ w ten sposob iloczyn (A o S) o B, gdzie B zachowuje orientacje.

3 Izometrie 3-wymiarowych przestrzeni unitarnych nad R

Twierdzenie 3.1. Jesli dim(V) = 3 to dowolna izometria A € SO(V) jest obrotem w pewnej
dwuwymiarowej podprzestrzeni.

Dowdd. Niech A : V — V bedzie dowolng izometrig zachowujacag orientacje. Pokazemy, ze A
musi zachowywaé pewna podprzestrzen 1-wymiarowa. Wielomian charakterystyczny det(A — A\ d)
ma stopien 3, w wiec ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Stad wynika, ze istnieje
niezerowy wektor v € V taki, ze A(v) = £v, a wiec obcigcie A jest izometria jednowymiarowe;
podprzestrzeni, A : Lin{v} — Lin{v}. Poniewaz A jest izometria, podprzestrzen prostopadia
Lin{v}* tez musi by¢ zachowywana. Jesli A(v) = v to izometria przestrzeni dwuwymiarowej
A : Lin{v}+ — Lin{v}* zachowuje orientacje, wigc na mocy przypadku 2-wymiarowego jest
obrotem. Przypadek A(v) = —v sprowadzamy do poprzedniego, znajdujac inny wektor w taki, ze
A(w) = w. Istotnie, w takim przypadku A : Lin{v}* — Lin{v}! musi zmienia¢ orientacje, a wiec
by¢ odbiciem lustrzanym, a wiec A(w) = w dla pewnego wektora w € Lin{v}+. ]
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Whiosek 3. [zometria liniowa unitarnej rzeczywistej przestrzeni 3-wymiarowej moze byé przed-
stawiona jako ztozenie mie wiecej niz trzech symetrii lustrzanych, przy czym jest obrotem wtedy 1
tylko wtedy, gdy jest ztozeniem dwdch odbic¢ lustrzanych.

Dowaod. Ztozenie dwoch symetrii lustrzanych zachowuje orientacje, wiec na mocy poprzedniego
stwierdzenia jest obrotem wokét pewnej osi. Niech teraz A : V — V bedzie dowolng izometria
zmieniajaca orientacje. Jak poprzednio, istnieje 1-wymiarowa podprzestrzen niezmiennicza gene-
rowana przez wektor v € V taki, ze A(v) = +v. Jesli A(v) = v, to izometria plaszczyzny Lin{v}*
musi zmienia, orientacje, a wiec na mocy Tw... musi by¢ odbiciem w pewnej prostej lezacej w tej
ptaszczyznie. Przeksztatcenie A jest wiec odbiciem w plaszczyZnie generowanej przez te prosta i
wektor v. O

Zad. 3. Uogo6lnij powyzszy wniosek na przestrzenie dowolnego wymiaru.

Uwaga 1. Zwroémy uwage, ze w grupie O(3) element —Id zmienia orientacje (jest ztoZzeniem trzech
odbi¢ lustrzanych) oraz jest on przemienny z dowolnym elementem grupy O(3). Stad dowolna
izometrie zmieniajaca orientacje mozna przedstawi¢ w postaci —A, gdzie A jest obrotem.

4 Izometrie przestrzeni unitarnych i algebra kwaternionéw

Niech H bedzie ciatem kwaternionéw. Argumenty przytoczone w 1-wymiarowym przypadku nad R
i C przenosza si¢ bez zmian na kwaterniony, a wiec grupa izometrii H-liniowych H — H jest izomor-
ficzna z grupa multyplikatywna kwaternionéw o module 1 - jest to sfera 3-wymiarowa S® C H ~ R*.

Zad. 4. Wykazaé, ze dowolna C-liniowa izometria A : H — H taka, ze det(A) = 1 jest H-liniowa,
a wiec istnieje izomorfizm S® ~ SU(2).

Dla dowolnego jednostkowego kwaternionu ¢ € S* oznaczmy przez C, : H — H sprzezenie
przez element ¢ tzn. C,(¢') = ¢ '¢'q. Jest to izometria R-linowa (ale nie H, ani C-liniowal).
Dziata ono trywialnie na prostej rzeczywistej, a wiec zachowuje kwaterniony czysto urojone, czyli
R-podprzestrzen Lin{i, j.k} ktéra utozsamiamy z przestrzenia euklidesowa R3.

Twierdzenie 4.1. Przyporzadkowanie S® > q ~~ C, € SO(3) jest epimorfizmem grup, zas jego
jadro to grupa {—1,1} ~ Zs.

Dowdd. Sprawdzenie, ze C; = Id wtedy i tylko wtedy gdy kwaternion jest liczba rzeczywista pozo-
stawiamy jako zadanie. Pokazemy, ze dowolny element w SO(3) jest iloczynem C,C, . Istotnie, dla
dowolnego czysto urojonego kwaternionu ¢ odwzorowanie —C|, jest odbiciem lustrzanym (i kazde
odbicie jest tej postaci), a stad wynika, ze C,Cy jest obrotem. [por. Skrypt prof. H.Torunczyka
Rozdz. V.4 Tw. 11 2]. O



