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Definicja. Niech V bedzie przestrzenig wektorows skonczonego wymiaru n nad ciatem R. Struk-
tura zespolong na V nazywamy operator liniowy .J : V — V taki, ze J2 = —Id. Zbior struktur
zespolonych na przestrzeni V oznaczamy C(V) C Hom(V, V).

Uwaga. Struktura zespolona J : V — V wyznacza w V strukture przestrzeni wektorowej nad C.
Mnozenie przez zespolone skalary jest zdefiniowane nastepujaco: iv := J(v).

Zad. 1. Jesli na V istnieje struktura zespolona, to V to dimg V jest parzysty, a wiec C(R?"*1) = ().

Zad. 2. Niech dimg V' = 2n. Dowolny rozktad przestrzeni na sume dwoch podprzestrzeni n-
wymiarowych V' = Vi @ Vo wyznacza dwie struktury zespolone na V. Odwrotnie, kazda struktura
zespolona wyznacza taki rozktad przestrzeni na sume prosta dwoch podprzestrzeni n-wymiarowych.

Zad. 3. Zbada¢ podzbior C(V) C Hom(V,V). Czy jest podprzestrzenia liniowa? Czy jest za-
mkniety ze wzgledu na mnozenie przez skalary? Sprawdzié, ze jest zamkniety ze wzgledu na
sprzeganie przez automorfizmy tzn. jesli A € Iso(V,V) i J € C(V) jest struktura zespolona, to
A toJo A € C(V) tzn. grupa automorfizméw liniowych V dziata na zbiorze struktur zespolonych.
Wykazac, ze dla dowolnych dwoch struktur J, J” € C(V) istnieje automorfizm A € GL(V) taki, ze
A7'o Jo A =J' Dla ustalonej struktury zespolonej J scharakteryzowaé¢ automorfizmy A takie,
e A loJoA=J.

Zad. 4. Zdefiniowa¢ operacje sprzezenia struktury zespolonej C(V) 3 J ~ J € C(V). Udowodnic,
ze dla dowolnych dwoch struktur zespolonych J, J' € C(V) istnieje droga w : [0,1] — C(V) C
Hom(V,V) taka, ze w(0) = J oraz w(1) = J' lub w(1) = J'.

Zad. 5. Niech V¢ bedzie n-wymiarowa zespolong przestrzenia unitarna z iloczynem hermi-
towskim (—, —)c. "Zapominanie” o strukturze zespolonej, czyli ograniczenie ciata skalaréw do
R C C, daje 2n-wymiarowa przestrzen rzeczywista Vg wyposazong w odwzorowanie R-dwuliniowe
(=, —)r : VR X Vg — R? gdzie (—, —)r = (Re(—, =)¢, Im(—, —)¢). Sprawdzi¢, ze Re(—, —)¢ jest
rzeczywistym iloczynem skalarnym na Vg a Im(—, —)¢) antysymetryczna dwuliniowa niezde-
genrowana forma na Vg (takie formy nazywaja sie symplektyczne). Uwaga. Poréwnaj i rozwiaz
najpierw zadanie HT 6.2.

Zad. 6. Niech teraz Vg bedzie rzeczywista 2n-wymiarowa przestrzenia unitarna (tzn. ortogonal-
na) wyposazona w iloczyn skalarny (—, —)g. Wtedy dowolna n-wymiarowa podprzestrzen W C V
wyznacza strukture zespolona Jw : Vr — VR taka, Ze na otrzymanej przestrzeni zespolonej V¢
istnieje iloczyn hermitowski (—, —)c : V¢ x V¢ — C taki, ze Re(—, —)¢c = (—, —)r.



