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Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorows skoriczonego wymiaru n nad ciatlem R. Drogg
(gtadka) w przestrzeni V okreslona na odcinku [a, b] C R nazywamy odwzorowanie w : [a,b] — V
takie, ze dla pewnej bazy V = (vi,...,v,) wspolezynniki wektora w(t) = Ywi,(t)v; sa ciagtymi
(gtadkimi) funkcjami wi, : [a,b] — R. Wektor w(a) nazywamy poczatkiem drogi w a wektor w(b)
jej koricem.

Uwaga. W przypadku gdy V bedzie przestrzenia wektorows skonczonego wymiaru n nad cialem
C definicja drogi jest taka sama, z tym ze rozpatrujemy przestrzen V jako przestrzen rzeczywista.

Zad. 1. Wykazad, ze jesli w : [a,b] — V jest droga (gtadka) to dla dowolnej bazy W wspoteznyn-
niki w(t) = Swi, (t)v; sa odwzorowaniami ciaglymi (gladkimi).

Zad. 2. Wykazac¢, ze jesli f : [a,b] — [c,d] jest funkcja ciagta, w : [¢,d] — V droga,a L : V — W
przeksztalceniem liniowym, to ztozenie L o w o f jest drogag w W.

Zad. 3. Jesliw : [a,b] — L(V,W)orazn : [a,b] — L(W,Z) sa drogami, to formuta v(t) := n(t) o w(t)
zadaje droge v : [a,b] — L(V,Z). Szczegdlny przypadek: V=W = Z.

Zad. 4. Niech dimV < dim W. Wykaza¢, ze dowolne dwa monomorfizmy w L(V, W) mozna
potaczy¢ droga w : [a,b] — L(V, W) taka, ze Vt € [a,b] w(t) jest monomorfizmem. Sformutowaé
i udowodni¢ analogiczny fakt dla epimorfizméw. Wsk. Prof. Torunczyk, Porcja 6 zad. 3,4.

Zad. 5. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa. Udowodnié, ze dwa izomorfizmy w
L(V,V) mozna potlaczy¢ droga w, taka ze Vt € [a,b] w(t) jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy
gdy oba zachowuja orientacje lub oba zmieniajg orientacje V.

Zad. 6. Niech V bedzie zespolong przestrzenig wektorowa. Udowodnié, ze dowolne dwa izomor-
fizmy w Lc(V, V) mozna polaczyé droga w, taka ze Vit € [a,b] w(t) jest izomorfizmem.

Zad. 7. Niech V bedzie przestrzenia unitarna. Utozsamiajac zbior baz B(V) z podzbiorem
GL(V) C L(V,V) wykaza¢, ze ortonormalizacja Grama-Schmidta wyznacza droge w laczaca
wyjsciowa baze z jej ortonormalizacja, taka ze Vit € [a,b] w(t) jest izomorfizmem.

Zad. 8. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia unitarna. Udowodnié, ze baza ortogonalna otrzy-
mana poprzez ortogonalizacje Grama-Schmida jest zgodnie zorientowana z wyjsciowa baza.

Zad. 9. Niech V, W beda przestrzeniami unitarnymi. Wtedy dla dowolnego monomorfizmu
A:V — W i dowolnej flagi F = (Vo C Vi C ... C V,,) podprzestrzeni w V istnieje izomor-
fizm S : V — V zachowujacy te flage i zachowujacy orientacje V taki, ze ztozenie AoS: V — W
jest zanurzeniem izometrycznym. Sformutowaé i udowodnié¢ odpowiedni fakt dla epimorfizmoéw.
Wsk. Prof. Torunczyk, Porcja 4, zad. 3.



