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1 Formy dwuliniowe i iloczyny skalarne

Definicja 1.1. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa skonczonego wymiaru n nad cialem F.
Dwuliniowe, symetryczne odwzorowanie (—, —) : V. x'V — F nazywamy iloczynem skalarnym jesli
odwzorowanie V 3 v ~ (v, —) € V* jest izomorfizmem.

Jesli V = (vi,va,...,vy) jest baza V to przez V* = (v],vj,...,v}) oznaczamy baze dualna
przestrzeni dualnej V*, a takze odpowiadajaca jej baze przestrzeni V, ktorg bedziemy nazywaé
sprzezona ze wzgledu na iloczyn skalarny (—, —).

Macierza iloczynu (—, —) : V x V — F w bazie V nazywamy macierz kwadratowa {(v;, v;)}.

Uwaga 1. Baza sprzezona w V jest jednoznacznie wyznaczona przez warunek (v;, v;‘> = ;5. Baza
V jest ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy V = V*.

Uwaga 2. Dodatnia okreslono$¢ ma sens jesli ciato jest uporzadkowane: np. Q lub R.

Uwaga 3. Tloczyny skalarne mozna definiowaé tez w modutach wolnych nad pierscieniami np. nad
liczbami catkowitymi Z.

Definicja 1.2. Flaga w przestrzeni wektorowej V wymiaru n nazywamy wstepujacy ciagg pod-
przestrzeni liniowych 0 = Vo C 'V, C--- CV,_; C 'V, =V. Zauwazmy, ze dim V; = 1.

Zad. 1. Metoda Grama-Schmidta wykazaé, ze dowolng baze przestrzeni z iloczynem skalarnym
mozna zortogonalizowaé (ale nie koniecznie ortonormalizowac!), czyli dla kazdego iloczyny skalar-
nego istnieje baza w ktérej jego macierz jest diagonalna.

Zad. 2. Sprawdzié, ze jesli F = R i dwuliniowe, symetryczne odwzorowanie jest dodatnio okre-
$lone, to jest iloczynem skalarnym.

Zad. 3 (Kryterium Sylvestera). Niech (—, —) bedzie dwuliniowa forma symetryczna na przestrzeni
V. Forma (—, —) jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy istnieje flaga 0 = Vo C V1 C

Y

- C V1 CV, =V taka, ze det(—,—)|V; > 0 dla i > 0.



2 Przeksztalcenia dualne i sprzezone

Zad. 4. Przypomnie¢ wlasnosci przyporzadkowania homomorfizmowi F' : V.— W homomorfizmu
dualnego (sprzezonego) F* : W* — V* a w szczegolnosci funktorialnosé tzn: (F o G)* = G* o F*
oraz Id* = Id. Dla dowolnej podprzestrzeni (a nawet podzbioru) U C V definiujemy zbior
funkcjonalow prostopadtych: Ut = {¢ € V*|, ¢(u) = 0 Vu € U}. Przypomieé¢ zwigzki miedzy
jadrem i kojadrem F' oraz odpowiednimi przestrzeniami prostopadtymi.

Zad. 5. Niech (V, (—, —)) bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym. Wtedy dla dowolnego pod-
zbioru A C 'V wyznaczone przez iloczyn skalarny (—, —) utozsamienie V ~ V* zadaje bijekcje
{weV|{w,v)=0Vve A}~ AL

Zad. 6. Niech ' : V — W bedzie homomorfizmem przestrzeni wyposazonych w iloczyny skalarne.
Zdefiniujemy homorfizm F* : W — V jako zlozenie: W ~ W* Poviav gdzie utozsamienia
przestrzeni wektorowych z przestrzeniami dualnymi dane sg przez odpowiednie iloczyny skalarne.
Sprawdzié, ze przeksztalcenie F* : W — V spelnia warunek:

Vvev.wew (F(v), w)w = (v, F*w)y.

i jest przezen wyznaczone jednoznacznie. Przeksztalcenie F'* nazywa sie przeksztalceniem sprze-
zonym do F' ze wzgledu na ustalone iloczyny skalarne.

Zad. 7 (Macierz przeksztalcenia sprzezonego). Niech V, W beda odpowiednio bazami V i W.
Wtedy miedzy macierzami F : V — W i F* : W — V zachodzi zwiazek: MY, (F*) = MY(F)T.

Zad. 8. Przeksztalcenie F' : V — V nazywamy samosprzezonym (albo symetrycznym) jesli
F* = F. Sprawdzi¢, ze jesli F' jest samosprzezony, to (v,w)p := (F(v), w) jest przeksztalceniem
dwuliniowym, symetrycznym. Jesli (v,w)p jest iloczynem skalarnym, to operator nazywa sie
dodatnio okreslony ze wzgledu na iloczyn skalarny (—, —).

Zad. 9 (Pierwiastkowanie operatoréw). Dla dowolnego operatora samosprzezonego dodatnio okre-
$lonego F' : V — V istnieje operator A : V — V taki, ze F'= A* o A.



