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Definicja 0.1. Niech V bedzie rzeczywista przestrzeniag wektorowa skoriczonego wymiaru n.
Wprowadzamy oznaczenia:

1. B(V):={V =(v1,v2,...,vn)| vi € V, Vjest baza V}

Hom(V, V;R) przestrzen wektorowa dwuliniowych form V x V — R,
S(V) :={¢ € Hom(V,V;R) | ¢jest iloczynem skalarnym},

Iso(V, W) := {¢ € Hom(V, W) | ¢ jest izomorfizmem}

Macierz kwadratowa A nazywa sie ortogonalna jesli A o AT = Id.
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Podzbior A C 'V nazywa si¢ wypukly jesli V,pcaVt € [0,1], ta+ (1 —t)be A

Zad. 1. Istnieje bijekcja B(V) ~ Iso(V, V). Skladanie przeksztalcen zadaje w Iso(V, V) strukture
grupy, zwanej grupa liniowa przestrzeni V i oznaczanej GL(V).

Zad. 2. Znalez¢ wymiar przestrzeni Hom(V, V;R) oraz jej podprzestrzeni Hom*¥™(V,V;R)
sktadajacej sie z form symetrycznych.

Zad. 3. Wykazaé, ze S(V) € Hom™™(V,V;R) jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez
dodatnie skalary, oraz jest wypukly. (Ale nie jest podprzestrzenia liniowa.) Wyobrazi¢ sobie ten
zbiér w przypadku gdy dimg V < 2.

Zad. 4. Istnieje surjektywne odwzorowanie B(V) 3 V ~» (.,-)y € S(V) przyporzadkowujace
bazie V iloczyn skalarny (—, —)y w ktorym ta baza jest ortonormalna.

Zad. 5. Niech V, W € B(V). Zachodzi r6wnos¢ (-, )y = (-, ")y wtedy i tylko wtedy gdy macierz
[Id]}Y jest ortogonalna.

Whniosek 1. Niech 'V bedzie rzeczywistq skoniczenie wymiarowq przestrzeniq wektorowg.

1. Zbior iloczynow skalarnych jest wypuktym podzbiorem w przestrzeni liniowej Hom(V, V;R),
zamknietym ze wzgledu na mnozenie przez dodatnie skalary;

2. Grupa lintowa GL(V) dziata tranzytywnie na zbiorze S(V), a wiec wybsr dowolnego ilo-
czynu (-, ) zadaje bijekcje okreslong na zbiorze warstw: GL(V)/O(V,{(-,-)) ~ S(V) gdzie
O(V, (-,-)) oznacza grupe izometrii iloczynu (-, -).

Zadania do kontemplacji

Zad. 6. O Sformutowaé¢ i udowodni¢ odpowiednie fakty w przypadku zespolonych przestrzeni
wektorowych i iloczynéw hermitowskich.

Zad. 7. Q Czy powyzsze rozwazania pozostaja prawdziwe dla przestrzeni wektorowych nad ciatem
liczb wymiernych i iloczynéw skalarnych o wartosciach wymiernych ?



