Kombinatorycznie o tozsamdciach
kombinatorycznych

Beata Bogdanska, Szczecin

Odczyt zawiera propozycje dydaktyczna usystematyzowanej i samowystarczalnej prezentaciji
tematu:Tozsamdci dotyczace symbolu dwumiennego

1. Oznaczenia i fakty podstawowe

Symbolem(n) oznaczamy zbio{1, 2, ... ,n}. PrzezF(k, n) oznaczamy zbior wszystkich
funkcji (k) — (n). Moc (= ilo& elementdw) zbioru skezonegoX oznaczamy symbolem
| X|. W szczegdlnsci | F(k, n)| = n*. Dla danego zbioruX, symbolemP(X) oznaczamy

zbior potegowybioru X, czyli rodzine wszystkich (facznie z pustym i catyi) podzbiorow

zbioru X, a symbolemP,(X), rodzine wszystkich podzbioréw-elementowych zbioruX .

Pierwszym twierdzeniem z kombinatoryki, z jakim powinien zap@zia kazdy studiujacy,
jest twierdzenie o mocy zbioru potegowe@d X') danego zbioru skaczonego:

TWIERDZENIE 1 Jezeli zbior X jest zbiorem skonczonym i ma n elementow, to zbior
P(X) ma 2" elementow.

Dowdd. Kazdy podzbiorA C X utozsamiamy (wzajemnie jednoznacznie) z funkcja
xa: X — {0, 1} okreSlona nastepujaco

() 1, gdy ze€ A,
xr) =
X 0, gdy z¢ A

(Funkcja x4 nazywa sigunkcja charakterystyczngbioru A). Wszystkich takich funkcji jest
doktadnie|Fn, 2)|, czyli 2",. B>

OZNACZENIE. Moc zbioru Px({n)) (wszystkich) k-elementowych podzbioréw
zbioru (n) (lub dowolnegozbioru n-elementowego) oznaczamy:

Pl = ()

Czytamy:en po ka Nazywamy za symbolemnlub wspo6tczynnikiem dwumiennym
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Jasne, zg(}) =0, gdy k > n ale (}) = 1. Wnioskiem ZT1 jest nastepujaca rowao

> ()= () () () ()=

Symbol dwumienny pojawia sie w matematyce szkolnej przy okazji doviwdrdzenia o
dwumianig czyli rGwndsci:

(a+8)" =3 (Z) o kgt (2)
k=0

dla dowolnych liczba, 5 i n € N. Kazdy, moim zdaniem, powinien tak diugo ogléde
rownacse, az dojrzy jej "nieuchronrit”. Zwykty dowdd indukcyjny rownéci (2) pokazujemy
uczniowi dopiero duzo pozniej. Réwniez sugestia dowodu r@en@l) przez podstawienie
a= [ =1 wroéwndsci (2), jest mato pouczajaca.

2. Interpretacje symbolu dwumiennego

Warto mie€ przed oczymaozmaite interpretacje symbolu dwumiennego. Najprostszej inter-
pretacji dostarczaja tak zwane ciagi binarne:

Definicjal Ciag skaczony (a4, as, ... a,) nazywa sigiagiem binarnym gdy jego wy-
razy sa elementami pewnego zbioru dwuelementowego, zazwy0zaj (cha zbior {*, e}
jest gorszy tylko z powodow leksykograficznych).

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore opisuje &z&/pow zbioréw skaczonych, ktérych
moc dana jest w postadf).

TWIERDZENIE 2 Niech k, n beda liczbami naturalnymi. Wéwczas:

1. Niech B(n, k) bedzie zbiorem wszystkich ciagdéw binarnych disgon, w ktérych na
k miejscach wystepujé, a na pozostatych — k£ miejscach wystepuj®. Wtedy

B(n, k)| = (Z) @3)

2. Niech R (k, n) C F(k, n) bedzie zbiorem wszystkich funkcji $cisle rosnacych. Wtedy

R 0l=(}) (@

3. Niech R’ (k, n) C F(k, n) bedzie zbiorem wszystkich funkcji niemalejacych. Wtedy

n—i—k—l)

R ol = (") ©
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4. Niech D (k, n) bedzie zbiorem wszystkich najkrotszych drég kratowych taczacych
punkt A = (0, 0) z punktem Z = (n, k). Wtedy

= ("1 ") ©

5. Niech 7 (k, n) bedzie zbiorem wszystkich rozwigzan w liczbach catkowitych nie-
ujemnych réwnania x| + x5 + 3 + - - - + v = n. Wtedy

(7)

T = ("7,

kE—1

6. Niech 7' (k, n) bedzie zbiorem wszystkich rozwigzan w liczbach naturalnych réwna-
nia xr1 +x9 +x3+ -+ x5 =n. Wtedy

, _(n—1
Tl = (1)) ©
Dowadd. 1. Wypiszmy wszystkie elementy zbior(n), a pod spodem ciag binarny:
1 2 3 ... n
ay ag as ... Qap

Ciag binarny "wybiera” ze zbioru1, 2, 3, ... ,n} te elementy, pod ktorymi stol. W ten
sposob zbudowamy bijekcje miedzy zbiorenB(n, k) a zbioremPy((n)).

2. Jezelif : (k) — (n) jest funkcja &ciSle) rosnaca, to zbior

FURY) = A{f(1), f(2), ..., f(R)},

wartasci funkcji f jestk-elementowym podzbiorem zbior{n). Odwrotnie, kazdy:-elemen-
towy podzbior {zy, xo, ... ,x} zbioru (n), ktérego elementy ustawdimy w ciag rosnacy
T <z < ... < 1z, Wyznacza doktadnie jedna funkcje rosnata (k) — (n) (wzorem
f(i) = z;). Stad wid&, ze liczba|R(k, n)| rébwna jest il&ci k-elementowych podzbioréw
zbioru n-elementowego.

3. Jezeli f : (k) — (n) jest funkcja niemalejaca, to funkcja: (k) — (n 4+ k — 1)
dana wzorem

g() = f(i) +i—1

jest, jak tatwo sprawdzj funkcjascisle rosnaca. Czytelnik zechce spravadzie w ten sposob
okreslona zostata bijekcja miedzy zbiorard’ (k, n) i R (k, n + k — 1). Stad, na mocy
réwncsci (4), dostajemy rowrad (5).

4. Droga kratowanazywamy tu famana o wierzchotkach w punktach kratowych i kazdym
boku bedacym odcinkiem jednostkowym réwnolegtym do osi odcietych lub do osi rzednych.



Jasne, ze najkrotszymi sa te drogi kratowe, ktore pro-
wadza tylko "w prawo” i/lub "w gére”. Bedziemy na-
zywec takie drogi EN-drogami.

Dowolnej (najkrotszej) drodze kratowej odpowiada
wzajemnie jednoznacznie ciag binarny dtago
n + k o wyrazach E, N, w ktérym litera E
wystepuje n razy, a litera N wystepuje k& razy.
(Tu, E oznacza elementarny ruch "na wschéd”, a
N — elementarny ruch "na potnoc”.) Na przyktad,
drodze na rysunku obok, odpowiada ciag binarny
Rys. I (EENENNNEN N E). Wiemy, zob.T2.1,

ze ciagOw binarnych spetniajacych powyzsze warunki jest dokia@?ﬁ@).

5. Kazdemu rozwiazanida, as, ..., a;) W liczbach nieujemnych catkowitych réwnania
r1+x2+ ... + 1 = n przyporzadkujemy (wzajemnie jednoznacznie czyli bijektywnie) ciag
binarny

(ho kO .k Ok . K OK.. kO . Ok k),
—_— Y Y Y= S——

al as as a4 ag

w ktorym rombiki, w ilosci k£ — 1, oddzielaja kolejne grupgwiazdek W i-tej grupie wy-
stepujea; gwiazdek Jezelia; = 0 to, oczywkcie, odpowiednieombiki stoja obok siebie.
Gwiazdek jest n. Na przykiad, elementow{0, 1, 0, 0, 7) zbioru 7 (5, 8) odpowiada ciag
binarny

3 S20 & & 8.8 & & 5

Z istnienia opisanej bijekcji wynika, ze liczb@ (k, n)| rowna jest liczbiegwiazdkowo-
rombikowycttiagéw binarnych diuggei n+ k£ — 1 zawierajacych doktadnié —1 rombikow.
Stad, na mocy 2.1, rownat (7).

6. Kazdemu elementow{a,, as, ..., ax) € 7' (k, n) przyporzadkujmy (bijektywnie)
rozwiazanie(a; — 1, ax — 1, ..., ax — 1) roOwnania

1+ a9+ x3+ - +axr=n—~k

w liczbach catkowitych nieujemnych. To przyporzadkowanie jest bijekcja zbior(k, n) na
zbiér 7 (k, n — k). Stad

7o) = 17 =)= (7PN < (0)

To kohczy dowdd twierdzenialp>

W dalszym ciagu bedziemy wykorzysty@aniosek z czgci4. powyzszego twierdzenia:



WNIOSEK. Drég idacych w prawo i w gore po
liniach catkowitoliczbowej siatki 1aczacych wezet
(0, 0) z jakims weztem lezacym na prostej o row-
naniu x +y = n, gdzie n € N, jest dokfadnie 2".

Dowdd. Na rysunku obok widzimy przypadek
n = 6. Zgodnie ZT2.4, drég (w prawo i/lub w gore)
zaczynajacych sie wA = (0, 0) a kahczacych w
wezle (n—j, 7) jestdok’@dnie(?). Zatem wszyst-
kich rozwazanych drég jest”, patrz réwnéc (1).

Na rysunku, przy kazdym wezle lezacym na prostej
xr+y = n, zaznaczybmy ilosC drég karczacych sie

w tym wezle.p>

3. lle to naprawdg jest (7)?

Istnieje — moim zdaniemiedobry — zwyczaj, zgodnie z ktérym rowiso

@ - <n+‘fw 9)

jestskrétem lub definicja. W rzeczywistéci jest totwierdzenie:

TWIERDZENIE 3 Dane sa liczby 0 < k < n. Wowczas, zachodzi rownos¢ (9). (Pamie-
tamy oumowie: 0! = 1.)

Dowdd. Ciagéw roznowartsciowych dtug8ci k£ o wyrazach nalezacych do zbioKu )
jestn(n —1)- ... - (n—k+1). To jest jasne, bo pierwszy wyraz mozna wybra n
sposobdéw, drugi naw — 1 sposobow itd., Z&k-ty wyraz nan — k + 1 sposobOw. Poniewaz
elementy dowolnego zbiorik-elementowego moga byustawione nak! sposobéw w ciag
réznowart&ciowy, wiec widzimy, ze

(n)zn(n—l)-..n(n—k—i—l)' (10)

k k!

Stad, domnazajac licznik i mianownik przéz — k)!, dostajemy rowngt (9). >

4. Podstawowe wiasngci wspotczynnikow dwumiennych

Najwazniejsze whasrszi wspotczynnikéw dwumiennych dane sa przez tozsgnsymetrii
(11), tozsamst Pascala (12) i tozsarsbpochtaniania (13).

ZADANIE 1 Udowodnt prawdziwgt nastepujacepzsamosci symetrii

()= ab

dla dowolnych0 < k& < n.



Rozwiazanie.Dowodd z wykorzystaniem rowrsei (9) lub (10) jest mato pouczajacy.
Staramy sie wiec przekobaicznia, aby "za rowrkxia” (11) dostrzegddijekcje

Pr({n)) > A+— A€ P({n — k))

albo bijekcje polegajaca na zamianie zer na jedynki i odwrotnie w ciagach binarnych, albo bi-
jekcje (miedzy drogami kratowymi) zadana przez odbicie w dwusiecznej pierawsiaaiki. ¢

Podobnie ma sie sprawa z réveuia konstytuujaca tréjkat Pascala:

ZADANIE 2 Udowodnt, ze zachodzi nastepujattizsamos¢ Pascala

n+1 n n
(k+1)"(k>*‘<k+1>’ (12)
dla dowolnych liczb catkowitych) < k£ < n.

Rozwiazanie. Sposéb 1. Tozsanso Pascala bardzo fatwo wywnioskotva (9)
(lub (10)). Proponujemy jednak uczniom rozumowanie "uczciwe”. Rozwazmy mianowicie
dowolny (n + 1)-elementowy zbiorX i ustalmy jeden jego element. Wowczas,(k + 1)-
elementowe podzbiory zbiorX sajednego z dwéch typdw do pierwszego typu naleza takie,
ktore zawieraja element, a do drugiego takie, ktdre elementu nie zawieraja. Zbiorow
pierwszego typu jest tyle samo, deelementowych podzbiorow zbior ~ {a}, czyli (Z)
a zbiory drugiego typu stanowia rodzirié + 1)-elementowych podzbioréw zbior¥ ~ {a},

jestich wiec(,",). Stad rownét (12).

Sposo6b 2. Mozna tez rozumodvaastepujaco: Zbiér wszystkich najkrétszych drog kra-
towych taczacych0, 0) z (n—k, k+1) jest suma dwoch roztacznych podzbioréw: 1) zbioru
drdg przechodzacych przez punkt — k, k), (tych jest (Z)) i 2) zbioru drég przechodzacych
przez punkt(n — k — 1, k + 1) (tych jest (,",)). Wszystkich rozwazanych drég jeé} '),
stad réownét (12) ¢

kil)

ZADANIE 3 Udowodnt nastepujaceozsamosci pochtaniania
n n—1
k.@_n.(k_l), (13)
k-1 (7 ) =ntn-1)- (72 (14)
k)M k—2)

e (3) = (32 1) e (523), (15)

Rozwiazanie.Obie strony rownséci (13) interpretujemy jako ikE mozliwych wybo-
row k-elementowych zespotéw z liderem. Kazdy taki zesp6t mozemy utwokzyastepujacy
sposo6b: najpierw wybiak oséb spérédn oséb, a nastepnie spidd nich lidera albo najpierw
wybret lidera sp&réd n 0séb, a nastepnie spdd n — 1 0s6b wybré zespdtk — 1 oséb. Po-
stepowanie pierwszego typu daje nam (Z) sposobolw, a postepowanie drugiego typu daje

namn - (Zj) sposobdéw. Sposob liczenia nie jest istotny wiec mamy r&xno



Obie strony réwnéci (14) interpretujemy jako i mozliwych wyborowk-elementowych
zespotdéw z dowddca i, roznym od niego, jego zastepca.

Rown&t (15) jest suma (13) i (14). Ma roéwniez nastepujaca interpretacje kombinato-
ryczna: oznacza i mozliwych wyborow k-elementowych zespotéw z dowddca i zastepca
dowddcy, przy czym dowddca mozedgwoim zastepcalp

ZADANIE 4 Udowodnt, wskazujac odpowiednia interpretacje kombinatoryczna, ze

()= ()G,

dla wszystkich catkowitych) < k < m < n.

Rozwiazanie. Rozwazmy zbiérn-osobowy. Obie strony réwisgi (16) oznaczaja
ilo&t wszystkich, wybranych z tego zbiorw-osobowych "zespotow” Z-osobowym "zarza-
dem”. Przy czym, liczba z lewej strony oznaczatlevyboréw k-osobowych zarzadéw w kaz-
dym z, uprzednio wybranychy:-osobowych zespotéw. Liczba z prawej strony oznaczgilo
mozliwych "dokooptow&” m — k cztonkdéw zespotu, do uprzednio wybranygkosobowych
zarzadow.4

ZADANIE 5 Udowodnt, wskazujac odpowiednia interpretacje kombinatoryczna, ze
9 n n+1
— 17
=(6)+("3) @
dla wszystkichn € N.
Rozwiazanie.Jasne, ze
F(2,n) =R(2, n) UM'(2, n),

gdzie przezM'(k, n) oznaczylsmy zbidr wszystkich funk-
cji nierosnacych ze zbior{k) do zbioru (n). Czytelnik z
tatwoscia wskaze bijekcjgR'(k, n) «—— M'(k, n). Stad

n® = |F (2 n)| = [R(2, n)] + [R'(2, n)| = @ " (n;1>

na mocy rownéci (4) i (5). "Kamyczkowy” dowdd mozna zobadzya rysunku. Zachecamy
do dostatecznie wnikliwego wpatrywania sie w ten rysunek.

6. Sumy o wyrazach dodatnich

Pokazemy teraz pare zada sumami zawierajacymi wspoétczynniki dwumienne.

ZADANIE 6 Uzasadm, ze

Y k(Z) — .ol (18)



Rozwiazanie.kLatwo to udowodré korzystajac z tozsamsoi pochtaniania (13) i réw-
nosci (1). Jezeli jednak, patrz dowdd tozsadmuigpochtaniania (13),8wiadomimy sobie, ze
k-ty sktadnik sumy oznacza & k-osobowych zespotéw z liderem, to cata sume z lewej
strony mozemy zinterpretowgako ilosC wszystkich mozliwych zespotdéw z liderem wybra-
nych z grupyn oséb. Zinterpretowanie prawej strony rovéeo (18) w ten sam sposoéb jest
natychmiastowe. Tym razem, najpierw wybieramy ¢nasposobow) lidera, a potem spod
pozostatych(n — 1) oséb dobieramy resztg zespotu (@' sposobow) 4

ZADANIE 7 Udowodnt, ze dla dowolnych liczb naturalnych, m i k zachodzi tak
zwanatozsamosc Cauchy’ego

> (") - (")

J

Rozwiazanie.Pokazemy dwa sposoby rozumowania. Nie sa one v§ jaitsadniczy
spos6b roézne, drugi mozna tez uzrza ilustracje geometryczna pierwszego.

Sposob 1. Wyobrazmy sobie, ze pewna grupa uczniow sklada sibtopcow i m
dziewczat. Na ile sposobow mozemy z tej grupy wybraspot liczacyk oséb? Z jednej
strony, mozemy to zrobina ("™) sposobéw. Z drugiej strony, kazdy z zespotéw jest jednego
z nastepujacych typow: w sktadzie zespotu nie ma chtopcow, w sktadzie zespotu jest doktadnie

1 chiopiec, jest doktadni@ chtopcéw itd., w sktadzie zespotu jestchtopcow. lIGE zespotdéw
wszystkich typéw jest réwna
G)G2)
i) \k—=3j)

() () () G2) =+ () (5) -

Sposbéb 2. Prawa strona rovsw (19) ozna-
cza, patrzT2.4, ilo& wszystkich najkrotszych | | |
drég kratowych taczacych punkd = (0, 0)
z punktem Z = (m + n — k, k). Kazda & ' Y4
rozwazana drogamusi przepgC przez jeden i

tylko jeden punkt kratowy lezacy na prostej o

M-

I
o

J

rownaniuz +y = n. Sktadnik () (,") sumy o/

z lewej strony réwnéci (19) oznacza il ®

tych z rozwazanych drég, ktore przechodza przez *

punkt.J = (n—j, j). Czynnik (7)) oznacza il&t 4® b TN —F

drég miedzyA a J, a czynnik(k’fj), ilo& drog miedzyJ a Z. Jasne, ze w ten sposob nasze
zadanie zostato rozwiazang.

ZADANIE 8 Udowodnt nastepujacéwierdzenie o haku Dla dowolnych liczb natu-
ralnych k < n zachodzi rownos¢

W () (=60 e



Przyktadowy "hak” w trojkacie Pascala pokazujemy ponizej:

1
1 1

1 2
1 3 1
1 4 [6] 4 1

1 5 [100 10 5 1
1 6 [15] 20 15 6 1
1 7 [21] 35 35 21 7 1
1 8 28 |56] 70 56 28 8 1

Rozwiazanie.Dowdd przez indukcje jest prostym wykorzystaniem tozssenBascala
(12). Nie bedziemy sie nim zajmowaWskazemy za to trzy ciekawsze rozumowania.

Sposo6b 1. (Pierwsze rozumowanie kombinatoryczne) Prawa strona naszej te@samo
oznacza il& wszystkich(k + 1)-elementowych podzbioréw zbiorin + 1)-elementowego.
Wybierajac (k + 1)-elementowe podzbiory zbiorgn + 1) mozemy najpierw wybieaele-
mentnajwiekszy ("dowodce”), a nastepnié-elementowy podzbiér ("druzyne”). Jasne, ze w
ten sposob dostaniemy lewa strong tozsseno

SposoOb 2. (Drugie rozumowanie kom- g’ 7
binatoryczne) Pokazemy teramterpreta- i+
cje geometryczna Zbior wszystkich EN- k I:I:I:I:I:I:I:I:I:I
drog kratowych taczacych punkt = (0, 0) J
z punktem Z = (n — k, k + 1) roz-
ktada sie na sume (roztaczna) zbiords;,
j =0,1,...,n — k, gdzie A; oznacza

zbiér tych sp&rod rozwazanych drég, ktore
"przechodza” przez odcinek.J’ o kohcach
(7, k), (j, E + 1), 1 nastepnie (nie majac
juz innego wyboru) prowadza caly czas na
wschoéd az do punktZ. Wiemy doskonale, ®
ze |A;| = (¥/7). Patrz rysunek! To koczy 4 Rys. 4
rozumowanie.

n-k

Sposo6b 3. (Trzecie rozumowanie kombinatoryczne) Innej interpretacji &siwr(@0)
dostarcza twierdzeni2.5. Z udowodnionej tam réwrszi (7) wnioskujemy, ze

(Z) = |T(k+1,n—k) (21)

Wobec tego "hakowa” rowrst (20) ma posta

T(k+1,0)|+|T(k+1, )|+ ... +|T(k+1,n—Fk)|=|T(k+2, n—k),
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a ta rown@c jest tatwa do udowodnienia: zbidf (k + 2, n — k) wszystkich rozwiaza w
liczbach catkowitych nieujemnych rownania

1+ To+ ... F X1+ T =n—k
moze by rozbity na roztaczne podzbiory
Ai = {(71, @2, -, Thy1, Tppo) @ Tpyo = i},
gdziei=0,1,...,n—k. Jasne, zeA;| = |[T(k+1,n—k—1)|. ¢

Ciekawe zadanie znalemozna W3], zadanie 7.2. Poréwnaj t¢2], strona 247. Zadanie
to w pozostawia W. Guzicki w [5] do samodzielnego rozwiazania czytelnikowi.

ZADANIE 9 Udowodnt tozsamét

| 2 2
2“(”>+2”—1(”+ )+2n—2(”+ >+...+(”)=22” 22)
0 1 2 n

Rozwiazanie.Wiemy, ze 22" oznacza
n ilo&€ wszystkich EN-drog taczacych wezet
poczatkowy (0, 0) z ktoryms z weztow le-
-+ zacych na prostej o rownaniu + y = 2n.
Rys. 5 7 Og6t tych wszystkich drég rozbijemy na
roztaczne zbiory

n AOa -’417 7-/477,—176’ ‘807 817 7Bn—17

gdzie A, sktada sie ze wszystkich drog,
ktorych czescia jest odcinek o kbacach
(n, 7), (n + 1, j), zbiér C sklada sie ze
wszystkich drog d&ohncach (0, 0) i (n, n),
a zbior B; sktada sie ze wszystkich drog,
i P o ktorych czescia jest odcinek o kacach
(4, n), (4, n + 1). Zobacz rysunek obok.
Z twierdzenial 2.4 i wniosku z niego wiemy, zéC| = (*"), oraz

n+j .
Al =18= (" T )

Wobec tego

2" = 2 o] + 2|+ .. 24| +[C] =

1 2n — 1 2
—on (™) yon1 n +ogo " + ().
0 1 n—1 n

To kohczy rozwiazanie$
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7. Sumy naprzemienne

A jezeli odrézniamy parzyste od nieparzystego, to co?

ZADANIE 10 Udowodnt, ze dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi rownéc:

S()-()- 00

J=0

Rozwiazanie.Sposo6b 1. ROwrsE te otrzymujemy natychmiast, podstawiajac=
1,8 = —1 wtozsam@ci (2). Sprobujmy jednak przydgej znaczenie kombinatoryczne.
Zauwazmy w tym celu, ze mozna ja zag@isa postaci:

D00 000 e

co 0znacza, ze rodzirR,,({n)) podzbioréw zbioru{n) majacychparzystailost elementéw
jestrownoliczna z rodzina P,q4({n)) podzbioréw zbioru(n) majacychnieparzystailost
elementéw. Aby udowodaj ze to jest prawda, rozwazmy funkcje: P.,({n)) — Poaa({n))
dana przez:

y ANA{l}, qgdyleA,
ClAu{1), gdy1¢ A

Chwila zastanowienia wystarcza dla sprawdzenia, ze funkcpazeprowadza bijektywnie ro-
dzing P.,((n)) narodzingP,qq({n)).

Uwaga. Prostsza bijekcjgP.,((n)) — Poas({n)) mozna wskazaw przypadku, gdy
n jest liczba nieparzysta. Mianowicie, w takim przypadkdopetnienie zbioru A C (n)
majacego parzysta # elementéw ma nieparzysta $ftoelementéw i odwrotnie. Wobec tego
A — A° jest zadana bijekcja.

Sposo6b 2. (Patrz [8]) Policzymy na dwa sposoby ile jest NES-drég prowadzacych od
punktu 1 do punktun, w takiej "kratce” jak na rysunku.

Rys. 6

l 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

l 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Pierwszy sposéb’lfczenie pionowe” polega na patrzeniu na "szczebelki” pionowe. Po-
niewaz "wegcie” drogi na poziom wyzszy jest "kasowane” przez ponownesSte] na dot,



12

wiec widzimy, ze kazda NES-droga wyznaczona jest jednoznacznie przez parzystoelementowy
podzbidr n-elementowego zbioru szczebelkéw. Zatem, facznie drog takich jest

(o)« (5)+ (1)

Drugi sposob ficzenie poziome) polega na patrzeniu na odcinki poziome drég na pozio-
mie dolnym. Zauwazamy, ze kazda NES-droge jednoznacznie wyznacza dowolnie wybrany
podzbidr (rowniez pusty!) (n — 1)-elementowego zbioru jednostkowych odcinkow pozio-
mych z poziomu dolnego. Badanych drdg jest wiec tyle samo co podzbioréw zpiorul )-
elementowego. Stad rowso

)+ () () e

Poréwnujac to z rowrxia (1), dostajemy rowisd (24). ¢
Sume (23) mozna domnazprzez mianowniki wystepujacych tam symboli Newtona:

ZADANIE 11 Udowodnt, wskazujac odpowiednia interpretacje kombinatoryczna:

() Q) a()s oo

Rozwiazanie. Pamigtamy, zek(}) wyraza ildt k-elementowych zespotéw z lide-
rem, wybranych sgréd danychn oséb. ROwn&t (26) moze wiec by zapisana nastepujaco:
|P| = |N], gdzie

P={(Z1): ZC{n),le Z |Z] =0(mod2)},
N=A{(Z1): ZC(n),leZ |Z] =1(mod2)}.

Dla zakdczenia rozwiazania wystarczy wskassjekcje miedzy zbioramiP, /. Oto ona:

(

(Z~A1},0), gdyleZ il#1,
_J@@u{l} ), gdyl¢Z
iz 0)= (Z~{2},1), gdyl=1i2€Z
(

ZU{2},1), gdyl=1i2¢Z.

Sprawdzenie, ze w ten sposob rzecAgie zdefiniowaBmy bijekcje f : P «—— N pozosta-
wiamy Czytelnikowi. ¢

Oto nasze ostatnie zadanie z sumami naprzemiennymi:

ZADANIE 12 Nieche¢, d € Z>o i 0 < ¢ < d. Udowodnt, ze

i(—l)k (Z) (gi L Z) = 0. (27)
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Rozwiazanie. Niech danych bedziel dziewczat ic chtopcow. Tworzymy sparéd
nich zespoly(c + 1)-osobowe z wyrézniona grupa "lideréow”, bynoze pusta, ale sktadajaca
sie wylacznie z dziewczat. Zespotdw majacyicHideréw, k£ < ¢ + 1, jest, oczywscie,

d d+c—Fk
(k) ' <c+1—k;>'
Wobec tego réwn& (27) oznacza, ze it zespotéw z "parzysta”’ grupa lideréw rowna jest
ilosci zespotdw z "nieparzysta” grupa lideréw. Aby sie przeknma to jest prawda, oznaczmy
przez Z,, ilo& zespotdw (c + 1)-osobowych), w ktérych jest dziewczat. W kazdym z takich
Z, zespotow mozemy nd;) + (5) + () +--- = 2""! sposob6w wybra parzysta grupe

dowédcow i na(’}) + (5) + (%) +--- = 2"~' sposobéw nieparzysta grupe lideréw, zobacz

(24) i (25). Ostatecznie, widzimy, ze "parzystoliderowych” zespotdw jest
c+1
Z 2n_1Zn

n=1

i tylez jest zespotow "nieparzystoliderowyché:

8. Jedna nieréwndact
Jezeli istniejdunkcja roznowarto sciowa(injekcja)
f: X —Y

ze zbioru skéczonegoX do zbioru skéczonegoY’, to | X| < |Y|. To oczywiste spostrzeze-
nie moze stuz§ do kombinatorycznego uzasadniania nierésaio

ZADANIE 13 Udowodnt, ze dla kazdege > 2 ciag (7), (7). ..., (\",). (%), gdzie
s = |n/2] jest ciagienscile rosnacym.

Rozwiazanie. Wykorzystujacy (9) lub (10) dowdd "rachunkowy” jest natychmia-
stowy. Warto sie jednak zapozna dowodem za pomoca EN-drog, poniewaz wykorzystuje
on zasade odbicigktora przydaje sie i w innych sytuacjach.

k1 W Zatbézmy, ze0 < k < |n/2|. Mamy uzasadid, ze
k Z n n
(k) - <k+ 1)'
J Skonstruujemynjekcje

ek zbioru D(A, Z) EN-drég taczacych punktd z
fh Rys. 7 punktem Z w zbior D(A, W) EN-drog taczacych
punkt A z punktemWW. Istnienie takiej injekciji,
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na mocy uczynionej wyzej uwagi, wystarczy , BB(A, Z)| = (}) oraz [D(A, W)| = (,},)-

Aby okreslic tg injekcje rozwazmy symetralna odcinka WZ. Zatozeniek < |n/2] im-
plikuje, ze punktyA i Z leza po réznych stronach tej symetralnej. Wobec tego, kazda droga
laczaca punktyA i Z "przebija” prostap. Dla danej EN-drogid € D(A, Z) oznaczmy
przez J ostatni jej punkt wspolny z prosta. Niech d4; bedzie fragmentem drogi miedzy
punktami A i J, d;; bedzie fragmentem drogi miedzy punktami/ i Z. Niech d' be-

dzie odbiciemd;, w prostejp. Kladziemy f(d) = d4; U d'. Sprawdzenie, ze tak olg®na

funkcja f jest funkcja réznowargriowa, jest natychmiastowd.

9. Zwiazek z ciagiem Fibonacci'ego

| S S SIS S

Rys. 8

Przypomnijmy, ze (klasycznyjag Fibonacci'ego( f,,) zadany jest przewarunki poczatkowe
fi =1, fo =1 irownanie rekurencyjne

fn+2 = fn+1 + fu (28)

dlakazdegon =1, 2, 3, ....

TWIERDZENIE 4 Liczba f,, n > 1 0znacza, na ile sposobow piechur startujacy z punktu
1 osi liczbowej moze dotrzedo punktun tej osi, jezeli potrafi stawiakroki dlugdsci 1 i/lub
2 (do przodu).

Dowdéd. Oznaczmy il& tych sposobéw przep,. Jasne jest, ze; = 1 (bo piechur
po prostu nic nie robi, a "nicnierotil mozna na jeden tylko sposéb). Podobnie jest jasne, ze
p2 = 1 (piechur wykonuje jeden krok diugoi 1). Natomiast do punktid moze dogc na dwa
sposoby: albo robiac jeden krok dhigd 2, albo robiac dwa kroki diuggei 1. Zatemp; = 2.
Rozwazmy teraz dowolna liczbge > 3. Istnieja dwa rozne typy marszrut piechura od punktu
1 do punktun: do pierwszego typu naleza te marszruty, w czasie ktérych nadepnat on na liczbe
n — 1, a do drugiego pozostate. Pierwszych marszrut jest tyle na ile sposobdéw mogt orcdotrze
do punktun — 1 (potem robi on juz tylko oczywisty i jednoznaczny krok dt&go1 i kohczy
droge w punkcien), czyli p,,_;. W czasie wykonywania marszrut drugiego typu piechur musi
nadepné na liczben — 2 a nastepnie wykoriakrok diugaci 2. Ostatecznie dostajemy

Pn = Pn-1 + Pn_2.

Wobec tego, poniewaz ciadip,) i (f.) spetniaja te same warunki poczatkowe i to samo
réwnanie rekurencyjne, pokrywaja sigextenso P>
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Opisana przez to twierdzenie interpretacje wyrazow ciagu Fibonacci’ego nazywaany
pretacja piechurazobacz rysunek 8.

Dzigeki tej interpretacji z tatwscia rozwiazemy ostatnie zadanie:

ZADANIE 14 Udowodnt tozsamé&c

n n—1 n—2
() (" T) 4 (5 6 = -

gdzie f,., oznacza(n + 1)k-szy wyraz ciagu Fibonacci'ego.

Rozwiazanie.Oznaczmy przezZ\,, zbior tych marszrut od punkt do punktun +1,

w czasie ktorych piechur wykonuje doktadritekrokdw dtugich (krokéw dtugdsci 2). Wtedy,
zbiér wszystkich mozliwych marszrut rozktada sie na sume podzbioréw roztacznych

M=MyUM UMy ... (30)

Sekunda zastanowienia wystarcza do nastepujacej konkluz;ji:

wi=(0)

Ta rownac, twierdzenieT4 i rownost (30) pozwalaja zakmczye rozwiazanie 4

10. Zadania do samodzielnego rozwiazania

ZADANIE 15 Udowodnt, przydajac interpretacje kombinatoryczna:

; k(k—1) (Z) = n(n—1) 22

ZADANIE 16 Nie korzystajac z (15), wyznaczwartcse sumy >, k% - (7). Wy-
myslic odpowiednia interpretacje kombinatoryczna.

ZADANIE 17 Udowodnt, przydajac interpretacje kombinatoryczna:
- n k _ an
> (k) ok — 3,
k=0

Wskazoéwka. lloczyn (7) - 2¥ oznacza il&c wszystkich takich pafA, B), ze AC B C
(n) i |B| = k. Acomoze oznacta3"?
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ZADANIE 18 Uzasadrt, przydajac interpretacje kombinatoryczna:
n 2+ n 2+ n n 2_ 2n
0 1 n) \n
ZADANIE 19 Udowodnt, ze
nn+nn—1+nn—2++nn—k;_n2k
0/ \k 1)\k—-1 2)\k—-2 k 0 ) \k '
ZADANIE 20 Udowodnt, ze
2 2 2 2
2n — 2
12(") o2 (" 2(" (") =2 .
(1) ; (2) +3(3 R L
ZADANIE 21 Udowodnt, ze zachodza réwsai:
L (m\ (n+k e\ (m
= 2 dl > 0.
Y (0)("n) =22 ()(5) ammozo

ZADANIE 22 Udowodnt, ze
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